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1 Einleitung

Die Auswertung geplanter Experimente dient dazu, Erkenntnisse iiber die Wirkungs-
weise von Produkten, Medikamenten, Verfahren oder ganz allgemein Behandlungen zu
gewinnen. Dazu werden die Behandlungen auf Versuchseinheiten angewandt, an denen
man dann eine oder mehrere Zielgrofen beobachtet. Diese Beobachtungen wertet man
anschliefsend aus, um Riickschliisse auf die Wirkung der Behandlungen zu ziehen.

Insbesondere in der klinischen Forschung, aber auch in der Lebensmittelindustrie
oder bei psychometrischen Studien sind die Versuchseinheiten oft menschliche Pro-
banden oder Versuchstiere. Die Zahl der Versuchseinheiten ist in diesen Anwendungs-
gebieten meist sehr gering. Dies hat vor allem ethische Griinde, zum Beispiel wenn
die Probanden unangenehmen Haupt- oder Nebenwirkungen ausgesetzt sind, und
folgt andererseits aus Kostengriinden. So setzt man beispielsweise in der Lebens-
mittelsensorik oft wenige, fiir bestimmte Lebensmittel speziell geschulte Priifer ein.
Ein zu geringer Stichprobenumfang bedeutet aber, dass Unterschiede zwischen den
Behandlungen nicht mehr zuverléssig festgestellt werden kénnen. Daher benutzt man
fiir derartige Untersuchungen oft Crossover-Pliane, bei denen jeder Proband nach-
einander mehreren oder allen zu vergleichenden Behandlungen ausgesetzt wird. Dies
reduziert die Zahl der fiir die Studie zu rekrutierenden Probanden, jede Versuchsein-
heit agiert gewissermafien als ihre eigene Kontrolle. Crossover-Pliane werden insbeson-
dere dann eingesetzt, wenn die Behandlungen lediglich von voriibergehender Wirkung
sind. Dadurch kann der Einfluss mehrerer nacheinander verabreichter Behandlungen
auf den Ausgangszustand der Versuchseinheiten sinnvoll untersucht werden.

Ein klassisches Beispiel fiir die Anwendung von Crossover-Planen findet sich bei
Cochran et al.| (1941)), welche die Milchleistung von Kiihen in Abhéngigkeit des Futters
untersuchen. Crossover-Pléne sind auf diesem Forschungsgebiet auch heute die bevor-
zugten Versuchsplane (Kuoppala et al., [2008). Dies gilt fiir viele Tierversuche, bei
denen die Tiere nicht durch die Behandlung geschiadigt werden, zum Beispiel bei

der Entwicklung von Hundefutter (Kempe et al., 2004). Crossover-Plane eignen sich



2 1 FEinleitung

ebenfalls fiir Studien in der Lebensmittelsensorik. Beispielsweise untersuchen Bakke
und Vickers (2008) die Wahrnehmung von Bitterstoffen, Harker et al.| (2008) den
Geschmack von Kiwifriichten und Laureati et al. (2008) die Wirkung der Anreiche-
rung von Lebensmitteln mit Aromastoffen mit Hilfe solcher Versuchspline. In psycho-
metrischen Studien interessiert man sich oft dafiir, wie Probanden bestimmte Aufga-
ben unter verschiedenen Bedingungen ausfithren. Jones und Kenward, (2003))[S. 243~
246] beschreiben eine Anwendung von Crossover-Planen in einer Studie von McNulty’
(1986)) zur Wahrnehmung von bewegten Objekten auf Bildschirmen. Senn| (2002))|[Kapi-
tel 5] erwéhnt verschiedene Situationen, in denen Crossover-Pline auch in klinischen
Studien benutzt werden. Dazu gehdren zum Beispiel Dosis-Findungs-Studien, Kombi-
nationstherapien, Studien zur Biodquivalenz und Vergleiche mit dem Gold Standard
bei chronischen Krankheiten.

Werden mehrere Behandlungen im Zeitablauf angewendet, miissen bei der statisti-
schen Modellierung Nachwirkungen von Behandlungen, sogenannte Carryover-Effekte,
und korrelierte Fehler beriicksichtigt werden.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Frage, wie man Daten aus Experimenten
mit Nachwirkungen und korrelierten Fehlern in linearen Modellen mit festen Effekten
auswerten kann. Dabei beschrénken wir uns auf Versuche mit nur einer Zielgréfse
und mindestens drei Behandlungen. Zur Auswertung der insbesondere in klinischen
Studien haufig angewandten Pléne zum Vergleich von zwei Behandlungen existiert
bereits eine Vielzahl von Ergebnissen. Zusammenfassungen dieser Ergebnisse finden
sich zum Beispiel in Jones und Kenward| (2003)) oder Senn| (2002). Dort werden auch
Auswertungsverfahren fiir lineare Modelle mit zufalligen Effekten vorgestellt.

In Kapitel [2] werden zunéchst grundlegende Begriffe und Ergebnisse der statisti-
schen Inferenz fiir lineare Modelle wiederholt. Anschliefend fiihren wir ein geeignetes
Modell zur Auswertung von Crossover-Studien ein und befassen uns mit der Frage
nach geeigneten Versuchspldnen fiir derartige Studien.

Wenn keine Carryover-Effekte auftreten, lassen sich die Beobachtungen aus Cross-
over-Studien mit Hilfe einfacher linearer Modelle analysieren. Azais und Druilhet
(1997)) und Bailey| (1985)) zeigen, wie man mit Hilfe geeigneter randomisierter nachbar-
balancierter Versuchsplédne eine Auswertung im einfachen Blockmodell beziehungs-
weise im Zeilen-Spalten-Modell rechtfertigen kann. In Kapitel |3| wird gezeigt, dass
man die Klasse der Versuchspliane, fiir die das Zeilen-Spalten-Modell gerechtfertigt

ist, iiber diese Ergebnisse hinaus erweitern kann. Damit lasst sich das Verfahren auch



auf unvollstédndige Blockpldne anwenden, das heifst auf Situationen, bei denen nicht
alle Behandlungen bei jeder Versuchseinheit vorkommen. Wir werden ebenfalls unter-
suchen, inwiefern sich die Auswertung noch rechtfertigen lasst, wenn Carryover-Effekte
vorliegen, und wie robust die Auswertung ist, wenn Versuchsplidne benutzt werden,

die den in Kapitel 3| betrachteten Voraussetzungen nur nédherungsweise geniigen.

Eine andere Vorgehensweise zur Auswertung von Crossover-Planen besteht darin,
mogliche Carryover-Effekte im Modell zu berticksichtigen. Die herkémmliche Auswer-
tung mit Hilfe von Kleinste-Quadrate-Schitzern (KQ-Schétzern) im linearen Modell
fiihrt bei gleichzeitigem Vorliegen korrelierter Fehler zu verzerrten Varianzschétzern.
Das hat zur Folge, dass F- und t-Tests auf der Grundlage dieser Schéitzer das nominelle
Testniveau nicht einhalten und unter Umstédnden stark konservativ sind. Von beson-
derer Bedeutung ist hierbei die Tatsache, dass die Korrelationsstruktur in der Regel
nicht bekannt ist und bei geringen Stichprobenumfangen nur schlecht geschétzt werden
kann. In der Literatur gibt es hierzu verschiedene Losungsvorschlage. So kann man
statt KQ-Schétzern verallgemeinerte KQ-Schétzer verwenden. Ein Spezialfall hierbei
sind Repeated-Measurements-Modelle mit zufélligen Einheiteneffekten (Kenward und

Roger, 1997).

Kunert und Utzig (1993)) schlagen ein Verfahren auf Grundlage einer konservati-
ven Varianzabschétzung vor. Sie gehen zunéchst von einem Modell mit unkorrelierten
Fehlern aus und untersuchen dann, wie sich die Varianzschétzer verhalten, falls doch
korrelierte Beobachtungen vorliegen. Dazu betrachten sie den Quotienten aus der Vari-
anz bei korrelierten Fehlern und dem Erwartungswert der Varianz bei unkorrelierten
Fehlern. Das Worst-Case-Szenario beziiglich der Kovarianzmatrix der Fehler liefert
dann einen Korrekturfaktor, mit dessen Hilfe man die Varianz konservativ abschét-
zen kann. Der ungiinstigste Fall wurde bisher nur fiir Versuchspldne mit drei Ver-
suchsperioden exakt berechnet, bei mehr als drei Perioden war lediglich eine grobe
obere Schranke bekannt. In Kapitel [d] untersuchen wir das Verfahren von [Kunert und
Utzigl (1993) ndher und bestimmen dabei das Worst-Case-Szenario fiir eine beliebige
Zahl von Behandlungen pro Versuchseinheit. Dies ermoglicht eine weniger konserva-
tive Varianzschatzung. Mit Hilfe unserer verbesserten Schranke konstruieren wir dann

weniger konservative Tests auf Behandlungsunterschiede.

Bellavance et al.| (1996) vergleichen verschiedene Testverfahren fiir das Modell mit

Carryover-Effekten und korrelierten Fehlern. Dabei schneidet das sogenannte MFA-
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Verfahren, das auf einer Approximation der F-Statistik nach Box| (1954) beruht, sehr
gut ab. Wir stellen dieses Verfahren in Kapitel [5| kurz vor.

In Kapitel [6] vergleichen wir das MFA- Verfahren mit unserer Verbesserung der
Methode von Kunert und Utzig (1993)). Hierbei untersuchen wir unter anderem das
MFA-Verfahren fiir die ungiinstigste Kovarianzmatrix. Theoretische Argumente sowie
eine Simulationsstudie fiihren uns zum Schluss, dass das vermeintlich konservative
Testverfahren von Kunert und Utzig (1993)) mit unserer verbesserten Schranke nicht
notwendig konservativ ist. Dariiberhinaus ist die Power des MFA-Verfahrens oft grofer
als die unseres Konkurrenzverfahrens.

Wir fassen die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit in Kapitel [7] zusammen und

geben schliefslich einen kurzen Ausblick auf moégliche Ergédnzungen.



2 Modelle und Versuchsplane zur
Auswertung von

Crossover-Studien

In diesem Kapitel skizzieren wir zunéchst einige bekannte Begriffe, Ergebnisse und
Schreibweisen aus der Theorie der linearen Modelle, die in Lehrbiichern wie Rao et al.
(2008) benutzt werden. Danach fiihren wir mit Hilfe eines Gedankenexperiments das
grundlegende lineare Modell zur Auswertung von Crossover-Planen ein. Anschlieffend
stellen wir aus der Literatur bekannte geeignete Versuchspléane zur Auswertung von
Crossover-Studien vor.

Grundsétzlich werden Vektoren und Matrizen in dieser Arbeit fett gesetzt, wobei
Vektoren mit Hilfe von Kleinbuchstaben dargestellt und Matrizen grofsgeschrieben
werden. Zufallsvariablen, Zufallsvektoren und ihre Realisationen werden stets klein-

geschrieben. Eine Ubersicht iiber die wichtigsten Symbole findet sich im Symbolver-

zeichnis (S.[109 ff.).

2.1 Lineare Modelle

2.1.1 Parameterschatzer in linearen Modellen

Wir betrachten lineare Modelle der Form
y=XpB+e¢€ E(e) =0, Cov(e) = X, (2.1)

wobei y € RY der Beobachtungsvektor, X € R™*? die nicht-stochastische Design-
matrix, 3 € R? der Parametervektor und € € RY der Fehlervektor ist. X' ist die
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nicht-negativ definite (n.n.d.) Kovarianzmatrix von €. E bezeichne Erwartungswerte
und Cov Kovarianzmatrizen.

Falls X keinen vollen Spaltenrang besitzt, gibt es keinen linearen erwartungstreuen
Schatzer fiir 8. Fiir bestimmte Linearkombinationen des Parametervektors kann es

aber erwartungstreue Schétzer geben.

Definition 2.1. Die parametrische Funktion ZTﬁ heifst schatzbar, falls es eine lineare
Funktion k™y der Beobachtungen gibt, so dass E(k'y) = ZTB. Ein Schitzer k*y
heif$t bester linearer erwartungstreuer Schétzer oder BLUE fiir ZTB, falls er unter
allen linearen erwartungstreuen Schétzern fir ZTﬁ in Modell (M die kleinste Varianz

besitzt.

Oft nimmt man an, dass die Fehler in Modell unabhéangig identisch verteilt
(ui.v.) sind, also dass X = o?Iy. Wir schreiben A~ fiir eine beliebige verallgemei-
nerte Inverse der Matrix A € R™*". Eine mogliche Wahl fiir A~ ist die Moore-
Penrose-Inverse von A, A*, vergleiche Seber| (2008) [Kapitel 7.1|. Weiterhin bezeichne
Rg(A) den Rang von A und var die Varianz einer Zufallsvariablen. Aus Rao et al.
(2008)| Theorem 3.6| folgt

Lemma 2.1. Der Kleinste-Quadrate-Schitzer (KQ-Schdtzer) ZTB mit
B=(X"X) X"y (2.2)

st in Modell mit X = o*Iy der BLUFE fiir ZTﬂ.
In diesem Fall ist
V&F(ZTB) A (XTX) ¢

2

FEin erwartungstreuer Schdtzer fir o ist gegeben durch

wobei fr = N —Rg(X) und é =y — X3.

Falls X' positiv definit (p.d.) ist, so ist der verallgemeinerte KQ-Schétzer (Aitken-
Schétzer) ZTBGLS BLUE fiir ZTB (Rao et al., 2008)[S.217|. Dabei ist

Bors = (XTEZ7'X) X"2 'y,
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Die Anwendung des Aitken-Schétzers setzt voraus, dass X bekannt ist. In
praktischen Anwendungen ist diese Annahme oft unrealistisch. In diesem Fall kann
man die Kovarianzmatrix der Fehler aus den Daten schétzen und in der Formel zur
Berechnung des Aitken-Schétzers X' durch einen Schétzer X ersetzen. Der resultie-

rende Schatzer
. A1 - A1
ﬁEGLs = (XTZ X) X'y )

heift Empirical-Generalized-Least-Squares-Schéitzer (EGLS-Schétzer). Er ist im All-
gemeinen nicht linear in y. Wir sehen in Kapitel (.2.2] dass die EGLS-Schitzung
fiir Crossover-Plane mit geringem Stichprobenumfang nicht unbedingt sinnvoll ist. In
dieser Arbeit beschréinken wir uns daher auf den KQ-Schétzer (2.2).

Wenn das Modell einen Behandlungseffekt T € R! enthélt, lasst sich 8 in
zwei Komponenten 8 = 7 und B8® € R?* so zerlegen, dass 8 = [r7,8?"]7.

Entsprechend partitioniert man die Designmatrix zu X = [T, X 5] und erhélt
y = [T, X, ( [;2) ) +e E(e) = 0, Covle) = X. (2.3)

Wir interessieren uns fiir Aussagen iiber die Behandlungseffekte 7. Die weiteren
Parameter 3% sind dann Stérgrofen, die lediglich beriicksichtigt werden, um zu pri-
ziseren Aussagen liber 7 zu kommen. Von besonderem Interesse sind dabei Behand-

lungskontraste.

Definition 2.2. Sei £ € R" und 22:1 ¢; = 0. Dann heifst die parametrische Funktion
v = 7+ Behandlungskontrast. Falls zusdtzlich 22:1 (2 =1, so heifit ¢ standardisier-
ter Behandlungskontrast.

In den folgenden Kapiteln greifen wir haufig auf orthogonale Projektoren zuriick.
Zu A € R™™ ist
wa=A(A"A) A"

der orthogonale Projektor auf den Spaltenraum von A. Der orthogonale Projektor
I,, — w4 wird mit w bezeichnet. Beispielsweise kénnen wir €’ € in Lemma 2.1 durch

ylwxy ausdriicken.
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Lemma 2.2. Sei A = [A;, Ay] eine partitionierte Matriz, C = Ajw% Ay und
D = (AJA,) . Dann ist

oo C- —C-ATA,D
(ATA)” = T - T AT

eine verallgemeinerte Inverse von AT A.

Dieses Ergebnis ist ein Spezialfall von 14.41(b) in |Seber| (2008). Schreiben wir 0,
fiir den Nullvektor des R”, so kénnen wir ¢» = £+ in Modell 1) darstellen als ZTﬁ
mit £ = (£7, OQT_t)T. Mit Lemma [2.2| angewandt auf X erhalten wir dann aus Lemma

den folgenden Satz, siche auch [Hedayat und Afsarinejad (1978)).

Satz 2.1. Fualls der Kontrast ¢ = €11 in Modell schdtzbar ist, so gilt fiir den
KQ-Schdtzer von ¢
2[1 = ETC_TTw§2y,

wober C~ eine beliebige verallgemeinerte Inverse von C = TTwJ)'(zT ist. Falls

X = oIy, soist 1& der BLUE fiir ¢ und die Varianz des Kontrasts erfillt

var (@Z) =o4TC 4.
Falls in einem Modell ein Schitzer var(¢)) fiir die Varianz eines Behandlungs-

kontrasts die tatsachliche Varianz im Mittel nicht unterschétzt, das heifst, falls

5 (5 (3)) 2w (3,

so nennt man var(y) konservativ fiir var(¢)). Andernfalls nennen wir den Varianz-

schatzer anti-konservativ.

2.1.2 Tests in linearen Modellen

In der Situation von Modell kann man bestimmte Hypothesen beziiglich der
Behandlungseffekte testen. Zum einen interessieren wir uns fiir den Test der Global-
hypothese Hf : 71 = ... = 7 gegen die Alternative H{ : 3i # j : 7, # 7;. Zum
anderen betrachten wir den Test auf den Behandlungskontrast v mit Nullhypothese
HEY : ¢ = 1y gegen die zweiseitige Alternative HF : ) # 1)y mit festem 1y € R.



2.1 Lineare Modelle 9

Wir testen die obigen Hypothesen mit Hilfe des F-Tests und des t-Tests aus folgender
Definition, vergleiche Witting) (1985)[Kapitel 3.4 und 4.2].

Definition 2.3. Wir bezeichnen das v-Quantil der F-Verteilung mit fi und fy Frei-
heitsgraden durch Fy, ¢,.,. Der F-Test lehnt die Hypothese Hi : 7y = ... = 7 zugunsten
der Alternativen Hj : 3i # j: 7, # 1; ab, falls

MST
F= MSE

> Fi fpii-a-

Dabei ist MST = yT (wx — wr)y/(t — 1), MSE = yTwky/fr = o2
Wir bezeichnen das v-Quantil der t-Verteilung mit f Freiheitsgraden durch ty.,.
Der zweiseitige t-Test lehnt die Hypothese HY : 1) = 1)y zugunsten der Alternativen

HEY :9p # )y ab, falls A
¥ — ¥

t=—F——= >l o
= (i)
Dabei ist var(¢) = 0267 C~€ mit C = T"w%,T.

Neben den genannten Nullhypothesen konnen auch noch weitere, moglicherweise
zusammengesetzte Hypothesen iiber die Modellparameter getestet werden. Das Niveau
eines Tests ist allgemein das Supremum der Ablehnwahrscheinlichkeiten unter der
Nullhypothese und die Power oder Macht die Ablehnwahrscheinlichkeit fiir eine Para-
meterkombination aus der Alternativen. Wir nennen einen Test konservativ zum nomi-
nellen Niveau «, falls das Niveau des Tests kleiner oder gleich « ist. Ein Test heifst
anti-konservativ zum nominellen Niveau «, falls er das Niveau « nicht einhélt, das
heifst, falls er ein Test zum Niveau oy > « ist. Der grofste Wert, bei dem F- beziehungs-
weise t-Test gerade nicht ablehnen, ist der kritische Wert des jeweiligen Tests.

Oft nimmt man an, dass die Modellfehler unabhéngig identisch normalverteilt sind,

so dass
e~ N (0,0°Iy) (2.4)

Es ist wohlbekannt, dass F- und t-Test im linearen Modell dann gewisse Optimali-
tatseigenschaften besitzen, siche zum Beispiel Witting| (1985)[Kapitel 3.4.3 und 4.2.1].

Insbesondere gilt
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Lemma 2.3. Unter ist der F-Test aus Definition i Modell ein Test
zum Niveau o fiir Hy gegen H{ und der t-Test aus Definition[2.5 ein Test zum Niveau
a fir HY gegen HY.

Im néchsten Abschnitt motivieren wir anhand eines Gedankenexperiments ein kon-

kretes Modell fiir Crossover-Studien.

2.2 Ein lineares Modell fiir Crossover-Studien

2.2.1 Ein Gedankenexperiment

Nehmen wir an, dass wir vier verschiedene farblose Limonaden mit Hilfe mehrerer
geschulter Priifer hinsichtlich der Intensitéat ihres Zitrusgeschmacks vergleichen wollen.
Wir gehen davon aus, dass die Bewertungen der Versuchseinheiten, hier die Priifer,
wie im schematischen Versuchsplan in Abbildung dargestellt, von verschiedenen
Komponenten beeinflusst werden.

Jede der vier Behandlungen hat eine von der Versuchsperson und der Versuchsan-
ordnung unabhéngige Wirkung, den Behandlungseffekt. Jeder Priifer kostet die vier
Limonaden, in der Abbildung mit A, B, C' und D gekennzeichnet, in einer durch den
Versuchsplan vorgegebenen Reihenfolge. Es ist denkbar, dass einer der Tester Zitrus-
geschmack stets starker wahrnimmt als ein anderer der Priifer, das heifst wir model-
lieren einen Einfluss der Versuchseinheiten, den FEinheiteneffekt. Auferdem konnte
es sein, dass das Zitrusaroma durch einen Gewohnungseffekt nach einiger Zeit von
allen Priifern weniger stark wahrgenommen wird als zu Beginn der Testreihe, so dass
wir einen Periodeneffekt mit in unser Modell aufnehmen. Neben dem direkten Ein-
fluss der Behandlungen kann es auch noch zu einer Nachwirkung von Behandlungen
auf folgende Behandlungen kommen. Nehmen wir an, dass die mit A gekennzeich-
nete Limonade so anhaltend siift schmeckt, dass jede direkt auf A folgende Limonade
ebenfalls als siifs wahrgenommen wird. Dieser von Limonade A ausgehende Carryover-
Effekt hangt also nicht von der voran gehenden Versuchsperiode, sondern nur von der
unmittelbar voran gehenden Behandlung ab. In dieser Arbeit verstehen wir unter dem
Behandlungseffekt lediglich den direkten, unmittelbaren Einfluss einer Behandlung in
der Periode, in der die Behandlung angewandt wird, und nicht den Carryover-Effekt
der Behandlung.
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Nachwirkungen (Carryover-Effekte)

ONY BVY B

(epjeyoUBNBYUIT)
Jajnid

Reihenfolge (Periodeneffekte)

Abbildung 2.1: Schematischer Versuchsaufbau eines sensorischen Experiments zum Vergleich
von vier Produkten. Jeder Priifer verkostet die Proben in einer vorgegebenen Reihenfolge.
Bei der Modellierung des Experiments werden Einheiten-, Perioden- und Carryover-Effekte
berticksichtigt.

Alle oben beschriebenen Effekte werden als feste Effekte der konkreten Einheiten,
Perioden und Behandlungen angesehen. Weitere, in obiger Darstellung nicht betrach-
tete Einfliilsse auf die Bewertung der Limonaden modellieren wir als zuféllige Rest-
fehler. Wir gehen davon aus, dass Beobachtungen an verschiedenen Versuchspersonen
unabhéngig voneinander sind. Es ist aber durchaus denkbar, dass im Zeitablauf an
einer Versuchseinheit gemessene Beobachtungen sich dhnlicher sind als Beobachtun-
gen zwischen verschiedenen Einheiten. Wir lassen daher zu, dass die Fehler an einer
Einheit korreliert sind. Das oben beschriebene Modell formulieren wir nun formal als

lineares Modell.

2.2.2 Carryover-Effekte und korrelierte Fehler

Wir wollen ¢ > 3 Behandlungen vergleichen. An jeder von n Versuchseinheiten werden
p verschiedene Beobachtungen gemacht, so dass insgesamt N = np Beobachtungen

vorliegen. Dabei sei p < t. Wir schreiben y;; fiir die j-te Beobachtung an Versuchs-
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einheit 7, ¢ = 1,...,n,j = 1,...,p. Der Versuchsplan (Design) d ordnet (i,j) die
Behandlung d(i,j) € {1,...,t} zu und fiir die Beobachtungen gelte das folgende
lineare Modell (Stufken, |1996)

Definition 2.4. Das Modell mit Carryover-Effekten und korrelierten Fehlern ist das

lineare Modell
Yij = 1+ o + T+ Taig) + paig-1n) T, t=1,...,n,5=1,...,p. (2.5)

Hier ist pn das allgemeine Mittel, o; der Einheiteneffekt von Einheit i, m; der
Periodeneffekt der Periode j, und 74 ;) der Effekt der zugeordneten Behandlung. Wei-
terhin ist pai j—1) der Carryover-Effekt der Behandlung d(i,j —1), der auf die (i, j)-te
Beobachtung nachwirkt. Daber setzen wir pqo) = 0. Fir den Fehlerterm e;; nehmen

wir an, dass die zweiten Momente ezistieren, wobei E(e;;) = 0 und

o .y
C”V(e“ . ) — jj/7 falls =1
zj,ezljl =
07 sonst

Beobachtungen zwischen verschiedenen Einheiten sind unkorreliert. Die Beobach-
tungen an einer Einheit sind moglicherweise korreliert, wobei diese Korrelationen fiir
jede Einheit gleich sind. Diese Annahme kann durch die Randomisierung der Versuchs-
einheiten gerechtfertigt werden, vergleiche hierzu auch Kunert und Utzig (1993)). Die

€;; und damit auch die y;; sind Zufallsvariablen.

Wir schreiben 1, fiir den Einsenvektor des R", I, fiir die Einheitsmatrix des R"*"
und A; ® A, fir das Kroneckerprodukt zweier Matrizen A; und A,. In Vektorschreib-

weise erhalten wir dann fiir das Modell mit Carryover-Effekten
y=1,0+Ua+Pr+T1t+ Fp+e€, E(e)=0,Cov(e) =1, 8. (2.6)

Dabei ist y = (y11,...,Ynp)” der Vektor der Beobachtungen, 1,, der Einsenvektor
der Linge np, a = (ai,...,a,)T der Vektor der Einheiteneffekte und
w = (m,...,mp)" der Vektor der Periodeneffekte. U = I,, ® 1, und P = 1, ® I,
sind die entsprechenden Designmatrizen fiir Einheiten- und Periodeneffekte. Der Vek-

tor der Behandlungseffekte ist gegeben durch 7 = (71,...,7:)” und der Vektor der
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Nachwirkungseffekte durch p = (p1,...,p;)?. T und F sind die zum Versuchsplan d
gehorigen Designmatrizen fiir direkte Effekte und Nachwirkungen. Mit der Notation

V:
[Ip_1 0

ist ' = (I, ® V)T. Fiir den Fehlervektor € = (e11,...,€np)" gilt F(e) = 0 und
Cov(e) = ¥ =1, ® S. Das Element an der Stelle (j, ) von S € RP*P ist gleich o}
und S n.n.d.

Oft unterstellt man, dass die Beobachtungen y1, ..., ¥y, u.i.v. sind. In diesem Fall
ist in Modell (2.6) S = ¢*I, und damit X' = 0I,,. Man erhilt

y=1l,u+Ua+Pr+TT1+ Fp+e¢, E(e) =0, Cov(e) = 0°1,,. (2.7)

Insoweit wir Tests auf Behandlungseffekte untersuchen, nehmen wir an, dass die
Fehler normalverteilt sind. Also gelte in Modell Gleichung und in Modell
sei € ~ N(0,I,, ® S). Kunert et al| (2002) zeigen, dass diese Annahme bei
Crossover-Studien eine sinnvolle Auswertung selbst dann ermoglichen kann, wenn die
Zielgrofse y nicht metrisch sondern lediglich ordinal skaliert ist.

Offensichtlich sind die Modelle und Spezialfille von (2.3). Wenn man
weifs, dass den Daten Modell zugrunde liegt, so wendet man einfach die in Kapitel
beschriebenen KQ-Schétzer und Tests an, um Aussagen iiber die Behandlungs-
effekte zu gewinnen. Allerdings ist es bei Crossover-Studien oft nicht realistisch anzu-
nehmen, dass gilt. In Kapitel 4 wird untersucht, inwiefern eine modifizierte Aus-
wertung unter bei Giiltigkeit von (12.6) moglich ist. In Kapitel [5| betrachten wir
eine Auswertung unter . In Kapitel [3| wird mit der Randomisationstheorie eine

alternative Herangehensweise an das Problem der Modellunsicherheit untersucht.

2.3 Versuchsplane fiir Crossover-Studien

Es bleibt noch zu kldren, welche Art von Versuchsplidnen fiir die Auswertung der hier
beschriebenen Crossover-Studien geeignet ist. Wir konnen jede Versuchseinheit als
Block der Lange p auffassen. Wir bezeichnen mit A, , die Menge der Versuchspléne

zum Vergleich von ¢ Behandlungen mit n Blocken der Lange p. Einen Versuchsplan
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d € A,y bezeichnen wir im Folgenden auch als Crossover-Plan. Wir stellen die
Einheiten der in den Kapiteln [3 und [6] abgebildeten Versuchspléne als Spalten von
d dar und die Perioden als Zeilen. Wir kénnen d € A, , auch als Blockplan in den
Perioden auffassen. Damit haben wir in den Zeilen p Blocke der Lénge n. Kiefer (1975)

benutzt folgende

Definition 2.5. Sei d ein Blockplan mit ng Blocken der Léinge lg und rg gebe an,
wie oft Behandlung i in d vorkommt. Weiterhin gebe ngj; an, wie oft Behandlung i
in Block j vorkommt und wir definieren hg;, = Z]‘ NaijNanj- Ein Blockplan, der die
folgenden Eigenschaften BBD1-BBD3 erfiillt, heifit balancierter Blockplan.

BBD1. ry = nglg/t fir alle i.
BBD?2. hg;, = hgio fiir alle i < h.
BBD3. |ng; —lg/t| <1 fir alle i, .

Falls d € Ay, ein balancierter Blockplan in Zeilen und Spalten ist, so heifst d
verallgemeinertes Youden-Design oder GYD. Falls fiir ein GYD d ein m € N existiert,
so dass n = mt oder falls die Zahl der Perioden ein ganzzahliges Vielfaches von t ist,
so heifit d regulares GYD.

Die Definition verallgemeinerter Youden-Designs beriicksichtigt auch Plane, bei
denen an einer Einheit nicht alle Behandlungen auftreten. Solche Pléine wird man
insbesondere bei grofem ¢ anwenden.

GYD besitzen die Eigenschaft, dass die Behandlungen mdglichst gleichméfig iiber
die Zeilen und Spalten verteilt sind. Bei Crossover-Planen scheint es intuitiv sinn-
voll, zu verhindern, dass eine Behandlung stets den gleichen Nachfolger hat. Statt-
dessen bietet es sich an, die Reihenfolge der Behandlungen so zu wahlen, dass eine
Behandlung gleich oft auf jede andere Behandlung folgt. Wenn dann eine Behandlung
eine besonders starke Nachwirkung hat, so wirkt sich dies in gleicher Weise auf alle

Behandlungen aus. Formal haben wir die

Definition 2.6. Gegeben sei ein Crossover-Plan d € Ay, ,. Gegeben sei weiterhin ein
Modell, in dem in der ersten Periode keine Nachwirkungen auftreten. Dann heifst die

Behandlung d(i, j) Vorganger von d(i,j+1), falls j € {1,...,p—1}. Die Behandlung
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d(i,7) heifst Nachfolger von d(i,j— 1), falls j € {2,...,p}. Der Plan d heif$t nachbar-
balanciert, falls jede Behandlung in d genau n(p — 1)/(t(t — 1)) Mal auf jede andere
Behandlung folgt und nie auf sich selbst.

In einem Modell, in dem in der ersten Periode die Nachwirkungen der Behandlungen
der letzten Periode auftreten, spricht man von zyklischen Nachwirkungen. In diesem
Fall ist die Behandlung d(i,j) stets ein Vorginger, und zwar von d(i,j + 1), falls
je{l,...,p—1} und von d(i, 1), falls j = p. Jede Behandlung d(i, j) ist Nachfolger,
und zwar von d(i,j — 1), falls j € {2,...,p} und von d(i,p), falls j = 1. Der Plan d
heif$t dann zyklisch nachbarbalanciert, falls jede Behandlung in d genau np/(t(t — 1))
Mal auf jede andere Behandlung folgt und nie auf sich selbst.

Kunert und Utzig (1993) betrachten eine Untermenge der nachbarbalancierten ver-

allgemeinerten Youden-Designs.

Definition 2.7. Sei d € A4y, ,. Fulls es eine natirliche Zahl m gibt, so dass
n = mt, dann heiffit d uniform auf den Perioden. Sei d ein nachbarbalanciertes
GYD, das uniform auf den Perioden ist. Sei weiter p < t und d erfiille zusdtzlich
die folgenden Figenschaften

VB1. Die Anzahl der Einheiten, bei denen die Behandlungen i und j gemeinsam in

den ersten p — 1 Perioden vorkommen, ist fir alle i # j gleich.

VB2. Die Anzahl der Einheiten, bei denen Behandlung i in den ersten p—1 Perioden
vorkommt und Behandlung j in der letzten Periode vorkommdt, ist fir alle i # j

gleich.

Dann heifit d vollstindig balanciert. Die Menge aller vollstindig balancierter Crossover-

Pline bezeichnen wir als Ay, .

Es folgt aus Kushner (1997)), dass vollstdndig balancierte Pldne in Modell
universell optimal sind im Sinne von [Kiefer| (1975) unter allen Plénen, bei denen jede
Behandlung bei jeder Einheit hochstens einmal vorkommt.

Man beachte, dass nicht fiir jedes (t,n,p) ein GYD oder gar ein vollstédndig balan-
cierter Plan existiert. Beispiele fiir vollstdndig balancierte Versuchsplédne sind nachbar-
balancierte lateinische Quadrate, Williams-Designs (Williams, |1949) oder die von [Pat-
terson| (1952) vorgeschlagenen Versuchsplane. Wakeling und MacFie| (1995) erlautern
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die Konstruktion solcher Pline. Eine Ubersicht iiber die Konstruktion und Optima-
litdtseigenschaften verschiedener Crossover-Pliane findet sich beispielsweise in Bate
und Jones (2006, [2008)). Mit Hilfe des Zusatzpakets crossdes (Sailer, 2005) lassen sich
nachbarbalancierte Versuchspline im Softwarepaket R (R Development Core Team)

2009) konstruieren.



3 Auswertung mit Hilfe der

Randomisationstheorie

Das in Kapitel [2 vorgestellte Modell mit Carryover-Effekten und korrelierten Fehlern
(2.5) erscheint plausibel fiir das dort vorgestellte Experiment. Es stellt sich aber die
Frage, ob nicht noch weitere, moglicherweise unbekannte, systematische Effekte in
einem konkreten Experiment auftreten, die durch den zufélligen Fehler € nicht addquat
wiedergegeben werden, oder ob die im Modell beriicksichtigten Effekte nicht anders
wirken. Die Stérke des Carryover-Effekts einer Behandlung kénnte zum Beispiel davon
abhéngen, auf welche Behandlung er trifft. Senn| (2002)) [Kapitel 10] stellt das Modell
(2.5) zumindest fiir klinische Studien grundsétzlich in Frage, da es géngigen phar-
makokinetischen Theorien widerspreche. Er schlagt vor, Crossover-Experimente von
vorne herein so zu planen, dass keine Nachwirkungen auftreten. Dies erreicht man
durch ausreichend lange Wash-out Perioden zwischen den Behandlungsperioden.

Selbst wenn wir den Carryover-Effekt bei der Auswertung nicht beriicksichtigen,
bleibt die Frage, ob ein plausibel erscheinendes Modell die Daten gut erklart. Es wére
wiinschenswert, ein Verfahren anzuwenden, welches eine Auswertung in einem ganz
bestimmten Modell rechtfertigen kann. Eine Maoglichkeit hierzu bietet die Rando-
misationstheorie. Die hier vorgestellten Ergebnisse beruhen im Wesentlichen auf den
Arbeiten von Kunert und Sailer| (2006, [2007)).

3.1 Rechtfertigung eines Modells

3.1.1 Randomisationsmodelle

Bailey| (1981) und Bailey und Rowley| (1987)) beschreiben die Vorgehensweise bei der
Auswertung eines geplanten Experiments im Sinne der Randomisationstheorie. Die

Randomisationstheorie versucht moglichst wenig Annahmen fiir die Auswertung eines

17
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Versuchsplans vorzugeben. Das hier benutzte Randomisationsmodell unterstellt, dass
die Beobachtung y;; nur von zwei Komponenten abhingt. Einerseits dem unabhéngig
von den Behandlungen an Einheit 7 in Periode j erzielten Wert 7;; und dem additiven
Behandlungseffekt 7., falls Einheit ¢ in Periode j die Behandlung r erhélt. Dieses

Randomisationsmodell
Yij = Mij + Tr (3.1)

schliefst Carryover-Effekte aus.

Ein Spezialfall von (3.1]) ist das Zeilen-Spalten-Modell mit
N =0o;+mi+e€5,1=1,....,n,7=1,...,p.

Hier sind die «; die Einheiteneffekte, die m; die Periodeneffekte und die €; u.i.v.
Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und Varianz 2. In Vektorschreibweise erhilt
man in der Notation von (2.6|) fiir das Zeilen-Spalten-Modell

y=TsT7+mn
=Tst+Ua+ Pm+e. (3.2)

Die Behandlungsdesignmatrix T's hangt vom Versuchsplan 6 ab, wobei ¢ mit Hilfe
einer Randomisierung zuféllig aus der Menge aller zur Auswahl stehender Versuchs-
pléne ausgewahlt wird. Ein weiterer Spezialfall von ([3.1)) ist das einfache Blockmodell

mit n =Ua + €.

Nachdem das Randomisationsmodell, die Menge der fiir die Anwendung in Frage
kommenden Versuchsplane und das Randomisationsverfahren gewéhlt wurden,
betrachtet man nun die Auswertung des Experiments. Hierbei interessieren wir uns
fiir Behandlungskontraste 1) = €77. Dazu berechnen wir einen Schiitzer ¢ fiir ¢ in
dem Modell, das wir durch die Randomisierung rechtfertigen méchten. Weiterhin sei

~ ~

var(¢) ein Schitzer fir die Varianz des Kontrastschétzers var(y)).

Definition 3.1. Ein Modell heifst gerechtfertigt, falls fiir jedes festen = (M1, ., Nup)”
in gilt, dass fiir alle Behandlungskontraste 1) = €71
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Bs (V) = v
nd B (v (5)) = vars (4).

Der Index § gibt an, dass die Erwartungswerte beziiglich der Verteilung der zufélli-
gen Auswahl des Versuchsplans 0 gebildet werden, wihrend n festgehalten wird. Man
betrachtet also die bedingten Erwartungswerte y;; gegeben 7;;. Die einzige zufallige
Komponente bei der Berechnung der Erwartungswerte ist die Randomisierung des

Versuchsplans.

3.1.2 Randomisationsverfahren

Ein einfaches Randomisationsverfahren fiir Crossover-Plane besteht darin, die Rei-
henfolge der Behandlungen fiir jede Einheit eines Ausgangsplans dy separat zu ran-
domisieren. Das bedeutet, dass die Behandlungsreihenfolge fiir Einheit ¢ im randomi-
sierten Versuchsplan 9§ aus einer Gleichverteilung iiber die Menge der Permutationen
der Behandlungsreihenfolge fiir diese Einheit in dy gezogen wird. Allerdings lésst sich
dieser Ansatz nicht mit nachbarbalancierten Versuchsplinen umsetzen. Die unein-
geschriankte Randomisierung der Behandlungsreihenfolgen zerstort die Balance der
Nachwirkungen.

Azais| (1987)) untersucht ein Modell mit zyklischen Nachwirkungen. In diesem Modell
nimmt man an, dass auch in der ersten Periode Nachwirkungen auftreten und zwar
die der Behandlungen der letzten Periode. Bei der Randomisierung werden nun die
Behandlungen nicht beliebig, sondern zyklisch vertauscht. Dies kann man sich bildlich
vorstellen, indem man die Behandlungen einer Einheit in einem Kreis aufschreibt und
diesen Kreis dann an einer zuféllig ausgewéhlten Position aufschneidet und so eine
neue Folge von Behandlungen erhilt. Wird die Reihenfolge der Behandlungen einer
Einheit in einem zyklisch nachbarbalancierten Plan zyklisch vertauscht, dann bleibt
die Balance offensichtlich erhalten. Es ist klar, dass auch die Randomisierung von
Behandlungsnamen, das heiftt die zufillige Zuordnung aus einer Gleichverteilung iiber
die Zahlen {1, ..., ¢}, und die Randomisierung der Einheiten aus einer Gleichverteilung
iber {1,...,n} die Balance beziiglich Carryover-Effekten nicht zerstéren. Azais| (1987)
zeigt, dass die Randomisierung von Einheiten, Behandlungsnamen und die zyklische
Randomisierung der Behandlungsreihenfolgen zusammen das einfache Blockmodell

rechtfertigen, sofern keine Nachwirkungseffekte vorliegen. Falls Carryover-Effekte vor-
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liegen, so zeigen Azais und Druilhet| (1997)), dass dieses Verfahren die Verzerrung durch
die Nachwirkungseffekte beziiglich gewisser Kriterien minimiert.

Zyklische Nachwirkungen sind zum Beispiel dann zu erwarten, wenn vor der ersten
Periode auf jede Einheit bereits die Behandlung angewandt wird, die diese Einheit in
der letzten Periode erhélt. Die Beobachtungen dieser Vorperiode werden fiir die Aus-
wertung nicht genutzt (Azais, |1987). In klinischen Studien ist eine solche Vorperiode
kaum praktikabel. Der zusétzliche organisatorische Aufwand und die zusétzliche Belas-
tung fiir die Probanden wiirden in Kauf genommen, damit etwaige Nachwirkungen
zyklisch sind, mit dem Ziel ein Modell zu rechtfertigen, welches nur dann gilt, falls eben
diese Nachwirkungen nicht vorkommen. Tatsédchlich wurde das Verfahren in |Azais
(1987) fiir agrarwissenschaftliche Feldversuche vorgeschlagen. Bei derartigen Studien
werden die Rédnder der Versuchsfelder oft bepflanzt, ohne dass diese Parzellen, die bor-
der plots, mit in die Auswertung eingehen. In der Lebensmittelsensorik bietet es sich
durchaus an, die Priifer vor Beginn der eigentlichen Verkostung mit einer Probe auf
die verschiedenen Produkte einzustimmen. Allerdings wird man hier eher ein neutrales
Produkt verwenden, so dass durch dieses Vorgehen keine zyklischen Nachwirkungen
generiert werden.

Bailey, (1985) betrachtet eine Randomisierung, die nicht von zyklischen Nach-
wirkungen ausgeht. Sie zeigt, dass die Randomisierung von Behandlungsnamen und
Einheiten alleine bereits das Zeilen-Spalten-Modell rechtfertigt, sofern der Aus-
gangsplan ein nachbarbalanciertes verallgemeinertes lateinisches Quadrat ist. Beispiele
fiir solche Versuchsplédne sind beispielsweise Williams-Designs (Williams, 1949) oder
Pléne, bei denen jede Zeile eines Williams-Designs gleich haufig wiederholt wird.
Grundsatzlich gilt fiir alle verallgemeinerten lateinischen Quadrate, dass p > t. Bei
Crossover-Plénen mit vielen Behandlungen kann dies eine Einschrankung fiir den

praktischen Nutzen des Ergebnisses darstellen.

3.2 Auswertung im Zeilen-Spalten-Modell

3.2.1 Modelleigenschaften bei Abwesenheit von

Nachwirkungen

Kunert und Sailer| (2007) erweitern das Ergebnis von Bailey| (1985)) auf eine grofere

Klasse von Versuchsplédnen. Zu Details der in diesem Kapitel aufgefiihrten Beweise
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sei auf Kunert und Sailer| (2007)) verwiesen. Zunéchst leiten wir einige orthogonale

Projektoren her, auf die wir im Folgenden zuriickgreifen.

Lemma 3.1. Sei A = [A, Ay| eine partitionierte Matriz. Dann gilt

wA:(.UA2+wwj2Al

und Wh =Wy, — WL A
2 Ag

Beweis. Mit Hilfe von Lemma [2.2] rechnet man leicht nach, dass
A(ATA) AT =wy, + Wy A

vergleiche auch Seber| (2008)[2.50(b)]. O

Lemma 3.2. Sei wi = Q, die zentrierende Matriz und seien U und P wie in @
Dann gilt

1
win = Qr = I’I‘ -~ lrlfa
r
L_
wy=1,%Q,
und wipp = Q,®Q,.

Beweis.

wy =1, -1, (1/1,) 17

1
=I,—-1,17.
r

Weiterhin ist mit U =I,, ® 1, und P =1, ® I,

und daher wz P =1, ® Q,. Mit Hilfe von Lemma folgt sofort, dass

L 1
Wu,p) = Wu — Wolip

=Q,®Q, O
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Sei C; eine verallgemeinerte Inverse von Cs = T3 (Q, ® Q,)T's,
T =C;T; (@, 0Q,)y

und ¢ = €71 ein beliebiger Behandlungskontrast. Nach Satz und Lemma ist
der KQ-Schétzer von v im Zeilen-Spalten-Modell 1} dann gegeben durch =007,

Lemma 3.3. (Kunert und Sailer, |2007). Sei p < t. Der Ausgangsplan dy € A¢n,p
sei ein requldres GYD. Man randomisiere Behandlungsnamen und Finheiten. Dann
ist der Schitzer ) = e T, ® Q,)y aus dem Zeilen-Spalten-Modell im
Randomisationsmodell unverzerrt.

Beweis. Wenn der Ausgangsplan dy die Behandlungsdesignmatrix H ; besitzt und
Behandlungsnamen und Einheiten randomisiert werden, dann gibt es Permutations-
matrizen IT € R und T' € R, so dass Ts = (Il ® I,)H,I' die Behandlungs-
designmatrix des randomisierten Plans ist. Mit der Notation Dy = H (Q, ® Q,)H 4
ist dann C5 = T DI, Fiir regulidre GYD existiert ein ¢ € R, so dass Dy = ¢Q, und
somit auch Cy5 = cQ,. Daraus folgt

T=C;T; (Q,®Q,) (TsT +n)
1
= QT+ QI'H; (QII"®Q,)n. (3.3)
Der Erwartungswert des Kontrastschétzers berechnet sich als arithmetisches Mittel

iiber alle moglichen Permutationsmatrizen IT und T'. Wegen £71, = 0 ist £7Q, = £*.
Weiterhin ist > n T = 11,17, Mit

By (€77) = €17+ o €S S ITHE (0Q, 0 Q)
o r 1II

folgt die Behauptung, da der zweite Summand in obiger Gleichung verschwindet.
O

Lemma 3.4. (Kunert und Sailer|, 2007). Sei p <t. Der Ausgangsplan dy € Ay, , sei

ein requldres GYD. Man randomisiere Behandlungsnamen und Einheiten. Dann gilt

vars (@/3) = = 11)(]) Y eren’ (Q,®Q,)n.
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Beweis. Es ist .
€5 =+ - CTTHIQIT 2 Q.

vergleiche (3.3]). Da hier der erste Summand konstant ist und der zweite Summand

Erwartungswert 0 hat, ist

2
o (0) = ([Lowr st @ o]
- ﬁ Z ZfTFTH . (QI®Q,)nn" (IQ,®Q,) H,TL

= 21 2 ATTH] (Q,©Q,) M, (Q,Q,) HTL.
T

Hier ist
Z Mo I)m" (eI,
IT

Nun gibt es von n abhingige Matrizen M und M € RP*?, so dass
M, =1, (M- M)+1,1" o M.

Schreibt man nun Z,, = Q, ® (Q,(M — M )Q,), so ergibt sich fiir die Varianz des

geschitzten Behandlungskontrasts

~

1
vars <¢> = o5 D U'TTH]Z,H Tt
T

Bezeichne tr(A) die Spur einer quadratischen Matrix A. Fiir eine beliebige quadra-

tische Matrix A mit Zeilen- und Spaltensummen 0 gilt

Z TTAT = )

Man rechnet leicht nach, dass dann

ore. (3.4)
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Indem wir die Behandlungsdesignmatrix von dy durch Hy = [HY,, ..., H: 17 aus-

driicken, kénnen wir H} Z, H, darstellen als

S50, (b - 81) Q- | (; H) o, (v 11)q, (; H) |

Da p < t, gibt es Permutationsmatrizen Aq,..., A, € R™! so dass Hy = [1,,0]A;
und HyHY =T »- Aufgrund der Balance beziiglich der Perioden fiir regulare GYD

existieren stets ¢y, co € R, so dass

T
(Z Hdl) <Z Hdl) = ClIt + Cglt]_tT.

Damit kénnen wir die Spur von H dTZ ndH 4 berechnen. Wir nutzen dabei aus, dass die
Spur eines Matrixproduktes bei zyklischer Vertauschung der Faktoren unverdndert
bleibt (Seber|, 2008)[4.14]. Es gilt

Man rechnet nach, dass

tr(Zy) = tr (% > (M'Q,®Q,)m" (QIe Qp)>

II

=1 (Q,®Q,)n.
Kunert und Sailer| (2007) bemerken, dass fiir regulire GYD

_ o, _ayp—l
c=(n n)t—l'

Durch einsetzen in (3.4)) folgt die Behauptung. O
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Lemma 3.5. (Kunert und Sailer, |2007). Sei p < t. Der Ausgangsplan dy € Ay, sei

ein requldres GYD. Man randomisiere Behandlungsnamen und Einheiten. Dann gilt

Bs <x7a\r <@Z>> B c(n — 1§(p —1) ten’ (Q.@Q,)n.

Beweis. Es ist var(y)) = 0267 C5 €. Ein Schitzer fiir die Varianz ist gegeben durch
ar (w) = 527 C5 e, (3.5)

wobel

7= fi (v (@.®Q,)y—7"Cs7),
E

vergleiche Lemma (22.1]). Im Zeilen-Spalten-Modell haben wir fp = (n—1)(p—1)—t+1

Freiheitsgrade zum Schétzen der Varianz.

Man beachte, dass Cs = cQ, und Q, T3 (Q,, ® Q,) = THQ, ® Q,). Damit zeigt

man, dass

¥ (Q,0Q,)y -+ Cr =y (@,0Q)y— v (Q,2Q,)T,T] (@,2Q,)y
=1 (Q,®Q,)n— %nT Q.2 Q,)TsT; (Q,®Q,)n
= tr (Zy)
1

— - u (H] (1" © Q,)m" (11Q, ® Q,) Hy).

Nun ist aber Z, = Es((Q,I1" ® Q,)mm” (I1Q,, ® Q,)). Durch einsetzen von tr(Z,,)
und tr(H} Z, H,) folgt dann

Es (67) = = 1)(p_1 S (m« (Z,) — % tr (HdTZ,,Hd)>
g (@)

Mit ist
B (v (4) ) = % Es (6%) £7¢,

woraus sofort die Behauptung folgt. m
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Da in Lemma [3.3]- [3.5] jeweils £ beliebig war, haben wir bereits den folgenden Satz

fiir regulire GYD bewiesen.

Satz 3.1. (Kunert und Sailer, 2007). Sei p < t. Der Ausgangsplan dy € Ay, sei ein
requldres GYD. Dann rechtfertigt die Randomisierung von Behandlungsnamen und
FEinheiten das Zeilen-Spalten-Modell.

Man beachte, dass diese Aussage nicht davon abhéngt, ob dy nachbarbalanciert ist

oder nicht.

3.2.2 Einfluss von Carryover-Effekten

Falls doch Carryover-Effekte vorliegen, so ergibt sich aus dem Randomisationsmodell

(3.1) das Modell

Yij = Mij + To(ig) + Poti—1,4)- (3.6)
Fiir den Fall, dass fiir die n;; in (3.6) das Zeilen-Spalten-Modell gilt, zeigt Kunert

(1984), dass nachbarbalancierte Versuchsplane sehr gute Optimalitéitseigenschaften
aufweisen. [Kunert und Utzig (1993) weisen allerdings darauf hin, dass das Modell

(3.6) nicht durch Randomisierung gerechtfertigt werden kann.

Lemma 3.6. (Kunert und Sailer|, |2007). Es sein = mt fir eisnm € N undp < t. Der
Ausgangsplan dy € Ay, sei ein verallgemeinertes Youden-Design, das uniform auf
den Perioden 1ist. Es gelte Modell (@) und man randomisiere Behandlungsnamen
und Einheiten. Dann ist der Kontrastschdtzer QZJ aus Kapitel im Allgemeinen
verzerrt und die Verzerrung betrigt —€* p/p. Fiir die Varianz des Kontrastschitzers

qilt

- 1
> £en” :
vars (1/)) el c(n — 1)(p — 1) n (Qn ® Qp) n
Beweis. Modell (3.6) lautet in Matrixschreibweise
y=Ts1+ Fsp+n,

wobel F5 = (In X V)T§ mit

0 0
V= .
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Wir definieren

QI'—

(Q.®Q,) Tst

Us =
und erhalten unter (3.6)

~

)= 0T} (Q,Q,) (Tyr + Fip +n)

= 'u,5T (TsT+m) + u(;TFap'

Mit Lemma und Lemma folgt sofort, dass ul (TsT+m) = £'7 + ulp,
Es(ulp) = 0 und vars(TsT + 1) = v,,, wobei

en" (Q,®Q,)n

Cn—=1p-1)

Weiterhin ist .
ui Fsp = - 'T"H} (Q,®Q,V)H,p.

Mit der gleichen Vorgehensweise wie in Lemma zeigt man, dass

tr (Hy (Q,®Q,V) Hy)
t—1

Es (ITHY (Q,®Q,V) H,T) = Q.

wobei tr (H T (Q, ® QpV) H ) sich darstellen ldsst als

T
Ztr H,HLQ,V) (Z Hdz) (Z Hdi)
Schreibt man wieder H 4 = [I,,0]A;, so sicht man, dass

tr (HyHLQ,V) =1tr (Q,V)
_p=t

p

Da dy uniform auf den Perioden ist, ist auferdem ), Hy; = n1,1] /t. Dies impliziert,

dass
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Schlieflich ist fiir dy ¢ = n(p — 1)/(t — 1). Daher gilt fiir den Erwartungswert des

Kontrastschéatzers

E; (¢> . %ETp.

Man rechnet nach, dass
1
Es (ul Fspul (Tst +n)) w Z Z ( (E ITTHY (Q, 2 Q,V) HdI‘p)
1
. (eTT + = 'T"H] (Q,IT"® Q,) n) )

= Z ( THl (Q,2Q,V) HdI‘pETT)

= Es (u5 ng) o
= Es (u; Fsp) Es (uy (TsT+m)) .

Demnach sind u! Fsp und uX (TsT +n) unkorreliert und fiir die Varianz von ¢ ergibt

sich

vars ('u,(;T (TsT+n+ F(;p)) = ,, + vars (u(;TF(;p) (3.7)
> U ]

Der folgende Satz zeigt, dass es von Vorteil sein kann, nachbarbalancierte Versuchs-

pléne einzusetzen, wenn mit Carryover-Effekten gerechnet wird.

Satz 3.2. (Kunert und Sailer, 2007). Sei dy unter den Bedingungen von Lemma
vollstindig balanciert. Dann hdngt die Varianz von 1/; nicht von den Carryover-
Effekten ab. Der Varianzschdtzer \73?1"(1&) ist ein konservativer Schdtzer fir die Varianz

von .

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist gezeigt, falls in (3.7)) vars(ul Fsp) = 0 fiir
alle p € R’. Fiir vollstindig balancierte Pléne ist

np—1)
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vergleiche Kunert und Utzig (1993). Damit ist I H(Q,IT" ® Q,)(Il ® V)H,I'p
konstant in I" und IT und daher

vars (u(;TF(;p) = varg (% gTI‘THdT (Qn ® QpV) Hdl"p) = 0.

Um den zweiten Teil der Behauptung zu zeigen, betrachten wir

= C;17(Q,2Q,) (Tsm +m)— 1 Q.

Nun hangt
feo?=y"(Q,®Q,)y— 7 Cst

wie in Lemma [3.5] nicht von 7 ab. Damit konnen wir hier 7 = 0 setzen. Mit der
Notation ¥ = C;T%(Q,, ® Q,)n folgt

T
fe6* =+ Fsp)' (Q,©Q,) (n+ Fsp) - (5" - % Qm) Dq (* - % Qtp) :

Nutzt man aus, dass Es(7) = 0 und dass fiir vollstandig balanciertes dg

n(p—1)(pt —t —1)
pt(t—1)

Fg(Qn®Qp)F5: Q.

vergleiche Kunert und Utzig (1993), so ergibt sich schlieflich

n(p—1)(pt =t —1)

feEs (62) =nt (Qn ® Qp) n — E;s (%TC(;%) + it —1) p'Q,.p
1 —1
e

Im Modell ohne Carryover-Effekte ist hingegen

feBs (6%) =" (Q,®Q,)n—Es (77Cs7).

Diesen Ausdruck kiirzen wir mit o ab. Falls Carryover-Effekte vorliegen, ist dann

fEEa(C}z)—Uo:%( —1—%—%)PTQtPZO,
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da 2 < p <t. Danach Satz[3.I]im Modell ohne Carryover-Effekte der Varianzschétzer

erwartungstreu ist, folgt fiir vollstdndig balanciertes dy bei vorliegen von Carryover-

Effekten
(5 (5)) 2 o 0).

3.3 Simulationsstudie

Wir haben gezeigt, dass die Randomisation von Behandlungsnamen und Versuchsein-
heiten das Zeilen-Spalten Modell fiir geeignete Versuchspléne im Sinne von Defi-
nition |3.1| rechtfertigt, falls keine Nachwirkungen vorliegen. [Kunert und Sailer| (2006)
untersuchen mit Hilfe einer Simulationsstudie, ob sich die Auswertung im Zeilen-
Spalten-Modell auch fiir Versuchspline eignet, die den Bedingungen von Satz
nicht geniigen. Weiterhin wird untersucht, wie verschiedene Versuchspliane abschnei-
den, wenn doch Carryover-Effekte vorliegen. Dieser Abschnitt beschreibt den Aufbau
und die Ergebnisse dieser Simulationsstudie. Zunéchst stellen wir die fiinf Versuchs-

pléane in der Studie vor.

3.3.1 Aufbau
Daten

Die Daten simulieren ein sensorisches Experiment, bei dem bis zu 30 Priifer jeweils
fiinf Produkte nacheinander verkosten und auf einer Linienskala von 0 bis 10 bewerten.
Die Beobachtungen werden fiir jede Versuchseinheit unabhingig aus der Lognormal-
verteilung generiert. Indem die Daten fiir jede Einheit in aufsteigender Reihenfolge
sortiert werden, erzeugt man kiinstliche, nicht-additive Periodeneffekte. Die Beobach-
tungen werden schlieklich zensiert, indem Werte grofier als 10 auf 10 gesetzt werden.
Der so erzeugte Ausgangsdatensatz ist in Tabelle in Anhang [A] abgebildet.

Man beachte, dass die Daten nicht dem Zeilen-Spalten-Modell geniigen, da die
Periodeneffekte nicht additiv sind. Geniigten die Daten dem Zeilen-Spalten-Modell, so
briauchte man das Modell nicht durch eine Randomisierung zu rechtfertigen. Auf diese
Daten addiert man nach der Randomisierung Behandlungseffekte und Nachwirkungen

entsprechend der unten aufgefiihrten Designs und Modellszenarien.
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Einheit
Periode ™0™ s 6 7 8 9 10
1 1 2 3 4 5 3 4 5 1 2
2 5 1 2 3 4 4 5 1 2 3
3 9 3 4 5 1 2 3 4 5 1
4 4 5 1 2 3 5 1 2 3 4
5 3 4 5 1 2 1 2 3 4 5

Tabelle 3.1: Der Crossover-Plan di € As 195 mit Einheiten als Spalten und Perioden als
Zeilen.

Versuchspliane

Der Plan d; aus Tabelle ist ein vollstandig balancierter Plan mit ¢ = 5 Behand-
lungen fiir n = 10 Einheiten und p = 5 Perioden.

Plan dy entsteht durch Streichung der letzten Einheit in d;. Dieser Plan ist ein
regulires GYD, aber kein vollstédndig balancierter Plan.

Wie bereits erwahnt, existiert nicht fiir jede Wahl von (¢,n,p) ein nachbarbalan-
ciertes verallgemeinertes Youden-Design. [Ball (1997) und Périnel und Pages| (2004)
schlagen vor, in solchen Féllen ndherungsweise balancierte Versuchsplane zu benutzen.
Dabei wird zu einer vorgegebenen Zahl von Behandlungen, Einheiten und Versuchspe-
rioden mit Hilfe eines numerischen Verfahrens ein Versuchsplan bestimmt, bei dem die
Bedingungen BBD1 - BBD3 aus Definition sowie die Balance der Nachwirkungen
moglichst wenig verletzt sind (Périnel und Pages, 2004)). Diese Versuchsplédne geniigen
im Allgemeinen nicht den Voraussetzungen von Satz [3.1]

Der Plan dz aus Tabelle ist ein naherungsweise balancierter Plan aus |Périnel
und Pages| (2004) mit t = 10 Behandlungen fiir n = 30 Einheiten und p = 5 Perioden.
Dieser Plan ist weder ein balancierter Blockplan noch ist er nachbarbalanciert.

Der Plan d, aus Tabelle besteht aus nur zwei verschiedenen Behandlungs-
sequenzen. Er ist in extremer Weise unbalanciert beziiglich der Perioden und in keins-
ter Weise nachbarbalanciert.

Der Plan d; aus Tabelle [3.4] ist ein reguldres und nachbarbalanciertes, aber nicht
vollstandig balanciertes GYD. Es gibt drei Einheiten, die in den ersten beiden Perioden
die Behandlungen 1 und 2 erhalten aber nur eine Einheit, die die Behandlungen 1 und
4 in den ersten beiden Perioden erhélt. Das steht im Widerspruch zu Eigenschaft VB1
aus Definition 271
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Einheit
Periode
1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15
1 2 10 7 3 8 4 9 1 2 2 4 1 8 6 9
2 3 2 4 9 4 7 10 9 6 10 1 7 2 8 1
3 5 9 8 4 3 2 7 5 4 1 10 9 5 3 6
4 T 7 10 5 6 &8 1 6 10 &8 9 3 4 2 2
5 6 3 5 10 9 1 4 7 8 5 6 8 9 1 7
Einheit
Periode ™77 08 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1 7T 6 5 5 10 3 7 3 6 1 4 10 9 1 8
2 8 5 3 6 3 10 5 1 5 9 7 4 8 2 6
3 6 8 1 10 7 2 1 8 9 3 10 6 2 4 7
4 3 9 4 1 5 9 4 7 2 &8 6 1 5 3 10
5 4 10 2 3 2 8 6 10 4 5 2 3 7 9 5
Tabelle 3.2: Der Crossover-Plan d3 € Ai1g305 mit Einheiten als Spalten und Perioden als
Zeilen.
Einheit
Periode =0 9 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 111 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 33 3 3 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Tabelle 3.3: Der Crossover-Plan dy € As205 mit Einheiten als Spalten und Perioden als
Zeilen.
Einheit
Perode ™" 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2 2 3 4 1 3 4 1 2 2 1 4 3
3 4 1 2 3 2 3 4 1 3 4 1 2
Tabelle 3.4: Der Crossover-Plan ds € A4 123 mit Einheiten als Spalten und Perioden als

Zeilen.
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Randomisierung

In jeder der mng.,. = 10000 Iterationen der Simulation wird aus den Ausgangsplanen
durch Randomisierung von Behandlungsnamen und Einheiten ein neuer Versuchsplan
erzeugt. Tritt an der Stelle (¢,j) im randomisierten Plan die Behandlung 6 ;) = r
auf, so addieren wir in dieser Iteration den Behandlungseffekt 7, zur entsprechen-
den Beobachtung im Ausgangsdatensatz. Ist die Behandlung d(; j) ein Nachfolger der
Behandlung s, so addieren wir an der Stelle (¢, j) des Ausgangsdatensatzes den Nach-

wirkungseffekt p, auf die Beobachtung.

Modellparameter

Wir betrachten sechs Kombinationen von direkten Behandlungseffekten und Nach-
wirkungen und nehmen O.E. an, dass man sich fiir den Elementarkontrast ¢ = 7 — 7,

Interessiert.

Fall 1. Alle Behandlungseffekte sind gleich und es gibt keine Nachwirkungen.

Fall 2. Die Behandlungen haben unterschiedliche Behandlungseffekte aber keine Nach-

wirkungen.

Fall 3. Die Behandlungen 1 und 2 besitzen den gleichen Behandlungseffekt und haben

keine Nachwirkung. Behandlung 3 habe aber eine Nachwirkung.

Fall 4. Wie Fall 3, aber mit unterschiedlichen Behandlungseffekten bei Behandlung
1 und 2.

Fall 5. Die Behandlungen 1 und 2 haben die gleichen Behandlungseffekte aber unter-
schiedliche Carryover-Effekte.

Fall 6. Wie Fall 5, aber mit unterschiedlichen Behandlungseffekten bei Behandlung
1 und 2.

Kunert und Sailer| (2006) wihlen dazu 71, p; und p3 wie in Tabelle[3.5 Alle anderen
Behandlungs- und Carryover-Effekte werden auf Null gesetzt. Damit ergeben sich die
in der Tabelle aufgefithrten Werte von v und €7 p.
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Fall nop ops Y €p

1 0 0 0 0 0
2 -1 0 0 -1 0
3 0 0 10 0 0
4 -1 0 10 -1 0
5 0 10 0 0 10
6 -1 10 O -1 10

Tabelle 3.5: Die Wahl der Modellparameter in den sechs Modellszenarien.

Kriterien

In jeder Iteration ¢ berechnet man fiir den randomisierten Versuchsplan d; den geschétz-
ten Kontrast ﬂ(i) und den Schéatzer fir die Varianz \ﬁi\r(lﬂ)(i). Um die 1. Bedingung
von Definition [3.1] zu {iberpriifen berechnen wir

pSY

—
\/8—122),

wobei ) = oS 21(1&(1)) das arithmetische Mittel der Kontrastschitzer und

Z; = v10000

1 . =
5% = 10000 =1 Zi:(?/f(z‘) — 1)
die empirische Varianz. Aus dem dem zentralen Grenzwertsatz folgt, dass Z; appro-
ximativ standardnormalverteilt ist. Wir schlieffen, dass der Kontrastschéitzer nicht
erwartungstreu ist, falls in der Simulation |Z;] > wugg75, wobel uggrs = 1.96 das
97,5%-Quantil der Standardnormalverteilung ist. Wir teilen die Simulation in 100
Teile zu je 100 Iterationen auf. Innerhalb jeder Gruppe g = 1,...,100 berechnen wir
die empirische Varianz sg der Kontrastschiatzer und das arithmetische Mittel ﬁrg der

~

Varianzschétzer var(i)(;. Dann ist

1_(1)0 Zg Dg
(Dg - ﬁ Zh Dh>2

mit Dg:sz—varg,gzl,...,lOO,

Zs = V100
1
\/@ Zg
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approximativ standardnormalverteilt. Wir schlieften, dass die Varianzschétzer der
Kontrastschétzer nicht erwartungstreu sind, sofern |Z5| > 1.96.

Fiir die Beurteilung der Auswertung im Zeilen-Spalten-Modell ist es auch inter-
essant zu wissen, wie sich Tests auf Kontraste in den Féllen 1 bis 6 verhalten. Dazu
berechnen wir t-Statistik

to) = YO 10000, (3.8)

w (7,

Mit Hilfe eines Permutationstests wird iiberpriift, ob die t-Statistiken aus der t-
Verteilung mit fp = (n — 1)(p — 1) — t — 1 Freiheitsgraden stammen. Sei Z3 die
Anzahl der der Permutationsstatistiken, die kleiner sind als das 5%-Quantil ¢,.0.05 der
t-Verteilung. Kunert und Sailer| (2006) lehnen die Hypothese, dass die t-Statistiken
tatséchlich t-verteilt sind ab, falls Z3 ¢ [458, 542]. Diese kritischen Werte werden aus

einer Binomialverteilung mit Parametern 10000 und 0.05 berechnet.

3.3.2 Ergebnisse

Fiir die Félle 1 und 2 zeigt Satz[3.1] dass sich das Zeilen-Spalten-Modell fiir die regu-
laren GYD d;, ds und d5 rechtfertigen ldsst. Wie in Tabelle [3.6| zu sehen ist, bestétigt
sich dies in der Simulationsstudie. Fiir die genannten Versuchsplane liegen weder 7
noch Z, im Ablehnbereich der Tests aus|3.3.1l Fiir den ndherungsweise balancierten
Versuchsplan ds, der den Voraussetzungen von Satz nicht geniigt, wird die Erwar-
tungstreue von 1& nur knapp abgelehnt, wiahrend Z, und Z3 nicht im Ablehnbereich
liegen. Die t-Statistiken sind fiir die genannten Pldne ndherungsweise t-verteilt,
obwohl die Ausgangsdaten nicht normalverteilt sind. Lediglich fiir den Versuchsplan dy
wird die Varianz des Kontrastschétzers ¢) unterschétzt (Z, > 1.96). Dies hat zur Folge,
dass der t-Test signifikant anti-konservativ wird (Z3 > 542). Die Randomisierung von
Behandlungsnamen und Einheiten kann die Auswertung im Zeilen-Spalten-Modell fiir
diesen in den Perioden nicht balancierten Plan nicht rechtfertigen.

Fiir die Félle 3 und 4 folgt aus Satz[3.2] dass die mit Hilfe des Crossover-Plans d;
geschéitzte Varianz von QZJ auch durch die extrem hohen Carryover-Effekte nicht erhcht
wird. Das bestétigt sich in der Simulation, vergleiche Tabelle |3.7] Die Varianz wird

wie im theoretischen Ergebnis vorhergesagt in der Simulation konservativ geschétzt.
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Fall 1 Fall 2

Design Z. 2y Zs Z. 2y Zs
dy 2036 -1.28 476 20.36 -1.28 6154
dy -1.35 -0.20 471 1.35 -0.20 5343
ds 222 -1.18 466 922 -118 7728
dy 2074 6.61 563 2074 6.61 6344
ds 0.07 -0.03 500 0.07 -0.03 3331

Tabelle 3.6: Simulationsergebnisse bei den Féllen 1 und 2. Angegeben sind die Kriterien Z1,
Zo und Zjz fiir die Versuchsplédne dy bis ds.

Fall 3 Fall 4
Design Z Zy 23 Z Zy 3
dq -0.36 -715.70 0 -0.36 -715.70 0
do -1.67 -248.82 0 -1.67 -248.82 17
ds 0.87 -108.90 28 0.87 -108.90 925
dy 0.26 78.69 3748 0.26 78.69 5452
ds 0.81 -268.78 0 0.81 -268.78 27

Tabelle 3.7: Simulationsergebnisse bei den Féllen 3 und 4. Angegeben sind die Kriterien Z1,
Zo und Zj3 fiir die Versuchsplédne dy bis ds.

Fall 5 Fall 6
Design Z Zy 43 Z Zy 23
dq -404.78 -765.76 48 -404.78 -765.76 3005
do -272.56 -387.71 199 -272.56 -387.71 2555
ds -353.40 -230.47 5096 -353.40 -230.47 9707
dy -43.18 78.64 4153 -43.18 78.64 6706
ds -408.89 -289.44 3896 -408.89 -289.44 7749

Tabelle 3.8: Simulationsergebnisse bei den Féllen 5 und 6. Angegeben sind die Kriterien Z1,
Zo und Zj3 fiir die Versuchsplédne dy bis ds.
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Allerdings ist die Varianzschiatzung so extrem konservativ, dass in Fall 4 die Null-
hypothese mit Hilfe des t-Tests nicht abgelehnt werden kann. Die Versuchspléne ds,
ds und dj erfiillen die Bedingungen von Satz nicht. Die Varianz des Kontrast-
schétzers ist hier in den Féllen 3 und 4 durchweg hoher als in den Féllen 1 und 2.
Allerdings ist die Varianzschédtzung noch immer konservativ, da die Carryover-Effekte
zu einer sehr stark erhohten geschétzten Varianz fiihren. Dementsprechend ergibt sich
ein konservativer t-Test. Bei Plan ds erhoht sich die Varianz des Kontrastschétzers
durch die Carryover-Effekte in der Simulation um mehr als den Faktor 100, wéhrend
die geschatzte Varianz unverandert bleibt. Das hat einen sehr stark anti-konservativen
t-Test zur Folge.

Wie man anhand von Tabelle erkennen kann, ist der Kontrastschitzer ¢ in den
Fallen 5 und 6 bei allen Versuchsplénen verzerrt. Immerhin wird die Varianz var(g(?ﬁ)
bei den Pléanen d;, dy, d3 und ds noch immer konservativ geschéitzt. Die Carryover-
Effekte fithren aber zu einer so starken Verzerrung von &, dass die t-Tests entweder

in Fall 5 anti-konservativ sind oder in Fall 6 eine geringe Power aufweisen.

3.4 Bemerkungen zur Modellrechtfertigung durch

Randomisierung

Wenn durch die Planung einer Crossover-Studie sichergestellt werden kann, dass keine
Carryover-Effekte auftreten, dann kann eine Auswertung im Zeilen-Spalten-Modell
durchaus gerechtfertigt werden. Die Randomisierung von Behandlungsnamen und
Einheiten kann die Auswertung im Zeilen-Spalten-Modell auch dann rechtfertigen,
wenn dieses Modell den Daten gar nicht zugrunde liegt. Die theoretischen Ergebnisse
hierzu gelten fiir vollstéandig balancierte Pline. Aber auch fiir ndherungsweise voll-
standig balancierte Pliane wie die von [Périnel und Pages (2004) vorgestellten Designs
ist das Zeilen-Spalten-Modell in der Praxis anwendbar, da Definition [3.1] hier besten-
falls minimal verletzt wird. Die Tatsache, dass nicht fiir jede Wahl von (¢,n,p) ein
vollstandig balancierter Plan existiert, ist also keine grofe Einschrankung.
Dariiberhinaus kann die Randomisierung auch bei nicht normalverteilten Daten
dazu fiihren, dass die herkommlichen t- und F-Tests unverzerrt sind. Obwohl die
Daten in der Simulationsstudie nicht normalverteilt sind, sind die t-Statistiken der

Permutationstests anndhernd t-verteilt. Dies veranschaulicht, dass die Normalvertei-
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lungsannahme fiir die Auswertung geplanter randomisierter Experimente nicht unbe-
dingt notwendig ist. Darauf weisen auch Kunert et al.| (2002) hin. Dennoch sollte
man beachten, dass fiir manche nicht normalverteilten Datensétze die asymptotische
Verteilung der t-Statistiken im Permutationstest nicht gleich der t-Verteilung ist. Ein
t-Test kann dann zu falschen Testentscheidungen fithren.

Dies gilt beispielsweise dann, wenn es in den Daten einen einzigen grofen Aus-
reifser gibt. Nur die Aussagen zum Mittelwert und der Varianz der Kontraste gelten
unabhéngig von der Verteilung der Daten.

Die Randomisierung nach |Azals (1987)) rechtfertigt, anders als die Randomisierung
nach Bailey| (1985), sogar eine Auswertung im einfachen Blockmodell. Es sei aber
darauf hingewiesen, dass der Begriff der gerechtfertigten Auswertung in Definition
nicht bedeutet, dass eine solche Auswertung auch notwendigerweise Tests hoher Power
zuldsst. Wenn in einem Versuch tatséchlich Periodeneffekte auftreten, sollten diese
auch modelliert werden, da ansonsten die Periodeneffekte vom Fehlerterm absorbiert
werden und die Power sinkt, siehe hierzu auch Kunert| (1998b). In jedem Fall ist es
wichtig, dass das zu rechtfertigende Modell zu der vorgenommenen Randomisierung
passt.

Wenn nicht ausgeschlossen werden kann, dass Carryover-Effekte auftreten, dann bie-
ten nachbarbalancierte Pldne einen gewissen Schutz vor Carryover-Effekten. Sobald
aber starke Nachwirkungen von Behandlungen auftreten, sollten diese bei der Aus-
wertung explizit beriicksichtigt werden. Auch die Randomisierung nachbarbalancierter
Plane kann dann nicht verhindern, dass die Kontrastschatzer stark verzerrt und Tests
auf Behandlungskontraste eventuell anti-konservativ sind.

In den folgenden Kapiteln dieser Arbeit betrachten wir daher das Modell ,
welches Carryover-Effekte explizit beriicksichtigt.
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In Kapitel [3] haben wir gesehen, dass die Schétzer fiir Behandlungskontraste im linea-
ren Modell ohne Nachwirkungseffekte trotz Randomisierung verzerrt sind, falls Nach-
wirkungseffekte vorliegen. In diesem Kapitel untersuchen wir eine Auswertung fiir
das Modell mit Carryover-Effekten und korrelierten Fehlern . Wie Kunert und
Utzigl (1993) bemerken, kann dieses Modell nicht durch Randomisierung gerechtfertigt
werden. Das bedeutet nicht, dass bei einer Auswertung in Modellen mit Carryover-
Effekten nicht randomisiert werden darf. Wir gehen fiir das hier vorgestellte Verfahren
davon aus, dass Versuchseinheiten und Behandlungsnamen randomisiert werden. Dies

ist gerade die Randomisierung, die wir in Kapitel |3| ndher untersucht haben.

Modell unterstellt, dass den Beobachtungen an jeder Versuchseinheit die glei-
che unbekannte Kovarianzmatrix S zugrunde liegt. Diese Annahme lésst sich durch die
Randomisierung der Versuchseinheiten rechtfertigen (Kunert und Utzig), [1993). Wire
S bekannt, so wiirden wir Aitken-Schétzer fiir die Behandlungseffekte berechnen. In
Kapitel [5| betrachten wir ein Verfahren, bei dem S aus den Daten geschitzt wird.
Kunert und Utzig (1993) umgehen die Schiatzung der unbekannten Kovarianzmatrix,
da eine solche Schatzung bei kleinem Stichprobenumfang unprézise ist. Stattdessen
werten sie Crossover-Studien unter Modell aus und korrigieren die zugehorigen
KQ-Schétzer so, dass sie in konservative Varianzschétzer erhalten. In diesem
Kapitel beschreiben wir zunédchst das Verfahren von Kunert und Utzig (1993) kurz

und leiten dann ausfiihrlich eine verbesserte Variante des Verfahrens her.

Im Folgenden kennzeichnen wir Erwartungswerte von Zufallsvariablen unter Modell
(2.7) mit E, (Schétzer fir) Varianzen mit vary (vary) und Kovarianzmatrizen mit
Covy. Unter Modell (2.6 verwenden wir entsprechend die Notation Eg, varg, varg und

Covg. Zur Auswertung benutzen wir die vollstiandig balancierten Versuchspléne aus

39
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Definition [2.7] da sie in Modell (2.7)), wie bereits in Kapitel 2.3|erwihnt, hervorragende

Optimalitédtseigenschaften besitzen.

4.1 Abschatzung eines Worst-Case-Szenarios

4.1.1 Die obere Schranke von Kunert und Utzig

Da die Behandlungseffekte in (2.7) nicht schétzbar sind, betrachten wir zum Vergleich
verschiedener Behandlungen Behandlungskontraste 1) = €7 7. O.E. seien die Kontraste
standardisiert, das heift >, ¢7 = 1. Diese Kontraste schitzen wir mit Hilfe der KQ-
Methode in Modell (2.7)). [Kunert und Utzig| (1993) untersuchen die Eigenschaften der
Kontrastschétzer 1[), wenn in Wirklichkeit Modell vorliegt. Wir wiederholen nun
kurz die Ergebnisse dieser Autoren.

Lemma 4.1. Sei d € A}

t,n,p-

Can = T'wiy pT, Cary = T wig; pF und Cazy = F'wipy pF. Dann gilt

Definiere die Informationsmatrizen Cg = TTw[LUP’F]T,

Ci=cQ,,
Caon = Cdlth7
Cd12 = CdlZQt

und Ca2 = ca2Q,
t—1 p(pt —t—1)
o n(p-1)
Cd11 = F—1
Cd12 = ——n(p — 1)
p(t—1)
n(p—1)(pt —t —1)
d —
un Cd22 p(t _ 1)t )

vergleiche \Kunert und Utzig (1995).
Nach Satz ist der BLUE fiir ¢ in Modell (2.7)) gegeben durch
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In Modell (2.7) ist ¢/ unverzerrt fiir ¢, das heift E; (1)) = . Aber auch in (2.6) ist ¢

erwartungstreu, denn

0 1
Bs (Qﬁ) = bs (C_d ET wiy p oy ([U, P,F](a", x", pT)T +T1 + e))
1 1
= —0Ccyr+— ETTTw[LU P.F] Es(€)
Cq Cd e

Cd

= 1.

In Modell (2.7)) ist der Schitzer fiir o2 gegeben durch 62 = fLE yTw@7P7F’T]y, wobei

fe=mp—1-(n-1)-(p-1)-(0-1)—(t-1)
=np—2t—nm—p+3

die Anzahl der Freiheitsgrade zum Schitzen von o2 angibt. Fiir einen standardisierten
Kontrast 1 ist dann

ein unverzerrter Schétzer fir vary(v).

Kunert und Utzig) (1993)) setzen jetzt voraus, dass die Behandlungsnamen im Ver-

*

suchsplan randomisiert sind. Das bedeutet, dass d aus einem Versuchsplan dy € A

t,n,p
bestimmt wird, indem die Behandlungen einer Permutation der Zahlen 1, ...t zuge-
ordnet werden. Offensichtlich ist dann auch d € A7, ). Die Randomisierung fiihrt

dazu, dass £ zufillig wird. Dies hat auf die bisherigen Ergebnisse keinen Einfluss, da
sie unabhéngig von der Wahl von £ waren. Man sieht dann leicht ein, dass alle standar-
disierten Behandlungskontraste gleiche Varianz besitzen. Schreibe nun S = Q,5Q,
fiir die zentrierte Kovarianzmatrix und si; fiir das erste Diagonalelement von S. Dann
ist nach [Kunert und Utzigl (1993))

()= (o) 2 (49 52)

_t;vars(q@).
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Hierbei ist

- - ~ ~ 1 -
varg (w) = ﬁ tr (s — VIS + VISV — - 721ZVTSV1P> (4.1)
d

t—1
mit ,
Cd12 -
p— pu— 4-2
K Cazz pt—t—1 (42)
und
0O 0
V = )

~ ~

Im Allgemeinen ist Eg(vary(y)) # varg(y). Wir betrachten nun den Quotienten
dieser beiden Ausdriicke, das Verhéltnis zwischen wahrer Varianz des Kontrastschét-
zers 1) und der mittleren geschitzten Varianz von ¢ in Modell 1)

Definition 4.1. Fiir festes (t,n,p) € N? sei d € A, , und die Behandlungsnamen

von d seien randomisiert. Sei S € RP*P n.n.d. und S die Menge aller n.n.d. Matrizen
des RP*P,

Dann ist der Varianzquotient ky,,, definiert durch

) = (¥)

EICI0)

des Varianzquotienten beziiglich S € S nennen wir Konstante

(4.3)

- *
Das Mazimum kf,, ,

von Kunert und Utzig, das heift

k*

t,n,p

= max ki p(S). (4.4)

Fine Matriz, fir die das Mazimum angenommen wird, nennen wir ungiinstigste

Kovarianzmatrix.

Analog kann man auch eine giinstigste Kovarianzmatrix S definieren, die den
Varianzquotienten minimiert. Wir sprechen von giinstigen Kovarianzmatrizen, wenn
sie zu einem kleinen Varianzquotienten fithren und von ungiinstigen Kovarianzmatrizen,
wenn sie mit einem groften Varianzquotienten einhergehen.

Der Varianzquotient k; ,,(S) hdngt nach Konstruktion fiir festes (¢,n, p) nicht von

der konkreten Wahl des Versuchsplans ab, er ist unabhéngig von der Wahl von £ und
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nimmt fir S = 021, den Wert 1 an. Falls der Quotient fiir ein konkretes S kleiner
als 1 ist, so ist der Varianzschatzer in Modell konservativ. Wesentlich schlimmer
ist der Fall k;,,,(S) > 1, dann wird die wahre Varianz unterschétzt, das heifit der
Varianzschétzer ist anti-konservativ. Mit Hilfe der néchsten Definition kommen wir

zu einer ersten Aussage liber die Konstante von Kunert und Utzig.

Definition 4.2. Fiir festes (t,n,p) € N® sei

( -1
(t—Dea(u(z2+2+1)+v) 4 B
(fEn(w(ZQ-i-Z-‘rl)—z?w—r) = e ) fCZHS p=3

v -1
oy — (t—1)cqu _t—=1 _
tn,p <—fEn(w_7) T ) , falls p=4

-1
(e - 5) . alls p24

Wir definieren die obere Schranke von Kunert und Utzig k2" durch

t,n,p
v v
oben __ kt,n,P’ falls ktﬂ%p >0 (4 5)
tnp : :
oo sonst

Dabei ist v wie in {(4-3), u =n—1—n/ca, v = n(t +1)/(2tcae), w = 142,
r=(t+1)y*/(2t) und

1
= (—(u +0)y —ru —vw — /(= (u +v)y — ru — vw)? — u(ru + vw)fy) )
YU
Satz 4.1. (Kunert und Utzig, |1993). Die obere Schranke von Kunert und Utzig k;’ﬁfz
erfillt

oben *
kt,n,p > kt,n,p‘

Die Aussage wird in Kunert und Utzig| (1993) hergeleitet. Details der Herleitung
entnehme man Utzig (1990).

Man beachte, dass die obere Schranke von Kunert und Utzig von den Designpa-
rametern (¢,n,p) abhingt und auch mit Hilfe eines Taschenrechners leicht bestimmt
werden kann. Fiir die praktische Anwendung ist es erforderlich, dass die Schranke
dariiberhinaus moglichst scharf ist. Wenn nédmlich die Beobachtungen innerhalb eines
Blockes doch unkorreliert sein sollten, so fiihrt die Anwendung der Konstanten wie wir

in der Simulationsstudie in Kapitel [6.2] sechen werden bereits zu konservativen Tests
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*

auf Behandlungskontraste. Wenn dann die obere Schranke fiir die Konstante k7, |

nicht scharf ist, wird ein Test umso konservativer ausfallen.

Die obere Schranke ist im Fall p = 3 scharf. Man beachte, dass eine Matrix genau
dann Kovarianzmatrix ist, wenn sie n.n.d. ist. Die Herleitung der Schranken fiir p > 4
basiert auf der Eigenschaft einer n.n.d. Matrix S, dass 7 Sz > 0 fiir alle . Kunert
und Utzig) (1993) wihlen dazu ein @ geschickt. Wie wir in Kapitel 4.2|sehen werden, ist
die so hergeleitete Schranke leider nicht scharf. Fiir den Fall p = 3 nutzen die Autoren
die Eigenschaft, dass die Minoren von S nicht negativ sind. Diese Eigenschaft liefie
sich mit einigem Aufwand dazu nutzen, auch im Fall p = 4 die Konstante k;,, 4 zu

bestimmen, fiir allgemeines p ist diese Vorgehensweise jedoch nicht praktikabel.

Einen Uberblick iiber die obere Schranke aus Definition gibt Tabelle , siehe
auch Kunert und Utzig (1993)[S.926]. Das R-Programm k.upper in Anhang

berechnet zu gegebenem ¢, n, p die obere Schranke von Kunert und Utzig.

oben
kt,n,p

ger Periodenanzahl wird die Varianz zum Teil stark korrigiert, zum Beispiel um den

hangt von n ab, konvergiert aber sehr schnell. Bei Versuchsplanen mit gerin-

Faktor 2.11 bei einem Plan zum Vergleich von vier Behandlungen mit acht Versuchs-
personen, die jeweils alle Behandlungen zugeteilt bekommen. Die oberen Schranken
fiir p = 4 und p = 5 sind bei gleichem ¢ und p zum Teil grofer als bei p = 3, da
die entsprechenden Schranken weniger scharf sind. Mit wachsendem p néhert sich die
Konstante schlieflich der Zahl 1, sieche zum Beispiel den Fall p = 100. Allerdings

kommen derartige Versuchsplane in der Praxis selten oder gar nicht vor.

Konservative Varianzschétzer lassen sich auch fiir andere Modelle als das hier
betrachtete berechnen. |[Kunert| (1987) untersucht ein Modell, bei dem die Einheiten
in Gruppen unterteilt werden und bei dem in unterschiedlichen Gruppen unterschied-
liche Periodeneffekte auftreten. Dort wird auch eine obere Schranke fiir die Vari-
anz von Schétzern des Carryover-Effekts hergeleitet. Wenn man zeigen mochte, dass
Carryover-Effekte bei einer Studie vernachlassigbar klein sind, dann konnte wie Kunert
(1987)) bemerkt eine untere Schranke fiir die Varianz von Carryover-Effekten eventu-
ell von Interesse sein. [Kunert| (1998a)) berechnet eine konservative Varianzabschétzung
fiir zirkulér balancierte Versuchspléne in Verbindung mit der von |Azais| (1987) vorge-

schlagenen Randomisierung, vergleiche Kapitel [3.1.2]
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p=3 t

m 3 4 5 6 7 10 100

1

2 180 1.77 1.75 1.74 1.7 1.71  1.68

4 151 149 147 146 146 145 1.43

6 148 1.45 144 143 143 142 1.40

1000000 1.44 1.41 1.40 1.39 1. 1.38 1.36
p=4 t

m 3 4 5 6 7 10 100

1 00 00 00 oo 84.90 18.80

2 211 210 2.09 2.08 2.07 2.04

4 1.80 1.78 1.78 1.77 176 1.74

6 1.74 172 171 171 1.70 1.67

1000000 1.65 1.63 162 161 1.60 1.58
p=>5 t

m 3 4 5 6 7 10 100

1 3.37 3.29 324 3.16 2.99

2 1.96 1.96 196 195 1.93

4 1.79 1.78 1.78 1.77 1.76

6 1.75 1.74 174 173 1.72

1000000 1.68 1.68 1.67 1.66 1.65
p=~6 t

m 3 4 5 6 7 10 100

1 201 2.00 198 1.94

2 1.65 1.64 164 1.63

4 1.56 1.56 1.56 1.55

6 1.54 154 154 1.53

1000000 1.51 1.51 150 1.49
p=7 t

m 3 4 5 6 7 10 100

1 1.65 1.64 1.62

2 1.49 148 1.48

4 1.44 144 143

6 1.43 142 1.42

1000000 1.40 1.40 1.40
p=10 t

m 3 4 5 6 7 10 100

1 1.32  1.32

2 1.28 1.28

4 1.26  1.26

6 1.26 1.26

1000000 1.25  1.25
p =100 t

m 3 4 5 6 7 10 100

1 1.02

2 1.02

4 1.02

6 1.02

1000000 1.02

45

Tabelle 4.1: Die obere Schranke k" von Kunert und Utzig fiir Pline zum Vergleich

t,n,p
von t Behandlungen in n = mt Blécken der Lange p.
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4.1.2 Korrigierte Tests

Wenn wir nun die Varianz eines Kontrastschétzers unter Modell (2.6)) schitzen wollen,

~

so kénnen wir den Varianzschitzer vary (1) mit k%7 multiplizieren. Damit stellen wir

sicher, dass wir die wahre Varianz von 1 im Mittel nicht unterschitzen, wenn wir

falschlicherweise Modell (2.7)) zugrundelegen, denn fiir jedes beliebige S ist

ki B (@ (4)) 2 ki B (1 (4))
> Finp(S) Bs (i (1))
= varg (1[)) ,

vergleiche Definition .1 und Satz [4.1]

Damit kann man die Schranke kfﬁf’; nutzen, um die Tests auf Behandlungseffekte
aus Definition [2.3|zu korrigieren. Kunert und Utzig| (1993))[S. 926 f.| schlagen folgenden
t-Test der Nullhypothese HY : ¢ = 1)y gegen die Alternative HY : ¢ # 1)y vor, und
zeigen, dass dieser Test asymptotisch konservativ ist.

Lehne HY zum Niveau « ab, falls

[ — ol
ke v (0)

> tpi—a/2-

Dabei sind ¢) = ETCC?TTw[LUJ,,F]y, varr(¢) = §2£TC;£, und o2 = yTw[LU’P’RT]y/fE.
Statt der Teststatistik kann man &quivalent auch den kritischen Wert korrigieren,
so dass man H} ablehnt, falls

19 — o

—_ > kfﬁfz Lipil—a/2- (4.6)
& ()

Der korrigierte globale F-Test auf Behandlungsunterschiede lehnt entsprechend die
Nullhypothese HY : 74 = ... = 7, ab, falls

MST
MSE > kfﬁiz Fi i fpi—as

wobei MST = y" (ww.p,rr — wu.pr)y/(t —1) und MSE = o2.
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4.2 Die Maximierung des Varianzquotienten

4.2.1 Darstellung als Eigenwertproblem

In diesem Abschnitt wird die Konstante von Kunert und Utzig aus Definition
exakt bestimmt. Wir leiten zunéchst noch einmal den Zahler und Nenner des Varianz-
quotienten her und kommen so zu einer neuen Darstellung des Maximierungs-
problems ([4.4). Weitere Hilfssitze ermdglichen schlieflich die Bestimmung des Maxi-

mums. Mit der Notation Q,, = I, — % 1plg erhalten wir unser erstes Ergebnis.

Lemma 4.2.
~ n ~
vars (’Lp) = m tr (AdS) .
Daber st
Ag=1,—-v(V+V") +7VvQ,, V',

v wie in und S die zentrierte Kovarianzmatriz.

Beweis. Da die Spur eines Matrixproduktes sich bei zyklischer Vertauschung der

Faktoren nicht andert ist
5 1 N 1
tr (VTSV - 1] VTSle) = tr (VTQPSQPV — 1,1] VTQpSQpV>
=t (Q,vVQ,,V'Q,S).

Weiterhin gilt tr(V'8) = tr(SV), so dass mit (4.1)

varg <@Z> = (t——nl)c?i tr(
:Ltr(
(

QprS B 7Qp (V + VT) QpS + 72QPVQP¢VTQPS)
Q

(t _ 1)02 P (I -7 (V + VT) + VQVQp,tVT) st)
d

- (t——n1)c§ tr (Q,A4Q,S)
n ~

= (75_—1)03 tr <AdS) y

wobei Ay =TI, —~v(V +V7T) + ’72VQp,tVT' -
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Lemma 4.3.
bs (7 (7)) = =2 1 (B45)
Cde
Daber 1st
B, = (@ — 1) I+y(V+Vh)+pvQ,, V",

v wie in und S die zentrierte Kovarianzmatriz.

Beweis. Es ist .
- T .1
0% = f_E Y Yu,prmY

Es(y) =1,n+Ua+ Pr+T7+ Fp

und Covg(y) = X, vergleiche Kapitel Weiterhin ist 1,, im Spaltenraum von
U, P, T, F], so dass

Es (\7&\1"1 <%Z>> _ L Es(6?)

Cd
wobei
. 1
Es(6°) = f_E (tr (w[J(_J'7P,F,T]2) + ES(y)Tw[JI_J,P,F,T} Es(y))
1
[E

Wir wollen nun tr <w[LU p FT]Z) herleiten. Dazu wenden wir die Projektorzerle-

gungsformel aus Lemma [3.1] an. Lemma impliziert, dass

1 _ 1
Yu,pF = YuUp — W

w[LU,P]F
:Qn®Qp_(Qn@Qp)F(FT(Qn@Qp)F)_FT(Qn(X)Qp)
~Q,0Q,- é (Q.©Q,) FF" (Q,Q,). (4.8)

Man beachte, dass 17T = 121, und dass w[JI_J,P,F]lnp = 0. Daraus folgt

€ _ 1
w[vavFvT} - w[U7P7F] B ww[Ji],P,F]T
o 1 1 T .1 - T .1
=wiypr ~wWuprnl (T wypenT) T wypw
1
o 1 iR T L
=Wu,.pF C_dw[U,P,F]TT Yu,p,F|
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Nun ist
r (@hpn®) =0 (QueQ) ) - - u((Q.=Q,) FF' (@,Q,) )
1 ((@.2Q,) (1.0 (Q,9Q,)
—iu(zﬂ (Q,©Q,) (I,®5)(Q,®Q,) F)
—tr<Qn®S'>—;;U(FT(Q”(X)S’)F).

Fir vollstdndig balancierte Pléne ist auferdem > T, = %lplf. Damit ergibt

sich
T (Qn & S) F = [TlTVT’ . ,TZ:VT] (Qn ® S’) [T”{VT’ . ’TZL“VT]T
= |TIV7S,. TIVTS| [TV, TV

_l T - Tx,T & [Ty, T Ty 71T
n1n®ZTiV S[Tiv?®,. . . TIVT]

i=1
n ~ 1 ~
=Y (rrvrsven) - - (R1apvisv) Dl
‘ n \t P t

i=1

und wegen TiTZT =1,
tr <FT <Qn ® S) F) — tr (nVTSV _ % 1,17 VTS‘V)
—ntr(VQ,v's).

Folglich erhalten wir

tr (Wi p.mE) = (n—1) tr (S) LI (VthVTS> (4.9)

Cd22

Analog rechnet man mit Hilfe von (4.8) leicht nach, dass

tl“ (W[JI_J7P7F]TTTQJ[J(_J7P7F]E) - tr (TTW[JI}7P7F] EW[J(_J7P7F]T)
=tr ((TT — nytFT)
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=n tr <S’>
— 2ny tr (Qp,tVTS> +ny? tr (Qp,tVTS'V> .

Zusammenfassend sieht man, dass

tr (Wi ppoX) = tr (((n I, - (VQp,tVT)) S)

Cd22
n ~
-~ (L, - 2@, V" +1VQ, V") §)
d
="y (B;‘;S) , (4.10)
Cd
wobei
ca(n—1 c
B = <—d( ) _ 1) I,+v(V+VT) - <—d + 72) vQ, V"
n Cd22
Durch einsetzen von ¢y, cg12 und cge9 aus Lemma sieht man, dass py = —cq/caa—7>
und damit B}, = B,;. Mit (4.7) folgt schliefslich die Behauptung. ]

Mit Lemma[4.2]und ergibt sich eine neue Darstellung fiir den Varianzquotienten.
Satz 4.2. Der Varianzquotient st gegeben durch

fr tr(Q,A.Q,9)

Kt p(S) = , 411
) =5 (Q,B.Q,S) (1)
wober
Ag=I,—~v(V+VT)+4VvQ, V"
~1
und B, = (—Cd(”n ) _ 1) I+ (V+ V) +mVvQ, V"

Diesen Ausdruck kénnen wir mit Hilfe der Spektralzerlegung von S geschickt umfor-
men. Seien \;, i = 1,...,p, die Eigenwerte von S und s; die zugehorigen Eigenvekto-
ren, dann gilt S = Y7 \;s;s7 (Seber, 2008)[16.44(a)|. Damit erhalten wir

kit np(S) = fe tr(Q,A4Q, Y7 |\ sis!)
tn,p t—1 tr(Q,B.4Q, S NisisT)
_ fe 2 Mis/Q,A4Q,si
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Wir maximieren ki, ,(S), indem wir eine ungiinstigste Kovarianzmatrix S wéh-
len, die diesen Ausdruck maximiert. Das Problem liefse sich mit Hilfe des Satzes von
Rayleigh-Ritz, vergleiche Horn und Johnson| (1985)[S. 176], unter zwei Bedingungen
l6sen. Zum einen diirfte hier statt eines Quotienten von Summen nur ein Summand im
Zéhler und Nenner stehen. Zum anderen miisste Q,B4Q, p-d. sein, was offensichtlich

nicht der Fall ist. Das nachste Lemma bietet eine Moglichkeit, das Problem zu l6sen.

4.2.2 Losung des Maximierungsproblems

Lemma 4.4. Seien A, B und S n.n.d., wobei Alp = Blp =0 und Rg(B) =p—1.

Dann gilt
tr (AS >

tr <B S)
Dabei ist \* der grofite Figenwert von B A und B" die Moore-Penrose-Inverse von
T

< A\

B. Sei v ein Eigenvektor von B'A wum FEigenwert \*. Dann g¢ilt fir S = vv
Gleichheit.

Beweis. Sei U = [y, ..., uy] mit u, = 1,/,/p. Dann haben wir die Spektralzerlegung
U BU = D, wobei D eine Diagonalmatrix mit Diagonalelementen 7, ..., ",, wobei

M > ... 2 Yp—1 > 0 und v, = 0 die Eigenwerte von B sind. Dabei ist
o' -0~ 1,

Definiert man

1
N 0 )
Wo— 0 ~T7
L 0
o
I 0 .- 0 1_

dann ist W invertierbar, die letzte Zeile von W ist gleich 1; /+/P und es gilt

wWBWT = Iyt 0 .
0 0
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Wir suchen

tr <AS>
A" = max ——£,
SES tr (BS)
wobei § die Menge aller n.n.d. Matrizen ist. Wegen der Invertierbarkeit von W ist

Sw = W' ' SW! ebenfalls n.n.d. und zu jeder n.n.d. Matrix Sy existiert ein S,
so dass Sy = WT ' SW! das heifit

S={Sw-w"'sw:ses}.
Damit kénnen wir schreiben
tr(AS) = (AW W sW W)
— tr (AW Sy W)
und es folgt
tr (AW Sy w )

A* = max

SwES fy (BWTSWW) '

Nun ist aber
tr (BWTSWW) — tr (WBWTSW>
I, O
= tr b S )
Weiterhin ist wegen A1, =0
WAWT =

_ Ip—l 0 WAWT Ip—l 0
0 0 0 0|

wobei W' = [W7,1,/,/p]. Folglich kénnen wir uns bei der Suche nach dem Maximum

auf eine Teilmenge der n.n.d. Matrizen beschranken. Es gilt
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tr (WAW'S)
N Eme ey
wobei
* X S* 0 * —1xp—1
ST=<SeRV?P: §= 0 und S* € RF7P" " n.and.
Wir kénnen nun jedes S € §* iiber seine Spektralzerlegung darstellen als Zf;ll Nzl

wobei \; > 0, l@; =1, &lx; =0 Vi+# j. Dabeiist @; = [z;1,...,2;-1,0]". Dann
haben wir

tr (S0 @il WAWT)
f:l Ai
NI WAW g
p )\Z :

i=1

A* = max

= Imax

Sei nun z* ein Eigenvektor zum groften Eigenwert A von W AW, Dann gilt mit
dem Satz von Rayleigh-Ritz, vergleiche Horn und Johnson| (1985))[S. 176], dass

Ve, : :C;TFWAWT@- < A
und daher \* < \. Es ist sogar Gleichheit moglich, denn wegen

0 0

ist der Eigenvektor z* zum groften Eigenwert von WAW?T von der Form z* =
[21,...,2_1,0]T. Man beachte, dass WAWT und WTW A die gleichen Eigenwerte

haben. Daher ist A auch der grofte Eigenwert von

L0 ...00
71
WWA=U| U'A
o ,Ypl_l 0
0 0 1
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L0 0
Y1
. 0 T
—U 1 U'A
Tp—1
0 0 0
—B'A,

da U = [wi, ..., up)” mit uw, = 1,/\/p, also ul A = 0 und B = U'D'U. Man
sieht leicht, dass nun v = W7 2* ein Eigenvektor von B A zum Eigenwert \* ist.
[

Wir wollen Lemma anwenden, wobei Ay = Q,A.Q, die Rolle von A iiber-
nimmt und B, = Q,B:Q,, die Rolle von B. Dazu zeigen wir, dass diese Matrizen die

Voraussetzungen des Lemmas erfiillen.
Lemma 4.5. Die Matriz Ad =Q,A,Q, aus Lemma ist n.n.d. und Adlp =0.

Beweis. Falls es eine Matrix L gibt, so dass Q,4,Q, = LL", dann ist Q,A.Q,

n.n.d.. Sei
1++/1—p/t
L=Q,(I-7V) (I - (T) 1p1§> :
Damit folgt sofort, dass LLT = Q,A,Q,. Wegen Q, = w{p folgt Adlp =0. n
Man kann zeigen, dass By = [Ip70]w[JI_J,P,F,T] [I,,0]". Daraus folgt sofort, dass

B, n.n.d. Allerdings benétigen wir fiir Lemma zusitzlich, dass Rg(By) = p — 1.
Wir zeigen dies iiber einen Umweg und fiithren zunéchst den Begriff der diagonal

dominanten Matrix ein.

Definition 4.3. Eine Matriz A € R™™ heifit stark diagonal dominant, falls

n
aii>Z]ai]~] VZ:L,TL
j=1

J#i

Lemma 4.6. Sei A € R™*" symmetrisch und stark diagonal dominant. Dann ist A

p.d.
Zum Beweis siehe zum Beispiel Horn und Johnson| (1985))[S. 349].

Lemma 4.7. Die Matriz B, aus Lemma ist fiir alle d € A7, , p.d.
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Beweis. Wegen

0 O 0 0
1 -1 1
0 5 7 +
T _ .
v,V =0 =
-1
0 -7
—1 1 =1
| 0 7 5
ist ~ _
b1 ”Y 0
baz (1=5)y -8 -5
0 (1-%)y '
Bd o 0 p’i . by
t ) Tt
(1—=5)y
| 0 —I% —p;{ (]_ — %)’y b22 ]
Hierbei sind
—1
by = =)
n
—1 t—1
und bagy = M —1 +pVTa

wobei v = —t/(pt —t — 1), vergleiche (4.2)).
Dies fiihrt zu den folgenden Ungleichungen. By ist stark diagonal dominant, falls

(a). b1y > ||, vergleiche die erste Zeile von B,.
(b). b2 > |y + (1 = 2)y| + (p — 3)| =], vergleiche die zweite Zeile von Bi.

(c). baa >2|(1 = 2)y| + (p — 4)|=7|, vergleiche die dritte bis (p — 1)-te Zeile von By
(falls p > 3).

(d). by > [(1 = B)y|[ + (p — 3)| =2, vergleiche die letzte Zeile von By.
Da |y| > 0 ist (d) erfiillt, falls (b) gilt. Wegen

i+ 1= = =+ 2y
<—(1-%)
=12
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ist (c) erfillt falls (b) gilt. Schlieklich ist wegen byy < byy mit (b) insbesondere auch
(a) erfiillt. Es geniigt also fiir jedes p > 3 die obige Bedingung (b) zu zeigen.

Nun gilt

10 =D+ =3 = 7= =Dy = = 3T

=—(2+(p—4)§)7-

Fiir alle vollstandig balancierten Blockplane gibt es ein m € N, so dass n = mt und
da t > p kénnen wir ¢ durch p + r ersetzen, wobei r € NU {0}. Setzen wir jetzt noch
v und ¢4 ein, so kénnen wir (b) durch die Designparameter m, p und r ausdriicken.
Durch ausmultiplizieren und zusammenfassen der Potenzen in p sieht man leicht, dass

(b) wahr ist, falls f:Z3 — R mit

f(m,p,r) =mp® + (2mr — 2m — 4) p* + (mr® — dmr — 6r —m +9) p’
+ (=2mr® = 2r® —mr +Tr +2m — 2) p° + (—=r* + 3mr +2r — 3) p

+mr?—r

nur positive Werte annimmt. Betrachte nun die partielle Ableitung von f nach m,

0
—f(m,p,r) :p5+(2r—2)p4+(r2—47“—1)p3—|—(—2r2—r+2)p2—|—37"p—|—r2

om
:p2((p—2)7‘2+(2p2—4p—1)7“+(p—2)(pQ—l))+3rp+r2.
Da p > 3 gilt
of 2(..2 2 2
8—m(m,p,7“)2p (r +(2p—1)r—|—(p —1))+3rp+r

>0,

Daher ist mit f(mg,p,r) > 0 auch f(mq,p,r) > 0 fir alle m; > my gezeigt.

Wir fiihren jetzt eine Fallunterscheidung durch. Falls moglich wenden wir Lemma
an, um zu zeigen, dass By p.d. ist. Falls dies nicht méglich ist, zeigen wir entwe-
der anderweitig, dass B, p.d. ist oder wir zeigen, dass es im betrachteten Falls kein
d € A}, , gibt, so dass der Fall fiir die Aussage von Lemma irrelevant ist.



4.2 Die Maximierung des Varianzquotienten o7

(). m=1,p=3und r > 0.

(ii)). m>2,p=3und r > 0.
(iii). m=1,p=4und r > 0.
(iv). m>2,p=4und r > 0.

(v). m>1,p>5und r > 0.

(i). Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines nachbarbalancierten Plans
ist, dass (n —1)p/(t(t — 1)) = 3/t eine natiirliche Zahl ist. Dies gilt hier nur fiir t = 3,
aber es gibt kein vollstdndig balanciertes Design fiir n = ¢ = p = 3. Der Fall ist daher
irrelevant fiir die Behauptung.

(ii). Hier ist beispielsweise f(2,3,7) = —r? + 14r + 36 < 0 fiir r = 17, so dass wir

Lemma [4.6] nicht direkt anwenden kénnen. Wenn aber

2
RBdR == 0 Bd
0

o w O
N O O
S O N
o w O
N O O

p.d. ist, so auch By selbst, da die obige Diagonalmatrix R Vollrang hat, vergleiche
hierzu |Graybill (1969)[S. 334]. Man rechnet leicht nach, dass RB4R stark diagonal
dominant ist und wendet Lemma [4.6| auf RB;R an.

(iii). Es ist f(1,4,7) = —3r? — 13r — 12 < 0 fiir alle > 0. Eine notwendige Bedin-
gung fiir die Existenz eines nachbarbalancierten Designs ist, dass
(n—1)p/(t(t—1)) = 4/t eine natiirliche Zahl ist. Dies gilt hier nur fiir ¢ = 4, das heifst
fiir » = 0. Man berechnet die Eigenwerte von B, fiir n = t = p = 4 numerisch und
stellt fest, dass diese alle positiv sind und daher B, p.d. Jede andere Wahl von r ist
irrelevant fiir die Behauptung, da dann kein vollstédndig balanciertes Design existiert.

(iv). Hier gilt f(2,4,r) = 30r* 4+ 239r + 468 > 0. Daraus folgt sofort f(m,4,r) >
f(2,4,r) > 0.

(v). Man betrachte die Unterfélle m > 1, p=5und r =0, m > 1, p > 6 und r = 0,
m>1,p>bundr=1,m>1,p>5und r=2sowiem > 1, p>5und r > 3. Mit
Hilfe einfacher Algebra zeigt man jeweils, dass f > 0 ist und wendet Lemma an.

O
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Lemma 4.8. Set d € A*

t,n,p-

p—1 und es gilt B41, = 0.

Dann ist die Matriz B, = Q,B.Q, n.n.d. mit Rang

Beweis. Bd ist nn.d. da @, n.n.d. ist und By ist p.d. nach Lemma . Es gilt
also Rg(By) = p. Weiterhin ist Rg(Q,) = tr(Q,) = p — 1. Bekanntlich gilt fiir zwei
Matrizen A;, Ay, dass Rg(A;A,) < Rg(As) (Seber) 2008)([3.12]. Da B! existiert,

ist dann
Rg (Q,) =Rg (B;'B.Q,) < Rg (B.Q,) <Rg(Q,).

und damit Rg(B4Q,) = Rg(Q,) = p — 1. Andererseits existiert ein L, so dass
B, = LL" da B, p.d. ist. Man beachte, dass Rg(A” A) = Rg(A) (Seber, 2008)[3.3(b)].

Dies impliziert
Rg (B.Q,) < Rg (L'Q,) =Rg ((L7Q,)" I'Q,) = Rg (Q,B.Q,) < Rg (B.Q,)

und somit Rg(Bd) = Rg(Q,B4Q,) = p — 1. Wegen Bdlp =Q,B;,Q,1, = 0 ist die
Behauptung bewiesen.
]

Damit konnen wir nun die Hauptaussage dieses Kapitels formulieren.

Satz 4.3. Fiir (t,n,p) € N? seien

Ai=Q,(I-~(V+VT)++4VQ, V" Q,

B.-Q, ((M - 1) I+ (V1 V7 +mVQp,tVT) Q,

n

und v ein Eigenvektor zum grofiten Eigenwert \* von B;Ad. Sei S eine beliebige
Kovarianzmatriz in Modell . Falls dann zu (t,n,p) ein d € A}

tnp €TIStIETT, SO gill

e
<
kt,n,p(‘s) =¥ _1

und ki pnp(S) = tji .

A fiir alle S

N fir S =wvvT.

In diesem Fall ist die Konstante von Kunert und Utzig gegeben durch

* fE

b T

A
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Beweis. Lemma [4.5 und [4.8| zeigen, dass die Voraussetzungen von Lemma [£.4] erfiillt
sind. Die Aussage ist bewiesen, wenn wir Lemma [.4] auf die Darstellung des Varianz-
quotienten in Satz anwenden. O

Mit den Methoden aus Kapitel kann man auch eine exakte untere Schranke
fiir den Varianzquotienten ki, , und eine dazugehdrige giinstigste Kovarianzmatrix
bestimmen. Sei v?~Y ein Eigenvektor zum zweitkleinsten Eigenwert A®~1) von B :{Ad.
Man sieht leicht, dass dann

kt,n,p(s) 2 tf—El )\(p_l) fﬁr alle S

und Finp(S) = tf_El AP i § = p® Uy

Wir nutzen dieses Ergebnis in der Simulationsstudie in Kapitel [6.2] Fiir die prakti-
sche Anwendung ist die Minimierung des Varianzquotienten jedoch von geringerem
Interesse als die Maximierung, da wir bei unbekannter Kovarianzmatrix konservative
Tests konstruieren méchten und keine anti-konservativen. Von gréfterem Interesse fiir
die Praxis ist stattdessen die Berechnung der Konstanten von Kunert und Utzig fiir

grofse Stichproben.

Korollar 4.1. Sei unter den Voraussetzungen von Satz )\*Ad der grifste Figenwert
von Ay, S = vv? ungiinstigste Kovarianzmatriz und Et oo p(S) = im0 bty p(S).

Dann gilt

*

A
kt,oo,p(‘g) = 1 +dl'
p

Beweis. Wenn \* der grofte Eigenwert von B;Ad ist, dann ist k¢, = feA/(t —1)
der grokte Eigenwert von ((t — 1)By/ fz)* Ag. Nun héingt A, nicht von n ab. Wegen
fe=n(p—1)—2t—p+3und v = —t/(pt —t — 1) folgt

—1 L= oo
(t—1) lim fa _ (t—1) lim n(p—1) p(pt—t—1)
p

Weiterhin liisst sich (t — 1)By/ fg schreiben als

_pfan—-1_ t-1 (t=1)y T T)
Qp<((t 1)fE - fE>Ip+ e (V+Vvi+pvQ,, V")) Q,



60 4 Das Verfahren von Kunert und Utzig

Man rechnet leicht nach, dass dann (¢t — 1)By/fg fir n — oo gegen (1 + v/p)Q,

konvergiert. Da QpAd = A, erhilt man somit

~1-~\"- A
lim (tf—B) A=A =
n—0o0 ol

- (1+3)

Wenn zusétzlich zu n — oo auch t — oo, so sieht man leicht, dass v — —1/(p — 1)
und Q,; — I,,. Das hat zur Folge, dass

Ay 1 . 1 0 0
}EEOJEEO1+g_plQP<IP+p—1 (V+v )+(p—1)2[0 Ip_1]>Q”’

wobei p1 = p(p—1)/(p(p — 1) + 1). Damit ist lim;_,, lim,, Ad/(l + v/p) fiir groke
p nidherungsweise gleich @, und folglich

lim lim lim &, = =1.
t.n
p—oo t—oo n—oo P

In Tabelle sind einige Werte von kf

b vertafelt. Man beachte, dass nicht fiir

alle Werte von (¢,n,p) in der Tabelle ein vollstdndig balancierter Plan existiert. In
Anhang findet man das R-Programm k.star, welches zu gegebenem ¢, n,p die
Konstante von Kunert und Utzig berechnet.

*
t7n7p

wachsendem n schnell. Bei sehr grofser Periodenanzahl (etwa p = 100) liegt die Kon-

Man erkennt, dass &/, in allen drei Parametern fallt. Die Konstante konvergiert mit
stante nahe bei 1. Dann kommt es selbst im ungiinstigsten Fall nur zu einer minimalen
mittleren Varianzunterschétzung. Allerdings diirften Versuchspléne mit derart grofser
Periodenanzahl in der Praxis kaum vorkommen. Fiir Anwendungen in der pharmazeu-
tischen Forschung sind mehr als vier Behandlungen in vier Perioden selten. Dort liegt
der Korrekturfaktor in der Gréfenordnung von etwa 1.4 - 1.6. Studien in der Lebens-
mittelsensorik konnen durchaus zehn Behandlungen in zehn Perioden umfassen. Hier
liegt der Korrekturfaktor bei ungiinstiger Kovarianzstruktur immerhin noch bei etwa
1.25. Psychometrische Anwendungen haben zum Teil 20-50 Behandlungen mit grofer

Periodenanzahl. In diesem Fall nimmt k&* . Werte um 1.1 an.

t,n,p

Ein Vergleich der Werte in Tabelle 4.2l mit denen zur oberen Schranke in Tabelle

zeigt, dass insbesondere bei Planen mit vier bis sechs Perioden &, , deutlich kleiner
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100

10

80 1.v7 1.75 1.74 1.73 1.71 1.68
bl 149 147 146 146 1.45 1.43

8§ 145 144 143 143 1.42 140
44 141 140 1.39 139 1.38 1.36

100

10

23
58
46
43
40

71 3
99 1
47 1
44 1
41 1

01 3
60 1
47 1
45 1
42 1

20 4
60 1
48 1
45 1
42 1

51 4
61 1
48 1
46 1
43 1

9 4
11
9 1
7 1
4 1

— N <t O w

100

10

OO — O~
O eRen
—
HDOYNO 0
OISR
— e —
ASINO0
SEARC
— e —
MNAN 0
R
—
ODHYMN—HD
Y™

1
1
1
1
1

— NI <H©O N

100

10

56
40
36
35
33

99 1
41 1
36 1
35 1
33 1

60 1
41 1
37 1
35 1
34 1

61 1
41 1
37 1
36 1
34 1

1
1
1
1
1

—OI<H O %

100

10

44
31
31
29

— NI <H©O w

p=10

100

10

1
1
1
1
1

— I <H©O m

p =100

100

10

—ON<HO %

Tabelle 4.2: fgA*/(t — 1) aus Satz fiir verschiedene Werte von (t,n = mt,p). Fiir einen

vollstéandig balancierten Plan zum Vergleich von t Behandlungen in n = mt Blocken der

Lénge p ist dies gleich der Konstanten kj,, , von Kunert und Utzig.
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ist als /{:fl;fg Fiir ein nachbarbalanciertes lateinisches Quadrat mit ¢t = n = p = 4

ist die obere Schranke von Kunert und Utzig sogar unendlich, wiahrend die mittlere

Varianziiberschiatzung bei ungiinstiger Kovarianzmatrix hier durchaus beschrankt ist,
da k;

t,n,p
sehr relevant. Bei Versuchspldnen mit p = 4 oder p = 5 und m > 1 wiirden wir auf

= 5.09. Dieser extreme Fall ist wegen des geringen Stichprobenumfangs nicht

Grundlage der oberen Schranke einen um etwa 20-30% hoheren Korrekturfaktor auf
unsere Varianzschitzung anwenden als notig. Bei Vorliegen von giinstigen Kovarianz-
strukturen fithrt dies zu besonders konservativen Varianzschiatzungen. Wie man in
Abbildung erkennen kann, wirkt sich die Verbesserung der Schranke von Kunert
und Utzig bei grofserer Periodenanzahl weniger deutlich aus. Hier ist fiir vollstdndig
balancierte verallgemeinerte lateinische Quadrate mit m = 2 beziehungsweise m — oo

die relative Erhohung des Korrekturfaktors bei Verwendung von k2" statt k

t,n,p t,n,p abge_
bildet.

0.30
|

010 0.15 0.20 0.25
| | | |

relative Varianziiberschatzung

0.05
|

0.00

5 10 15 20

oben
kt,nyp

Abbildung 4.1:  Relative Varianziiberschitzung =

t,n,p

— 1 bei Verwendung von kzﬁ?ﬁ’; statt

kf .- Betrachtet werden Plédne d € Af,,,, mit m = 2 und m — oo.

4.2.3 Verbesserte korrigierte Tests

Mit Hilfe der exakten konservativen Konstanten konnen die Tests aus Kapitel

fiir den Fall p > 3 verbessert werden.
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Der F-Test auf Behandlungsunterschiede lehnt die Globalhypothese H ab, falls

MST
MSE

> k;:n’p Ft—l,fE;l—a-
Der zweiseitige t-Test lehnt H} zum Niveau « ab, falls
¥ — ¢l

L Y L T (4.12)
i (4)

Die Korrektur mit Hilfe der Konstanten von Kunert und Utzig ist optimal in
dem Sinne, dass jeder grofsere Korrekturfaktor zu Tests geringerer Power fithrt und
jeder kleinere Korrekturfaktor die Varianz der Behandlungskontraste im Worst-Case-
Szenario im Mittel unterschatzt.

Im néchsten Kapitel wird ein alternatives Verfahren zur Auswertung von Crossover-
Planen in Modell vorgestellt, bei dem die Kovarianzmatrix der Fehler geschétzt

wird.






5 Die modifizierte

F-Test-Approximation

5.1 Das Naherungsverfahren nach Box

Box] (1954) weist darauf hin, dass die Verteilung quadratischer Formen N-variat nor-
malverteilter Zufallsvektoren eine Mischung y2-verteilter Zufallsvariablen ist. Er gibt
eine Reihenentwicklung fiir die Verteilung einer solchen Mischverteilung Z;Zl )\jX%j
an, wobei die Faktoren )\; und die Freiheitsgrade v; von der Kovarianzmatrix X' und
der konkret gewahlten quadratischen Form abhédngen. Darauf aufbauend wird eine
Approximation an die Verteilung der quadratischen Form bestimmt. Sie ist so gewéhlt,
dass die Verteilung der Approximation die gleichen ersten und zweiten Momente

besitzt wie die quadratische Form.

Lemma 5.1. (Bo, |1954). Sei € ~ N(0,X), X € RN n.on.d. und M € RV*N | 50

dass qpe = " Ma ~ 377 Njx;. . Sei weiter z ~ bx;, wobei

 var (gar)

"= Elam)
. _2(B(am))’
! "= (g

Dann besitzen qpr und z die gleichen ersten und zweiten Momente.

Box (1954)) schldgt nun vor, Zahler und Nenner der F-Statistik getrennt mit Hilfe
obiger Methode anzunéhern. Die Unabhangigkeit von Zahler und Nenner wird dabei
nicht explizit verlangt. Fiir die praktische Anwendung beachte man, dass
E(qp) = tr(MX) und var(qps) = 2 tr((MX)?), siehe Box (1954)[S. 290 f.|. Dies

fithrt uns zu folgender Definition.

65
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Definition 5.1. Sei qar =  Mx wie in Lemma und qi; = 7 Mx eine weitere

quadratische Form. Definiere

_ M Rg(M)
4 Re(M)’

Dann approzimiert die Box-Korrektur die Verteilung von F' durch bFy, j,, wobes

und hy =

Im Allgemeinen ist F' weder nach bFy, j, verteilt noch stimmen Erwartungswert und
Varianz von F und bFj, j, iiberein. Falls aber X = 021, so ist b = 1, hy = Rg(M)

sowie hy = Rg(M ), da orthogonale Projektoren idempotent sind und Spur und Rang
den gleichen Wert annehmen. Wenn dann Zahler und Nenner stochastisch unabhéngig

sind, so gilt tatsachlich F' ~ bFj,, p,.

Obiges Verfahren lésst sich auf eine Vielzahl linearer Modelle anwenden, bei denen
die Fehler nicht u.i.v. sind. So basiert schon die Approximation der Freiheitsgrade fiir
den Zweistichproben-t-Test bei ungleichen Varianzen nach |Welch| (1937)) auf der glei-
chen Idee. Eine weitere Anwendung findet sich in |Geisser und Greenhouse, (1958)). Die
Autoren betrachten die Zweifachklassifikation mit einem festen und einem zufélligen
Effekt. Sie schétzen den Korrekturfaktor b und die Freiheitsgrade aus Definition

fiir beliebige Kovarianzmatrizen so ab, dass ein konservativer Test entsteht.

Huynh und Feldt| (1970) untersuchen die Box-Korrektur fiir Repeated-Measure-
ments-Designs mit zufilligen Blockeffekten. Sie gehen von einem Modell ohne Nach-
wirkungseffekte aus und stellen fest, dass die F-Statistik unter der Nullhypothese
genau dann tatsichlich F-verteilt ist, wenn der Korrekturfaktor nach |Box (1954)
gleich 1 ist. Sie zeigen, dass dies gleichbedeutend ist mit der Eigenschaft, dass die

Kovarianzmatrix sphéarisch ist.
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Definition 5.2. Sei @ = [x1,...,x,|T Zufallsvektor mit Kovarianzmatriz S. S heifst

sphérisch, falls ein ¢ € R existiert, so dass fiir alle i # j
var(z; — x;) = c.

Spezialfalle spharischer Kovarianzstrukturen sind vollstédndig symmetrische Kovarianz-
matrizen. Ein trivialer Spezialfall ist der Fall S = ¢°I,.

Fiir den Fall, dass die F-Verteilung nicht gilt, schlagen |Huynh und Feldt| (1976) ein
Verfahren vor, das auf der Schiatzung der Kovarianz beruht und weniger konservativ
ist als die Methode nach |Geisser und Greenhouse| (1958)).

5.2 Anwendung auf das Modell mit
Carryover-Effekten

Bellavance et al.| (1996) wenden die Box-Korrektur auf Modelle mit Nachwirkungs-
effekten an. Dieser Abschnitt beschreibt das Vorgehen dieser Autoren im Detail. In
der Literatur finden sich mehrere Vergleiche dieses Verfahrens mit konkurrierenden

Auswertungen. Darauf gehen wir am Ende dieses Abschnittes ein.

5.2.1 Das MFA-Verfahren von Bellavance et al.

Der F-Test aus Definition lehnt in Modell (2.7) die Nullhypothese HJ ab, falls
MST/MSE > F,_4 f,.1—o. Hier sind M ST und MSE wie in Kapitel 4.1.2|
In Modell (2.6) verwirft man mit der Box-Korrektur Hj zugunsten von HY, falls

MST
MSE

M
> b Fh{”,hé”;l—a-

Dabei sind
i _ _fp w(wuprn - wwen)X)
t—1 ’
tr (w[ﬂP?RT]Z’)
)2
)

(5.1)

(tr ((W[U,P,F,T} - w[U,P,F})Z)

h' =
tr <<(W[U,P,F,T] — w[U,P,F])Z)
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2
GC)

2 ?
o ((wtorrn®) )

da Rg(w[LUJ,,F’T}) = fp und rg(ww p.r1 — Ww,prF) =t — 1. Man beachte, dass b,

und hé” -

hM und h3! jeweils von den Designparametern ¢,n,p und iiber X' = I,, ® S von der
Kovarianzmatrix S abhéngen. Wenn die Abhéngigkeit von einer konkreten Matrix S

gekennzeichnet werden soll, schreiben wir im Folgenden auch b (S) fiir b*.

In der Praxis ist S unbekannt und muss aus den Daten geschéitzt werden. Einen
einfachen Schétzer erhélt man, falls die Behandlungssequenzen fiir die Einheiten im
Versuchsplan wiederholt werden. Man betrachte dazu folgende Notation. Der Plan d
bestehe aus ng., verschiedenen Behandlungssequenzen, wobei die i-te Behandlungs-
sequenz n; Mal in d vorkomme. Fiir den Rest dieses Kapitels schreiben wir y,; =
(Yij1s - - Yijp)! fiir den Vektor der Beobachtungen an der j-ten Einheit der i-ten
Behandlungssequenz und y, = Z;“:l y,;;/ni fiir den Vektor der durchschnittlichen
Beobachtungen in der i-ten Sequenz. Wir definieren den Schéatzer X fiir X wie in
Jones und Kenward (1989)[S. 284] durch X = I,, ® S mit

Nseq mN;

Z Z (i = 9:) (yy; = @i.)T- (5.2)

i=1 j=1

g1
N — Ngeq

Jones und Kenward| (1989) verwenden ein Modell mit zufélligen Effekten und bemer-
ken, dass obiger Schétzer in diesem Modell unverzerrt ist. Bellavance et al.| (1996])
verwenden den Kovarianzschitzer ¥ fiir ¥ = I,, ® S in Modell und behaupten,
dass X unverzerrt fiir X sei. Man sieht jedoch leicht, dass dies im Allgemeinen nicht
der Fall ist, solange nicht alle Einheiten einer Sequenz den gleichen festen Einheiten-
effekt besitzen. Um die Notation einfach zu halten, beschrinken wir uns im folgenden

Lemma auf den Fall, dass jede Behandlungssequenz im Versuchsplan gleich haufig

vorkommt, also dass n; = ... = n,,,, = N, wWobei ny, = n/Ngq.
. * 2 . . . _ _ .
Lemma 5.2. Seid € A}, , und S wie in und ny = ... = Ny, = Ny. Sei ag; der

feste Einheiteneffekt der j-ten Finheit der i-ten Sequenz in d und &; = i Zj Q.
Dann gilt in Modell (@
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Es (8) = S+ caly1].

1 Nseq Ny

. _ 2

wobei Cqg = ——— E E (aj — )"
= Mseq "7 21

Beweis. In (2.6)) ist yr = i+ ij + Tk + Ta@jk) + Pd(ijk—1) T €ijk, Wobei €5, der Fehler
in der k-ten Periode bei der j-ten Einheit in Behandlungssequenz ¢ ist. Definiere
€k = % > j €ijk und bezeichne mit ;. das k-te Element von y, . Schreiben wir den

(ky, ks)-ten Eintrag von S als 8, 4,, so erhalten wir

Nseq N

~ 1
Ski,ks — E E (yijk1 - yi'kl) (yijkz - yi~k2)
= Mseq 27 51
1 Nseq My
= — E E (Oéij — O_éi. + Gijkl — €i~k1> (Oéij — O_éi. + eijkg — Ei~k2)
= Mseq "5 51
Nseq My
1 2
= d > (e — )
= Nseq 527 520
1 Nseq Ny
E (qvij — i) (€ijky + €ijhy — €iky — Eicky)
N — Ngeq = 4=
=1 j=1
1 Nseq Moy
+ > > (€ijh — ) (Eijky — k)
= MNseq 7 51

Es ist Eg(eijx) = 0 und Eg(€ijk, €ijky) = Sky ke, dem (kq, k2)-ten Eintrag in S, sowie

Es(€ijk, €ijoky) = 0 flir ji # jo. Man rechnet nach, dass dann

R 1 Nseq My B B
Es(8k k) = ca + Es <— Z Z (€ijky — Eikr) (€igiy — ei'kz))

i=1 j=1

= Ca t Sky k-

Daraus folgt sofort die Behauptung. O]

Wir kénnen den Schiitzer S dennoch fiir den korrigierten F-Test benutzen. Denn
QpS' Q, ist in 1) ein erwartungstreuer Schétzer fiir die zentrierte Kovarianzmatrix
S = Q,5Q,. Da ki, ,(S) nur iiber S von S abhingt, stort uns der Term cq bei der

Box-Korrektur nicht.
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Fiir den Fall, dass die Behandlungssequenzen in d nicht wiederholt werden, kann
dieses Verfahren nicht benutzt werden. Jones und Kenward| (1989)[S. 287-289| beschrei-
ben, wie man die Varianz in nicht wiederholten Planen schitzen kann. Dies ist vor
allem dann relevant, wenn p < t und vollstandig balancierte Plane benutzt werden.
Solche unvollstéindigen Blockpldne bendtigen oft schon dann einen grofsen Stichproben-

umfang, wenn jede Behandlungssequenz nur einmal im Plan vorkommt.

Bellavance et al.| (1996) nennen die oben beschriebene Anwendung der Box- Korrek-
tur modifizierte F-Test-Approximation oder kurz MFA-Verfahren. Zusammenfassend

hat man folgende

Definition 5.3. Bei der modifizierten F-Test-Approximation verwirft man

H§ :m =...=m zugunsten von HY : Ji # j: 7, # 15, falls

MST
MSE

P M
>b Fh{”,hé”;l—a‘
Hier sind

fa tr ((w[U,P,F,T] - W[U,P,F]) 2)
t—1 > 7
tI‘ <W[J&7P7F’T]E)

NN 2
. (t (W[U,P,F,T] — w[U,P,F]) 2))
N2

(CU[U,P,F,T] - W[U’piﬂ]) 2) >

und Béw = <t

Dabei sind M ST und MSE wie in Kapitel und 3 =1, ® 8 mit S wie in .

Fiir b wird im Folgenden auch die Schreibweise b (S) benutzt, wenn die Abhén-

gigkeit von S betont werden soll.

Analog zu obigem F-Test kann man auch einen t-Test fiir HY gegen HY auf Grund-
lage des MFA-Verfahrens konstruieren. Man lehnt dann HY ab, falls
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M >V BM tﬁéu;lfa/w
o (9)

vergleiche (4.6)).

5.2.2 Vergleich mit konkurrierenden Auswertungen

Bellavance et al] (1996) vergleichen vier Auswertungen in Modell (2.6). Neben der
gewohnlichen KQ-Schétzung (OLS) und dem MFA-Verfahren sind dies eine Anwen-
dung von Pearson-Kurven und eine empirische Variante des Aitken-Schéitzers (EGLS,
Vergleiche. In ihrer Simulationsstudie iiberpriifen sie den Fehler 1. Art beim Test
auf Behandlungseffekte. Die Autoren wahlen sechs verschiedene Kovarianzmatrizen
fiir zwei vollstandig balancierte Plane zum Vergleich von drei Behandlungen in drei
Perioden (n=18 und n=72). Das OLS-Verfahren schneidet bei den fiinf nicht sphé-
rischen Kovarianzmatrizen in der Studie erwartungsgeméfs schlecht ab. Das wahre
Testniveau liegt hier bei Tests zum nominellen Niveau 5% bei bis iiber 12%. Bei
kleinem Stichprobenumfang (n=18) fiihrt die EGLS-Methode auch bei sphérischer
Kovarianzmatrix zu deutlich anti-konservativen Tests. Der Fehler 1. Art liegt hier bei
etwa 10%. Mit Hilfe von Pearson-Kurven lassen sich Verteilungen schétzen. Dabei
werden 4 Momente einer Verteilung beriicksichtigt. Dies kann man nutzen, um die
Verteilung von Teststatistiken zu approximieren, vergleiche Solomon und Stephens
(1978). In der Simulationsstudie von Bellavance et al. (1996) ergaben sich mit dieser
Methode bei kleinem Stichprobenumfang Fehler 1. Art um 5% - 7%. Diese Werte
liegen nahe bei den durch das MFA-Verfahren erzielten Werten. Das MFA-Verfahren
lieferte aber insgesamt das beste Ergebnis. Hier lag das empirische Niveau unabhéngig
von der Kovarianzmatrix sehr nahe bei 5%.

Correa und Bellavance (2001) untersuchen mit Hilfe einer Simulationsstudie die
Power der MFA-Methode und vergleichen das Verfahren dariiberhinaus mit zwei nicht-
parametrischen Tests. Einer dieser Tests wurde von Bellavance und Tardif (1995)) spe-
ziell fiir Crossover-Pléne mit drei Behandlungen und drei Perioden entwickelt. Der
zweite nichtparametrische Test wurde von |Ohrvik| (1998) vorgeschlagen und kann
auch fiir Plane mit mehr als drei Behandlungen benutzt werden. Der Fehler 1. Art
wird sowohl vom MFA-Verfahren als auch von den nichtparametrischen Tests sehr gut

kontrolliert. Die Power des MFA-Verfahrens ist in dieser Studie auch bei sphérischer
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Kovarianzstruktur nicht schlechter als die des OLS-Verfahrens und grofer als die des
Tests von Bellavance und Tardif (1995)). Der Test auf Behandlungseffekte von Ohr-
vik| (1998) wird durch Carryover-Effekte verzerrt. Die Power dieses Verfahrens héngt
von der Richtung der Nachwirkungen ab. Angesichts dieser Verzerrung ist es frag-
lich, ob das Verfahren angewandt werden sollte, wenn tatsdchlich mit Nachwirkungen

gerechnet wird.

Correa und Bellavance (2001) untersuchen dariiberhinaus die Verletzung der Nor-
malverteilungsannahme. Neben der multivariaten Normalverteilung betrachten sie
Fehler aus der Gammaverteilung. Bei nicht normalverteilten Fehlern halten die nicht-
parametrischen Tests das Niveau im Wesentlichen ein, wahrend das MFA-Verfahren
hier bei einigen Simulationseinstellungen empirische Niveaus von bis zu 8% liefert. Die
Aussagen iiber die Power der Tests bei Normalverteilung bestétigen sich auch bei der
Gammaverteilung. Ein weiterer nichtparametrischer Test fiir Crossover-Studien mit

verallgemeinerten lateinischen Quadraten wird von |Tardif et al. (2005) vorgeschlagen.

Die von Bellavance et al. (1996) betrachtete EGLS-Methode fithrt zu stark anti-
konservativen Tests. [Kenward und Roger (1997) schlagen ein Verfahren vor, das sich
ebenfalls als eine EGLS-Variante darstellen ldsst. |Chen und Wei (2003) vergleichen
die MFA-Methode mit Hilfe einer Simulationsstudie mit der Auswertung nach Ken-
ward und Roger| (1997). Anders als die MFA-Methode hélt das Verfahren von Ken-
ward und Roger| (1997)) das Testniveau bei kleinem Stichprobenumfang nicht ein. Die
Power der MFA-Methode ist deutlich niedriger als die der Methode von [Kenward und
Roger| (1997), falls keine vollstdndig balancierte Kovarianzmatrix vorliegt. |(Chen und
Wei (2003)), die Versuchspldne mit drei und vier Behandlungen betrachten, kommen
zu dem Schlufs, dass die MFA-Methode bei Studien mit kleinem Stichprobenumfang
n < 24 dem Verfahren von Kenward und Roger| (1997) vorzuzichen ist. Sie weisen
aukerdem darauf hin, dass die grofere Power sich vor allem dadurch erklért, dass die
Einheiteneffekte bei|[Kenward und Roger| (1997)) als zufillig modelliert werden. Sie fol-
gern, dass dieser Vorteil verloren ginge, wenn man in EGLS-Verfahren die Einheiten
als feste Effekte modelliert. Jones und Kenward, (2003))[S. 262 f.] empfehlen das MFA-
Verfahren als einfach anzuwendendes Auswertungsverfahren, geeignet fiir kleine Stich-

probenumfénge.

Zusammenfassend kann man feststellen, dass die in der Literatur betrachteten Simu-

lationsstudien das MFA-Verfahren zur Auswertung von Crossover-Studien empfehlen.
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Das Verfahren zeichnet sich gegeniiber seinen Konkurrenten insbesondere dadurch
aus, dass es auch bei geringen Stichprobenumfingen das Testniveau gut einhélt.

Im néchsten Kapitel vergleichen wir das MFA-Verfahren mit unserer Verbesse-
rung des Verfahrens von Kunert und Utzig (1993). Dabei wird auch das Worst-Case-
Verhalten des MFA-Verfahrens untersucht.






6 Vergleich von konservativer

Varianzschatzung und
MFA-Verfahren

In diesem Kapitel vergleichen wir das Verfahren von |Kunert und Utzig| (1993) mit dem
MFA-Verfahren von Bellavance et al.| (1996). Im néchsten Abschnitt wird zunéchst
eine interessante Verbindung zwischen beiden Verfahren aufgezeigt. Bei bekannter
Kovarianzmatrix ist der Varianzquotient k,,(S) aus Definition gleich dem Kor-
rekturfaktor b (S) in (5.1). Diese Tatsache erleichtert den Vergleich beider Verfahren.

6.1 Gleichheit der Korrekturfaktoren

Man betrachte den Beweis von Lemma . Gleichung (4.9)) besagt, dass

tr (w[LU,P’F}Z') =(n—1)tr (S’) SR (VQp,tVTS'> .

Cd22

Weiterhin gilt mit (4.10))
1 n * QO
n
= C—d tr (QdeQpS) .

Man rechnet leicht nach, dass dann

tr ((w[U,P,F,T] - w[U,P,F]) 2) =tr ((w[JI_J,P,F] - w[JI_J,P,F,T]) 2)

= (=7 (V4 V) +VQ, V") 3)

n
= -Q,AQ,8.

75
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Mit (5.1]) und Satz impliziert dies, dass

fg tr ((w[UPFT] — W[U,P,F]) 2)
t=1 tf( [UPFT}2>

fe o (Q,44Q,5)
t—12tr (Q,B.Q,S)
= kinp(S).

VM (S) =

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 6.1. Sei d € A}, ,, kinyp(S) der Varianzquotient und V™M der Korrektur-
faktor aus . Dann gilt bM(S) = ki ,.,(S).

Falls nun S eine ungiinstigste Kovarianzmatrix ist, so gilt b"(S) = k;, , das
heifit die Konstante von Kunert und Utzig ist gleich dem Korrekturfaktor der MFA-
Methode, der sich fiir die ungiinstigste Kovarianzmatrix ergibt. Wenn die Kovarianz-
matrix geschéitzt wird, so ist im Allgemeinen b (S) # ktpnp(S). Es gilt aber folgende

Aussage.

Korollar 6.1. Seid € A*

t,n,p
Mal wiederholt wird. Sei S ungiinstigste Kovarianzmatriz und b™(8) der geschiitzte

Korrekturfaktor aus Definition . Es gelte Modell (@) mat der Normalverteilungs-
annahme € ~ N'(0, I, ® S). Dann, gilt mit Wahrscheinlichkeit 1, dass b™(S) = k;

t,n,p*

ein Crossover-Plan, bei dem jede Behandlungssequenz n.,

Beweis. Fiir diesen Beweis benutzen wir die Notation aus Kapitel fiir Plane,
bei denen die Behandlungssequenzen wiederholt werden, siche S.[68H69} Nach Satz
ist § = vo” fiir ein geeignetes v = (vy,...,v,)7, das heift S hat hichstens Rang
1 und alle Beobachtungen einer Einheit sind perfekt linear korreliert. Dann gilt mit
Wabhrscheinlichkeit 1, dass y,; = y;j1v/v1 und g, = go1v/v1. Mit folgt dann mit
Wahrscheinlichkeit 1

) R ) )
S = — Z Z(yij -9, )(y;; — y.)"
W Tseq =y j=1
Nseq M

n . nseq U% Z Z yzyl y’L 1 Vv (yljl yz 1)

=1 j5=1
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Mit der Notation

1 Nseq Moy

CSs=—7""23 (yzl - gi-l)Q
et 2 2

i=1 j=1

erhilt man ¥ = T n ®cgS = cgX. Die Konstante cg ist mit Wahrscheinlichkeit 1
nicht gleich 0, so dass in Definition [5.3] mit Wahrscheinlichkeit 1

fo ((“’[U,PvF,T] ~wwpr) ¥ )

M (8) =
5) t—1 tr (w[lU,P’F,T} ﬁ)
_ Je estr((wpprn —wprm)¥)
Ct—1cg tr (wfiJ,P,F,T]E>
=M(8). O

Im Worst-Case-Fall wird die Kovarianzmatrix S also insofern perfekt geschétzt,
als das MFA-Verfahren den gleichen Korrekturfaktor realisiert wie das Verfahren, das
die Konstante von Kunert und Utzig benutzt. Die obigen Resultate lassen sich dazu
nutzen, das MFA-Verfahren besser zu studieren. Die in Kapitel zitierten Simula-
tionsstudien betrachten stets nur wenige willkiirlich ausgewéhlte Kovarianzmatrizen.
Nun kann das MFA-Verfahren beispielsweise auch fiir ungiinstigste Kovarianzmatrizen

untersucht werden.

6.2 Simulationsstudie

Bei den Tests auf der Grundlage des MFA-Verfahrens (Kapitel[5.2.1]) werden anders als
bei den Tests nach dem Verfahren von Kunert und Utzig (Kapitel auch die Frei-
heitsgrade bei der Berechnung des kritischen Werts korrigiert. Die Frage, welches der
beiden Verfahren bei Vorliegen ungiinstigster Kovarianzmatrizen besser ist, reduziert
sich mit Korollar [6.1] auf die Frage, ob die Tests mit Freiheitsgradapproximation nach
Box (1954) besser sind als die Tests ohne Freiheitsgradkorrektur. Befindet man sich
nicht im Worst-Case-Szenario, so spielt ein weiterer Faktor eine Rolle. Es muss dann
zusitzlich geklart werden, ob der Vorteil des Verfahrens von Kunert und Utzig, keine
Schéatzung der Kovarianzmatrix vornehmen zu miissen, stiarker wiegt als der Vorteil
des MFA-Verfahrens, nicht fiir ungiinstigste Kovarianzmatrizen zu korrigieren, wenn

diese gar nicht vorliegen.
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Weiterhin wollen wir kldaren, ob die Korrektur der Varianzschitzung mit Hilfe von
kf, , tatsachlich zu besseren Tests fiihrt als die Korrektur mit ktoljfz Die im Folgenden
beschriebene Simulationsstudie hilft, diese Fragen zu beantworten. Die Berechnungen
wurden mit Hilfe des Softwarepakets R (R Development Core Team) 2009) durchge-

fithrt. Der zugehorige R-Code ist in Anhang aufgefiihrt.

6.2.1 Aufbau
Daten

Wir gehen davon aus, dass die Einheiten randomisiert sind und daher jede Einheit
die gleiche Kovarianzmatrix aufweist. Um Daten zu erzeugen, die Modell genii-
gen, wahlt man zunachst u, a und 7. Dann legt man die Behandlungseffekte und
Carryover-Effekte fest, siehe hierzu den Abschnitt Modellparameter dieses Kapitels. In
jeder Iteration der Simulation werden die Einheiten und Behandlungsnamen randomi-
siert. Schlieflich werden Pseudozufallszahlen aus der multivariaten Normalverteilung

mit vorgegebener Kovarianzmatrix erzeugt.

Versuchspliane

Da die obere Schranke kf’;fz fiir p = 3 scharf ist, wihlen wir p > 3, um das Verfahren
von Kunert und Utzig mit unserer Verbesserung dieses Verfahrens vergleichen zu
konnen. Um das MFA-Verfahren mit der Kovarianzschétzung S aus {) anwenden
zu konnen, wahlen wir Versuchspléane, bei denen jede Behandlungssequenz wiederholt
wird. Wir betrachten zwei verschiedene Stichprobenumfinge, um den Einfluss des
Stichprobenumfangs auf die Schatzung von S zu erfassen.

Eine mogliche Wahl ist der Crossover-Plan dg aus Tabelle zum Vergleich von
t = 4 Behandlungen in n = 12 Blocken der Lange p = 4. Das Design ist ein vollstan-
dig balanciertes verallgemeinertes lateinisches Quadrat. Jede der vier Behandlungs-
sequenzen in dg wird dreimal wiederholt.

Mit Hilfe des Plans dg kann ein Crossover-Plan fiir n = 48 Einheiten zum Vergleich
von vier Behandlungen in vier Perioden konstruiert werden. Dazu wiederholt man
jede der vier Behandlungssequenzen in dg zwolfmal statt lediglich dreimal. Das so

definierte vollstdndig balancierte verallgemeinerte lateinische QQuadrat nennen wir d;.
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Einheit
Perode ™0™ " s 6 7 8 9 10 11 12
1 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4
2 9 2 2 3 3 3 4 4 4 1 1 1
3 4 4 4 1 1 1 2 2 2 3 3 3
4 3 3 3 4 4 4 1 1 1 2 2 2

Tabelle 6.1: Der vollstédndig balancierte Crossover-Plan dg € A} 15 4 mit Einheiten als Spal-
ten und Perioden als Zeilen.

Modellparameter

Fiir jeden der beiden Versuchsplédne werden verschiedene Kovarianzmatrizen S, von
der giinstigsten bis zur ungilinstigsten, untersucht. Hierzu betrachten wir fiir dg eine
giinstigste Kovarianzmatrix S, die Matrix 0.5I4 mit b = 1 und eine ungiinstigste
Kovarianzmatrix S,,. Durch Konvexkombination werden weitere giinstige Kovarianz-
matrizen der Form ¢; S, + (1 — ¢;)0.514 und ungiinstige Kovarianzmatrizen der Form
¢;0.5I4+ (1 — ¢;)S,, zwischen den Extremen erzeugt. Die Kovarianzmatrizen werden
wie bei Chen und Wei (2003)[S. 2827 so skaliert, dass die durchschnittliche Varianz
von Beobachtungen aus verschiedenen Perioden bei allen Kovarianzmatrizen identisch
ist. Dadurch kann man die Power bei verschiedenen Kovarianzmatrizen besser verglei-

chen. Fiir d; geht man analog vor.

Eine weitere einfache Kovarianzstruktur sind autoregressive Prozesse 1. Ordnung
(AR(1)-Prozesse). Das (i,j)-te Element der zugehorigen Kovarianzmatrix ist von
der Form 02,0%%]' | vergleiche Brockwell und Davis (2002)[S. 53]. Der Bereich, den
der Varianzquotient bei AR(1)-Prozessen mit positivem Korrelationsparameter pag
annimmt, ldsst sich fiir gegebene Designparameter (¢,n,p) numerisch leicht bestim-
men. Er ist fir dg gegeben durch [1, 1.2273]. Bei d; decken die AR(1)-Prozesse das
Intervall [1, 1.2229] ab. Die entsprechenden Intervalle sind in den Abbildungen in
Kapitel zur Orientierung als vertikale schwarze Linien eingezeichnet. In der
Simulationsstudie betrachten wir verschiedene AR(1)-Prozesse, wobei wir den Kor-
relationsparameter par zwischen 0 und 1 variieren. Diese Kovarianzmatrizen werden
bei der statistischen Modellierung realer Experimente eher zur Anwendung kommen

als die mit Hilfe von S, bezichungsweise S, erzeugten Kovarianzstrukturen.
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Zur Untersuchung der Tests unter der Nullhypothese wahlen wir 7 = 0 und set-
zen dariiberhinaus auch alle Carryover-Effekte auf Null. Zur Untersuchung der Power
wahlen wir fiir dg 7, = 0.8 und p; = 0.4, bei d; setzen wir 3 = 0.4 und p; = 0.2.
Damit erreichen wir, dass die Power nicht zu nahe an 0 und 1 liegt, was den Ver-
gleich der Testverfahren erleichtert. Man beachte, dass die Auswertung in Modell
fiir etwaige Nachwirkungseffekte p korrigiert und die Varianzschéatzer bei voll-
standig balancierten Designs nicht von p abhédngen. Das bedeutet, dass man in der
Simulationsstudie fiir dg und d; unabhéngig von der Wahl von p stets die gleichen

Ergebnisse erhalt.

Kriterien

Fiir jede untersuchte Kovarianzmatrix werden fiir die zu vergleichenden Verfahren
jeweils der F-Test und der t-Test in Modell (2.6) zum nominellen Niveau o = 5%
untersucht.

Zunéachst betrachten wir die kritischen Werte der Tests ohne Korrektur der Varianz-

oben
t,n,p

Diese kritischen Werte vergleichen wir mit denen des MFA-Verfahrens fiir

schiatzung, mit der Korrektur auf Grundlage von k sowie der Korrektur auf Basis

von ky,, .
den idealisierten Fall, dass die Kovarianzmatrix S bekannt ist beziehungsweise per-
fekt aus den Daten geschétzt wird. Dies ermoglicht eine Bewertung des Potenzials des
MFA-Verfahrens bei einer verbesserten Schétzung von S.

Danach betrachten wir die Quantile der Verteilung der kritischen Werte des MFA-
Verfahrens fiir den realistischen Fall, dass S mit Hilfe von S aus 1' aus den Daten
geschétzt wird. Damit erhalten wir einen Eindruck von der Variabilitdt der Ergebnisse
bei der MFA-Methode.

Schliefslich vergleichen wir das Niveau und die Power der Tests bei den Verfahren
fiir verschiedene Kovarianzmatrizen. Ein gutes Verfahren sollte nicht anti-konservativ
sein, also das Niveau fiir alle Kovarianzmatrizen einhalten. Dariiberhinaus sollte es

auf der Alternativen eine moglichst grofe Power aufweisen.

6.2.2 Ergebnisse
Der Test der Globalhypothese bei d;

Bei Versuchsplan dg erhélt man fiir den gewohnlichen F-Test der Globalhypothese
HY : 1 = ... =7 in Modell (2.7) einen kritischen Wert von Fjs7.095 = 2.96. Da
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l{:jjf’fgle = 1.8746 und kj 15, = 1.5195, lauten die kritischen Werte fiir das urspriingli-
che und das verbesserte Verfahren von Kunert und Utzig kif’f&l F3 97,095 = 5.55 und
k2,12,4 F35 97095 = 4.50, vergleiche Kapitel |4.1.2| und |4.2.3|. Ist die Kovarianzmatrix S
bekannt, so kann man mit ky124(S) korrigieren und erhélt abhéngig von S kriti-
sche Werte zwischen 1.61 und 4.50. Abbildung (linke Seite) zeigt diese kritischen
Werte in Abhéngigkeit vom Varianzquotienten k4 124(S) als blaue (gewohnlicher F-

Test), rote (obere Schranke von Kunert und Utzig), griine (Konstante von Kunert und
Utzig) und violette (Korrektur mit k4 12.4(S)) Kurve. Per Konstruktion schneiden sich
die blaue und violette Kurve bei k4 124(S) = 1 und die griine und violette Kurve bei
Ki12,4-

Das MFA-Verfahren korrigiert zuséatzlich die Freiheitsgrade. Bei bekanntem S fiihrt
dies in Abhéngigkeit von S zu den in Abbildung (linke Seite) schwarz einge-
zeichneten kritischen Werten b F| WM R 0,95, vergleiche Definition H Dabei steht die
durchgezogene schwarze Kurve fiir die kritischen Werte bei den Kovarianzmatrizen
aus der Konvexkombination von ungiinstigster und giinstigster Kovarianzmatrix. Die
gestrichelte Kurve zeigt die kritischen Werte fiir die AR(1)-Prozesse. Die kritischen
Werte sind fiir gegebenes k; ,, nahezu identisch.

Man beachte, dass die Freiheitsgradapproximation die kritischen Werte erhoht, falls
Ektnp(S) # 1. Die schwarze Kurve liegt bei der ungiinstigsten Kovarianzstruktur ober-
halb der griinen und sogar oberhalb der roten Kurve. Bei bekannter Kovarianzmatrix
wiirde das MFA-Verfahren erwartungsgemaéfs bei vielen Kovarianzstrukturen haufiger
ablehnen als das Verfahren von Kunert und Utzig. Bei grofem Varianzquotienten hin-
gegen lehnt das Verfahren von Kunert und Utzig fiir diesen Versuchsplan héaufiger ab,
und zwar selbst dann, wenn man zur Korrektur der kritischen Werte die unscharfe
Schranke k%3, verwendet.

In der Praxis ist S unbekannt. Die kritischen Werte des F-Tests bei der MFA-
Methode in diesem Fall sind in Abbildung|6.1] (rechte Seite) dargestellt. Die durchgezo-
genen grauen Linien zeigen sieben empirische Quantile des kritischen Werts
WM F R hA,0.95 bei den durch Konvexkombination erzeugten Kovarianzmatrizen. Ein-
gezeichnet sind von unten nach oben das 0.1%-Quantil, das 2.5%-Quantil, das 5%-
Quantil, der Median, das 95%-Quantil, das 97.5%-Quantil und schlieflich das 99.9%-
Quantil. Die durchgezogene orange Linie gibt das arithmetische Mittel der kritischen
Werte bei diesen Kovarianzmatrizen an. Die gestrichelte orange und schwarze Kurve

sowie die gestrichelten grauen Kurven geben die Ergebnisse fiir die AR(1)-Prozesse
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wieder. Die Unterschiede zwischen den Kovarianzmatrizen sind bei gleichem £, ,, ,, nur
gering. Bei den AR(1)-Prozessen streuen die kritischen Werte bei grofem Korrelati-
onsparameter etwas weniger stark als bei den Matrizen aus der Konvexkombination.

Man erkennt, dass das arithmetische Mittel und der Median sehr nahe am schwarz
eingezeichneten kritischen Wert liegen, der sich bei bekannter Kovarianzmatrix erge-
ben wiirde. Allerdings streuen die kritischen Werte stark. Dies liegt an der geringen
Zahl der Wiederholungen von Behandlungssequenzen im Versuchsplan. Bei sphéri-
scher Kovarianz konnen sich aber nur in sehr seltenen Fillen konservativere Tests
ergeben als mit dem Verfahren von Kunert und Utzig, siehe dazu die Kurven fiir die
97.5%- und 99.9%-Quantile an der Stelle ky124(S) = 1. Fiir Varianzquotienten in
unmittelbarer Nahe von £j ;5 4 streuen die geschitzten kritischen Werte nur wenig. Im
Worst-Case-Fall ist die Streuung im Einklang mit Korollar gleich 0. Also lehnt das
MFA-Verfahren bei ungiinstigster Kovarianzmatrix stets seltener ab als das Verfahren
von Kunert und Utzig.

Ein Vergleich der empirischen Niveaus der Testverfahren zeigt, dass das Verfahren
von Kunert und Utzig nicht notwendig zu konservativen Tests fiihrt. Abbildung
(linke Seite) zeigt das empirische Niveau der Testverfahren in der Simulationsstudie.
Wenn ein Test das Niveau von 5% einhalt, so wird er in der Simulation mit 10000 Ite-
rationen in 95% aller Félle ein empirisches Niveau zwischen 0.0458 und 0.0542 liefern.
Dieses aus der Binomialverteilung berechnete Konfidenzintervall ist in der Abbildung
grau hinterlegt. Der gewohnliche F-Test (blau) verletzt das Niveau bekanntlich stark,
wenn der wahre Varianzquotient grofs ist. Obwohl das Verfahren von Kunert und
Utzig (rot, griin) eine konservative Varianzschitzung beinhaltet, ist das Verfahren bei
grofsem Varianzquotienten mangels Freiheitsgradkorrektur anti-konservativ. Dies gilt
selbst dann, wenn die Schranke ka’fﬂ verwendet wird. Wenn hingegen der Varianz-
quotient im mittleren Bereich liegt, dann fiihrt die Korrektur mit k7 ;5 , zu konserva-
tiven Tests. Bei unkorrelierten Fehlern liegt das empirische Niveau hier nur bei 1.12%,
mit Korrektur mit k%%, sogar nur bei 0.44%. Die zum MFA-Verfahren gehorenden
schwarzen Kurven in Abbildung (linke Seite) liegen teilweise leicht oberhalb, teil-
weise leicht unterhalb des grau markierten Konfidenzintervalls. Das MFA-Verfahren
hélt das nominelle Niveau also nicht perfekt ein, das empirische Niveau liegt zwischen
3.05% und 5.72%. Damit ist das MFA-Verfahren aber selbst bei Schiatzung von S
aus nur drei Sequenzwiederholungen weder besonders konservativ noch stark anti-

konservativ. Dies gilt insbesondere in dem Bereich, der durch die AR(1)-Prozesse mit
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Abbildung 6.1: Kritische Werte des F-Tests bei Plan dg in Abhédngigkeit vom Varianz-
quotienten k4 124(S) bei bekannter Kovarianzmatrix (links) und bei unbekannter
Kovarianzmatrix (rechts). Dargestellt werden der gewohnliche F-Test (blau), die Korrek-
tur mit ka’fg‘A (rot), die Korrektur mit kj 15 4 (griin), die Korrektur mit kq124(S) (violett)
und das MFA-Verfahren bei bekannter Kovarianzmatrix (schwarz). Die grauen Kurven zei-
gen das 0.1%-, 2.5%- und 5%-Quantil, den Median, das 95%-, 97.5%- und 99.9%-Quantil
der empirischen Verteilung der kritischen Werte beim MFA-Verfahren, die orange Linie
das arithmetische Mittel. Die gestrichelten Kurven stellen die Ergebnisse fiir Kovarianz-
matrizen bei AR(1)-Prozessen dar.
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Abbildung 6.2: Niveau (links) und Power (rechts) des F-Tests bei Plan dg in Abhéngigkeit
vom Varianzquotienten k4712,4(S) fiir den gewéhnlichen F-Test (blau), die Korrektur mit
k:fl’f’fgg (rot), die Korrektur mit kj 15, (griin) und das MFA-Verfahren (schwarz — durch-
gezogen fiir Kovarianzmatrizen aus Konvexkombination, gestrichelt fiir AR(1)-Prozesse).

Der grau hinterlegte Bereich gibt ein 95%-Konfidenzintervall an.
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positivem Korrelationsparameter abgedeckt wird, und zwar sowohl fiir die Kovarianz-
matrizen aus der Konvexkombination als auch fiir die AR(1)-Prozesse. Im Worst-Case-
Szenario ist der F-Test hier sogar leicht anti-konservativ.

Da das Verfahren von Kunert und Utzig zum Teil sehr konservativ ist, ergibt sich
eine entsprechend niedrige Power. Die Power ist bei Korrektur mit der oberen Schranke
k3bs, niedriger als bei der Korrektur mit unserer exakten Schranke k7 ;, .. In Abbil-
dung6.2 (rechte Seite) sieht man, dass die Power des F-Tests hier nur bei sehr ungiins-
tigen Kovarianzmatrizen grofer ist als bei der MFA-Methode, deren Power fallend in
ki pnp(S) ist. In diesem Bereich ist das Verfahren von Kunert und Utzig jedoch anti-
konservativ, so dass die hohere Power kein Argument fiir die Giite des Verfahrens
ist. In dem Bereich, in dem beide Verfahren das Niveau einhalten, weist das MFA-
Verfahren fast immer die grofere Power auf. Lediglich in einem kleinen Bereich um
Kinp(S) = 1.32 ergab sich in der Simulation fiir den Test nach Korrektur mit £, ,
eine hohere Power bei einem Testniveau von hochstens 5%. Man beachte, dass die
Power des MFA-Verfahrens in k; , ,(S) féllt. Bei gegebenem k; ,,, hdngt sie aber fast
gar nicht davon ab, ob eine Kovarianzmatrix aus der Konvexkombination oder aus
dem AR(1)-Prozess genutzt wird.

Zusammenfassend zeigt sich, dass das MFA-Verfahren fiir den F-Test der Global-
hypothese bei Plan dg geeignet ist. Das Verfahren von Kunert und Utzig ist bei
unbekannter Kovarianzmatrix S selbst dann nicht sinnvoll, wenn die exakte obere
Schranke genutzt wird. Es besteht die Gefahr, dass das Verfahren entweder extrem
konservativ ist oder aber, falls eine ungiinstigste Kovarianzmatrix vorliegt, sogar zu
anti-konservativen Tests fiihrt.

Die Ergebnisse unterscheiden sich bei Verwendung der mit Hilfe von S, beziehungs-
weise S, erzeugten Kovarianzstrukturen nur sehr geringfiigig von den Ergebnissen auf
Grundlage der AR(1)-Prozesse. Dies gilt auch fiir die weiteren Abschnitte dieser Aus-
wertung, so dass wir im Folgenden nicht weiter auf die zwei Klassen von Kovarianz-

matrizen eingehen.

Der Test auf Kontraste bei dg

Fiir den t-Test der Hypothese 74 — 7 = 0 ergibt sich ein &hnliches Bild wie fiir
den F-Test. Allerdings spielen die Freiheitsgrade beim t-Test eine geringere Rolle als
beim F-Test. In Abbildung|6.3] (linke Seite) zeigt sich, dass bei der MFA-Methode bei
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Abbildung 6.3: Kritische Werte des t-Tests bei Plan dg in Abhéngigkeit vom Varianz-
quotienten kg 124(S) bei bekannter Kovarianzmatrix (links) und bei unbekannter
Kovarianzmatrix (rechts). Dargestellt werden der gewohnliche t-Test (blau), die Korrektur
mit ki?f§f4 (rot), die Korrektur mit kj 15, (griin), die Korrektur mit ks 124(S) (violett)
und das MFA-Verfahren bei bekannter Kovarianzmatrix (schwarz). Die grauen Kurven zei-
gen das 0.1%-, 2.5%- und 5%-Quantil, den Median, das 95%-, 97.5%- und 99.9%-Quantil
der empirischen Verteilung der kritischen Werte beim MFA-Verfahren, die orange Linie
das arithmetische Mittel. Die gestrichelten Kurven stellen die Ergebnisse fiir Kovarianz-
matrizen bei AR(1)-Prozessen dar.
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Abbildung 6.4: Niveau (links) und Power (rechts) des t-Tests bei Plan dg in Abhéngigkeit
vom Varianzquotienten ky 124(S) fiir den gewohnlichen t-Test (blau), die Korrektur mit
k:fl’f’fgg (rot), die Korrektur mit kj 15, (griin) und das MFA-Verfahren (schwarz — durch-
gezogen fiir Kovarianzmatrizen aus Konvexkombination, gestrichelt fiir AR(1)-Prozesse).
Der grau hinterlegte Bereich gibt ein 95%-Konfidenzintervall an.
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bekanntem S die kritischen Werte im Bereich k;,,, € (0.8,1.2) kaum grofer sind als
bei der Variante ohne Freiheitsgradkorrektur. Bei ungiinstigsten Kovarianzmatrizen
hingegen ist der kritische Wert mit Korrektur deutlich grofser als im Fall ohne Kor-
rektur, reicht hier aber nicht iiber den kritischen Wert des urspriinglichen Verfahrens
nach Kunert und Utzig. Anhand der Abbildung kénnte man den Eindruck gewinnen,
dass beim t-Test der kritische Wert des MFA-Verfahrens bei bekannter Kovarianz-

oben
t,n,p

sei. Wie Abbildung in Anhang [A] fiir den Crossover-Plan d; zeigt, ist dies im
Allgemeinen nicht der Fall. Dort liegt der kritische Wert des MFA-Verfahrens auch
bei ungiinstigster Kovarianzmatrix stets deutlich niedriger.

Anhand von Abbildung [6.3] (rechte Seite) erkennt man, dass die kritischen Werte des
MFA-Verfahrens auch beim Test des Elementarkontrasts erheblich variieren. Dies hat
aber keinen negativen Einfluss auf das Testniveau. Wie man in Abbildung (linke
Seite) sieht, hilt die MFA-Methode das 5% Niveau fiir alle S hinreichend gut ein.

Verwendet man die Konstante von Kunert und Utzig zur Korrektur der kritischen

matrix S im Worst-Case-Szenario gleich dem kritischen Wert bei Korrektur mit &

Werte des t-Tests, so ist der Test im Worst-Case Szenario mit einem empirischen
Niveau von 6.58% noch leicht anti-konservativ. Verwendet man die obere Schranke
kgf’fg@ zur Korrektur des Tests, so hélt man hier zwar das Niveau ein, die Power ist

aber sehr niedrig, siche Abbildung [6.4] (rechte Seite). Wir stellen fest, dass das MFA-

Verfahren auch beim t-Test dem Verfahren von Kunert und Utzig iiberlegen ist.

F-Test und t-Test bei d;

Die Ergebnisse fiir den Plan dg mit kleinem Stichprobenumfang gelten grundsétzlich
auch fiir Plane mit groferem Stichprobenumfang. Bei Plan d; mit 12 Sequenzwie-
derholungen ist das Verfahren von Kunert und Utzig wieder stark konservativ, falls
giinstige Kovarianzstrukturen vorliegen. Im Worst-Case-Szenario hingegen sind sowohl
der F-Test als auch der t-Test aus Kapitel noch immer leicht anti-konservativ
(empirisches Niveau von 7.87% beziehungsweise 5.91%). Beim MFA-Verfahren kann
S dank des grofieren Stichprobenumfangs wesentlich préiziser geschétzt werden. Daher
schwanken die kritischen Werte des Verfahrens weniger und die Anpassung an die F-
Verteilung gelingt besser. Das Testniveau des F- und t-Tests liegt fiir alle Kovarianz-
matrizen sehr nahe am nominellen Niveau von 5%. Insgesamt ldsst sich feststellen,

dass das MFA-Verfahren sich sehr gut zur Auswertung von d; eignet, wahrend das
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Verfahren von Kunert und Utzig nicht zu empfehlen ist. Weitere Details der Ergeb-
nisse der Simulationsstudie zu d; entnehme man den Abbildungen bis in
Anhang [A]

6.3 Bemerkungen zu den Verfahren

Das MFA-Verfahren ist dem Verfahren von Kunert und Utzig sowohl im Worst-Case-
Szenario als auch bei glinstigen Kovarianzmatrizen iiberlegen. Im Worst-Case-Szenario
schatzt das MFA-Verfahren die korrekte Kovarianzmatrix und ist aufgrund der Frei-
heitsgradapproximation weniger anti-konservativ. Bei kleinem Varianzquotienten ist
die Power des Verfahrens mit konservativer Varianzschiatzung sehr niedrig. Im Gegen-
satz dazu ermoglicht das MFA-Verfahren in diesem Fall selbst bei kleinem Stich-
probenumfang trotz der unprézisen Schiatzung von S eine zufriedenstellende Approxi-
mation an die F-Verteilung und besitzt eine wesentlich grofsere Power. Die Korrektur
des F-Tests mit k7, ,

mit k%", da das verbesserte Verfahren fiir eine grokere Menge von Kovarianzmatrizen

zu anti-konservativen Tests fiihrt als das urspriingliche Verfahren von Kunert und
Utzig.

kann sogar zu schlechteren Ergebnissen fiihren als die Korrektur

Kunert und Utzig| (1993) haben die konservative Varianzschétzung unter anderem
auch vorgeschlagen, um konservative Tests auf Behandlungskontraste zu erhalten. Sie
zeigen, dass der t-Test asymptotisch konservativ ist. Thre Argumentation lasst
sich auch auf den verbesserten t-Test iibertragen. Die Simulationsstudie deutet
darauf hin, dass diese Asymptotik auch bei d; mit immerhin n = 48 Einheiten bei der
ungiinstigsten Kovarianzmatrix noch nicht vollstandig greift. Das empirische Niveau
liegt hier bei 6.58% statt 5%.

Um F- und t-Tests zu erhalten, die bereits bei kleinem Stichprobenumfang und
ungiinstigster Kovarianzmatrix konservativ sind, konnte man auch die Freiheitsgrade
konservativ abschitzen. Ein vielversprechender Ausgangspunkt hierzu wére die Kom-
mit den Freiheitsgraden des MFA-Verfahrens bei

ungiinstigster Kovarianzmatrix. Damit erhdlt man dann kritische Werte, die noch

bination des Korrekturfaktors k:{tk np

*

tnp und Tests, die stets hochstens so

grofer sind als die Werte auf Grundlage von k
héufig ablehnen wie das MFA-Verfahren. Dieses Vorgehen hat aber den entscheiden-

den Nachteil, dass es bei gilinstigen Kovarianzmatrizen zu Tests mit noch niedrigerer
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Power fiihrt als das Verfahren von Kunert und Utzig. Eine konservative Freiheitsgrad-
korrektur ist daher nicht zu empfehlen.

Wir haben in dieser Arbeit den Fall p = 2 nicht betrachtet. Jede Kovarianzmatrix S
ist in diesem Fall vollstéindig symmetrisch. Der Korrekturfaktor 4 (S) und die Kon-
stante k;, , nehmen dann stets den Wert 1 an. Die Varianz des Kontrastschétzers wird
daher im Mittel nicht unterschétzt. Folglich kann auf die Korrektur der Teststatistiken
des F- und t-Tests im Fall p = 2 verzichtet werden.



7 Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir uns mit der Auswertung von Crossover-Studien befasst.
Solche Studien sind oft durch kleine Stichprobenumfénge, Nachwirkungen von Behand-
lungen und korrelierte Beobachtungen gekennzeichnet. Bei unseren Untersuchungen
haben wir uns auf Crossover-Pline zum Vergleich von mindestens drei Behandlungen
beschrankt. Weiterhin haben wir Experimente betrachtet, bei denen sich die vorlie-
genden Daten durch lineare Modelle mit festen Effekten hinreichend gut beschreiben
lassen und fiir die statistische Tests auf Grundlage der Normalverteilung angemessen
sind. Einige grundlegende Begriffe hierzu wurden in Kapitel [2] eingefiihrt.

In Kapitel [3]wurde die Auswertung im Zeilen-Spalten-Modell ohne Beriicksichtigung
etwaiger Nachwirkungseffekte untersucht. Wir haben gezeigt, dass sich dieses Modell
durch die Randomisierung von Einheiten und Behandlungsnamen rechtfertigen lasst,
sofern geeignete Versuchsplane verwendet werden und keine Nachwirkungen vorliegen.
Dabei konnte die Klasse von Versuchsplanen, fiir die dieses Resultat gilt, gegeniiber
Bailey| (1985)) auf alle reguldren verallgemeinerten Youden-Designs erweitert werden
(Kunert und Sailer, |2007)). Dariiberhinaus legt eine Simulationsstudie nahe, dass die
Randomisierung von Einheiten und Behandlungsnamen das Zeilen-Spalten-Modell
auch dann zumindest approximativ rechtfertigt, wenn néherungsweise balancierte Ver-
suchspléne verwendet werden (Kunert und Sailer;, [2006)).

Falls Carryover-Effekte vorliegen, so lésst sich die Auswertung unter Vernachlés-
sigung von Carryover-Effekten nicht mehr rechtfertigen. Schétzer von Behandlungs-
kontrasten sind dann verzerrt, was sowohl zu stark konservativen als auch zu anti-
konservativen Tests fithren kann. Aus diesem Grund sollten Modelle benutzt werden,
die etwaige Carryover-Effekte explizit berticksichtigen.

Ein intuitiv plausibles Modell in diesem Zusammenhang ist das Modell , das
Einheiteneffekte, Periodeneffekte, Behandlungseffekte, Nachwirkungseffekte und einen
Fehlerterm enthélt. Oft nimmt man dabei an, dass die Fehler unkorreliert sind (Modell
. Dies ist jedoch fiir Beobachtungen an einer Einheit nicht immer gegeben. Die Aus-
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wertung in Modell kann dann zu stark anti-konservativen Tests fithren. Kunert
und Utzig (1993)) haben eine Korrektur fiir Tests auf Behandlungseffekte vorgeschla-
gen, die auf einer oberen Schranke fiir die Varianz der Behandlungskontraste beruht,
der Konstanten von Kunert und Utzig. Diese Konstante wird von |Kunert und Utzig
(1993) fiir Plane mit p = 3 Perioden exakt bestimmt und fiir p > 3 nach oben
abgeschétzt. Ein Problem bei diesem Verfahren besteht darin, dass es bei giinstigen
Kovarianzmatrizen der Modellfehler zu stark konservativen Tests fiihrt.

Wir haben dieses Verfahren in Kapitel |4] verbessert. Dazu wurde die exakte Kon-
stante von Kunert und Utzig fiir beliebige vollstdndig balancierte Plane hergeleitet.
Es zeigt sich, dass die obere Schranke teilweise um mehr als 30% grofer ist als die
exakte Schranke. Benutzt man unsere exakte Schranke zur Korrektur von Tests auf
Behandlungseffekte, so besitzen diese Tests eine deutlich grofere Power als Tests auf
Grundlage der oberen Schranke von Kunert und Utzig. Die Korrektur mit Hilfe der
Konstanten von Kunert und Utzig ist optimal in dem Sinne, dass jeder grofere Kor-
rekturfaktor zu Tests geringerer Power fiithrt und jeder kleinere Korrekturfaktor die
Varianz der Behandlungskontraste im Worst-Case-Szenario im Mittel unterschéatzt.

In Kapitel |5| wurde das MFA-Verfahren von Bellavance et al.| (1996) vorgestellt.
Dieses Verfahren beriicksichtigt mogliche Korrelationen zwischen den Beobachtungen
an einer Einheit und wird zum Beispiel von |(Chen und Wei (2003, |Correa und Bella~
vance| (2001) und [Jones und Kenward (2003)[S. 262 f.| fiir die Auswertung von Daten
im Modell mit Carryover-Effekten und korrelierten Fehlern vorgeschlagen. Da diese
Arbeiten das Verfahren allerdings weder fiir die zur Schétzung der Varianz des Kon-
trastschétzers ungiinstigste Kovarianzmatrix untersuchen noch mit dem Verfahren von
Kunert und Utzig vergleichen, war zu kldren, ob unsere Verbesserung des Verfahrens
der MFA-Methode vorzuziehen ist.

Wir haben in Kapitel [0] gezeigt, dass der Korrekturfaktor des MFA-Verfahrens bei
bekannter Kovarianzmatrix gleich der Konstanten von Kunert und Utzig ist und dass
dieser Korrekturfaktor ausgerechnet im Worst-Case-Szenario perfekt geschétzt wird.
Damit war zu erwarten, dass das MFA-Verfahren in diesem Fall das Testniveau gut
einhalt.

Mit Hilfe einer Simulationsstudie haben wir gezeigt, dass das Verfahren von Kunert
und Utzig bei ungiinstigster Kovarianzmatrix insbesondere bei kleinem, aber auch
bei mittelgroffem Stichprobenumfang sogar anti-konservativ ist. Beim MFA-Verfahren

hingegen werden auch die Freiheitsgrade korrigiert, so dass dieses Verfahren das Test-
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niveau zwar nicht exakt, aber doch hinreichend gut einhélt. Letzteres gilt nicht nur im
Worst-Case-Szenario sondern im gesamten Spektrum moglicher Kovarianzmatrizen.
Dort wo beide Verfahren das Niveau einhalten, hat das MFA-Verfahren eine grofsere
Power als unsere Verbesserung des Verfahrens von Kunert und Utzig. Das MFA-
Verfahren ist also das bessere der beiden Verfahren.

Unsere Variante des Verfahrens von Kunert und Utzig liefse sich durch eine konser-
vative Freiheitsgradkorrektur so modifizieren, dass sie tatsdchlich auch im Worst-Case-
Szenario das Niveau einhielte. Allerdings hétte ein solches Verfahren bei unkorrelierten
Beobachtungen eine noch niedrigere Power und wére somit nicht zu empfehlen.

Zusammenfassend stellen wir fest, dass die Kovarianzmatrix bei der Auswertung
im Modell mit Carryover-Effekten und korrelierten Fehlern explizit berticksich-
tigt werden sollte, sofern nicht ausgeschlossen werden kann, dass die Kovarianzmatrix
sphérisch ist. Das MFA-Verfahren ist hierfiir bereits bei kleinen Stichprobenumfén-
gen gut geeignet. Als Einschrankung ist lediglich zu erwéhnen, dass die Schétzung der
Kovarianzmatrix im Originalverfahren von Bellavance et al. (1996) Versuchspléne vor-
aussetzt, bei denen jede Behandlungssequenz wiederholt wird. Diese Einschriankung
konnte durch Verwendung anderer Kovarianzschéatzer aufgehoben werden.

Dem MFA-Verfahren liegt eine sehr flexible Approximation zugrunde, die auf [Box
(1954) zuriickgeht. Das Verfahren liefe sich leicht auf weitere lineare Modelle tiber-
tragen. Auch das Verfahren zur Bestimmung der exakten konservativen Varianzab-
schitzung kann man prinzipiell auf andere Modelle iibertragen. So kénnte man zum
Beispiel die Schranke fiir zirkuldr balancierte Versuchspléne in |[Kunert| (1998a)) mit der
Methode aus Kapitel [4] verbessern und dann mit einer Adaption des MFA-Verfahrens

an dieses Modell vergleichen.






A Tabellen und Abbildungen

Einheit

Pori
eriode 1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0.18
0.49
1.24
2.42
3.68

U W N =

0.35
0.71
1.23
2.53
4.43

0.32
0.69
0.77
1.99
3.16

0.06
0.43
0.84
3.01

0.49
0.72
1.56
1.91

10.00 4.88

0.55
0.86
1.06
1.36
1.42

0.21
0.52
1.07
1.67
3.70

0.48
0.67
0.73
1.07
1.50

0.21
0.57
1.91
1.96
6.08

0.67
1.04
1.65
2.06
3.82

Einheit

Period
eriode

12

13

14

15

16

17

18

19

20

0.88
1.16
1.23
2.18

T W N =

0.90
1.02
1.05
1.16

10.00 2.34

0.38
0.67
1.41
1.66
3.40

0.23
0.47
0.48
1.46
3.38

0.50
0.52
2.60
5.29
6.75

0.27
0.28
0.98
2.62
2.64

0.37
0.87
1.25
3.10
3.53

0.24
0.47
0.92
1.03
1.23

0.71
1.35
3.63
5.23
5.82

0.45
0.80
1.20
1.78
5.84

Einheit

Pori
eriode 91

22

23

24

25

26

27

28

29

30

0.20
0.34
0.61
2.04
3.14

U W N =

1.18
1.93
2.61
6.37
8.49

0.37
0.41
1.70
3.49
4.70

0.44
0.53
1.95
2.50
4.05

0.30
0.52
1.12
2.73
291

0.71
0.83
1.50
1.81
2.29

0.49
0.87
1.32
1.37
1.73

0.51
0.84
0.94
2.39
3.14

0.33
0.52
1.12
1.75
1.87

0.53
1.23
1.25
1.28
4.00

Tabelle A.1: Der Ausgangsdatensatz der Simulationsstudie von |Kunert und Sailer| (2006)

ohne Behandlungseffekte oder Carryover-Effekte.

93



94 A Tabellen und Abbildungen

v v
< <
o Q|
<~ <
Te} Te]
o [
= =
2 2
g o g 9
UI') [32] UI) o™ ///
i1 iR
v v
N ~N
o o
o o
Yo} n
— -
T T T T T T T T
0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
Varianzquotient Varianzquotient

Abbildung A.1: Kritische Werte des F-Tests bei Plan d; in Abhédngigkeit vom Varianz-
quotienten k44g4(S) bei bekannter Kovarianzmatrix (links) und bei unbekannter
Kovarianzmatrix (rechts). Dargestellt werden der gewohnliche F-Test (blau), die Korrek-
tur mit k:Zfﬁféh (rot), die Korrektur mit kj 45 4 (griin), die Korrektur mit ky 45 4(5) (violett)
und das MFA-Verfahren bei bekannter Kovarianzmatrix (schwarz). Die grauen Kurven zei-
gen das 0.1%-, 2.5%- und 5%-Quantil, den Median, das 95%-, 97.5%- und 99.9%-Quantil
der empirischen Verteilung der kritischen Werte beim MFA-Verfahren, die orange Linie
das arithmetische Mittel. Die gestrichelten Kurven stellen die Ergebnisse fiir Kovarianz-

matrizen bei AR(1)-Prozessen dar.
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Abbildung A.2: Niveau (links) und Power (rechts) des F-Tests bei Plan d; in Abhéngigkeit
vom Varianzquotienten k474g74(S) fiir den gewéhnlichen F-Test (blau), die Korrektur mit
kZ?Ang (rot), die Korrektur mit kj 45, (griin) und das MFA-Verfahren (schwarz — durch-
gezogen fiir Kovarianzmatrizen aus Konvexkombination, gestrichelt fiir AR(1)-Prozesse).
Der grau hinterlegte Bereich gibt ein 95%-Konfidenzintervall an.
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Abbildung A.3: Kritische Werte des t-Tests bei Plan dy in Abhédngigkeit vom Varianz-
quotienten k4434(S) bei bekannter Kovarianzmatrix (links) und bei unbekannter
Kovarianzmatrix (rechts). Dargestellt werden der gewéhnliche t-Test (blau), die Korrek-
tur mit kféf&% (rot), die Korrektur mit kj 45 4 (griin), die Korrektur mit ky 45 4(S) (violett)
und das MFA-Verfahren bei bekannter Kovarianzmatrix (schwarz). Die grauen Kurven zei-
gen das 0.1%-, 2.5%- und 5%-Quantil, den Median, das 95%-, 97.5%- und 99.9%-Quantil
der empirischen Verteilung der kritischen Werte beim MFA-Verfahren, die orange Linie
das arithmetische Mittel. Die gestrichelten Kurven stellen die Ergebnisse fiir Kovarianz-

matrizen bei AR(1)-Prozessen dar.
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Abbildung A.4: Niveau (links) und Power (rechts) des t-Tests bei Plan dr in Abhéngigkeit
vom Varianzquotienten ky g 4(S) fiir den gewdohnlichen t-Test (blau), die Korrektur mit
k:fl’f’fgg (rot), die Korrektur mit kj 45, (griin) und das MFA-Verfahren (schwarz — durch-
gezogen fiir Kovarianzmatrizen aus Konvexkombination, gestrichelt fiir AR(1)-Prozesse).
Der grau hinterlegte Bereich gibt ein 95%-Konfidenzintervall an.






B R-Code

Zur Anwendung der im Folgenden aufgefiihrten R-Programme werden die Zusatzpa-
kete MASS und crossdes benétigt.

B.1 R-Code zu Kapitel 4

Die Funktion v.ratio berechnet den Varianzquotienten k;,, (4.3) fiir gegebenes S.

v.ratio <- function(trt,n,p,S){

# trt: number of treatments

# n: number of units

# p: number of periods

# S: covariance matrix

# output variance ratio

cf <- n¥p-2*trt-n-p+3

cd <- nx(p-1)*( 1-trt/(p*(p*trt-trt-1)) )/(trt-1)

gammaO <- -trt/(pxtrt-trt-1)

one <- rep(1,p)

Qp <- crossdes:::Q.t(p)

Qpt <- diag(one) - (1/trt)xonel*)t(one)

V <- rbind(numeric(p),cbind(diag(rep(p-1)),0))

Ainner <- diag(one)-gammaOx (V+t (V))+(gamma0~2) *V*%Qpt%*%t (V)

Binner <- (cd*(n-1)/n-1)*diag(one)+gammaOx* (
V+t (V) +p*V)*%Qpth*%t (V) )

A <- Qp’x%Ainner’*%Qp

B <- Qp’%*%Binner%*%Qp

if ( (trt-p)>-0.001 ){
cf*sum(diag(A%*%S) )/ ((trt-1)*sum(diag(B%*%S)))
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+
else{NA}

Die Funktion k.star berechnet die Konstante von Kunert und Utzig &7, ,, (4.4).

k.star <- function(trt,n,p){

# trt: number of treatments

# n: number of units

# p: number of periods

# output conservative constant of Kunert and Utzig

cf <- n*p-2*%trt-n-p+3

cd <- nx(p-1)*( 1-trt/(px(pxtrt-trt-1)) )/(trt-1)

gammaO <- -trt/(pxtrt-trt-1)

one <- rep(1,p)

Qp <- crossdes:::Q.t(p)

Qpt <- diag(one) - (1/trt)*one’*%t (one)

V <- rbind(numeric(p),cbind(diag(rep(p-1)),0))

Ainner <- diag(one)-gammaOx (V+t (V))+(gamma0~2) *V*%Qpt%*%t (V)

Binner <- (cd*(n-1)/n-1)*diag(one)+gamma0Ox* (
V+t (V) +px Vi %Qpt %+t (V) )

A <- Qplx%Ainner’*%Qp

B <- Qp’%*%Binner%*J%Qp

if( ((trt-p)>-0.001)&(all(eigen(Binner)$val >10~(-12))) ) {
cfxeigen(ginv(B)%*%A)$val[1]/(trt-1)

}

else{NA}

Die Funktion k.upper berechnet die obere Schranke von Kunert und Utzig k%"

t,n,p
[E5).

k.upper <- function(trt,n,p){
# trt: number of treatments

# n: number of units
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# p: number of periods
# output upper bound of variance ratio
cd <- nx(p-1)*( 1-(trt/(px(p*trt-trt-1))) )/(trt-1)
cd12 <- -n*x(p-1)/(px(trt-1))
cd22 <- nx(p-1)*(p*trt-trt-1)/( px(trt-1)*trt )
<- n¥p -2*%trt -n -p +3
<-n -1 -n/cd22
<- n*x(trt+1)/(2xtrt*cd22)
<- 1 + (cd1272)/(cd22"2)
<- -cdi12/cd22
<- (cd1272)*(trt+1)/(2*trt*(cd22°2))
<- (-(K*u + K+v -r*u -v¥w)/(K+u)) + sqrt(
(K¥u + K*v -r*u -v¥w)~2 + ((r*xu + vxw)*Kxu) )/(K*u)
if (p>4.5){
a <- ( (trt-1)*cd*( n-1-n/cd22 ) )/( fxnx*(
1-cd12/cd22 )2 ) - (trt-1)/f }
else{
if (p>3.5)4
a <- ( (trt-1)*cd*( n-1-n/cd22 ) )/( fxnx*(
1-cd12/cd22 + (cd1272)/(cd2272) ) ) - (trt-1)/f

H X = < & =

N

}

else{
a <- ( (trt-1)*cd*( ux((z~2)+z+1)+v ) )/( f*nx*(
wx((z~2)+z+1) -K*z~2 -r ) ) - (trt-1)/f

}
ifelse(1/a>0,1/a,"infty")

B.2 R-Code zu Kapitel 6

Die Funktion extreme.matrix berechnet eine ungiinstigste und eine giinstigste Kovarianz-

matrix.
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extreme.matrix <- function(trt,n,p){

# trt: number of treatments

# n: number of units

# p: number of periods

# output list with best and worst case covariance matrix

cf <- n*p-2*%trt-n-p+3

cd <- nx(p-1)*( 1-trt/(p*(p*trt-trt-1)) )/(trt-1)

gammaO <- -trt/(pxtrt-trt-1)

one <- rep(1,p)

Qp <- crossdes:::Q.t(p)

Qpt <- diag(one) - (1/trt)*one’*x%t (one)

V <- rbind(numeric(p),cbind(diag(rep(p-1)),0))

Ainner <- diag(one) - gammaO*( V+t(V) ) + (
gamma0~2) *V)*%Qpt %+t (V)

Binner <- ( cd*(n-1)/n -1 )*diag(one) + gammaO*(
V + t(V) + p*Vix%Qptlh*ht (V) )

A <- Qplkx%Ainner%=*%Qp

B <- Qpk*%Binner%*%Qp

matl <- eigen(ginv(B)%*%A)$vecl,1]%*%t (eigen(ginv(B)%*%A)$vec[,1])

mat2 <- eigen(ginv(B)%*%A)$vec[,p-11%*%t(
eigen(ginv(B)%*%A)$vec[,p-11)

list(matl,mat2)

Mit Hilfe dieser Funktion werden Kovarianzmatrizen fiir die Simulationsstudie erzeugt.
Fiir dg wihlen wir den folgenden Array von Matrizen. Fiir d; erzeugt man die Kovarianz-

matrizen analog.

# generate scaled extreme matrices

N1 <- extreme.matrix(4,12,4)[[2]]

M1 <- N1x6/(3*sum(diag(N1))-2*sum(N1 [upper.tri(N1)]))
N2 <- extreme.matrix(4,12,4)[[1]]

M2 <- N2x6/(3*sum(diag(N2))-2*sum(N2 [upper.tri(N2)]))
Matrixarrayl <- array(0,dim=c(4,4,39))
Matrixarrayl[,,1] <- M1
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Matrixarrayl[,,39] <- M2

# generate scaled matrix with variance ratio of 1
Matrixarrayll[,,20] <- diag(4)x*6/(3*sum(diag(diag(4)))-2*sum(
diag(4) [upper.tri(diag(4))]1))

# convex combination of matrices
for(i in 2:19){
N3 <- (20-i)*Matrixarrayll[,,1]+(i-1)*Matrixarrayl[, ,20]
Matrixarrayl[,,i] <- N3*6/(3*sum(diag(N3))-2*sum(N3[upper.tri(N3)]))
}
for(i in 21:38){
N3 <- (39-i)*Matrixarrayll[,,20]+(i-20)*Matrixarrayll[,,39]
Matrixarrayll[,,i] <- N3*6/(3*sum(diag(N3))-2xsum(N3[upper.tri(N3)]))

# for simulation use marginally p.d. matrices

Matrixarrayll[,,1] <- (Matrixarrayll[,,1]+.001xdiag(4))

Matrixarrayl[,,1] <- Matrixarrayll[,,1]*6/(
3xsum(diag(Matrixarrayl[,,1]))-2*«sum(Matrixarrayl[,,1] [upper.tri(
Matrixarrayil[,,11)1))

Matrixarrayil[,,39] <- (Matrixarrayil[,,39]+.001xdiag(4))

Matrixarrayl[,,39] <- Matrixarrayll[,,39]*6/(
3xsum(diag(Matrixarrayl[,,39]))-2*xsum(Matrixarrayl[,,39] [upper.tri(
Matrixarrayll[,,39]1)]1))

Daneben betrachten wir Kovarianzmatrizen fiir AR(1)-Prozesse. Diese werden mit

Hilfe der Funktion AR1cov fiir geeignete Werte des Korrelationsparameters erzeugt.

ARlcov <- function(p,rho){
# p: number of periods
# rho: correlation parameter
# output covariance matrix
ARlmat <- matrix(0,p,p)
for(i in 1:p){
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for(j in 1:p){
AR1mat[i,j] <- rho~(abs(i-j))
1
AR1mat

# generate scaled matrices according to AR(1)
Matrixarray2 <- array(0,dim=c(4,4,9))
Matrixarray2[,,1] <- ARlcov(4,0)
Matrixarray2[,,2] <- ARlcov(4,0.0816)
Matrixarray2[,,3] <- ARlcov(4,0.1688)
Matrixarray2[,,4] <- ARlcov(4,0.2626)
Matrixarray2[,,5] <- ARlcov(4,0.3645)
Matrixarray2[,,6] <- ARlcov(4,0.4762)
Matrixarray2[,,7] <- ARlcov(4,0.6001)
Matrixarray2[,,8] <- ARlcov(4,0.7395)
Matrixarray2[,,9] <- ARlcov(4,0.8994)
for(i in 1:9){
Matrixarray2[,,i] <- Matrixarray2[,,i]*6/(
3xsum(diag(Matrixarray2[,,i]))-2*«sum(Matrixarray2[,,i] [upper.tri(

Matrixarray2[,,i])]1))

Die Funktion simulation simuliert F- und t-Statistiken fiir den gewohnlichen KQ-
Ansatz und die MFA-Methode im Modell mit Carryover-Effekten und korrelierten
Fehlern bei Randomisierung von Einheiten und Behandlungsnamen. Die Funk-
tion setzt voraus, dass der Versuchsplan d ein vollstéandig balancierter Plan mit Sequen-
zwiederholungen ist. Die Einheiten in d miissen nach Behandlungssequenzen sortiert

sein.

simulation <- function(d,nw,mu=0,subj,period,tau,rho,signma,
alpha=0.05,niter=10000,dir,filename,seed=5416){
# d: design matrix with units as rows
# rows of d must be sorted by treatment sequence

# nw: number of sequence replications in d
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mu: mean effect

subj: subject effect

period: period effect

tau: treatment effect

rho: carryover effect

sigma: array of covariance matrices

alpha: test size

niter: number of iterations in simulation
dir,filename: directory and filename to save output to
seed: seed for random number generator

output OLS F- and t-statistic, F- and t-quantiles for MFA, alpha,

H OH OH O H O H O H OH OH O H O H OH H

MFA parameters b, h_1 and h_2 as well as d and seed
trt <- max(d)

nsubj <- dim(d) [[1]]

nperiod <- dim(d) [[2]]

nobs <- nsubj*nperiod

nseq <- nsubj/nw

ncov <- dim(sigma) [[3]]

for(k in 1:ncov){
eS <- eigen(sigmal,,k], symmetric = TRUE, EISPACK = TRUE)
ev <- eS$values
tol <- 1e-06
if (lall(ev >= -tol * abs(ev[1])))

stop("Covariance matrix is not positive definite")

# compute design parameters

cd <- nsubj*(nperiod-1)*(1-trt/(nperiodx*(
nperiod*trt-trt-1)))/(trt-1)

cd12 <- -nsubj*(nperiod-1)/(nperiod*(trt-1))

cd22 <- nsubj*(nperiod-1)*(nperiod*trt-trt-1)/(nperiod*trt*(trt-1))

# error d.f.

dfe <- nobs-2*trt-nsubj-nperiod+3
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# \omega~{\bot}_{UP}

woUP <- kronecker( crossdes:::Q.t(nsubj), crossdes:::Q.t(nperiod) )
V <- rbind(0, cbind(diag( nperiod-1 ), 0))

IV <- kronecker(diag(nsubj),V)

# for computation of shat below

matones <- matrix(1l,nw,nw)

projshat <- ( diag(nseqg#*nw)-kronecker (diag(nseq) ,matones)/nw)/(

nseqg*(nw-1) )

subj <- rep(subj,each=nperiod) # U\alpha
period <- rep(period,nsubj) # P\pi
yO <- mu + subj + period # yO=1\mu + Ulalpha + P\pi

Fstat <- matrix( O, nr=niter, nc=ncov)
tstat <- matrix( O, nr=niter, nc=ncov)

b <- matrix(0,niter,ncov)

hl <- matrix(0,niter,ncov)

h2 <- matrix(0,niter,ncov)

MFA.Fquant <- matrix( O, nr=niter, nc=ncov)

MFA.tquant <- matrix( O, nr=niter, nc=ncov)

set.seed(seed)

for(i in 1l:niter){

# randomization

rand <- randomize(d)

d1 <- rand[[1]]

id <- rand[[2]]

# treatment design matrix
Tdl <- crossdes:::Td(d1)
TT <- Td1%*%t(Td1)

# projector matrices
woUPF <- woUP - woUPYx%IV/*%LTT)*%t (IV)%*%woUP/cd22
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woUPFT <- woUPF - woUPFY*),TT/*/woUPF/cd
yl <- yO + Tdi%x%tau + IV)*}Tdl%*%rho

# generate random error

epsilon <- mmvrnorm(nsubj,sigma)
contrastcoeff <- woUPF*%(Td1[,1]-Td1[,2])

for(k in 1:ncov){

# full data vector

y <- y1 + as.vector(t(epsilonl[, ,k]))

Y <- t(matrix(y,nperiod))

SSE <- as.numeric (t(y)%*%woUPFT)*%y)

# preliminary F-stat (SST/SSE)

Fstat[i,k] <- (as.numeric(t(y)%*%woUPF/*}y)-SSE)/SSE

contrast <- sum(contrastcoeffx*y)

# preliminary t-stat

tstat[i,k] <- contrast / sqrt(SSE)

# \hat{\Sigma} = I_n \otimes \hat{S}

shat <- kronecker( diag(nsubj), t(
Y[order(id),])%*¥%projshat’%*.Y [order(id),] )

# trace of projector matrix * covariance

woUPFTshat <- woUPFT)x*Y%shat

woUPFshat <- woUPF)x*Yshat

trP2S <- sum(diag( woUPFTshat ))

trP1S <- sum(diag( woUPFshat )) - trP2S

# preliminary Box-correction factor b

bli,k] <- trP1S / trP2S

h1[i,k] <- trP1S~2 / sum(diag( ( woUPFshat - woUPFTshat )%x*%¢(
woUPFshat - woUPFTshat ) ))

h2[i,k] <- trP2S~2 / sum(diag( woUPFTshat’*/%woUPFTshat ))

MFA.Fquant[i,k] <- qf(1-alpha, h1[i,k], h2[i,k])

MFA.tquant[i,k] <- gt(l-alpha/2, h2[i,k])
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Fstat <- (dfe/(trt-1))x*Fstat

# |t| for standardized elementary contrast btw. treatments 1 and 2
tstat <- abs( sqrt(dfe/(2*cd))*tstat )

b <- (dfe/(trt-1))*b

out <- list(Fstat,tstat,MFA.Fquant,MFA.tquant,alpha,b,hl,h2,d,seed)

save( out, file=file.path( dir, filename) )

Die Funktion simulation nutzt zwei Hilfsfunktionen. Dies ist zum einen der Zufalls-
zahlengenerator mmvrnorm fiir die multivariate Normalverteilung, der auf der Funktion
mvrnorm des R-Pakets MASS (Venables und Ripley, 2002)) beruht. Zum anderen nut-

zen wir die Funktion randomize, die Einheiten und Behandlungsnamen permutiert.

mmvrnorm <- function(n,Sigma)<{

# n: sample size

# Sigma: array of covariance matrices

# output array of data from multivariate normal distribution

p <- dim(Sigma) [[1]]

ncov <- dim(Sigma) [[3]]

Z <- matrix(rnorm(p*n),n)

X <- array(0,c(n,p,ncov))

for(i in 1:ncov){
eS <- eigen(Sigmal,,i],symmetric=TRUE,EISPACK=TRUE)
ev <- eS$values

X[,,i] <- t(eS$vectorsy*)diag(sqrt(pmax(ev,0)),p)%h*%t(Z))

randomize <- function(d){
# d: design matrix with units as rows
# output randomized design and unit id
perm.n <- sample(nrow(d))

perm.t <- sample(max(d))
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d <- d[perm.n,]
list (matrix(perm.t[d],nc=ncol(d)),perm.n)

Mit Hilfe der Funktion evaluate.simulation wertet man schlieflich die Ergebnisse

der Simulation aus.

evaluate.simulation <- function(dir,filename,kupper,kstar){
# dir,filename: directory and filename of simulation output
kupper: upper bound of variance ratio
kstar: conservative constant

#

#

# output list of empirical power for F- and t-tests based on
# OLS, k.upper, k.star and MFA as well as critical values
#

for the MFA F- and t-Tests

# load simulation output from file

load(paste(dir,filename,sep="",collapse=""))

Fstat <- out[[1]]

tstat <- out[[2]]
MFA.Fquant <- out[[3]]
MFA.tquant <- outl[[4]]
alpha <- out[[5]]

b <- out[[6]]

d <- out[[9]]

trt <- max(d)

nsubj <- dim(d) [[1]]
nperiod <- dim(d) [[2]]
niter <- dim(Fstat) [[1]]
ncov <- dim(Fstat) [[2]]

# OLS critical F- anf t-values

dfe <- nsubj*nperiod-2*trt-nsubj-nperiod+3
Fquant <- gf(1-alpha,trt-1,dfe)

tquant <- qt(l-alpha/2,dfe)
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# test if null hypothesis is rejected
FtestOLS <- Fstat > Fquant

Ftestkupper <- Fstat > (kupper*Fquant)
Ftestkstar <- Fstat > (kstar*Fquant)
MFA.Fkrit <- b*MFA.Fquant

FtestMFA <- Fstat > MFA.Fkrit

ttestOLS <- tstat > tquant

ttestkupper <- tstat > (sqrt(kupper)*tquant)
ttestkstar <- tstat > (sqrt(kstar)*tquant)
MFA.tkrit <- sqrt(b)*MFA.tquant

ttestMFA <- tstat > MFA.tkrit

# empirical power (or test size under null)

pF1 <- apply( FtestOLS , 2, sum)/niter
pF2 <- apply( Ftestkupper , 2, sum)/niter
pF3 <- apply( Ftestkstar , 2, sum)/niter
pF4 <- apply( FtestMFA , 2, sum)/niter
ptl <- apply( ttestOLS , 2, sum)/niter
pt2 <- apply( ttestkupper , 2, sum)/niter
pt3 <- apply( ttestkstar , 2, sum)/niter
pt4 <- apply( ttestMFA , 2, sum)/niter

out <- list(pF1l,pF2,pF3,pF4, ptl,pt2,pt3,pt4, MFA.Fkrit, MFA.tkrit)

out

Eine Auswertung fiir den Plan dg unter der Alternativhypothese erhélt man bei-
spielsweise durch den folgenden R-Code. Alle weiteren Félle in der Simulationsstudie

wertet man analog aus.

d6 <- matrix(rep(williams(4),each=3),nc=4)

simulation(d6,3,0,seq(-1,1,12),seq(1,0,1e=4)"2,c(0.8,0,0,0),
c(0.4,0,0,0) ,Matrixarray1,0.05,10000,"D:\\","d6-H1.R")

evaluate.simulation("D:\\","d6-H1.R" ,k.upper(4,12,4) ,k.star(4,12,4))
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Seien A € R™*" A; € R™>*™ und A, € R™2*"2 Matrizen. Dann bezeichne

AT

A-

A+

A—l
[Alu AQ]
AR A
Rg(A)
tr(A)
wa

w4

Wir schreiben

~
3 3

<00

die Transponierte von A,

eine verallgemeinerte Inverse von A,

die Moore-Penrose-Inverse von A,

die Inverse von A (falls m = n und A invertierbar),

eine partitionierte Matrix € R™>(M+n2) (falls m; = my),
das Kronecker-Produkt von A; und A,

den Rang von A,

die Spur von A (falls m = n),

den orthogonalen Projektor A(AT A)~ AT € R™*™ und

den orthogonalen Projektor I,, —wa4.

fiir den Einsenvektor der Lénge n,
fiir die Einheitsmatrix des R™,

fir wy, =TI, — (1/n)1,1],

fiir I, — (1/t)1,1) und

fiir [ 0 0] :

I,1 0

Fir Crossover-Plane d sei

S == 37

die Anzahl der Behandlungen,

die Anzahl der Einheiten,

die Anzahl der Perioden,

die Gesamtzahl np der Beobachtungen zu d,
den Quotienten n/t (falls n/t € N),
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Aty die Menge der Crossover-Pline zum Vergleich von ¢
Behandlungen mit n Blécken der Lénge p und
A*

tnp die Menge der vollsténdig balancierten Crossover-Plane zum Ver-

gleich von ¢ Behandlungen mit n Blocken der Lange p.
In linearen Modellen bezeichne

den Vektor der Beobachtungen € R,

das allgemeine Mittel € R,

den Vektor der Einheiteneffekte € R",

den Vektor der Periodeneffekte € RP,

den Vektor der Behandlungseffekte € R,

den Vektor der Nachwirkungseffekte € R?,

den Fehlervektor € RY,

die Designmatrix der Einheiteneffekte € RY*",
die Designmatrix der Periodeneffekte € RV*?,
die Behandlungsdesignmatrix € RV*¢,

die Designmatrix der Nachwirkungseffekte € RV *¢,

I

S
~

B

einen Behandlungskontrast,

den KQ-Schétzer fiir die Behandlungseffekte 7,
den KQ-Schétzer fiir den Behandlungskontrast 1,
den Vektor der KQ-Residuen und

die Freiheitsgrade zum Schétzen des Fehlers.

M,y e g AT Ay QTR

—
&

Fir die Zufallsvariable z; und den Zufallsvektor « sei

E(x) der Erwartungswert von «,
var(z) die Varianz von z; und
Cov(x) die Kovarianzmatrix von .

Speziell in Kapitel 3] schreiben wir

dy fiir einen Ausgangsplan vor der Randomisierung,
) fiir einen randomisierten Versuchsplan,
n fiir den von Behandlungen und Nachwirkungen unabhéngigen

Anteil der Beobachtungen y,
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fiir die Behandlungsdesignmatrix von dy,

fiir die Informationsmatrix Hy(Q, ® Q,)H 4 des Plans dj,
fiir eine Permutationsmatrix € R™*",

fiir eine Permutationsmatrix € R,

fiir die Informationsmatrix des randomisierten Plans ¢,

fiir die Behandlungsdesignmatrix von ¢,

fiir die Designmatrix der Nachwirkungseffekte von § und
fiir die Matrix Q,, ® (Q,(M — M)Qp)

Wir kennzeichnen in diesem Zusammenhang Erwartungswerte und Varianzen unter

Randomisierung mit dem Index ¢.

Es bezeichne

“ W W N M

die Kovarianzmatrix des Beobachtungsvektors y,

die Kovarianzmatrix der Beobachtungen an einer Einheit,

die zentrierte Kovarianzmatrix Q,5Q,,

den Schétzer fiir die Kovarianzmatrix beim MFA-Verfahren und

die Menge aller n.n.d. Matrizen des RP*P.

In Kapitel [ und [6] sei

~y
Ag
Ay
B,
B,

= IP - P)/(V + VT) + ’}/QVQp,tVTa
= QpAdea

= (caln = 1)/n =1L, +5(V+V") +pyVQ,, V" und
=Q,B.Q,.

Im Zusammenhang mit der Korrektur von F- und t-Test bezeichne

kt,n,p(s)

oben
kt,n,p

*
kt,n,p

bM(S)

', byt

den Varianzquotienten,

die obere Schranke von Kunert und Utzig,

die Konstante von Kunert und Utzig,

den Korrekturfaktor des MFA-Verfahrens und

die Freiheitsgradapproximation des MFA-Verfahrens.
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Wir kennzeichnen Erwartungswerte, Varianzen, Varianzschétzer und Kovarianzmatrizen

unter Modell (2.6 mit dem Index S und unter Modell (2.7 mit dem Index I.

SchlieRlich schreiben wir

Hf fiir die Globalhypothese 7 = ... = 7; des F-Tests,

HY fiir die Alternativhypothese 3i # j : 7, # 75,

HE fiir die Nullhypothese 1) = 1 des t-Tests,

HF fiir die Alternativhypothese ¢ # 1)y,

x ~N(p,X) falls £ multivariat normalverteilt ist mit Parametern g und X,

T~ X2 falls z; y2-verteilt ist mit v Freiheitsgraden,

Fy ot fiir das v-Quantil der F-Verteilung mit f; und f; Freiheitsgraden
und

trw fiir das v-Quantil der ¢-Verteilung mit f Freiheitsgraden.
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