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Einleitung

In der Wahrscheinlichkeitstheorie interessiert man sich besonders fiir Grenzwert-
sitze, deren Grenzverteilungen sich in gewisse Kategorien einordnen lassen. Im
R? betrachtet man dabei zum Beispiel die méglichen Limiten von zeilenweise
aus infinitesimalen Dreieckssystemen gebildeten Summen, die unendlich-teilbaren
Verteilungen. Besteht das Dreieckssystem aus normierten, unabhingigen Zufalls-
variablen, dann erhélt man selbstzerleghbare Verteilungen. Im identisch verteilten
Fall spricht man dann von stabilen Verteilungen. Betrachtet man die Konvergenz
solcher normierten Summen entlang von speziellen Teilfolgen, so spricht man von
Semi-Selbstzerlegbarkeit bzw. Semi-Stabilitdt. Wichtige Resultate zu diesen Kon-
zepten auf dem Vektorraum liefert beispielsweise die Arbeit von M. Maejima und
Y. Naito (s.[19]). R. Shah hat fiir den Fall homogener Gruppen bereits wichtige

Resultate fiir selbstzerlegbare Verteilungen erzielt, s. [31].

Eine Verallgemeinerung dieser Konzepte liefert eine Normierung durch affine
Transformationen an Stelle der Normierung durch eine Folge reeller Zahlen. Man
spricht dann von Operator-(Semi-)Stabilitét bzw. Operator-(Semi-)Selbstzerleg-
barkeit. Dabei bildet die Arbeit von M. Maejima, K. Sato und T. Watanabe, die
diese Zerlegbarkeit auf R untersucht (s. auch [20]), eine wichtige Grundlage dieser
Arbeit. Dariiber hinaus ist die Arbeit von M. Maejima und R. Shah zu erwéhnen,
s. auch [21], die sich mit Operator-Semi-Selbstzerlegbarkeit auf p-adischen Vek-
torrdumen befasst. C.R.E. Raja hat Operator-Semi-Selbstzerlegbarkeit auf allge-

meinen Vektorrdumen untersucht, s. auch [27].

Ein wesentliches Ziel dieser Arbeit ist es, Eigenschaften Operator-(semi-)selbst-
zerlegbarer Verteilungen auf lokalkompakte Gruppen zu iibertragen. Dazu wird
der Begriff der 7-Zerlegbarkeit fiir einen Automorphismus 7 auf einer lokalkom-
pakten Gruppe G benétigt. Stark 7-zerlegbare Verteilungen auf einfach zusam-
menhéngenden nilpotenten Lie-Gruppen wurden von W. Hazod und H.-P. Scheft-

ler bereits 1999 in [11] untersucht. Dies ist ebenfalls eine wichtige Grundlage fiir
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Einleitung

diese Arbeit, in der es gelingt, Resultate (vergleiche unter anderem Proposition
3.4 in [11]) vom Fall homogener Gruppen auf den Fall kontrahierbarer, lokalkom-
pakter Gruppen zu verallgemeinern und auf mehrfachzerlegbare Verteilungen zu

iibertragen.

Im Hinblick auf das Ziel, den angesprochenen Fragestellungen im Kontext von lo-
kalkompakten Gruppen nachzugehen, ist der Inhalt dieser Arbeit wie folgt geglie-
dert: Kapitel 1 dient der Einfithrung in die Theorie der lokalkompakten Gruppen,
Lie-Gruppen, Lie-Algebren und Hypergruppen. Es werden Definitionen, Zusam-
menhénge und Resultate bereitgestellt, die in der vorliegenden Arbeit Anwendung
finden. Ein Abschnitt widmet sich dabei den Homomorphismen auf Gruppen, ein
anderer insbesondere den Gruppen- und Automorphismennormen. Dariiber hin-
aus wird ein kurzer Uberblick iiber unendlich-teilbare Mafe, Faltungshalbgruppen
und Einbettbarkeit gegeben.

Auch das zweite Kapitel dient der Vorbereitung. Hier wird zunichst ein Uber-
blick iiber bisherige Arbeiten zu Semi-Selbstzerlegbarkeit und Operator-Semi-
Selbstzerlegbarkeit auf R? gegeben. Diese Begriffe sind Verallgemeinerungen des
klassischen Selbstzerlegbarkeitsbegriffs. Dabei wird vor allem die Arbeit von Mae-
jima und Naito, [19], vorgestellt. Im Anschluss werden Resultate von Maejima,
Sato und Watanabe, [20], behandelt. Diese Arbeiten stellen nochmals eine Er-
weiterung der beiden Verallgemeinerungen von Bunge, siehe auch [4], und Loeve,
siche auch [18], dar. Ein interessantes Resultat ist dabei das Theorem 2.4.16.
Dieses beschreibt den Zusammenhang zwischen m-facher Zerlegbarkeit und der

Existenz logarithmischer Momente.

Dieses Ergebnis ldsst sich unter gewissen Zusatzvoraussetzungen auf den Grup-
penfall {ibertragen und liefert in Kapitel 3 die Hauptresultate dieser Arbeit.
Wenn Zufallsvariablen eine Rolle spielen, setzen wir dort teilweise voraus, dass die
Gruppe das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt. Im ersten Abschnitt wird dann
zundchst wie bereits erwéhnt der Begriff der 7-Zerlegbarkeit (und der Semi-7-
Zerlegbarkeit) fiir einen Automorphismus 7 auf einer lokalkompakten Gruppe G
eingefithrt. Da wir im Allgemeinen nicht die Kommutativitdt der Faltung vor-
aussetzen, miissen wir in diesem Kapitel insbesondere auf die Reihenfolge der
Faltungsfaktoren Riicksicht nehmen. Dies erfordert also andere Methoden als

bei der Untersuchung Operator-selbstzerlegbarer Verteilungen im Vektorraum.
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Einleitung

Dariiber hinaus benétigen wir im spéteren Verlauf dieses Kapitels zum einen die
Existenz einer subadditiven Norm auf G. Zum anderen soll zu jeder Kontraktion
7 € Aut(G) eine Automorphismennorm ||.|| existieren, so dass bereits ||7] < 1.
Dieser Fragestellung widmet sich Abschnitt 3.3. Dabei wird die Existenz solcher
Gruppen- und Automorphismennormen einerseits fiir homogene und andererseits
fiir total unzusammenhéngende Gruppen nachgewiesen. Den allgemeinen Fall ei-
ner kontrahierbaren, lokalkompakten Gruppe kann man auf diese beiden Félle
zuriickfithren. Im Abschnitt 3.4 widmen wir uns der Aquivalenz gewisser Kon-
vergenzarten von Produkten unabhéngiger Zufallsvariabler X, ..., X,, auf einer
lokalkompakten Gruppe G. Anders als im Vektorraum, in dem man fiir die zu-
gehorigen Partialsummen S, die Aquivalenz stochastischer Konvergenz, fast si-
cherer Konvergenz und Konvergenz in Verteilung zur Verfiigung hat, gilt dies im
allgemeinen Fall einer lokalkompakten, kontrahierbaren Gruppe fiir das Produkt
[T;_, X; nicht. Fiir den Fall einer aperiodischen, lokalkompakten Gruppe exi-
stiert jedoch eine solche Aquivalenz, worauf im weiteren Verlauf von Abschnitt
3.4 ndher eingegangen wird. Stellt man stiarkere Voraussetzungen an die Gruppe,
erhilt man auch fir nicht aperiodische Gruppen eine Aquivalenz, dies wird in
Satz 3.4.6 gezeigt. Nach diesen Vorbereitungen konnen wir dann einen Zusam-
menhang zwischen der Konvergenz gewisser Faltungsprodukte und der Existenz
logarithmischer Momente herstellen, der, wie bereits erwahnt, fiir den Vektor-
raumfall bekannt ist, s. Theorem 2.4.16. Unter anderem erreichen wir an dieser
Stelle die Verbesserung der Resultate von W. Hazod und H.-P. Scheffler in [11].
Dort wurde nur der Fall homogener Gruppen und n = 0 behandelt. Wir erhal-
ten hier zum einen eine Ubertragung auf mehrfache Zerlegbarkeit, zum anderen
aber fiir den Fall n = 0 auch die Verallgemeinerung von homogenen Gruppen zu

kontrahierbaren, lokalkompakten Gruppen.

Kapitel 4 beschéftigt sich mit der Selbstzerlegbarkeit von Verteilungen, die ste-
tig einbettbar sind in eine Hemigruppe (v(s,t))o<s<t<1. Betrachten wir den Fall,
dass die Faltung kommutativ ist, erhalten wir Einbettbarkeit in eine stetige
Faltungshalbgruppe (pu:)i>0. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels soll die Zer-
legbarkeit in Termen der Erzeugenden Funktionale beschrieben werden. Dazu
wird im Abschnitt 4.2 zunéchst die Lévy-Khinchin-Darstellung von unendlich-
teilbaren Verteilungen beschrieben und anschliefend eine kurze Einfiihrung in die
Theorie der Erzeugenden Funktionale auf Vektorrdumen gegeben. Im Abschnitt

4.3 werden Erzeugende Funktionale auf einfach zusammenhéingenden nilpoten-
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Einleitung

ten Lie-Gruppen eingefithrt. Dabei wird die sogenannte Ubersetzungs-Methode
vorgestellt, die eine Eins-zu-Eins-Beziehung zwischen Erzeugenden Funktionalen
auf einer Lie-Gruppe G und auf der zugehorigen Lie-Algebra V beschreibt. Dies
ermoglicht die einfachere Untersuchung Erzeugender Funktionale auf einer nilpo-
tenten Lie-Gruppe. Ahnlich kann man auch den Zusammenhang zwischen kontra-
hierbaren, total unzusammenhéingenden Gruppen und p-adischen Gruppen un-
tersuchen, dies wird im Abschnitt 4.4 beschrieben. Im Abschnitt 4.5 untersuchen
wir dann Erzeugende Funktionale 7-zerlegbarer Verteilungen. Dabei betrachten
wir insbesondere den Zusammenhang zwischen der n-fachen 7-Zerlegbarkeit einer
Faltungshalbgruppe und der n-fachen 7-Zerlegharkeit des zugehétrigen Erzeugen-

den Funktionals.

Nach der Ubertragung einiger Resultate auf lokalkompakte Gruppen stellt sich
die Frage, welche Ergebnisse auch auf Hypergruppen richtig bleiben. Das letzte
Kapitel 5 widmet sich dieser Fragestellung und gibt einen kurzen Ausblick, welche
Resultate sich auf spezielle Hypergruppen iibertragen lassen. Dabei schranken wir
uns auf die von M. Rosler und M. Voit untersuchten Klassen von Hypergruppen
ein (vergleiche [28] und [39]). In den Arbeiten von Résler und Voit wurde Il,
der Kegel positiv semidefiniter Operatoren auf K¢, behandelt, dabei ist K = R
oder C. Zusammen mit einer Faltungsstruktur * hat die Hypergruppe (Ily, %) vie-
le Eigenschaften eines Vektorraums, die fiir die Ubertragung der Resultate aus
Kapitel 3 und 4 hilfreich sind.



Kapitel 1
Einfithrung

In diesem einfithrenden Kapitel werden wichtige Notationen, Definitionen und

Grundlagen zusammengestellt, die in dieser Arbeit Anwendung finden.

1.1 Grundlagen iiber lokalkompakte Gruppen

Wenn nicht anders erwéhnt, bezeichnet G eine lokalkompakte Gruppe. Wenn
wir im Folgenden mit abstrakten Gruppen operieren, schreiben wir die Grup-
penoperation als Multiplikation. Nur in Féllen, in denen die Gruppenoperation
offensichtlich eine Addition ist (z.B. R oder R?), schreiben wir auch eine Additi-
on. Das Symbol e wird im Falle einer multiplikativen Gruppe immer das neutrale

Element bezeichnen.

Definition 1.1.1. Seien I eine endliche Indexmenge und {G;}ic; eine nicht-
leere Familie von Gruppen. Sei weiterhin @Q,.; G; das kartesische Produkt der
Mengen G;. Fir (z;)ier und (yi)ier in Q,e; Gi definiere (2;)ier(Yi)ier - =(iy;)ier
in Q,c; Gi. Dies ist das direkte Produkt der Gruppen G;. Die einzelnen Grup-
pen heifsen Faktoren. Das neutrale Element in Q),c; Gi ist (€;)ier, wobei e; das

neutrale Element in G; bezeichnet.

Fiir weitere Details iiber direkte Produkte von Gruppen sei der Leser auf [13],

Kapitel 1, Abschnitt 2 verwiesen.
Definition 1.1.2. Fin topologischer Raum X heift

(a) kompakt, wenn fiir jede Uberdeckung von X durch offene Mengen eine end-

liche Uberdeckung existiert,



Kapitel 1 Einfiihrung

(b) lokalkompakt, wenn jeder Punkt in X eine Umgebung U besitzt, so dass die
Hiille U kompakt ist.

Definition 1.1.3. Sei X ein topologischer Raum.

(a) X heifst zusammenhdngend, falls X nicht die disjunkte Vereinigung zweier

nicht-leerer Mengen ist, die beide offen und abgeschlossen sind.

(b) FEine zusammenhingende Teilmenge von X heiffit Komponente, falls sie in

keiner weiteren zusammenhdngenden Teilmenge enthalten ist.
(¢) X heifit total unzusammenhdngend, falls alle Komponenten Punkte sind.

Diese Definitionen und Eigenschaften von kompakten bzw. zusammenhéngenden
Réaumen sind in [13], Kapitel 1, Abschnitt 3 zu finden. Im Folgenden wird der
Begriff einer topologischen Gruppe eingefiihrt, sieche dazu auch [13], Kapitel 1,
Definition 4.1.

Definition 1.1.4. Sei G eine Gruppe und gleichzeitig ein topologischer Raum.
Es gelte:

(i) Die Abbildung (z,y) — xy von G x G nach G ist stetig.
(ii) Die Abbildung x — x~ von G nach G ist stetig.
Dann heifst G topologische Gruppe.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir ausschliellich topologische Gruppen

betrachten.

1.2 Homomorphismen

In diesem Abschnitt werden kurz verschiedene Arten von Abbildungen definiert.

Fiir weitere Informationen sei der Leser z. B. auf [7] verwiesen.

Definition 1.2.1. Eine Abbildung 7 : G — H heifst Homomorphismus zwischen
den Gruppen (G, o, eg) und (H,*, ey) , wenn fir alle z,y € G gilt

fwoy) = f(z)x f(y).
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1.3 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Bemerkung 1.2.2. Man bezeichnet eine solche Abbildung auch als strukturer-
haltend. Aus der Definition folgt sofort, dass f(eg) = eg und f(z7!) = f(x)~'.
¢

Wir werden uns in dieser Arbeit mit verschiedenen Arten von Homomorphismen

beschéftigen, diese werden im Folgenden eingefiihrt.

Definition 1.2.3. Fin Homomorphismus 7 : G — H heifst

1

(a) Isomorphismus, falls T bijektiv ist. Dann ist auch 7= ein Homomorphis-

mus. Wir schreiben Iso(G,H) fir die Menge aller Isomorphismen von G
nach H.

(b) Endomorphismus, falls G = H. D.h. 7 bildet G in sich selbst ab. Wir
schreiben End(G) fir die Menge aller Endomorphismen auf G.

(c) Automorphismus, falls T Isomorphismus und Endomorphismus ist. Wir

schreiben Aut(G) fir die Menge aller Automorphismen auf G.

Bemerkung 1.2.4. Wir wollen noch einige Anmerkungen zur Notation im wei-

teren Verlauf dieser Arbeit machen.

(a) Mit End* (V) bezeichnen wir die Menge der nichtnegativ definiten symme-

trischen Operatoren auf einem Vektorraum V.

(b) Im Fall topologischer Gruppen wird stets vorausgesetzt, dass Endomorphis-
men, Automorphismen, usw. stetig sind. Daher bezeichnen wir im Folgen-
den mit Aut(G) die Menge der stetigen Automorphismen auf einer lokal-

kompakten Gruppe G. O

Man sagt, ein Automorphismus 7 auf G ist kontrahierend, falls fiir alle x € G
™*(x) — e fiir k — oo.

Definition 1.2.5. FEine lokalkompakte Gruppe G heifit kontrahierbar, falls auf G

ein kontrahierender Automorphismus T existiert.

1.3 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Definition 1.3.1. Eine (reelle) Lie-Gruppe (G, M) der Dimension d > 1 ist eine
Gruppe zusammen mit einer (reellen) analytischen Mannigfaltigkeit M, so dass
die Abbildung (x,y) — zy~* von (der Produkt-Mannigfaltigkeit) G x G nach G

analytisch 1st.
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Kapitel 1 Einfiihrung

Es werden nun unter anderem einige wichtige Definitionen und Resultate zu Lie-
Gruppen bereitgestellt, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit beno6tigt werden.
Dabei sei auch auf [36], Kapitel 111, verwiesen, wir iibernehmen hier die folgenden
Notationen. M bezeichne eine analytische Mannigfaltigkeit und F die Menge der
lokalen Funktionen auf der Gruppe G (vergleiche Kapitel I, Abschnitt 2 in [36]).
Fir p € M bezeichne F, die Menge der lokalen Funktionen f € F, fir die

p € Def(f).

Definition 1.3.2. Seip € M. Eine Abbildung X : F — K heifst Tangentenvektor
an M in p, wenn gilt:

(i) Sind g, f € Fp,, Def(f) C Def(g) und ist glpesry = f, dann gilt X(f) =
X(9)-

(i1) Ist a € K und sind g, f € F,, so ist X(af +g) = aX(f) + X(g).

(iii) Sind g, f € Fp, soist X(fg) = X(f)g(p) + f(p)X(g).

Der Punkt p heifst FufSpunkt von X. Man nennt den K-Vektorraum (siehe [36],
Kapitel III, Abschnitt 1.1)

M, :={X : X Tangentenvektor an M in p}

den Tangentialraum an M in p.

Man bezeichnet den Tangentialraum an eine Gruppe G in deren neutralem Ele-

ment e mit G. Die Elemente von G nennt man Differentialelemente der Gruppe
G. Wir werden spéter verwenden, dass der Tangentialraum an eine Lie-Gruppe
G eine Lie-Algebra ist. Dariiber hinaus werden wir uns mit dem Zusammenhang

zwischen den Elementen der Lie-Gruppe und der Lie-Algebra beschéftigen.

Definition 1.3.3. Sei K ein kommutativer Korper. Eine Lie-Algebra diber K
ist ein K-Vektorraum A zusammen mit einer Abbildung [-,-] : A x A — A, die
folgende Figenschaften besitzt:

(i) [-,-] ist bilinear,
(1) fir alle x € A ist [z,z] =0,
(iii) fir alle x,y,z € A gilt die Jacobi-Identitdt, d.h. es ist

[z, 9], 2] + [[y, 2], 2] + [[2, 2], 9] = 0.

12



1.3 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Die Abbildung [, -] heifit der Kommutator in A.

Definition 1.3.4. Seien G eine Lie-Gruppe und k : G x G — G die Abbildung,
die durch k(z,y) = xyz~'y~' definiert wird. Dann schreiben wir den Term 2-
ter Ordnung der Taylorentwicklung von k in (e,e) als [x,y] und bezeichnen die
Abbildung [ , | : GxG — G mit (x,y) = [z,y] als den Kommutator der Lie-
Gruppe G.

Bemerkung 1.3.5. Wir koénnen also die zu einer Lie-Gruppe gehorige Lie-

Algebra beschreiben und auf dieser Automorphismen untersuchen.

(a) Ist G eine Lie-Gruppe, dann ist der Vektorraum G zusammen mit dem

Kommutator [z, y] eine Lie-Algebra iiber K = R. Man sagt, G ist die zu G
gehorige Lie-Algebra oder die Lie-Algebra von G. Fiir weitere Details sei
der Leser auf [36], Kapitel III, Abschnitt 3.1 verwiesen.

(b) Zu einer Lie-Algebra (V,[-,:]) bezeichne nun Aut(V) die Gruppe der Lie-
Algebra-Automorphismen, d.h. alle 7 € GL(V), fur die gilt 7([z,y]) =
[7(x), 7(y)] fiir alle z,y € V. O

Wir nennen eine Lie-Gruppe G mit Lie-Algebra H ezponentiell, falls die Exponen-
tial-Abbildung ein C*-Isomorphismus ist. Es sei angemerkt, dass in der Literatur
eine exponentielle Lie-Gruppe nicht immer auf die gleiche Weise definiert wird.
Beispielsweise wird eine Lie-Gruppe auch exponentiell genannt, wenn die Ex-
ponentialabbildung von der Lie-Algebra auf die Lie-Gruppe bijektiv (siehe [5],
Abschnitt 1), ein Homeomorphismus (siehe [24], Definition 1), ein Diffeomorphis-
mus (siehe [17], Kapitel 7, Abschnitt 3.1) oder surjektiv ist (siehe [6], Definition
0.1).

Definition 1.3.6. Sei G eine exponentielle Lie-Gruppe mit Lie-Algebra V und
sei log := In := exp™! (definiert auf im(exp) C G). Fiir a € Aut(G) definiert
man a® : V — 'V durch

a’(z) = log(a(exp(x))), firx V.

Das nachfolgende Theorem beschreibt den Zusammenhang zwischen Automor-
phismen auf der Lie-Gruppe G und auf der zugehorigen Lie-Algebra V, fiir den
Beweis siehe [15], Abschnitt XII, Theorem 2.1.

13



Kapitel 1 Einfiihrung

Theorem 1.3.7. Sei G eine einfach zusammenhdngende Lie-Gruppe mit Lie-
Algebra V, dann wird durch a — a° ein Isomorphismus von Aut(G) nach Aut(V)
definiert. Insbesondere ist Aut(G) isomorph zu Aut(V), einer abgeschlossenen

Untergruppe von GL(V), und somit eine Lie-Gruppe.

Fiir die folgenden Aussagen iiber kontrahierende Ein-Parameter-Gruppen sei auf
[12], Kapitel I, Abschnitt III verwiesen.

Definition und Proposition 1.3.8. Sei E € End(V). Fir t € R} definiert
man tF = exp(In(t)E). Dann ist TF = (t¥);~¢ eine stetige Ein-Parameter-
Untergruppe von GL(V) mit multiplikativer Parametrisierung t¥s® = (ts)E fiir

t,s >0 und
d

) 1
E = lim t_—l(tE —I)= Et%:l.
Fiir die Eigenwerte erhilt man Spec(t¥) = {t* : z € Spec(E)} firt € RX\{1}.
Die Gruppe TF ist kontrahierend, falls Re(z) > 0 fir alle = € Spec(E). Man
nennt eine stetige Ein-Parameter-Gruppe (at)i=o C Aut(G) kontrahierend, falls

ay(x) — e firt — 0. Insbesondere ist dann a; kontrahierend fir alle 0 <t < 1.

Definition 1.3.9. Sei G eine Lie-Gruppe. Eine kontrahierende Ein-Parameter-
Gruppe (61)i=0 C Aut(G) heifst Gruppe von Dilatationen, wenn der Exponent E

von {00 = t¥ t > 0} diagonal ist bzgl. einer geeigneten Vektorraum-Basis von V.

Eine wichtige Klasse von Gruppen sind nilpotente Gruppen. Fiir die Definition
bendtigen wir zunéchst den Begriff der Zentralreihe von Gruppen, es sei dabei
auch auf Kapitel IV, Abschnitt 2 in [36] verwiesen.

Definition 1.3.10. Sei G eine topologische Gruppe. Man definiert rekursiv

—i—1

C'G:=Cund C'G:= (G,C" 'G),

dabei bezeichnet (A, B) die von den Elementen aba='b', mit a € A und b € B,

erzeugte Untergruppe und (A, B) den Abschluss dieser Untergruppe.

Somit erhdlt man die Rethe
—0 —1
G=C0GrCG>...

von abgeschlossenen topologisch charakteristischen Untergruppen (d. h. invariant
unter allen Automorphismen) von G. Diese Reihe nennt man die topologisch

absteigende Zentralreihe von G.
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1.4 Unendlich-teilbare Mafle und Faltungshalbgruppen

Nun kénnen wir nilpotente Gruppen definieren, vergleiche auch [36], Kapitel IV,
Abschnitt 2, Satz 1 und Definition 3.

Satz 1.3.11. FEine topologische Gruppe G heifit nilpotent, wenn eine der beiden

folgenden dquivalenten Aussagen gilt:
(i) Es existiert eine endliche Reihe
G=Gy>G>...>Gs={e}
von abgeschlossenen Normalteilern von G mit (G,G;) C G-
(i1) Es existiert ein n € N mit G > CGr..>C"G= {e}.

Es sei bemerkt, dass die Exponentialabbildung exp : G — G im Falle einfach zu-
sammenhéngender nilpotenter Lie-Gruppen ein C*°-Isomorphismus ist (vergleiche
auch [12], Abschnitt 2.1 I).

Definition 1.3.12. Sei G eine einfach zusammenhdngende, nilpotente Lie-Gruppe
mit Lie-Algebra V= R, G heifit homogene Gruppe, falls auf G eine Gruppe von
Dilatationen (6;)i~o existiert. Als Vektorraumbasis wird dabei eine an die Zen-

tralrethe adaptierte Basis gewdhlt.

Kontrahierbare, zusammenhéngende, lokalkompakte Gruppen sind homogene Grup-

pen, und umgekehrt, siche dazu auch Abschnitt 2.1 in [12].

Definition 1.3.13. Eine lokalkompakte Gruppe G heifit aperiodisch, falls G keine
(nicht-triviale) kompakte Untergruppe enthdlt. Aperiodische Gruppen sind Lie-
Gruppen (siehe dazu auch [12], Definition 2.0.17).

1.4 Unendlich-teilbare Mafle und Faltungshalb-
gruppen

In diesem Abschnitt wird ein kurzer Uberblick iiber Unendlich-Teilbarkeit und
Faltungshalbgruppen gegeben, vergleiche dazu [1], Abschnitt 29. Dabei bezeich-
net P(G) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf G.

Definition 1.4.1. Ein Mafi p € P(G) heifit unendlich-teilbar, wenn zu jedem
n € N ein Maf$ j1,, € P(G) existiert, so dass:

W= [y okl =1
Mit ID(G) bezeichnen wir die Menge der unendlich-teilbaren Mafle auf G.
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Kapitel 1 Einfiihrung

Satz 1.4.2. Sei G = R%. Ist u unendlich-teilbares Maf$ in P(R?), so gilt:
f(x) # 0 fir alle € R%.

Es gibt genau eine stetige Abbildung L : R? — R mit L(0) = 0 und

~

fi = |jsle™.

Lemma 1.4.3. Seien p und v unendlich-teilbare Verteilungen auf G, dann gilt:
(a) pin * Uy = Uy * iy, fiir allen € N= pxv € ID(G).
(b) Sei T ein Endomorphismus auf G, dann ist T'(i) unendlich-teilbar.

Definition 1.4.4. Sei (1u)icr, eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf
G. Gilt dann
evs = pu * pis fir alle s,t € Ry,

so heifit (ju)ier, eine Faltungshalbgruppe von Wahrscheinlichkeitsmafien auf G.
Die Faltungshalbgruppe heifit stetig, wenn die Abbildung t — p; von Ry in P(G)
vag (und damit auch schwach) stetig ist.

Weiter heifst v einbettbar, falls eine stetige Faltungshalbgruppe (ut)i>o existiert
mit py = p. €(G) bezeichne die Menge der stetig einbettbaren Mafe auf G.

Satz 1.4.5. Sei G eine homogene Gruppe, dann ist ID(G) = &(G) und &(G) ist

abgeschlossen unter schwacher Konvergenz.

Beweis. Homogene Gruppen sind gleichgradig wurzelkompakt (siehe [12], Propo-
sition 1.6.10) und somit folgt aus Theorem 2.0.20 in [12], dass ID(G) = &(G). Da
die Menge der unendlich-teilbaren Verteilungen wegen der Wurzelkompaktheit

abgeschlossen ist, folgt somit auch die zweite Behauptung. O]

Definition 1.4.6. Sei (js:)s<t, S,t € 1 C [—00,00], I ein Intervall, eine Familie
von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf G. Man nennt (usy)s<: eine stetige Hemigrup-
pe auf dem Intervall I, falls (s,t) — sy stetig ist und fisy * p, = ps, fiir alle
s <t <r. Wir setzen voraus, dass jiss = €. fiir alle s € I. Ist (ju)1>0 eine stetige
Faltungshalbgruppe, dann wird durch (us; = pi—s)s<¢ eine stetige Hemigruppe
auf R definiert.

Proposition 1.4.7. Fiir jede Faltungshalbgruppe (p)icr, von Wahrscheinlich-

keitsmaflen auf einer aperiodischen Gruppe G gilt po = e..
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1.5 Hypergruppen

Die Beziehung zu unendlich-teilbaren Verteilungen wird durch folgenden Satz

hergestellt:

Satz 1.4.8. (i) Jedes der Mafe einer Faltungshalbgruppe (pu)ier, von Wahr-
scheinlichkeitsmafen auf G ist unendlich-teilbar.

(ii) Fiir G = R gilt: Ist u ein unendlich-teilbares Map auf RY und to eine po-
sitive reelle Zahl, so gibt es genau eine stetige Faltungshalbgruppe (ju)ier, von

Wahrscheinlichkeitsmafen auf R mit py, = pu.

Auf lokalkompakten Gruppen ist eine stetige Faltungshalbgruppe im Allgemeinen
nicht eindeutig durch ein einziges Mafl p := p; bestimmt. Daher verwendet man
die Notation pe = (f)r>0 im Gegensatz zur iiblichen Schreibweise (u');>¢ im
Vektorraum. Im Kapitel 4 werden spéter Erzeugende Funktionale eingefiihrt, mit
deren Hilfe man stetige Faltungshalbgruppen eindeutig charakterisieren kann,
siche dazu auch Abschnitt 2.0 in [12] und Abschnitt IV, 4.5 in [14].

1.5 Hypergruppen

In diesem Abschnitt wird zunéchst die Axiomatik einer Hypergruppe bereitge-
stellt, dazu sei auch auf [2], Abschnitt 1.1 verwiesen. Fiir einen lokalkompakten
(Hausdorff-) Raum R bezeichne nun M(R) die Menge der Radon-Mafle auf R,
MO(R) die Menge der beschrinkten Radon-Mafle und P(R) analog zum Grup-
penfall die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle auf R.

Definition 1.5.1. Es sei R ein lokalkompakter (Hausdorff-) Raum. (R, *) heifst
Hypergruppe, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) Auf dem Vektorraum (MP(R),+) ist eine weitere bindre Operation gegeben,
beziiglich derer (MP(R),+,*) eine Algebra ist.

(it) Fiirz,y € R ist e, x ¢, € P(R) und supp(e, * €,) kompakt.

(iii) Die Abbildung (1, v) — pxv von P(R)xP(R) nach P(R) ist stetig beziiglich

der schwachen Topologie.

(iv) Die Abbildung (z,y) + supp(e, * £,) von R x R nach C(R) := {C C R :
C # 0,C kompakt} ist stetig. Dabei ist C(R) mit der Michael-Topologie

versehen.
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(v) Es existiert ein (eindeutig bestimmtes) neutrales Element e € R, so dass

Ep ke = Ec k&, = €, flir alle x € R gilt.

(vi) Es existiert eine (eindeutig bestimmte) Involution (d.h. ein Homdéomorphis-
mus  — x~ von R nach R mit der Figenschaft (x~)~ = x fir alle x € R),
so dass (€4 * €y)” = €y~ * €,~ fir alle x,y € R erfillt ist, wobei p~ das

Bildmafs von p unter der Involution bezeichnet.
(vii) Firz,y € R gilt genau dann e € supp(e, *€,), wenn x =1y~ .

Die Operation * wird als Faltung bezeichnet. Zum Beispiel ist jede lokalkompak-
te Gruppe G, bei der M’(G) die von der Gruppenoperation erzeugte Faltung
besitzt, eine Hypergruppe. Man nennt eine Hypergruppe (R, %) kommutativ, falls
(MP(R),+, ) eine kommutative Algebra ist. Fiir weitere Beispiele von Hyper-
gruppen siehe auch [2], Kapitel 1.

Definition 1.5.2. Ein nichttriviales Maff wg € M4 (R) heifit linkes (bzw. rech-
tes) Haarmaf der Hypergruppe R, falls e, ¥ wg = wg (bzw. wg * €, = wg) fir
alle x € R gilt. wg heifft Haarmaf, falls wr linkes und rechtes Haarmafl der
Hypergruppe ist.

Dass auf bestimmten Hypergruppen stets Haarmafle existieren, liefert der folgen-

de Satz, dazu sei auf die Theoreme 1.3.15 und 1.3.28 in [2] verwiesen.
Satz 1.5.3. Sei R eine Hypergruppe.
(a) Ist R kommutativ, so existiert ein Haarmaf wg.

(b) Ist R kompakt, dann existiert ein Haarmafl wg.

1.6 Normen auf lokalkompakten Gruppen

In diesem Abschnitt wird ein kurzer Uberblick iiber Normen auf lokalkompakten
Gruppen gegeben. Zunéchst werden dazu Gruppen- und Automorphismennormen
definiert.

Definition 1.6.1. Seien G eine lokalkompakte Gruppe mit neutralem Element e
und H C Aut(G) eine Untergruppe.

(a) |-]:G — Ry heifit Gruppennorm auf G, falls
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1.6 Normen auf lokalkompakten Gruppen

(i) |- | stetig auf G,
(it) || = |=7",
(i1i) || =0z =e.
Gilt dariiber hinaus
(w) |zy| < |z| + |y| fir alle z,y € G

dann spricht man von einer subadditiven Gruppennorm. In diesem Fall
wird durch § : (z,y) — |zy~| eine mit der Topologie vertrigliche links-

invariante Metrik definiert.
(0) ||.|l - H — RX heifft Automorphismennorm, falls

(i) ||-|| stetig auf H,
(ii) ||.|| submultiplikativ,
(iii) ||o|| # O fiir alle 0 € H,

(i) ox| < loll|z].

Wir benétigen im Rahmen dieser Arbeit hiufig homogene Normen und deren
Eigenschaften, welche im Folgenden dargestellt werden, siehe dazu auch in [12],
Abschnitt 2.7 IV, Proposition 2.7.26.

Definition und Proposition 1.6.2. (a) SeiG eine einfach zusammenhdngen-
de nilpotente Lie-Gruppe mit Dilatationen (8;)i~o. Eine Funktion |-|: G —
R, heifit homogene Norm bzgl. (6;), falls

(i) |0wx| = t|x| fir z € G*, t >0,
(ii) |z| = |z~ fir z € G,

(iii) x| =0z =e.
Dabei ist wie iblich G* := G\{e}.
(b) Fir eine Konstante ¢ > 0 gilt dann |zy| < c(|z| + |y|).

(c) Auf einer homogenen Gruppe sind alle homogenen Normen bzgl. einer Gruppe

von Dilatationen (6;) dquivalent.

(d) Eine homogene Norm heifit subadditiv, falls c =1, d. h. |zy| < |z| + |y].
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(e) Fiir eine subadditive homogene Norm wird durch d(z,y) := |z~ 'y| eine
rechts-invariante Metrik auf G definiert.

(f) Auf einer kontrahierbaren Gruppe mit Dilatationen (&;)i~o existiert stets

eine homogene subadditive Norm | - |.

Mithilfe homogener Normen kann man nun auch Automorphismennormen kon-
struieren und deren Eigenschaften untersuchen, siehe auch Abschnitt 2.10 II,
Proposition 2.10.15 in [12].

Definition 1.6.3. Sei B := Cent((d)i=0, Aut(G)). Fir 7 € Aut(G) definiert

man eine Automorphismennorm durch:

(@)

I == sup ]
TrFte
Diese Norm || - || wird kanonische Automorphismennorm zu | - | genannt. Falls

nichts anderes festgelegt ist, sind Automorphismennormen stets auf ganz Aut(G)
definiert.

Bemerkung 1.6.4. Die so definierte Automorphismennorm hat unter anderem

die folgenden Eigenschaften:

(a) ||| ist ein stetiges submultiplikatives Funktional, das eine linksinvariante
Metrik auf B definiert durch d(7,0) := log |77 o |.

(b) |z|- |77t < |7 (x)] < ||7]| - |=] fiir 7 € Bund x € G.

(¢) Fiir homogene Gruppen G und eine Kontraktion 7 € Aut(G) existieren
Dilatationen (d;)¢~o mit zugehoriger subadditiver Norm |- | mit |§,z| = t|x|,
x € G, so dass 70, = 9,7 fiir alle t > 0, vergleiche 2.1.13 in [12]. O

(d) Fiir homogene Gruppen G und eine Kontraktion 7 € Aut(G)NCent((d;)¢=0)
gilt
T(x
Il = sup 7 = sup (o).
$’ |z|=1
In der folgenden Proposition werden Ungleichungen fiir Automorphismennormen
dargestellt (siehe auch [12], Abschnitt 2.14 VII, 2.14.23), die wir fiir die Hauptre-

sultate dieser Arbeit bendtigen werden.
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1.6 Normen auf lokalkompakten Gruppen

Proposition 1.6.5. Sei G eine kontrahierbare Lie-Gruppe mit Dilatationen (d;)
und einer subadditiven homogenen Norm |- |. Fir 7,0 € Cent((d;), Aut(G)) gilt

dann
(a) Ir=H17" - 2] < |7 (@) < 7] - f=
) lloll < lloll - 71
(c) Ist||7]| <1 undist|7™]| <1 fiir einmy € N, dann folgt mit r := ||Tm0|’ﬁ

|75 ()| < r¥la| fir k> mo und |7%(2)| < |2| fir 0 < k < mqg

Mit p = ||7|| und R :=||77 | folgt

R™"™z| < |m™(x)| < p"|z| fiir alle n € N.
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Kapitel 2

Stabile und selbstzerlegbare
Verteilungen auf R4

In diesem Kapitel wird zunichst eine Ubersicht iiber bisherige Arbeiten zu Semi-
Selbstzerlegbarkeit und Selbstzerlegbarkeit auf R bzw. R? gegeben. Eine Vertei-
lung 1 € P(RY) heifit selbstzerlegbar, wenn fiir alle ¢ € [0, 1] eine Verteilung .
existiert, so dass gilt:
= ClL* [

Dabei bezeichnet cu das Bildmafl unter x + cx. Nun gibt es zwei verschiede-
ne Verallgemeinerungen dieser Selbstzerlegbarkeit, und zwar auf der einen Seite
die Verallgemeinerung von Bunge und Loeve (vergl. dazu [4] und [18]) und auf
der anderen Seite die von Maejima und Naito (siehe [19]). In den Arbeiten von
Maejima und Naito wurde die Semi-Selbstzerlegbarkeit und spéter die Operator-
Semi-Selbstzerlegbarkeit als eine Erweiterung der Selbstzerlegbarkeit eingefiihrt.
Bunge hingegen hat die so genannte C-Zerlegbarkeit betrachtet, was bereits eine
Erweiterung der c-Zerlegbarkeit von Loeve war. Hier wird zunéchst eine Arbeit
von Maejima und Naito, [19], vorgestellt. Im Anschluss werden einige Resulta-
te der Arbeiten von Maejima, Sato und Watanabe, siehe [20], behandelt, die
nochmals eine Erweiterung der beiden bereits erwdhnten Richtungen sind. Die

Bunge-Klassen sind dabei ein Spezialfall.

2.1 (Semi-)Stabilitit

Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt mit stabilen Verteilungen, den mogli-

chen Limiten von zeilenweise aus infinitesimalen Dreieckssystemen gebildeten
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Summen normierter, unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariabler. Betrach-
tet man die Konvergenz solcher normierten Summen entlang von speziellen Teil-
folgen, so bezeichnet man den Grenzwert als semi-stabile Zufallsvariable. Im Fol-
genden werden unter anderem (semi-)stabile und Operator-(semi-)stabile Vertei-

lungen definiert, es sei dazu auch auf die Abschnitte 3 und 7 in [22] verwiesen.

Definition 2.1.1. Ein Mafi € P(R?) heifst voll, falls der Triger von u in

keinem echten affinen Unterraum von R liegt.

Definition 2.1.2. Seien X, X1, Xs, ... unabhdingige, identisch verteilte Zufalls-
variablen auf RY mit gemeinsamer Verteilung p. Sei weiterhin Y eine Zufalls-
variable mit Verteilung v und sei v voll. Dann heifit v Operator-semistabil, falls

lineare Operatoren (Ay,)n>o0 auf R, (k,)ns>o C N mit k, — oo und
kni1/kn —r>1
und (bp)n>0 C R? existieren, so dass
An(Xi 4 4 Xi) + by S Y.
Fiir die Verteilungen bedeutet dies dquivalent
A () % g, 5 v,

Nach [22], Theorem 7.1.1 gilt, dass p genau dann Operator-semistabil ist, wenn
p € ID(R?) und ¢ € N, a € R? und ein Operator A € GL(R?) existieren, so dass

p = Ap) * q.

Fiir k,, = n erhalten wir Operator-stabile Verteilungen, ein Spezialfall von Opera-

tor-semistabilen Verteilungen.

Definition 2.1.3. Seien X, X1, Xs, ... unabhdngige, identisch verteilte Zufalls-
variablen auf R? mit gemeinsamer Verteilung pu. Sei weiterhin'Y eine Zufallsva-
riable mit Verteilung v und sei v voll. Dann heifit v Operator-stabil, falls lineare

Operatoren (A,)n>0 auf R und (b,)n>0 C R? ezistieren, so dass
An(Xi+ . 4+ X)) +b, Y.
Fiir die Verteilungen bedeutet dies dquivalent:

Ap (™) x ey, o
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2.2 (Operator-)Selbstzerlegbarkeit

Nach [22], Theorem 7.2.1 gilt, dass pu genau dann Operator-stabil ist, wenn g
einbettbar ist in eine Faltungshalbgruppe u!, so dass fiir alle ¢ > 0

pt =t () * g,

fiir geeignete Shifts a; € R? und £ € End(V). Man nennt p dann (¢¥)-stabil. Wir

kénnen nun stabile Verteilungen definieren.

Definition 2.1.4. Sei Y eine Zufallsvariable mit Verteilung v und sei v wvoll.
Dann heifit v (bzw. Y') stabil, falls v (t¥)-Operator-stabil ist mit E = al fir

a € R*. Man nennt o = 1/a den Index von v.
Analog kann man auch semistabile Verteilungen bzw. Zufallsvariablen definieren.

Definition 2.1.5. Sei Y eine Zufallsvariable mit Verteilung v und sei v wvoll.
Dann heifit v (bzw. Y') (b,c)-semistabil, falls v (B, c) Operator-semistabil ist mit
c>1 und B =0l firbeR}. Man nennt o = logc/logb den Index von v.

Operator-(semi-)stabile Verteilungen sind immer auch unendlich-teilbar, siehe da-
zu Abschnitt 7 in [22]. Dies gilt auch fiir (Operator-)selbstzerlegbare Verteilungen,

die im nichsten Abschnitt betrachtet werden.

2.2 (Operator-)Selbstzerlegbarkeit

Selbstzerlegbare Verteilungen sind eine Verallgemeinerung von stabilen Vertei-
lungen. Sie treten als Grenzverteilungen normierter Summen unabhéngiger Zu-
fallsvariablen auf, die nicht notwendigerweise identisch verteilt sein miissen, aber
ein infinitesimales Dreieckssystem bilden. Genauso wie Semi-Stabilitidt als Er-
weiterung von stabilen Verteilungen betrachtet wurde, kann man auch Semi-
Selbstzerlegbarkeit untersuchen. Dabei sind semi-selbstzerlegbare Verteilungen
Grenzverteilungen von Teilfolgen normierter Summen unabhéngiger Zufallsvaria-
blen. In diesem Abschnitt werden selbstzerlegbare und Operator-selbstzerleghare

Verteilungen eingefiihrt.

Definition 2.2.1. Seien X, Xs, ... unabhdingige Zufallsvariable auf R® und ha-
be X,, die Verteilung u,. Sei weiterhin Y eine Zufallsvariable mit Verteilung v
und sei v voll. Dann heifit v Operator-selbstzerlegbar, falls (by)n>1 C R und
beschrinkte lineare Operatoren (A, )n>o auf R? existieren, so dass das Dreiecks-

system
{4, (Xg): 1 <k<n,1<n}
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infinitesimal ist und

An(Xi+ .. 4+ X)) +b, Y.

Fiir die Verteilungen bedeutet dies dquivalent:
Ap(pg % -+ % ) * &, — V.

Um Operator-selbstzerlegbare Verteilungen zu charakterisieren, benotigt man
zunéchst folgende Definitionen (siche auch 2.3 und 3.3 in [16]):

Definition 2.2.2. Seien p € P(RY) und A € End(R?).

(a) Man nennt p A-zerlegbar, falls eine Verteilung ua € P(RY) emistiert, so

dass

= Ap* fi4.

(b) D(u) := {A € End(R?) : p ist A-zerlegbar}. D(u) heifit Urbanik-Zerlegbar-
keits-Halbgruppe von .

(c) A(p) :={A € End(RY) : u = Ap*¢e, fiir einen Vektor a} heifit Halbgruppe
der Symmetrien von u. Offensichtlich gilt A(p) C D(p).

Bemerkung 2.2.3. Offensichtlich gilt:

(a) Jede Verteilung pu ist I- und 0-zerlegbar, wobei mit I und 0 die Identitét

und der Null-Operator bezeichnet werden.

(b) D(u) ist eine abgeschlossene Halbgruppe, denn fir A, B € D(u) folgt di-
rekt p = (AB)p * (Apup * pa). Die Abgeschlossenheit folgt aus dem Shift-
Kompaktheits-Theorem, siche Theorem 3.1.9 (es sei auch auf [16], Theorem
1.7.1 bzw. [26], Theorem 2.1 verwiesen). O

Dies fithrt nun zur Charakterisierung Operator-selbstzerlegbarer Verteilungen
durch deren Zerlegbarkeits-Halbgruppen (siche Abschnitt 3.3.5 in [16]).

Theorem 2.2.4. Ein Maf p € P(R?) ist Operator-selbstzerlegbar genau dann,
wenn die zugehiorige Urbanik Zerlegbarkeits-Halbgruppe D(u) eine Ein-Parameter
Halbgruppe {exp(—tQ) : t > 0} enthdlt, wobei Q) invertierbar ist und fir t — oo
gilt exp(—tQ) — 0. Gilt also p = exp(—tQ)u * u(t) fir allet > 0, dann ist jeder
Kofaktor p(t) unendlich-teilbar.
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2.3 Semi-Selbstzerlegbarkeit

In diesem Abschnitt wird im Wesentlichen die Arbeit von Maejima und Naito [19]
zitiert, wobei die Notationen geéindert wurden. Mit L(R?) wird im Folgenden die

Menge aller selbstzerlegbaren Verteilungen bezeichnet, man nennt diese Menge
auch Lévy-Klasse (siehe [16], Abschnitt 3.9).

Definition 2.3.1. Seien H C P(R?) und 0 < b < 1. Wir sagen, eine Verteilung
u € P(RY) gehirt zu der Klasse K(H,b), falls eine Folge unabhingiger Zufalls-
variabler (X;)j>1, (an)n>1 C RY mit a,, /7 00, (¢p)n>1 € RT und (ky)p>1 C N

mit k, oo existieren, so dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) limy, oo 2 = b,

(ii) Px; € H fiir alle j € N,
(111) % Z?Zl X;+cy 2w fiir n — oo,
(i) lim,, . maxi<;<g, P (||%XJ|| > 5) =0 (Infinitesimalitits- Bedingung).

Aquivalent kann man die Bedingungen (ii), (iii) und (iv) auch in Termen von

Verteilungen beschreiben:

(ii’) pj = Px, € H fiir alle j € N,
kn
(iii’) a; (% p;) * €a, — p fiir n — oo,
j=1
(iv’) {a, u;} ist gleichmdipig infinitesimal.

Der Leser sei auch auf [19], Definition 1.1 verwiesen.

Bemerkung 2.3.2. Die Normierung in (iii) ist skalar, eine Normierung mit li-

nearen Operatoren wird spéter ab Definition 2.4.1 betrachtet (siehe auch [20]).0

Im Folgenden werden einige Resultate iiber die Zerlegbarkeitsklassen von Mae-
jima und Naito vorgestellt. Die nédchsten Propositionen untersuchen unter ande-
rem, welche Verteilungen aus diesen Zerlegbarkeitsklassen unendlich-teilbar bzw.

semistabil sind, siche dazu die Propositionen 2.1-2.3 in [19].
Proposition 2.3.3. Seien H C P(R?) und 0 < b < 1. Dann gilt

K(H,b) C ID(R?).
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Proposition 2.3.4. Seien v € P(RY) und 0 < b < 1. Dann gilt
K({r},b) C SS(RY),
wobei SS(R?) die Menge aller semistabilen Verteilungen bezeichnet.
Proposition 2.3.5. Seien H C P(R?) und 0 < b < 1. Dann gilt firm = 1,2, ...:
K(H,b) C K(H,b™).

Ziele dieses Abschnitts sind die Definition einer Folge von Klassen mehrfach semi-
selbstzerlegbarer Verteilungen und die Darstellung einiger wichtiger Resultate
iiber diese Klassen. Dafiir benotigen wir zunéchst den Begrift der vollsténdigen
Abgeschlossenheit einer Menge H C P(R?) (vergleiche auch [19], Definition 2.1
und Definition 2.2) und Aussagen iiber die zugehorige Klasse K (H, b), siehe [19],
Theorem 2.1 und Proposition 2.4.

Definition 2.3.6. H C P(R%) heifit vollstindig abgeschlossen, falls H abge-

schlossen ist unter
(i) schwacher Konvergenz: (pin)ns>1 C H, i — pp=> € H,
(i1) Faltung: pn, v € H= puxv € H,
(1) Typ-Aquivalenz: i € H = buxe, € H fir alle b > 0 und alle a € R?.

Gilt H C ID(RY) und gilt fiir jedes i € H mit Faltungshalbgruppe (u!)eo, dass
wut € H fiir alle t > 0 (man sagt, H ist abgeschlossen unter t-facher Faltung fiir
allet > 0), dann heifst H vollstindig abgeschlossen im starken Sinn.

Proposition 2.3.7. Seien H C P(R?) wollstindig abgeschlossen und 0 < b < 1.
Dann gilt K(H,b) C H. Ist H vollstindig abgeschlossen im starken Sinn, dann
ist auch K(H,b) vollstindig abgeschlossen.

Das folgende Theorem liefert nun den Zusammenhang zwischen der Klasse K (H, b)

und der b-Zerlegbarkeit von Loeve, siehe [19], Theorem 2.1.

Theorem 2.3.8. Sei 0 < b < 1.

(a) Sei H C P(R?) wvollstindig abgeschlossen und p € K(H,b). Dann existiert
v € HNID(RY), so dass

p=bux*uv. (2.1)

28



2.3 Semi-Selbstzerlegbarkeit

(b) Sei H wvollstindig abgeschlossen im starken Sinn und es existiere ein v €
H = HNID(RY) mit p = by * v, dann gilt u € K(H,b).

Mithilfe dieser Vorbereitungen wird nun (sieche [19], Abschnitt 3) die bereits
erwahnte Folge von Klassen mehrfach semi-selbstzerlegbarer Verteilungen defi-
niert, und zwar in Analogie zu den Urbanik-Klassen fiir den Fall selbstzerlegbarer

Verteilungen, vergleiche dazu [38].

Definition 2.3.9. Sei 0 < b < 1, dann definiert man
(a) Lo(b) :== K(P(R?),b),
(b) Lin(b) := K(Lm-1(b), ),
(¢) Loo(b) := pmg Lm (D).

Man nennt u € Lo(b) (b-)semi-selbstzerlegbar auf RY.

Im Folgenden sollen nun einige wichtige Resultate iiber die Klassen L,,(b) vorge-
stellt werden (vergleiche dazu ebenfalls [19]). Zunéchst folgt eine Charakterisie-
rung der Verteilungen in Ly(b), siehe [19], Theorem 3.1.

Theorem 2.3.10. Se: 0 < b < 1.
(a) p € Lo(b) & es existiert v € ID(R?), so dass (2.1) gilt.
(b) Lo(b) ist vollstindig abgeschlossen im starken Sinn.

Auf sehr &hnliche Art und Weise kann man die Verteilungen in L,,(b) charakte-

risieren (vergleiche [19], Theorem 3.3).
Theorem 2.3.11. Seien 0 <b<lundm=1,2....
(a) € Ly(b) < es existiert ein vy, € Ly,_1(b), so dass gilt:

=">bu vy,

(b) L,(b) ist vollstindig abgeschlossen im starken Sinn.

Dies fiithrt nun direkt zu dem Zusammenhang zwischen selbstzerlegbaren und

semi-selbstzerlegbaren Verteilungen, dazu sei auf [19], Theorem 3.2 verwiesen:
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Theorem 2.3.12.
LRY) = [ Lo(b).
0<b<1
Das néchste Theorem (siehe [19], Theorem 3.4) liefert niitzliche Eigenschaften
der Klasse L (b).

Theorem 2.3.13. Se: 0 < b < 1. Dann gilt:
(a) Loo(b) ist vollstindig abgeschlossen im starken Sinn,
(b) Loo(b) = K(Lo(b),b),
(¢c) Loo(b) ist die grofite Klasse, die invariant ist unter der Operation K(-,b).

Dass die hier betrachtete Folge von Klassen ineinander geschachtelt ist, besagt

das nun folgende Korollar:

Korollar 2.3.14. Set 0 < b < 1. Dann gilt

ID(RY) D Lo(b) D -+ D Lin(b) D -+ D Luo(b).

2.4 Operator-Semi-Selbstzerlegbarkeit

In diesem Abschnitt wird die bereits erwihnte Erweiterung der Semi-Selbstzer-
legbarkeit aus dem vorherigen Abschnitt vorgestellt. Dabei werden wieder Vertei-
lungen betrachtet, die als Grenzverteilungen von Teilfolgen normierter Summen
unabhéngiger Zufallsvariabler auftreten. Jedoch betrachtet man hier keine skalare
Normierung, sondern eine durch lineare Operatoren. Dies geht im Wesentlichen
auf die Arbeit von Maejima, Sato und Watanabe zuriick, vergleiche [20]. Am Ende
dieses Abschnitts wird schliellich der Zusammenhang zu den bereits erwiahnten
Bunge-Klassen beschrieben. Einige Resultate iiber diese speziellen Klassen wer-
den im néchsten Kapitel teilweise auf kontrahierbare, lokalkompakte Gruppen
iibertragen.

Im Folgenden seien immer 0 < b < 1 und Q € M, (R?), wobei M (R¢) die Menge
aller d x d-Matrizen sei, deren Eigenwerte alle positive Realteile besitzen. Fiir
a > 0 ist a? definiert (siehe Definition 1.3.8), fiir a = 0 setzt man 09 := 0. Es ist
a® kontrahierend, falls a € (0,1) und Q € M, (R?); (t9);~ ist eine kontrahierende
Gruppe.
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2.4 Operator-Semi-Selbstzerlegbarkeit

Definition 2.4.1. Sei H C P(RY). Wir sagen, eine Verteilung i € P(R?) gehort
zu der Klasse [?(H, b,Q), falls eine Folge unabhdingiger Zufallsvariabler (X;),>1,
(an)n>1 C RE mit a, 7 00, (¢p)n>1 C R? und (kp)ps1 € N mit k, 7 oo

existieren, so dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) lim,, o a:ﬁ =b,

(ii) Px, € H fiir alle j € N,
(iii) a, @ Z?Zl X +cp 2w fir n — 0.
Gilt dartiber hinaus

(v) lim, e maxi<j<i, P (||a,9X;|| > ¢) = 0 (Infinitesimalitits-Bedingung),

dann sagen wir ;i € R gehort zu der Klasse K(H, b, Q). Auch hier kénnen analog
zur Definition 2.8.1 die Bedingungen (ii), (iii) und (iv) in Termen von Vertei-

lungen dquivalent beschrieben werden:

(i) pj = Px, € H fiir alle j € N,

kn
(i4i°) a;@( % pi) * e, % 1 fiir n — oo,
j=1
(') {a,®u;} ist gleichmifig infinitesimal.

Bemerkung 2.4.2. Direkt aus der Definition erhélt man die folgenden Zusam-
menhénge zwischen den Klassen in 2.4.1 und den Zusammenhang zu den Klassen
aus Definition 2.3.1:

(a) K(H,b,Q) C K(H,b,Q).

(b) K(H,b,Q) C ID(RY),

(¢) K(H,b,Q) C K(G,b,Q), falls H C G,
(d) K(H,b,Q) C K(G,b,Q), falls H C G,
(e) K(H,b,I)= K(H,b).

Im Allgemeinen ist aber K (H,b,Q) ¢ ID(R?). Beispiele dafiir gibt es geniigend,
z.B. ist U(0,1), die Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1], %-zerlegbar, aber
nicht unendlich-teilbar, siehe auch [35]. O
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Kapitel 2 Stabile und selbstzerlegbare Verteilungen auf R?

Wir benétigen nun einen etwas verdnderten Begriff der vollstdndigen Abgeschlos-

senheit aus Definition 2.3.6.

Definition 2.4.3. Sei Q € M, (RY). Dann heifft H C P(RY) Q-vollstindig ab-
geschlossen, falls die Bedingungen (i) und (ii) in Definition 2.3.6 gelten und H
abgeschlossen ist unter Q-Typ-Aquivalenz, d.h. p € H = b 9puxe, € H fiir alle
b > 0 und alle a € R Gilt weiterhin H C ID(R?) und ist H abgeschlossen un-
ter t-facher Faltung fiir alle t > 0, dann heifst H Q-vollstindig abgeschlossen im

starken Sinn.

Mithilfe dieser Begriffe erhélt man die beiden folgenden Resultate, die den Zusam-
menhang zwischen der b9-Zerlegbarkeit (nach Urbanik, vergleiche auch Definition
2.2.2) und der Klasse K (H, b, Q) bzw. K(H,b, Q) beschreiben.

Theorem 2.4.4. Sei H C P(RY).

(a) Seien H Q-vollstindig abgeschlossen und p € K(H,b,Q). Dann existiert
ein v € HNID(RY), so dass

=0 (2.2)

(b) Sei H Q-vollstindig abgeschlossen im starken Sinn, dann gilt in (a) auch
die Umkehrung.

(c) Sei H Q-vollstindig abgeschlossen im starken Sinn, dann gilt dies auch fir
K(H,b,Q).

Theorem 2.4.5. Sei H C P(R?).

(a) Sei H Q-vollstindig abgeschlossen. Dann gilt

I E [N((H, b,Q) & es existiert v € H mit = b9p x v.

(b) Sei H Q-vollstandig abgeschlossen im starken Sinn, dann gilt dies auch fir
K(H,b,Q).

Auch hier wollen wir analog zum Fall semi-selbstzerlegbarer Verteilungen eine
Folge geschachtelter Klassen definieren. Die Konstruktion dieser Klassen wird in

den folgenden Definitionen beschrieben.
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2.4 Operator-Semi-Selbstzerlegbarkeit

Definition 2.4.6. Man bezeichnet mit € die Menge aller abgeschlossenen multi-
plikativen Unterhalbgruppen C von [0, 1], so dass C' 2 {0, 1}. Weiterhin definiert
man fir C € €

(a) K(H.C,Q) = Nyeerjo K (H.b,Q),
(b) K(H.C,Q) = Nheergony K(H.,Q).
Definition 2.4.7. Seien 0 < b < 1 und Q € M_(R%). Man definiert
(a) Lo(h, Q) = K(P(R),b,Q),
(0) Lin(h, Q) = K (Lin-a(b, Q). . Q).
(¢) Loo(b, Q) = Mg L (b, Q).
Weiterhin definiert man firm =0,1,...,00
() Ln(C,Q) = Mhecrfony Lm(b: Q)-

Analog definiert man L, (b, Q) und Ly,,(C, Q) mit K anstelle von K. Man nennt
pu € P(RY) Operator-semi-selbstzerlegbar, falls 0 < b < 1 und Q € M (R?)
existieren, so dass i € Lo(b, Q), insbesondere falls 1 = b (p) vy fiir ein b € (0,1).
Analog heifst p € P(R?) Operator-selbstzerlegbar, falls Q € M (RY) existiert, so
dass p € Lo(b, Q) fiir alle b € (0,1).

Nun kénnen wir untersuchen, wie die oben definierten Klassen Operator-selbst-
zerlegbarer und Operator-semi-selbstzerlegbarer Verteilungen zusammenhéngen.

Die beiden folgenden Propositionen liefern dazu wichtige Aussagen.

Proposition 2.4.8. Seien 0 < b < 1 und C € €. Dann erhdlt man folgende
geschachtelte Klassen:

(a) ID(R?) D Lo(b,Q) D L1(b,Q) D -+ D Loo(b,Q),
(b) ID(R?) D Ly(C, Q) D L1(C,Q) D -+ D Loo(C, Q),
(¢) Lo(b,Q) D Li(b,Q) D -+ D Luc(b,Q),

(d) Lo(C,Q) D Li(C,Q) D --- D Lo (C, Q).

Proposition 2.4.9. Seien C,Cy € € und sei Cy C Cy. Fiir alle 0 < m < oo gilt

dann
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Kapitel 2 Stabile und selbstzerlegbare Verteilungen auf R?

(a) Ln(C1,Q) D Ln(Cs,Q),
(b) Ln(C1,Q) D Lin(Ca, Q).

Die folgende Proposition liefert eine Aussage analog zum Fall der Klasse K(H,b)
in Proposition 2.3.7.

Proposition 2.4.10. Sei H C P(R?) Q-vollstindig abgeschlossen, dann gilt
K(H,b,Q) C H und K(H,b,Q) C H.

Einige interessante Resultate iiber die in diesem Abschnitt behandelten Klassen
K(H,b,Q) und K(H,b,Q) werden nun in den folgenden beiden Propositionen
der Vollstandigkeit halber zitiert, auch wenn sie im weiteren Verlauf dieser Arbeit

nicht mehr benotigt werden.

Proposition 2.4.11. Es gilt:
(a) K(H,b,Q) C K(H,b", Q) fir alle n € N,
(b) K(H,b,Q) C K(H,b",Q) fiir alle n € N.

Proposition 2.4.12. Sei C' := {b",n € No} U {0} € € fiir ein 0 < b < 1. Dann
qgilt

(a) K(H,C,Q) = K(H,b,Q),
(b) K(H,C,Q) = K(H,b,Q).

Nun koénnen wir den Zusammenhang zu den bereits erwéhnten Bunge-Klassen
herstellen. Dafiir betrachten wir eine neue Klasse von Verteilungen, die fiir den
Fall d = 1 in [4] eingefithrt wurde. Sei dafiir ab jetzt immer C € €.

Definition 2.4.13. Sei H C P(RY) [-vollstindig abgeschlossen. Eine Verteilung
p € P(RY) gehért zu der Klasse LC(H), falls fiir alle b € C\{0,1} eine Folge
unabhingiger Zufallsvariabler (X?);>1, (al)n>1 C RY mit al), /00, (c)))n>1 C R?
existieren, so dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) Timy, o —2 = b,

ahir
(ii) Px» € H fiir alle j € N,
(i) (ab)™' 320 X2+ b 2w fiir n — oo.
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2.4 Operator-Semi-Selbstzerlegbarkeit

Aquivalent zu den Bedingungen (i) und (iii) sind die folgenden Beschreibungen

in Termen von Verteilungen:

(i) pb = Pxv» € H fiir alle j € N,
(iii’) (ab)™' (% ph) x e % fiir n — .
j=1
Offensichtlich besteht der folgende Zusammenhang zu den in diesem Abschnitt
bereits behandelten Klassen:

Proposition 2.4.14. £C(H) = K(H,C,I).

Am Ende dieses Abschnitts sollen schlieflich die Klassen L..(C, @) noch weiter
untersucht werden. Auch dies ist eine Erweiterung der Ergebnisse von Bunge
(vergleiche [4]) fiir den Fall d = 1.

Definition 2.4.15.
Par = {,, € P(RY) : /Rd(m(u i) v(dz) < oo}
= {verm): [ mr(elyrvian < oo}

Man sagt, v € Py besitzt ein logarithmisches Moment der Ordnung n.

Nun konnen wir Verteilungen in Zm(C, Q) durch ein spezielles Faltungsprodukt
beschreiben, dessen Faktoren aus Verteilungen mit logarithmischen Momenten
bestehen.

Theorem 2.4.16. Sei 0 < m < o0.

(a) Sei p € L,,(C,Q). Dann existiert fir alle b € C\{0,1} ein vy € Pym+1, $0
dass
> k(M
= *b—JQVb( j )
=0

(2.3)

(b) Seien 0 < b < 1 und u € P(RY). Weiter existiere ein v, € Pym+1, so dass
(2.8) erfiillt ist, dann ist p € Ly (C, Q) mit C = {b",n € No} U {0}.

Die Klassen Loo(C, Q) und Leo(C, Q) sind identisch und die Verteilungen beider
Klassen sind stets auch unendlich-teilbar, dies liefern abschliefend die folgenden

Theoreme:
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Theorem 2.4.17. L,.(C,Q) C ID(R?).
Theorem 2.4.18. L..(C,Q) = Lo (C, Q).

Im néchsten Kapitel wird nun ein Teil der Resultate aus diesem Kapitel auf
kontrahierbare, lokalkompakte Gruppen iibertragen. Dabei muss die Gruppe G
jedoch haufig weitere grundlegende Voraussetzungen erfiillen. Dariiber hinaus be-
trachten wir im Folgenden ausschlieflich eine Normierung durch Automorphismen

T.

36



Kapitel 3

T-zerlegbare Verteilungen auf

lokalkompakten Gruppen

Zunéchst werden in diesem Kapitel 7-zerlegbare Verteilungen auf lokalkompak-
ten Gruppen eingefithrt und deren Eigenschaften untersucht. Fiir den Fall, dass
die Faktoren beziiglich * kommutieren, erhélt man eine interessante Struktur ge-
schachtelter Klassen analog zum Fall R?, der bereits im vorherigen Kapitel vorge-
stellt wurde. Im weiteren Verlauf des Kapitels wird der Zusammenhang zwischen
der 7-Zerlegbarkeit und der Existenz logarithmischer Momente von Verteilungen
dargelegt, analog zu 2.4.16, vergleiche auch [4]. Nun bezeichne im Folgenden G
eine lokalkompakte Gruppe und P(G) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle
auf G, weiterhin sei 7 € Aut(G) (= die Menge aller stetigen Automorphismen
auf G). Aulerdem bendtigen wir spéter aus technischen Griinden, dass G eine
Gruppe mit 2. Abzdhlbarkeitsaxiom ist; dies bedeutet, dass die Topologie von
G eine abzédhlbare Basis besitzt. Betrachten wir kontrahierbare, lokalkompakte
Gruppen, so ist das zweite Abzhlbarkeitsaxiom direkt erfiillt, vergleiche dazu
auch Lemma 4.4.3 oder [12], Abschnitt 3.1.5.

Bemerkung 3.0.1. Im Folgenden werden wir uns gelegentlich auf den Fall be-
schrénken miissen, dass die betrachteten Verteilungen bzgl. der Faltung kommu-
tieren. Dafiir sei S C P(G) mit (S, x) kommutativ, d. h. in S liegen ausschlielich
Verteilungen auf G, die beziiglich der Faltung kommutativ sind. Wir wéhlen dann

gegebenenfalls nur Verteilungen aus S. O

Dass diese Einschrankung nicht nur zu trivialen Beispielen fiihrt, zeigen wir im

Folgenden, siehe dazu auch [2].
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Beispiel 3.0.2. (a) Sei (G, K) ein Gelfand-Paar (vergleiche Abschnitt 4.3.21
in [2]), dann ist S = S(G,K) = {p € P(G) : wx * u = p* wg} eine
kommutative Halbgruppe mit Einheit wg, wobei wi ein Haarmaf auf K
bezeichnet. Fir jede Faltungshalbgruppe (ut)i>o gilt dann g = wy, fiir eine
Untergruppe L O K.

(b) (i) Seien G eine lokalkompakte Gruppe und K C Aut(G) eine kompak-
te Untergruppe. Definieren wir S1(G,K) = {u € P(G) : w(u) =
p fir alle k € K}, dann ist Sy eine Faltungshalbgruppe mit Einheit
. Es gibt geniigend Beispiele mit kommutativem S1(G, K), siehe auch

(2]
(i1) Seien (G, K) wie in (i) und I' :== G x K das semidirekte Produkt, d.h.

(z, k) (2!, k') == (zr(2), KK').

Somit ist K C {e} x I'. Ist (I, K) ein Gelfand-Paar, so ist S1(G, K)
eine kommutative Unterhalbgruppe von P(G).

(¢) Spezialfall von (b): Sei Hy die Heisenberggruppe, auf der die orthogonale
Gruppe O(2d) C Aut(H,) operiert (vergleiche auch [23], Beispiel 2.53).
Dann ist die Orbital-Hypergruppe S1(Hg, O2q) kommutativ.

Bemerkung 3.0.3. Sei 7 € Aut(G) eine Kontraktion. Wir betrachten eine Teil-
menge B C Aut(G) der Automorphismen auf G, so dass fiir alle B € B gilt
7B = Br. Weiter wird hiufig vorausgesetzt, dass 7(S) € S und B(S) C S
fiir alle B € B. Wir werden uns spéter hdaufig auf Automorphismen aus B be-

schranken. O

3.1 7-Zerlegbarkeit

Wir beginnen zunichst mit einem Grenzwertkriterium und arbeiten spéter auf
ein Zerlegbarkeitskriterium hin. Die folgenden Definitionen, Notationen und Be-
merkungen orientieren sich dabei, wenn nicht anders erwéhnt, an [4] und [11]. Da
wir hier im Allgemeinen nicht die Kommutativitit der Faltungsprodukte voraus-
setzen, bereiten die Shift-Terme c,,, vergleiche Definition 2.4.1, Probleme. Viele
Aussagen werden auch im Fall mit Shifts korrekt bleiben, der Einfachheit halber

werden wir aber im weiteren Verlauf nur noch den Fall ¢, = e fiir alle n € N
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3.1 7-Zerlegbarkeit

betrachten. Auflerdem seien ab jetzt B und S wie in den Bemerkungen 3.0.1 und
3.0.3 fest gewihlt.

Definition 3.1.1. Seien 7 € Aut(G) und H C P(G), H # 0. Man definiert:

LY(H,7) = {ueP(G): es existieren (fin)n>1 C H und (Bp)n>1 C B,
so dass: B, By Ly — 7 und By (% ... % py) — p fiir n — oo},
L(H,7) = {n€L(HT): (B, (1))j=1... C S}

In L(H,T) liegen also die Verteilungen aus L*(H,T), fir die alle zugehdorigen
Faktoren beziiglich der Faltung kommutieren.

Wir benotigen hier erneut einen etwas veranderten Begriff der vollsténdigen Ab-

geschlossenheit.

Definition 3.1.2. H C P(G) heifit vollstindig abgeschlossen, falls H abgeschlos-

sen st unter:
(i) schwacher Konvergenz: i, € H, ji, — p = pu € H,
(ii) Faltung: p, v €e SNH = puxv e H,
(i1i) B-Typ-Aquivalenz: € H = B(p) € H fiir alle B € B.

Der Begriff der 7-Zerlegbarkeit einer Verteilung p auf einer lokalkompakten Grup-
pe spielt wie bereits erwahnt eine zentrale Rolle in dieser Arbeit und wird nun

definiert, vergleiche auch [11], Definition 3.1.
Definition 3.1.3. Seien G eine lokalkompakte Gruppe und T € Aut(G).
(a) Ein Maf$ v € P(G) heifst T-zerlegbar (mit Kofaktor v), falls jn = v * 7(u).
(b) 1 € P(G) heift stark T-zerlegbar, falls iiberdies T%(u) = e, fiir k — oo.
Die Bedingung in (b) ist stets erfillt, wenn T kontrahierend ist.

Bemerkung 3.1.4. Per Induktion folgt nun offensichtlich (siehe auch [11], Be-
merkung 3.2) fir alle k € N, dass

p=v(k)*7%(p) mit v(k) =vx7(V) * ... x " (V) = % (V).
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Da wir im Folgenden nicht immer die Kommutativitéit der Faltung voraussetzen,
miissen wir auf die richtige Reihenfolge der Faktoren achten. Daher benutzen wir

sowohl fiir die Verteilungen als auch fiir die Gruppenelemente die Konvention:

n
n
* vj = vy k- -k Uy, bzw, ||x] =TTy Xy

Jj=0 j=0

O

Dies liefert direkt den Zusammenhang zwischen der 7-Zerlegbarkeit einer Vertei-

lung p und der schwachen Konvergenz der Folge * 77 (v).
j=0

Proposition 3.1.5. Sei G eine kontrahierbare Gruppe mit T € Aut(G).

(a) Sei u (stark) T-zerlegbar. Dann gilt

p=limv*xr(v)*...x W) = *7(v).

(b) Umgekehrt sei nun 7 € Aut(G) kontrahierend und es ezistiere

= lm vx7(v) s % 770).
k—o0

Dann st p stark T-zerlegbar.

Fiir den Beweis sei der Leser auf [11], Proposition 3.3 verwiesen. Betrachtet man
einen kontrahierenden Automorphismus auf G, erhélt man in obiger Propositi-
on also Aquivalenz. Dies ist fiir unsere Untersuchungen interessant, da wir uns

hauptséchlich mit Kontraktionen beschéftigen.

Folgerung 3.1.6. Seien G eine kontrahierbare Gruppe und 7 € Aut(G) kontra-
hierend. Dann gilt

p=viT(p) & p= %1 (v).
j=0
Dies fiihrt nun dazu, dass wir den Zusammenhang zwischen dem Grenzwertkri-
terium aus Definition 3.1.1 und der 7-Zerlegbarkeit herstellen konnen. Dafiir sei

in Proposition 3.1.7 und der darauf folgenden Bemerkung B := {7% : k € Z} .

Proposition 3.1.7. Seien p € P(G), H C P(G) vollstindig abgeschlossen, T €
Aut(G) kontrahierend und 7(S) C S. Dann gilt:

es existiertv € HNS mit u=v*71(n) = pe L(H,T).
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3.1 7-Zerlegbarkeit

Beweis. Mit Folgerung 3.1.6 und wegen der vollstiandigen Abgeschlossenheit von
H gilt

p=viT(p)=p = *x77(v)

= lim 7"( % 777"(v)).
n—00 j=0

Es gilt 777"(v) € H fiir j =0,...,n und mit B, ' := 7" folgt p € L*(H,7). O

Bemerkung 3.1.8. (a) In Proposition 3.1.7 erhilt man sogar Aquivalenz fiir

L(H,7), wenn man voraussetzt, dass 77(v) € S fiir alle j € Z:

p € L(H, 7)< es existiert v € H mit g = v*7(p) und 77 (v) € S fiir alle j.

(b) Unser Ziel im weiteren Verlauf dieses Abschnitts ist die Definition einer
Folge geschachtelter Klassen von 7-zerlegbaren Verteilungen. Hierfiir setzen
wir voraus, dass sowohl p, 77 (v) € S fiir alle j € Z als auch 7(S) € S. ¢

Wir benotigen fiir das néchste Resultat und auch in weiteren Abschnitten dieser
Arbeit das Shift-Kompaktheits-Theorem, siche dazu auch [26], Theorem 2.1.

Theorem 3.1.9. Sei G eine vollstindig separable, metrische Gruppe und seien
(A)n>1s (n)n>1 und (Vn)n>1 Folgen von Verteilungen auf G, so dass fir alle
n €N gilt \, = py * vyn. Sind zwei der drei Folgen (Ap)n>1, (fn)n>1 und (Vp)n>1

relativkompakt, dann qilt dies auch fiir die dritte.

Folgerung 3.1.10. Gilt \, = p, * v, fir alle n € N und konvergiert fiir n — oo
sowohl N, — X\ als auch p, — p, dann ist (v,) relativkompakt und fir alle
Hdufungspunkte v von v, gilt X = p* v.

Mithilfe dieses Theorems und der Folgerung kénnen wir nun die folgende Propo-
sition beweisen, die eine wichtige Vorbereitung fiir die Konstruktion der bereits

erwahnten geschachtelten Klassen darstellt.

Proposition 3.1.11. Seien 7 € Aut(G), H C P(G) vollstindig abgeschlossen,
7(S) € S und B(S) C S fir alle B € B, dann gilt

(a) L(H,T) C H,
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Kapitel 3 T-zerlegbare Verteilungen auf lokalkompakten Gruppen

(b) L(H,T) ist vollstandig abgeschlossen.

Beweis. (a) Sei pp € L(H,T), d.h. es existieren {p,}n>1 C SN H und {B,},>1 C
B, so dass:

By (pa e pn) S o
Dabei gilt ™ := puy % --- % u, € H wegen Abgeschlossenheit unter Faltung
und B;'(u™) € H wegen Abgeschlossenheit unter B-Typ-Aquivalenz. Also folgt
aufgrund der Abgeschlossenheit unter schwacher Konvergenz p € H.
(b) Zu zeigen sind die Eigenschaften (i)-(¢ii) aus Definition 3.1.2:
(i) Abgeschlossenheit unter B-Typ-Aquivalenz:
Sei u € L(H,T), d.h. es existiert v € H mit y = v *7(p) und 77(v) € S fiir alle
J € Z. Also gilt fiir alle B € B wegen Br =718

B(p) = B(vx7(n)

B(r (1))

<

I
sv
—~
X
~—
*

Dabei gilt B(v) € H wegen vollstandiger Abgeschlossenheit von H. Mit Propo-
sition 3.1.7 bzw. Bemerkung 3.1.8 (77 B(v) = B7’(v) € S, da B(S) C S fiir alle
B € B) folgt die Abgeschlossenheit unter B-Typ-Aquivalenz.

(ii) Abgeschlossenheit unter Faltung:

Seien p, ' € L(H,7), dann gilt p = v * 7(p) und @' = v/ x 7(y'). Da alle Fal-
tungsfaktoren nach Voraussetzung in S liegen und 7(S) C S, folgt

ol = v () x v % () = (e V) £ (e ).

(iii) Abgeschlossenheit unter schwacher Konvergenz:
Sei (ptn,) € L(H,7) mit 1, — p € P(G). Dann existiert fiir allen > 1 ein v, € H,
so dass

fin = Vn % T(f1n).

Es gilt g, — p, 7(pn) — 7(u) und nach dem Shift-Kompaktheits-Theorem exi-
stiert somit eine Teilfolge n/, so dass v,y — v € H. Also u € L(H,T). O

Analog zu Proposition 3.1.11 kann man ebenfalls zeigen, dass L*(H,7) C H.
Dariiber hinaus ist £*(H,7) abgeschlossen unter B-Typ-Aquivalenz und schwa-
cher Konvergenz. Fiir die Abgeschlossenheit unter Faltung benotigt man jedoch

die Kommutativitat.
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3.2 Semi-T-Zerlegbarkeit

Bemerkung 3.1.12. Man erhélt nun offensichtlich die folgenden Eigenschaften.

(a) Sei H vollstandig abgeschlossen, dann gilt:

HDL(H,7)DLLH,T),T)D....

(b) Definiert man nun fiir H := S die folgenden Klassen

Ly = S,
Ly = L(L;_,,7) firn >0,
L, = ()L

n>0

dann gilt aufgrund der vollstéandigen Abgeschlossenheit von H = S
S=LiDLIDL;D...DLL.

O

Dies fiihrt zu einem Korollar, welches den Zusammenhang zwischen den Klassen
L7 und der 7-Zerlegbarkeit einer Verteilung v darstellt. Der Beweis ist offensicht-
lich.

Korollar 3.1.13. Seien 7 € Aut(G), n € N, u € P(G), S vollstindig abgeschlos-

sen. Dann gilt:
(a) p€ L] < es existiert v e L] _,, so dass p=v*7(u) und 7(p),v € S,

(b) € L, < fir allen € N existiert v, € L]_|, so dass 1 = V1 * T(1)
und T(p), V1 € S.

3.2 Semi-7-Zerlegbarkeit

Wir wollen uns nun in diesem Abschnitt der Semi-7-Zerlegbarkeit widmen, einer
Verallgemeinerung der 7-Zerlegbarkeit. Dabei betrachten wir wieder Grenzver-
teilungen von Produkten von Zufallsvariablen auf G entlang Teilfolgen, B und S

seien dabei wieder fest gewéhlt.

Definition 3.2.1. Seien 7 € B und H C P(G), H # 0. Wir sagen, p gehért zur
Klasse LX(H, 1), falls (Bp)n>1 C Aut(G), (vn)n>1 C H und k, 7 oo ezistieren
mat
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(i) B, 1B, — T fiir n — oo,

kn
(ii) B;'( % v;) = p fiir n — oo.
j=1

Gilt dariiber hinaus
(iii) kyt1k, — o € (0,1) fiir n — oo,
dann sagen wir,  gehort zur Klasse LX(H, T, ).

Proposition 3.2.2. Seien 7 € Aut(G) und p € LX(P(G), 7). Dann existiert ein
v e P(G), so dass p=T1(p) *v.

Beweis. Fir p € LX(P(G),7) gilt nach Definition, dass (B,),>1 C Aut(G),

kn+1
(Vn)n>1 € H und k, /oo existieren mit B} B, — 7 und B, !( * v;) — u.
j=1
Nun gilt
kn+1 kn kni1
- - - -1
By ( % vj) = (B 1 Ba)(B, % vy) x (By, % vj).
J=1 J=1 Jj=kn+1
kn kn+1
Setze 7, := By} By, A\, := By ¥ v; und 0, := B, !, * ;. Es gilt nach Vor-
j=1 j=kn+1

aussetzung, dass 7, — 7 und \,, — . Damit folgt aus dem Shift-Kompaktheits-
Theorem, dass (0,),>1 relativ kompakt ist. Fiir jeden Haufungspunkt v von

(On)n>1 gilt dann p = 7(p) * v. O

Wenn man in Proposition 3.2.2 erreichen will, dass p die klassische 7-Zerlegbarkeits-
Darstellung ¢ = v % 7(u) besitzt, muss man z. B. zusétzlich voraussetzen, dass
7 (v) € § fiir alle j € Z.

Proposition 3.2.3. Seien 7 € Aut(G) und p = 7(p) * v mit 7"(u) = €., dann
folgt p € L*(H,T), also insbesondere p € LX(H,T).

Beweis. Wie in Bemerkung 3.1.4 erhélt man in umgekehrter Reihenfolge

po= Tp)x W)k kT ) 2 T0(V)

= () x (T W) x ok T D) w1 (0).
Mit B, := 7" und v; := 77(v) folgt die Behauptung. O
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3.3 Gruppen- und Automorphismennormen

Ebenso wie in Proposition 3.2.2 muss man hier fordern, dass 77/(v) € S fiir alle
Jj € Z, wenn man in der Voraussetzung die Form p = v * 7(p) benutzen will.
Dariiber hinaus gelten die Aussagen der Propositionen 3.2.2 und 3.2.3 auch fiir
L(H,T), falls man dort zusétzlich fordert, dass 7, B, € B, 7(S) C S, B(S) C S
fiir alle B € B und 77(v) € S fiir alle j € Z.

3.3 Gruppen- und Automorphismennormen

Wir benétigen im spéteren Verlauf dieses Kapitels unter anderem die Existenz ei-
ner subadditiven Norm auf G. Weiterhin soll zu einer Kontraktion 7 € Aut(G) ei-
ne Automorphismennorm ||.|| existieren, so dass bereits ||7|| < 1 gilt. Die Existenz
solcher Normen wird nun einerseits fiir homogene und andererseits fiir total unzu-
sammenhéingende Gruppen nachgewiesen. Spéter wird dies auf den allgemeinen
Fall einer kontrahierbaren, lokalkompakten Gruppe iibertragen. Zur Vorbereitung
benstigen wir zunéchst einige Lemmata iiber Gruppen- und Automorphismen-

normern.

Lemma 3.3.1. Seien G eine lokalkompakte Gruppe mit neutralem Element e und

| - | eine Gruppennorm auf G. Dann ist

o] = sup 22
ste |7]

eine Automorphismennorm auf Aut(G).

Lemma 3.3.2. Seien G eine lokalkompakte Gruppe und |- |;, 1 < i < n, Grup-

pennormen auf G. Dann ist maxi<;<n | - |; eine Gruppennorm auf G.

Lemma 3.3.3. Sei G eine lokalkompakte Gruppe. Seien weiter H C Aut(G) eine
kommutative Untergruppe, mo € N und || - || eine Automorphismennorm auf H.
Dann st

lollo == o™, o € H
eine Automorphismennorm auf H.

Lemma 3.3.4. Seien G eine lokalkompakte Gruppe und H C Aut(G) eine Un-
tergruppe. Seien weiter a« > 0 und || - || eine Automorphismennorm auf H. Dann
15t

ol :=llol* oceH

eine Automorphismennorm auf H.
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Da die Beweise offensichtlich sind, werden wir sie nicht nochmals explizit ange-
ben. Wir zeigen nun die Existenz einer subadditiven, homogenen Norm auf einer

homogenen Gruppe G mit den bereits erwdhnten Eigenschaften.

Proposition 3.3.5. Sei G eine homogene Gruppe mit Dilatationen (6;)i~o und
zugehoriger homogener Norm || (d. h. |6x| = t|z|). Weiter sei T € Aut(G) eine
Kontraktion mit 76, = &;7 fiir alle t. Dann existieren eine subadditive, homogene
Norm |- |, (beziiglich (6¢)¢>0) auf G mit kanonischer Automorphismennorm || - ||«

und ein mg € N, so dass ||7]|« < 1 und ||[7™||, < 1.

Beweis. Sei durch o := sup,_, % die kanonische Automorphismennorm defi-

niert (auf Aut(G)). Da 7 eine Kontraktion ist, existiert ein my € N mit || 77| < 1.

Wir wihlen mg minimal.

Man definiert nach Lemma 3.3.2 zunachst eine Norm durch

lz|, := max |7*z|, z €G.
0<k<mo—1

Diese ist subadditiv, denn:

|yl = _max {IT*(ay)|} < max {IT* @)+ 175 W)} < Jals + [yl

0<k<mgo 0<k<mgo

Fir N € N gilt N = nmgy + k mit 0 < k < my fiir ein n € Ny. Dann gilt:

TNz, = max |FN Mg
0<j<mo
< max [T - |7" Y|
0<j<mo
< l7™ " max {|7’kx|, . |7'm°_1x|, ki P |Tk+m0_ll‘|} )

Wegen |m7x|, < ||77]| - |z|« < |z« fiir 7 > mg folgt weiter

]TNJJ]* < l7™||" max {\T]:c|}

0<5j<mg
S el W E (3.1)
Auflerdem gilt
|7'_1£L‘|* = max |7'k_1$| < max ||7'_1|||Tkl'| < ||T_1|||1'|*
0<k<myo 0<k<mg

Sei H eine kommutative Untergruppe von Aut(G) mit 7, (6;);~0 € H. Dann gilt
mit Lemma 3.3.3 und 3.3.4, dass durch

1
2my

0

loflo == [lo™[] und [oly := |lo
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3.3 Gruppen- und Automorphismennormen

Automorphismennormen auf H definiert werden. Es gilt ||7]jo < 1 und ||7]|; < 1.
Aus (3.1) folgt

[TV x|, < ||7||¥ |2, fiir N > mg und |7%z|, < |z|, fiir k > 0.

Nun sei || - || die kanonische Automorphismennorm zu |- |, (definiert auf Aut(G)).
Nach Bemerkung 1.6.4 (d) ist ||lo|. = supy,,_; |o(2)]., denn [6;(z)|. = t|z]..
Dann folgt

M. < I7IY fiir N > mg und ||[7V]], < 1 fiir N < myg
1
und

]

Die so konstruierte Norm |-|, auf G und die zugehorige Automorphismennorm ||-||.
auf H erfiillen somit die Eigenschaften von 1.6.2-1.6.5. Auf einer kontrahierbaren,
total unzusammenhéngenden Gruppe existieren ebenfalls eine subadditive Norm
und eine Automorphismennorm mit den gewiinschten Eigenschaften, dies liefert
die folgende Proposition.

Proposition 3.3.6. G sei eine kontrahierbare, total unzusammenhdingende Grup-
pe, 7 € Aut(G) kontrahierend. Dann existiert eine subadditive Norm |- | auf G
und eine Automorphismennorm ||-|| auf Aut(G) mit [|7|| := sup,, [7(z)|/|z| < 1.
Insbesondere gilt mit der Notation aus Proposition 1.6.5 R™"|x| < |7"(z)| < p"|z|
fiir alle n € Z.

Beweis. Sei G eine total unzusammenhéngende Gruppe, dann existieren kompak-
te, offene Untergruppen (U, ),ez von G, die die folgenden Bedingungen erfiillen
(siche Lemma 4.4.2 bzw. [12], Abschnitt 3.1 II):

() Uyes Un = G,
(ii) M,ez Un = {e}, wobei e das Einheitselement in G ist,
(i) U, D Uyy, fiir alle n € Z,
(iv) 7"Uy = U, fur alle n € Z.
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Sei nun 0 < p < 1. Definiert man |z| := inf,{p* : x € Uy}, dann gilt:
2] = p* & & € Up \ Upya, Jz| = Ja7".

Diese Norm ist subadditiv. Dazu seien nun |z| = p*, |y| = p' und 0.B.d.A. [ < k.
D.h.z € Uy \ Upy1 und y € U; \ Uy, und wegen [ < k folgt y € Uy. Also gilt
auch zy € Uy, damit folgt:

vy < max{|z[, [y[} < [x] + [yl
Uberdies gilt nach Konstruktion:
|7z| = p|z| und damit |7"z| = p"|x|.
Fiir die Automorphismennorm wé#hlt man

o\r
o] = sup 12

cte  |T]

Ist z € Uy, dann folgt 7(z) € U1 und somit |7(x)|/|z| = p fiir alle k. Somit gilt

|7 ()]

7]} = sup{—-+} =p < 1.
ate |7
m

Nun kommen wir zum allgemeinen Fall einer kontrahierbaren, lokalkompakten

Gruppe. Dieser Fall kann jetzt auf die obigen Fille zuriickgefiihrt werden.

Proposition 3.3.7. Seien G eine kontrahierbare, lokalkompakte Gruppe und T €
Aut(G) eine Kontraktion. Dann existieren eine subadditive Norm | - | und eine
Automorphismennorm ||-|| ({0¢, 7} kommutativ fir geeignete Dilatationen (6;)io)
mit ||7]| <1, R7"|x| < |7™(z)| fir alle n > 0 und |7"(z)| < p"|x| fir n > my.

Beweis. Fiir eine kontrahierbare, lokalkompakte Gruppe gilt nach 3.1.13 in [12]

G=N()D,

wobei N eine kontrahierbare, nilpotente Gruppe mit Dilatationen (d;)¢~o und D
eine kontrahierbare, total unzusammenhéngende Gruppe ist. Weiterhin gilt, dass
T =k ® o, wobei k auf N und ¢ auf D kontrahierend sind.

Seien weiter | - |y bzw. | - |p die zugehorigen subadditiven Normen und || - ||x

und || - [|p die zugehorigen Automorphismennormen auf N bzw. D. Es gilt also
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3.4 Logarithmische Momente und Konvergenz von Faltungsprodukten

I&lly <1, ||6"]|xy < fiirn >meund 0 < c < 1, ||o]|p = C < 1, |kz|y = c|z|n
fir x € N und |ox|p = Clz|p fir x € D.

Dann definieren wir fiir (z,y) € G

|z, y)le == |z[n + |ylp-

Diese Norm ist subadditiv, denn

[(z2",yy)le = |22’ |v + [yy'|p
(lzlv + 12'|n) + (lylp + [¥'|p)
(lzlv + lylp) + (I2'|v + [¥'|p)
= |z y)le + (2, y) e

’(l‘7 y)(l‘/7 y/)|G

IN

Offensichtlich gilt

|(z,9)le = (z,9)"'c und |(z,y)lc = 0 & (2,y) = (e, ep).

Weiter gilt mit p := max{c,C} < 1
IT(2,y)|le = |(k2,0y)|c = [kz|§ + |oylp < plz|n + plylp = pl(2,9)|c

und daher folgt ||7|| < 1 und ||[7™°| < 1. Die iibrigen Ungleichungen folgen
unmittelbar.
[

Wir kénnen also im Folgenden auf kontrahierbaren, lokalkompakten Gruppen
0.B.d.A. annehmen, dass eine subadditive Norm | - | auf G und eine Automor-
phismennorm || - || auf einer Untergruppe H 2 {r*} existieren, so dass fiir die
Kontraktion 7 bereits ||7]| < 1 gilt.

3.4 Logarithmische Momente und Konvergenz

von Faltungsprodukten

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, einen Zusammenhang zwischen der Existenz
logarithmischer Momente der Ordnung n und der schwachen Konvergenz gewisser
Faltungsprodukte herzustellen. Im Folgenden sei dabei G stets eine kontrahier-
bare Gruppe. Dariiber hinaus sei (€2, A, P) immer der zugrunde liegende Wahr-

scheinlichkeitsraum.
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Definition 3.4.1. Man definiert analog zu Definition 2.4.15
P = {V e P(G): /ln(l + [Jz|)"v(dx) < oo}
= {y € P(G): /anr(HxH)"u(dx) < oo} :

wobei || - || eine subadditive Norm und n > 0 seien. Man sagt, v € Py besitzt ein
logarithmisches Moment der Ordnung n. Diese Klasse ist nach 1.6.2 fiir homogene

Gruppen unabhdngig von der speziellen. Norm.

Lemma 3.4.2. Seien f : Q — R, messbar, 1 : Ry — R, ¢ € C! strikt monoton
wachsend und ' € L*. Dann gilt:

/¢mfw%=/ P(f > )¢/ (y)dy.
Q Ry
Beweis. Es gilt
/¢ofdP = / Ppo f>2)dz
Q Ry
- / P(f > v (2))dz

= [ Py
Ry

O

Folgerung 3.4.3. Insbesondere benotigen wir im Folgenden
E [(log(1 +[|X]))"*] = (n + 1)/ P(| X[ > e’ = 1)y"dy
0
bzw. dquivalent dazu
B [(og" (1X1))"""] = (1) [ PUXI > ey,
Beweis. Mit f(x) =log(1 + ||z||) und ¥ (y) = y" ! folgt sofort, dass
E [(log(1 +[|X]))"*] = (n + 1)/ Plog(1 + [[X]]) > y)y"dy.
0

Umformen liefert die Behauptung. O]
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3.4 Logarithmische Momente und Konvergenz von Faltungsprodukten

Analog zu Summen unabhéngiger Zufallsvariabler im Vektorraum bendtigen wir
hier fiir Folgen von Produkten unabhingiger Zufallsvariabler die Aquivalenz von
fast sicherer und stochastischer Konvergenz. Fiir den Beweis des folgenden Theo-
rems sei dabei auf [14], Theorem 2.2.19 verwiesen. Da wir hier auch die zugehori-
gen Zufallsvariablen betrachten, sei daran erinnert, dass die Gruppe das zweite
Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt (dies folgt wie bereits erwdahnt aus der Kontrahier-
barkeit).

Theorem 3.4.4. Seien G eine aperiodische, lokalkompakte Gruppe und (X, )n>1
eine Folge unabhingiger Zufallsvariabler auf G mit Verteilungen (pn)n>1, d. h.

X, hat die Verteilung p,. Sei Y, := X1...X,, dann sind dquivalent

(i) Y, konvergiert fast sicher,

(i1) > p; konvergiert schwach,
i=1

(11i) Y, konvergiert stochastisch.

Damit erhélt man fiir den Fall aperiodischer lokalkompakter Gruppen auch direkt

das folgende Korollar.

Korollar 3.4.5. Seien G eine aperiodische, lokalkompakte Gruppe und (X, )n>1
eine Folge unabhdngiger Zufallsvariabler auf G mit Verteilungen (pn)n>1, dann
qgilt

X w; konvergiert schwach Vk € N & H X; konvergiert f. s. Vk € N.

izk >k
Da homogene Gruppen aperiodische, lokalkompakte Gruppen sind, erhalten wir
also die obigen Aquivalenzen fiir homogene Gruppen. Im Falle allgemeiner lo-
kalkompakter Gruppen kommt man jedoch nicht ohne eine Zusatzvoraussetzung
aus, wenn man die Aquivalenz von fast sicherer Konvergenz und Konvergenz in
Verteilung eines Produkts von unabhéngigen Zufallsvariablen erhalten mochte.

Zur vereinfachten Schreibweise im folgenden Satz benutzen wir die Notation
H.(v) ={zeG:v*xe, =v}

fiir die so genannte rechts-Invarianzgruppe einer Verteilung v € P(G). Aulerdem
setzen wir

n oo
Vikn) = % g und vy = % p
i=k+1 i=k+1

mit den Verteilungen aus dem vorherigen Theorem und Korollar.
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Satz 3.4.6. Seien G eine lokalkompakte Gruppe und (X, )n,>1 eine Folge un-

abhdngiger Zufallsvariabler auf G mit Verteilungen (fin)n>1. Gilt dariber hinaus

() He(vi) = {e},

k>1

dann folgt

H X; konvergiert f. s. Vk € N & >k u; konvergiert schwach Vk € N.

i>k >k

Beweis. Es ist nur die Riickrichtung zu zeigen. Wir {ibernehmen hier die Nota-
tionen aus [14]. Nach Voraussetzung gilt v ) — v fiir alle k € N. Aus Korollar
2.2.7 in [14] folgt, dass

Ky = Usupp()\)
Aee
kompakt ist (zur Definition von £ siche 2.2.1 in [14]). Mit 2.2.9 in [14] folgt
Ko C H(vpy) fiir alle k € N und somit Ko C (5, H:(vx)) = {e}. Theorem

2.2.16 in [14] liefert die fast sichere Konvergenz von []", ., X;, wenn wir dort
H = {e} wihlen. O

Fiir unseren Fall der 7-Zerlegbarkeit kénnen wir nun das folgende Korollar be-

weisen.

Korollar 3.4.7. Seien G eine kontrahierbare, lokalkompakte Gruppe, T € Aut(G)
kontrahierend, v € P(G) und (X;);>1 unabhingige identisch verteilte Zufallsva-
riable mit Vertellung v. Dariiber hinaus set X eine Zufallsvariable mit Verteilung

w. Dann gilt

X 7/ (v) S u fiirn — oo & HTj<Xj) — X fast sicher fiir n — oo.

Jj=1 j=1

Beweis. Nach Satz 3.4.6 geniigt es zu zeigen, dass

ﬂ H,( z (v)) = {e}.

o2
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Nun gilt aber

H,( ;.l: 7)) = {x: ;.:Tj(l/)*swz :l:Tj(l/)}

j=k+1 k+1 k+1
= {x: "k TI(W)) ke, = Tk TI(v))}
j=0 Jj=0
= 0w ng) = PR )
j= j=

= {I : Tk—l—l(:u’ * 57"““‘”(36)) - Tk+1 (/JJ)}
= {l’ D Er—(t)(g) = :u}
= {o: 7" (@) € H(n)}

und somit folgt H,( * 7/(v)) = 7" (H,.(u)). Da 7 kontrahierend ist, konver-
j=k+1
giert 7F1(z) gegen e. Also folgt

ﬂ H,( ; 7 (v)) = {e}.

Wir bendétigen zunéchst noch ein Hilfslemma.

Lemma 3.4.8. Seien X eine G-wertige Zufallsvariable auf (2, A, P) und |-| eine
subadditive Norm auf G. Dann gilt

/ P(n* |X| > y)y'"dy < oo = Y _ P(n*|X|> jp)j" < oo fir alle § > 0,
1

J=1

/ P(In" |X| > y)y'dy < o <« X:P(hrfr | X| > 78)j" < oo fiir ein B > 0.
1

=1

Beweis. Wir definieren fi(y) := P(In"|X| > y) und fo(y) = y" fir y > 1.
Beide Funktionen sind nichtnegativ und offensichtlich ist f; monoton fallend
und fo monoton wachsend. Wir zeigen zunéchst die zweite Aussage. Sei also
> o2y P(In™ | X] > jB)j" < oo fiir ein > 0. Nun setzen wir

z2(j) = gomax fi(y) f2(y) fir alle j € N.
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Dann folgt

z(7) < max max
b) = iB<y<(i+1)8 hily) IB<y<(+1)B f2(v)

= [1(B) (G +1)B)
= P(ln"|X|>jB)((F + 1)B)"™

Somit ergibt sich mithilfe der Abschétzung durch Riemann-Obersummen

NE

[P Ix s gy < 300
1

1

<.
Il

P(In™[X] > jB)((5 +1)8)"

NE

1

<.
Il

P(nt x| j0)" (-

NE

1

2'4" > P(ln*|X| > jB)j"
j=1
< 0Q.

<.
Il

IN

Der Beweis der ersten Aussage verlauft analog. Wir setzen hier

z(7) = min fiir alle y > 1.
(7) jpeimin 5f1(y)f2(y) y

Dann folgt wie oben

2(7) > min min
(J) T iB<y<L(j+1)B fl(y) JB<y<(j+1)B fQ(y)

= A(G+DB)f(8)
= Pt |X|> (G +1B)GB)™

Analog zum Beweis der zweiten Aussage liefert eine Abschétzung die Behauptung.
O

Fiir einige der Hauptresultate dieses Abschnitts ist eine Verallgemeinerung des
Lemmas von Borel-Cantelli erforderlich. Wir benétigen Aussagen iiber Doppel-
folgen von Mengen (Ag;)ken C A und definieren fiir diese dhnlich zum limes

superior fiir gewohnliche Folgen von Mengen

A* = ﬂ( U Ak,l)-

n>1 max(k,l)>n
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Lemma 3.4.9 (Borel-Cantelli fiir Doppelfolgen). Sei (Ay;)ken eine Doppelfolge

von Ereignissen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Dann gilt

(a) Seid 2o S P(Ayy) < oo, dann folgt P(A*) = 0.

(b) Seien die Ereignisse (Ax)gien unabhingig und > 7 > oy P(Agy) = oo,
dann folgt P(A*) = 1.

Beweis. (a) Aus der Stetigkeit von oben und der o-Subadditivitat von P folgt

P(A%) =

IN

IN

IN

n—oo

max(k,l)>n

lim ZP(Ak,l>

oo max(k,l)>n
oo n—1 n—1 oo

lim Z Z P(Ag) + lim Z Z P(Agy)
k=n =1 k=1 l=n

Tim Z Z P(Agg) + Jim Z Z P(Agg)
k=n 1=1 l=n k=1

0.

(b) Aus der Stetigkeit von unten folgt

P((A7)) = P(J (4

n=1 max(k,l)>n

= nh_{{.lop( ﬂAk,l)'

max(k,l)>n

Da log(1l — z) < —z fiir alle x € [0, 1], folgt fiir alle n € N

P( (40 = [ Q-PAw)

max(k,l)>n max(k,l)>n

Somit gilt P(A*)

= exp( Z log(1 — P(Ax;))

max(k,l)>n

< exp(— Y. P(Aw)

max(k,l)>n

= 0.
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Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Zusammenhang zwischen der
Konvergenz gewisser Faltungsprodukte und der Existenz logarithmischer Momen-
te herstellen, vergleiche auch Theorem 2.4.16. Da wir aber im allgemeinen Fall
einer kontrahierbaren Gruppe keine Aquivalenz schwacher und fast sicherer Kon-
vergenz wie in Satz 3.4.6 zur Verfiigung haben, kénnen wir zunéchst nur eine

Richtung beweisen.

Satz 3.4.10. Seien G eine kontrahierbare, lokalkompakte Gruppe und 7 € Aut(G)

eine Kontraktion. Dann gilt:

v E Pynit = X7 (V*(nfﬂ)> konvergiert schwach.
Jj=>0
Beweis. Es sei zunéchst vorausgesetzt, dass in Proposition 3.3.7 gilt my = 1.
Seien X, X;, X;; unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilung
v. Seien n € N fest und v € P, d.h. [ (In" |2])" ! dy(2) < co. Nun gilt wegen
Lemma 3.4.2:

/(ln+ lz|)" M dv(z) = /(lrfr |X|)"dP = / P(Iny | X| > y)(n+ 1)y"dy < oc.
G Q 0
Hieraus ergibt sich mit Lemma 3.4.8 folgende dquivalente Umformung;:
/ P(In* | X]| > y)(n + 1)y"dy < oo
0

& / P(Iln" |X| > y)y"dy < oo
0

& Y j"P(In*|X[>ja) <o Va>0
Jj=0
& Zj”P(\X] >exp(ja)) <oco  Va>0

Jj=0
jn
& [::ZZP(|Xi7j| > exp(ja)) < oo Ya>0.
7>0 i=1

Nun gilt aber nach Proposition 1.6.5 und Proposition 3.3.7 fiir R := ||77!|| > 1
und 0 < p:= 7| < 1

Y

R7"|x|, (3.2)
Pzl (3.3)

el

A\

|| <

und daher fiir alle 6 > 0

{Im"z| = p"0} C {la| = 0} = {R7"|2z| = R7"0} C {|7"(2)| = R™"0}. (3.4)
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3.4 Logarithmische Momente und Konvergenz von Faltungsprodukten

Daraus ergibt sich fiir § = exp(ja) und fiir alle j € N

P(|Xi;| > exp(jor)) < P(77Xi5] > R exp(ja)), (3.5)
P(|Xi;| > exp(jor)) = P(Im7Xi5| > o’ exp(ja)), (3.6)

und somit

jn
I < YN P(rXiyl > R explja)),

>0 i=1
jn
I >3 > PUrXi| = plexp(jo)).
j>0 i=1
Also folgt mit d, := pexp(a):

N

J

> D P Xl = 8)) < oo

>0 i=1

Wir definieren fir 1 <1 < 5"
Aij = {7 X550 = 80}

und A;; = 0 sonst. Dann gilt P(A;;) = P(Ap;) fir 0 < i < j™ Aus dem

Borel-Cantelli-Lemma fiir Doppelfolgen erhélt man nun mit zugehorigem A*:
P(A*) =0 fiir jedes feste a > 0.

Dies bedeutet, dass fiir P-fast alle w ein j(w) existiert, so dass fiir alle ¢ < j” und
J > j(w) gilt w e Af, also [77X; j(w)| < 07,
Wiéhle nun o > 0 so, dass d, < 1, dann gilt:

jn i) g I
DD IPXi)] = XX+ 30 D X w)

§>0 i=1 j=0 =1 J>j(w) =1

< a(w) —{—ZZ(%

>0 i=1

= aw) + Y j"%,

J=0
< oo fs., (3.7)
wobei ¢ (w) 1= S I X (w)] < oo st

j=0
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Analog gilt

j(w)
S X @) = 3o P K@)+ D 5P X ()|

Jj=0 Jj=0 j>j(w)
w)+ > "
Jj=0

< oo fs., (3.8)

IN

wobei hier cp(w) := 2370 T X ()] < oo ist.
Wegen (";” ) = Jj™+ o(j") folgt nun auch

n+J
T Xij(w)| < es(w) + ) j"0) < oo fs., (3.9)
> Z | 2

7j=0 i=1 7>0

wobei hier c3(w) := J () ZZ( ) 177X, j(w)] < o0 ist.
Also ist
("7%)
[T I 7%

>0 =1

eine Cauchyfolge fast sicher, damit konvergiert > 77 (V*(njj)> schwach.

Jj=0
Im Fall mg > 1 verlauft der Beweis prinzipiell analog. Die Abschéitzungen in
(3.3), (3.4) und (3.6) gelten dann nur fiir j > my. Dies fithrt in (3.7), (3.8) und
(3.9) lediglich zu einer weiteren additiven Konstanten, ldsst den restlichen Beweis

aber unverandert.

]

Fiir homogene Gruppen erhalten wir aber mithilfe der obigen Vorbereitungen

auch die Umkehrung.

Satz 3.4.11. Seien G eine homogene Gruppe und T € Aut(G) eine Kontraktion.
Dann gilt:

* 77 <V*<n?)) konvergiert schwach = v € Pyni1.
320

Beweis. X 77 (V*(nﬂﬂ)> konvergiere schwach. Nach Korollar 3.4.5 ist dies fiir un-
§>0

abhéingig identisch-verteilte Zufallsvariablen (X )i mit Verteilung v dquivalent
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zur fast sicheren Konvergenz von
)
H Tj< H X,L’])

7>0 i=1
Nun folgt:
fiir alle 6 > 0: P([)( | J{I7'Xi;l > 6}) = 0.
n>0 max(i,j)>n
Mit dem Lemma von Borel-Cantelli fiir Doppelfolgen erhélt man daraus fiir alle
0>0

> i P(|7X;,| > 6) < oo

§>0 i=1
& I:=>) j"P(rX;| > 0) < oo,
Jj=20

da die X ; identisch verteilt sind fiir alle 4, j. Aus (3.4) ergibt sich

{I7Xi | > 0} = {77 X 5| > RT7(R?6)} 2 {| Xy > R/6}
und mit §; = SYIiR

I>Y j"P(|Xi;| > 0R) =) j"P(|X;,] > &)
Jj=0 Jj=0
Es ist R > 1. Wir wahlen § > 1 und definieren § := 6R. Damit erhalten wir
0/ =01RI > §RI = & und es ergibt sich mit {|z| > 67} D {|z| > 67} direkt
P(|Xi ] > ) > P(|X;y] > &)

und somit

>3 j"P(1Xi > &),

>0
Wie im Beweis von Satz 3.4.10 und mithilfe von Lemma 3.4.8 gilt mit 3 := In(0):
Z]nPﬂXz,]’ > 5J> < 00
j>1

= Z]”P(hﬁ |Xi,j| > jﬁ) < 0

Jj=1

& /(lrfr | X)) dP = (n + 1)/ P(In" |X| > y)y"dy < .
1
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Diese Resultate liefern nun im folgenden Korollar die bereits erwéhnte Verbes-
serung der Resultate von W. Hazod und H.-P. Scheffler in [11]. Dort wurde nur
der Fall homogener Gruppen und n = 0 behandelt. Wir erhalten hier zum einen
eine Ubertragung auf mehrfache Zerlegbarkeit, zum anderen aber fiir den Fall
n = 0 auch die Verallgemeinerung von homogenen Gruppen zu kontrahierbaren,

lokalkompakten Gruppen. Dies zeigt das folgende Korollar.

Korollar 3.4.12. Seien G eine kontrahierbare, lokalkompakte Gruppe und T €
Aut(G) eine Kontraktion. Im Fall n = 0 sind die Aussagen im Satz 3.4.10 dqui-

valent.

Beweis. Die Hin-Richtung ist gerade der Spezialfall fiir n = 0. Die Riickrichtung
folgt mit Korollar 3.4.7, denn fiir den Fall n = 0 sind schwache und fast siche-
re Konvergenz der auftretenden Verteilungen bzw. Zufallsvariablen nach 3.4.7

dquivalent. O

Bemerkung 3.4.13. Wir kénnen nun die Bezeichnungen aus Satz 3.4.10 und
die Aussagen (3.7), (3.8) und (3.9) nutzen und erhalten fiir homogene Gruppen

weitere dquivalente Aussagen. Es gilt
v E Pynit & k7 (1/*<n;rj)> konvergiert schwach < (3.7) < (3.8) < (3.9).

J=0

Dies folgt direkt aus den Beweisen von Satz 3.4.10 und 3.4.11, denn im ersten

Beweis wurde eigentlich gezeigt
(a) v € Py = (3.7),(3.8),
(b) (3.8) = (3.9),

(c) Aus jeder der drei Aussagen (3.7), (3.8), (3.9) folgt, dass > 77 <V*(njj)>
320
schwach konvergiert. O

Bemerkung 3.4.14. Die Bedingung (3.9)

. (1)
Z Z ‘Tinj‘ < oo f.s.

j=0 i=1

bedeutet absolute Konvergenz und dies beinhaltet, dass die Reihe umgeordnet

werden darf. Somit ist auch jedes Teilprodukt von s 77 (V(n;'rj>) konvergent. Setzt
Jj=0
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man voraus, dass 7/ (v!) € S fiir alle j, [ € Z, dann unter anderem auch

*Tj(y(nﬂﬂ)) X (k7 (v ("

520 j>0 >0

n— l+z)

))-

O

Satz 3.4.15. Seien G eine kontrahierbare, lokalkompakte Gruppe und 7 € Aut(G)

eine Kontraktion. Dariiber hinaus konvergiere

kikj

schwach fiir alle k < n—1. Seien (Zl(k))lzl die zugehdrigen unabhdngigen Zufalls-

variablen, d. h. Zufallsvariable mit Verteilung ) Dann gilt

HTJ Z( ) konvergiert fast sicher fir alle k < n — 1.

j>0
Beweis. Aus Bemerkung 3.4.14 folgt direkt, dass v G — 7 Also ist Satz
7>0
3.4.10 anwendbar. Daraus folgt die Behauptung. m

Bemerkung 3.4.16. Seien (ZJ(k))th (Z;E))jﬂ‘zh- .. jeweils unabhéngige, iden-
tisch verteilte Zufallsvariable mit den entsprechenden Verteilungen aus dem vor-

herigen Satz. Dann gilt

Z(n) _ HTj(Z](n—l)):HTjHTi(Z(_

5>0 j>0 >0
_ J J 1 (0)
= =] 7 H (R ) ),
Jn=0 -12>0 Jo=>0
wobei die einzelnen Produkte fast sicher konvergieren. O

Fiir das folgende Theorem seien nun wieder B und § fest gewéhlt, mit den bereits

zuvor vereinbarten Eigenschaften.

Theorem 3.4.17. Seien G eine kontrahierbare, lokalkompakte Gruppe und T €

Aut(G) eine Kontraktion. Dann sind dquivalent:

(a) pe Ly,

(b) es existiert v; € Pyn+1, so dass gilt:
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o ox(™t
(i) u= *TJVT( J ),
j=0

(i) fiir alle k < n — 1 konvergiert * 77 (vr

(77

320

(c) es existiert v, € Pyn+1, so dass gilt:

o ox(™t
(i) u= *T]VT( J ),
j=0

)) schwach,

n+j
(i) > iso 21(:71 ) 177X, ;| < oo fast sicher, wobei die (X;;);; unabhingig

sind mit Verteilung v, .

Dabei sei wieder vorausgesetzt, dass 7 (VL) € S fir alle j,1 € N.

Beweis. (a) = (b) Induktion nach n. Fiir den Fall n = 0 folgt die Behauptung

aus Folgerung 3.1.6 und Proposition 3.1.7 (mit Kommutativitdtsvoraussetzung):

pwe Ll = v e€P(G)mit p=71p*v,

= u= %7y,

Jj=0

Sei die Behauptung nun fiir n gezeigt und sei p € L7, ;. Dann folgt aus Korollar

3.1.13 und Folgerung 3.1.6, dass ein v, € L] existiert mit:

p= k7.

Jj=0

Nach Induktionsvoraussetzung gilt aber:

n+i>

r z*(
v, = X1'v ",

1>0

wobei v; € P n+1. Daraus ergibt sich

I

* 77 % Tiyj(n:i)
j=0 >0

k sk 7—j+iyi(n:i>
j=0 >0

%k >]l<7'j1/:(n’ji)
§>0 i=0

iy Zoo (1)
j=0

* ij:(”;fﬁl)
j=0
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Damit folgt die Behauptung aus Proposition 3.1.7.
(b) = (a) Auch hier benutzen wir eine Induktion nach n. Man kann die Kofak-
toren von v wie folgt wéhlen:
v = X Ty
0<j<k—1
Dies ergibt sich aus Bemerkung 3.1.4. Damit und mit Folgerung 3.1.6 und Satz

3.4.10 ergibt sich der Fall n = 0. Denn angenommen (b) gilt, dann gilt fiir alle
ke N:

w o= X7y,
Jj=0

= X vk kT,

0<j<h—1 >k
= k7. x Xk Ty,
>k 0<j<k—1

= kv ko Ty,
Jj=0 0<j<k—1

= Tkpb* Vi k.

Also folgt p e L7.
Sei nun n > 1 fest und die Behauptung gelte fiir n. Sei p € P(G) und existiere

v, € Pyn+2 mit:

. n+1+j
= *ij;k( i)
Jj=0

Dann gilt analog zu ,,(a) = (b)“:

. ox(ntitd i Lo
= *TJVT( ) * 7/ (*TZVT( " )> :

§>0 7>0 120

Nun gilt aber nach Induktionsvoraussetzung, dass p, := % 7'v." "/ € L7, und
i>0

damit folgt p € L] ;.

(b) < (c) Dies folgt aus Bemerkung 3.4.14. O

Wir betrachten nun weiterhin kontrahierbare, lokalkompakte Gruppen. Im Fall
n = 1 konnen wir auch dann &hnliche dquivalente Aussagen wie im vorherigen

Theorem treffen, wenn wir nicht voraussetzen, dass die betrachteten Verteilungen
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bzgl. der Faltung kommutativ sind. Wir haben zwar die Klassen £ nur fiir den
kommutativen Fall definiert, um die gewiinschte geschachtelte Struktur zur er-
halten. Jedoch kénnen wir stattdessen die zweifache Zerlegbarkeit der Verteilung
u fordern. Dies bedeutet, dass fiir einen Automorphismus 7 € Aut(G) die Vertei-
lung i T-zerlegbar ist mit Kofaktor v, welcher wiederum 7-zerlegbar ist. Im Fall
n > 1 gelten die im Folgenden bewiesenen Aquivalenzen vermutlich auch. Jedoch
wird die Formulierung sehr uniibersichtlich, da man die auftretenden Faktoren

ohne Kommutativitdtsvoraussetzung nicht mehr geeignet zusammenfassen kann.

Satz 3.4.18. Seien G eine kontrahierbare, lokalkompakte Gruppe und T € Aut(G).
Seien (X)) j>1i<j+1 unabhingige Zufallsvariable mit Verteilung X. Weiter seien

= [Liso ™" (Xinyi) mit Verteilung v und Y := [];5, 7°(Z:) mit Verteilung pu.

Sez
Jj+1
> IP(Kig)l <00 fs.
720 =1
dann gilt

(a) fir alle Teilreihen Y, |77 (X )| < oo f.s.,
(b) v=Ax1(v),

(¢) p=vx7(p).

Beweis. Da die Reihe .- S |T9(X,,)| absolut konvergiert, kann man sie

umordnen (siehe auch Bemerkung 3.4.14) und man erhélt
Z Z 177(X; ;)| < oo fs..

i>1 j2>i—1

Daher gilt fiir alle Teilreihen )., , |77(Xj ;)| < oo fast sicher und somit konver-

giert fiir alle : € N
I "X =7(1] 7'(Xi) = 7'(Z)
j>i—1 j>i—1
fast sicher. Dabei gilt Z; = Hk>0 (X, 11i). Weiterhin gilt
Z‘TZZ|<ZZ|T X ;)| <oofs.
>0 i>0 j>i—1

Also folgt
v=Ax7(v)und p=vx*x71(pn).
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Nun kommen wir zur partiellen Umkehrung des vorherigen Satzes:

Satz 3.4.19. Seien G eine kontrahierbare, lokalkompakte Gruppe und T € Aut(G).
Sei p zweifach T-zerlegbar, d. h. es gelte p = v * 7(u) und v = A * 7(v). Es seien
(Xi,;) unabhingige Zufallsvariable mit Verteilung X und Y eine Zufallsvariable

mat Vertellung v. Dann gilt
(a) TTiZo Ti(H;iO 7(X;;)) = Y in Verteilung,
(b) > is0 IT(Xij)| < 00 fast sicher fiir alle j,
(c) ijo kel HiZO 7(X;;)| < oo fast sicher.

Beweis. Aus der zweifachen 7-Zerlegbarkeit von p ergibt sich fiir alle k£,1 € N
induktiv

k !
p= kW)« " (u) und v = k7(\) * 7T (V).
j=0 i=0
!
Wir setzen o; := % 7()\) und erhalten durch Einsetzen des zweiten Ausdrucks in
i=0

den ersten

po= % 77 (* () * 7'”1(V)> * TR (1)

7=0 =0
= o7 W) x7(0y) x T2 (W) ok TN o) TR (W) w 7R (o) % TR (1)

* TR (). (3.10)

Da 7 kontrahierend ist, gilt bekanntermafien (siche Definition 3.1.3) 78+ (1) = &,
und 7%+ (1) 5 &, fiir K — oo. In (3.10) miissen also nur die Terme 7¢(0;) genauer
betrachtet werden. Nun sei d eine Metrik auf P(G), die die schwache Topologie
erzeugt. Dann folgt aus der 7-Zerlegbarkeit von pu, dass fiir alle ¢ > 0 ein K. € N
existiert, so dass fiir alle k£ > K, gilt:

k
d(p, * 11 (v)) <e.
=0
Aus der 7-Zerlegbarkeit von v folgt ebenso, dass fiir alle § > 0 und alle £ € N ein
L, existiert, so dass fiir alle | > L;; € N gilt:
d(t?(v), 7 (07)) < § fiir 0 < j <k.
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Daraus ergibt sich also mit (3.10)
d(p, k(o)) < d(p, k7)) +d(7/(v), 7 (07)) < € + k0.

j=0 j=0

Wir wihlen nun ¢,, und 9,, so, dass &,, + nd,, — 0 fiir n — oo. Dann existiert eine

Folge (my,)n>1 C N, so dass fiir alle {,, > m,, gilt

n In
d (u, * 77 (*TTA))) — 0 fiir n — oo.
j=0  \i=0

In Termen von Zufallsvariablen ausgedriickt bedeutet dies gerade
n In

HTj (H Ti(Xz;j)) — Y fiir n — oo in Verteilung.
J=0 i=0

Betrachtet man Z; := lim,, ., [[", 7*(Xi;), dann folgt

H 7(Z;) = Y in Verteilung.
=0

Das Korollar 3.4.12 fiir den Spezialfall n = 0 liefert dann

Z I7'(X; ;)| < oo f.s. fiir alle j und Z |77(Z;)| < oo fast sicher.

i>0 §>0
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Kapitel 4
Stetig einbettbare Verteilungen

Wir wollen uns in diesem Kapitel mit der Zerlegbarkeit von Verteilungen beschéf-
tigen, die stetig einbettbar in eine Hemigruppe sind. Stetige Faltungshemigruppen
erzeugen gleichméfig infinitesimale Dreieckssysteme, kommutative Faltungshemi-
gruppen und insbesondere Faltungshalbgruppen erzeugen kommutative, infinite-
simale Dreieckssysteme. Die Umkehrung gilt nur unter Zusatzvoraussetzungen.
Der erste Abschnitt behandelt die Einbettbarkeit in Hemi- bzw. Faltungshalb-
gruppen. Danach werden Erzeugende Funktionale auf Vektorrdumen, einfach zu-
sammenhédngenden nilpotenten Lie-Gruppen und total unzusammenhéngenden
Gruppen definiert und jeweils wichtige Resultate zitiert. Dies dient der Vorberei-
tung auf die Abschnitte {iber Erzeugende Funktionale 7-zerlegbarer Verteilungen

auf lokalkompakten Gruppen.

4.1 Einbettbarkeit

Im ersten Abschnitt wird untersucht, wann eine 7-zerlegbare Verteilung einbett-
bar ist in eine Hemigruppe bzw. eine stetige Faltungshalbgruppe. Zunéchst wird
jedoch die Kommutativitat der Faltung nicht vorausgesetzt. Dafiir ibertragen wir
ein Resultat von C.R.E. Raja auf unseren Gruppenfall, siche dazu [27], Section
3, Proposition 2. Zunéchst benttigen wir dazu ein Lemma, der Beweis verlduft

analog zu [27], Section 2, Lemma 1, siche auch [34].

Lemma 4.1.1. Seien 7 € Aut(G) kontrahierend und I' C P(G) relativ kompakt.
Dann folgt 7" (7) = e, gleichmifig fiir alle v € T
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Kapitel 4 Stetig einbettbare Verteilungen

Proposition 4.1.2. Seien 7 € Aut(G) kontrahierend und p € P(G) 7-zerlegbar
(n = vx7(p)). Sei weiterhin v einbettbar in eine stetige Hemigruppe (v(s,t))o<s<t<1
mit v =v(0,1). Dann existieren (7.(71))1-21,”21 € P(G) und eine Folge natirlicher

Zahlen k, ' oo, so dass das Dreieckssystem (T"(y-(n)))f;

; ,n > 1 gleichmdfsig
infinitesimal ist und

kn kn,
* T"('yi(n)) =7"( % ’yi(n)) 5 fiir n — oo.
i=1 i=1
Beweis. Wir wihlen eine beliebige Folge k,, € N so, dass k, 1 — k, /" 00, z.B.

k, = n?. Weiterhin definieren wir fiir jedes 1 < i < k,,

A = pin=l (1/ (Z el o )) ,
k] - k‘jfl kj - kj*l

falls k;_1 < i < k;. Aus der 7-Zerlegbarkeit von p erhélt man fiir alle n > 1

p=vxT(v) . k7" Hw) x T (w)
und mit 77(u) = €, fiir n — oo gilt nach Proposition 3.1.5
vrT(v) .o+ V) S o (4.1)

Betrachten wir nun

kn n k;
j=1 j=1 \li=k;_1+1
’:; i (V (z —1—kjy i—ki ))
=1 \i=h;_1+1 kj—kj k= ki
n k;j . .
= 7 kit % V(Z_l_kj_l Z_kj_l) .
j=1 imky ot \ K — ki Tk — ki

Es gilt aufgrund der Hemigruppeneigenschaft

J Z—l_kj_l Z—kjj_l
= 1) =
i:k;lier( ki—kiy 'k k-_) v(0,1) =v

j — -1 j -1

Il
\]
3
¥ 3

und wegen (4.1)

kn n
T" ( ES 7j> = 7" ( ES Tj_”_l(u)>
j=1 Jj=1
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4.1 Einbettbarkeit

Nun bleibt noch zu zeigen, dass das Dreieckssystem (T”(v.(”)))fgl, n > 1 gleichméBig

infinitesimal ist, d.h. T”('yi(n)) 2 e.,n — o0, gleichméBig fiir alle 4. Sei I' :=
{v(s,t) : 0 < s <t < 1}. Dann ist I relativ kompakt. Da 7 kontrahierend ist,
folgt aus Lemma 4.1.1, dass 7" () — €. gleichméfBig fiir alle y € .

Seien nun € > 0 und eine Nullumgebung U, in G gegeben. Dann existiert ein
N € N, so dass 7"(7)(G\Up) < ¢ fiir alle n > N und alle y € I'. Fiir alle j < [3]
und n > 2N gilt n — j > N und wegen 77 (1\™) € T folgt fiir ki1 <i<k

(7Y (G\Uy) = ”_j(u(i_l_kjl i_kjl)) G\Up) < e.
T (fyl )( \ 0) T kj—k'j,1 ’kj_kj—l ( \ 0)

Nun ist 7 kontrahierend, daher existiert eine Nullumgebung Vj, so dass V C
T "(Up) fiir alle n > 1. Weiterhin ist die Abbildung (s,t) — v(s,t) gleichméfBig
stetig auf {0 < s <t < 1}. Fiir ¢ > 0 existiert also ein 6 > 0, so dass fiir alle
t—s < ¢ folgt

v(s,t)(G\Uy) < e.

Nach Konstruktion gilt k,, —k,,_1 — oo, d. h. es existiert ein L, so dass k,, —k,,_1 >
M fiir alle n > L und % < 6. Fiir n > 2L und j > [3] gilt dann k; — k;—1 > M
und fiir diese n und j folgt

i—l—kj_l i—kj_l)
v , G\W) < e.
(kj—k’j—l kj = kja (EAW)

Somit gilt fiir alle j > [§] und n > 2L

T (’yl )( \ 0) T kj_kjfl ’kj_kjfl ( \ 0)

i—1—k;_4 i—hl)
< v I J G\ WV
- ( kj—kj—1 " kj—Fkj (E\V)

< E&.
Daraus folgt die Behauptung. O

Faltungshalbgruppen erzeugen in kanonischer Weise Hemigruppen durch v(s, t) :=
v(t — s), siche dazu auch [12], Abschnitt 2.14 IV. Im Folgenden werden wir nur
kommutative Dreieckssysteme betrachten und uns daher auf den Fall der Ein-

bettbarkeit in Faltungshalbgruppen beschranken.

Definition 4.1.3. Wir sagen, p ist semi-t-zerlegbar, falls v € Li(H,T) und
(gemdf der Definition in 3.2.1) zusdtzlich das Dreieckssystem (Byv;), 1 < j < k,,

kommutativ und infinitesimal ist.
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Kapitel 4 Stetig einbettbare Verteilungen

Wir wollen nun semi-7-zerleghare Verteilungen charakterisieren. Da wir im allge-
meinen Fall von Gruppen den Limes p eines kommutativen, infinitesimalen Drei-
eckssystems nicht in eine Faltungshalbgruppe einbetten kénnen, beschrinken wir
uns hier zunéchst auf den Fall symmetrischer Verteilungen. In diesem Fall kénnen

wir ein Resultat von R. Shah nutzen, siehe dazu [29], Theorem 1.1.

Proposition 4.1.4. Sei G eine homogene Gruppe und sei (fin, ;)neN,j=1.. k, €N

n

kommutatives, infinitesimales, symmetrisches Dreieckssystem, so dass

kn
X fin g = p-
=1

1=

Dann ist v einbettbar in eine stetige Faltungshalbgruppe (pu).
Wir kénnen nun symmetrische, semi-7-zerlegbare Verteilungen charakterisieren.

Theorem 4.1.5. Seien G eine homogene Gruppe und 7 € Aut(G) eine Kon-
traktion. Sei weiterhin p € P(G) symmetrisch. Dann sind die folgenden beiden

Aussagen dquivalent:

(i) p ist semi-T-zerlegbar und das zugehdrige infinitesimale Dreieckssystem ist
symmetrisch und liegt in S.

(ii) p ist (stark) T-zerlegbar, der Kofaktor v ist symmetrisch und einbettbar in
eine stetige Faltungshalbgruppe (v)i>0 und fiir die Kofaktoren gilt 7*(v;) €
S fiir alle k € No, 1 < 57 < N(k).

Beweis. (i) = (ii): Setze fiir alle n > 1:

A = Tk * UNWY),
pn = T % % Unpo1)),
On = T"(UNm-1)41 % * UN(n))-

Es gilt A, = pund p, = 7(\,_1) — 7(x) und mit \,, = p, *0,, folgt, dass {7, }n>1
relativ kompakt ist. Fiir jeden Haufungspunkt v von o, gilt also p = v 7(u). v
ist Limes eines kommutativen infinitesimalen symmetrischen Dreieckssystems (in
S) und damit einbettbar in eine stetige Faltungshalbgruppe. Da 7 kontrahierend
ist, ist jede 7-zerlegbare Verteilung auch stark 7-zerlegbar.

(ii) = (i): Seien umgekehrt p 7-zerlegbar mit Kofaktor v und v einbettbar in eine
stetige Faltungshalbgruppe (14);>0. Die Behauptung folgt nun aus Proposition
4.1.2 fiir die Hemigruppe v(s,t) := v;_s. ]
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4.2 FErzeugende Funktionale auf Vektorrdumen

Wir kénnen uns von dem Fall symmetrischer Dreieckssysteme 16sen, bendtigen
aber andere Voraussetzungen an das Dreieckssystem, damit der Limes einbettbar
ist in eine stetige Faltungshalbgruppe. Beispiele dafiir finden sich unter anderem
bei Guivarc’h und Shah, [8], bei Maejima und Shah, [21], Theorem 5.2, bei Shah,
[30], Theorem 1.6 bzw. [32], Theorem 4.1 und bei Neuenschwander, [25].

4.2 Erzeugende Funktionale auf Vektorrdumen

In diesem Abschnitt sollen zunéchst einige bekannte Definitionen und Resulta-
te iiber die Lévy-Khinchin-Darstellung und Erzeugende Funktionale unendlich-
teilbarer Verteilungen auf Vektorrdumen vorgestellt werden. Dazu bezeichne V
im Folgenden stets einen Vektorraum. Fiir Beweise sei im Fall V = R auf [16] und
[37] verwiesen. Allgemeinere Beweise finden sich bei [14] und [26]. Wir benutzen
die Notation V* := V\{0}.

Definition 4.2.1. (a) Sei p(x) := ||z||?/(1 + ||z||?) fiir alle x € V. Man nennt
@ Hunt-Funktion.

(b) FEin nichtnegatives Radon-Mafi n € M (V*) heifst Lévy-Mafs auf V>, falls

/ pdn < 0.

Offensichtlich ist dies dquivalent zu

/ |lz|*n(dz) < oo und n(CV () < oo
V(e)\{0}

fiir ein ¢ € RY. Dabei bezeichne V(e) :={z € V: |z]| < e}.

Satz 4.2.2 (Lévy-Khinchin-Darstellung). Sei u € ID(V), dann existieren ¢ € V,
Q € End* (V) und ein Lévy-Maf$ n auf V*, so dass

fi(y) = exp(L(y)) (4.2)
= o (ite) — 5@+ [ esite) -1 -5 o)

4\ {0} 1+ ||z

fir alle y € V'. Weiterhin ist das L-K-Tripel (c¢,Q,n) von p eindeutig bestimmt.
Man nennt L auch zweite charakteristische Funktion von i oderlog-charakteristische

Funktion.
Umgekehrt gilt, dass fir alle c € V, Q € End™ (V) und ein Lévy-Mafi n auf V*
genau ein p € ID(V) ezistiert, so dass (4.2) gilt.
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Kapitel 4 Stetig einbettbare Verteilungen

Bemerkung 4.2.3. Sei p € ID(V) mit L-K-Tripel (¢, @,n), dann gelten die
folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir alle t € RY ist p! € ID(V) mit L-K-Tripel (tc, tQ, tn), u° = £9. Dann
ist (u);>o eine stetige Faltungshalbgruppe. Diese wird durch pu = p' bzw.
durch das L-K-Tripel (¢, @,n) eindeutig bestimmt. Fiir alle f € C,(V) mit

0 ¢ supp(f) gilt X
— i — i
(b) Seien A € End(V) und @ € V, dann gilt A(u) % ¢, € ID(V) mit L-K-Tripel

(C, AQA*, A(n)|yx) fir ein C € V.
(c) Esgilt C =a+ A(c) + A(u(A)), wobei

1 1
A) = — dzx).
o= [ (e - ) e
Offensichtlich ist u(A) = 0 fir A € Iso(V).

(d) Fiir alle t € Ry gilt (A(u))" = A(p') und (A(p) *xe,)" = A(p?) * eqr.

(e) Seien p, v € ID(V) mit zugehorigem L-K-Tripel (¢1, Q1,m1) bzw. (¢2, Q2,m2),
dann ist pxv € ID(V) mit zugehorigem L-K-Tripel (¢;4c2, Q14+ Q2, 1 +12).-
O

Wir kénnen nun das Erzeugende Funktional einer Verteilung p definieren und
einige Bemerkungen anfiihren, siche dazu auch [12], Abschnitt 1.1 II, 1.3.16 und
1.3.17.

Definition und Bemerkung 4.2.4. (a) Sei u € ID(V) mit L-K-Darstellung
(¢, Q,n) und seien ¢ = (¢;), @ = (gi;) (bzgl. einer Basis von V), dann

definieren wir ein lineares Funktional auf C*(V) durch:

0 1 0?
(A f) = Zcia—%f(o)+§zqz‘jmf(0)

K3 2,7

A heif$t Erzeugendes Funktional von u (bzw. u®).
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4.3 Erzeugende Funktionale auf Lie-Gruppen

(b) Mit den Abkiirzungen

<Cv f> = ZZ Czaixlf(())a
(@, f) = %Zm‘ Qij#;mjf(o)a
&iw— Hﬁ—;HQ,

Uf a3, 50 £(0) - &i(2)

erhdlt man die vereinfachte Darstellung

(A, ) ={C, ) +{Q. f) +/ (f (@) = £(0) = & f(x))dn(x).

A2

(¢c) Fiiry eV seiry, € C3(V) die Abbildung: x — exp(i{x,y)). Dann gilt fir L
aus Satz 4.2.2 L(y) = (A, ).

(d) Man bezeichnet mit GF (V) die Menge aller Erzeugenden Funktionale auf
V.

(e) Sei (1')ier, eine stetige Faltungshalbgruppe mit o = €. Dann kann das
Erzeugende Funktional dargestellt werden durch:

1 d+
(A, f) = 1}%1 E<Mt —eo0, f) = a@it,f)’t:o fiir alle f € E(V).

4.3 Erzeugende Funktionale auf einfach zusam-

menhingenden nilpotenten Lie-Gruppen

Wie schon in Abschnitt 1.4 bemerkt, ist eine stetige Faltungshalbgruppe im All-
gemeinen nicht eindeutig durch ein Mafl y = uq bestimmt. Stattdessen wollen wir
im Folgenden Erzeugende Funktionale betrachten, welche eine Faltungshalbgrup-
pe in P(G) eindeutig charakterisieren. Zundchst werden Erzeugende Funktionale
auf lokalkompakten Gruppen definiert und einige bekannte Resultate aufgefiihrt.
Im Anschluss wird die Beziehung zwischen Erzeugenden Funktionalen auf einfach
zusammenhédngenden Lie-Gruppen und den zugehorigen Lie-Algebren dargestellt.
Diesen Zusammenhang benotigen wir im Abschnitt 4.5, um Erzeugende Funktio-

nale T-zerlegbarer Verteilungen auf lokalkompakten Gruppen zu untersuchen.

Definition 4.3.1. (a) Sei D(G) bzw. £(G) der Raum der Testfunktionen bzw.
der beschrankten, requliren Funktionen auf G im Sinne von Bruhat [3].
Fiir Lie-Gruppen gilt dann D(G) = C°(G) und £(G) = {f € C(G) : fg €
D(G) fiir alle g € D(G)} = C°(G), siehe auch [12].
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Kapitel 4 Stetig einbettbare Verteilungen

(b) Sei (ju)ier, eine stetige Faltungshalbgruppe mit po = €.. Dann wird das
Erzeugende Funktional definiert durch:

1 d*
(A, f) = 13%1 ;(Mt —&e, [) = £<Mt7f>|t=0 fiir alle f € £(G).

(¢) Analog zum Vektorraumfall bezeichnen wir mit GF(G) die Menge aller Er-
zeugenden Funktionale stetiger Faltungshalbgruppen auf G.

(d) Man definiert durch

T(@) = . of () = [ Sen)duty) fir 1 € Cof)
den zu einem Mafl i gehorigen Faltungsoperator. Dabei sei . f(-) = f(z-).

Die ndchsten Theoreme liefern den eindeutigen Zusammenhang zwischen der Fal-
tungshalbgruppe (i);>o und dem zugehorigen Erzeugenden Funktional A, siehe
dazu [14], Theorem 4.5.9 und [12], Theorem 2.0.3. Wir benotigen zunéchst die

Definition eines infinitesimalen Generators, siche [14], Abschnitt 4.1.

Definition 4.3.2. Fir eine Kontraktionshalbgruppe (T})i>o auf einem Banach-
raum B st der infinitesimale Generator N definiert durch

o1
NJ=lim (T, = Df

fir f € Def(N) = {f € B :limpy +(T, —I)[ existiert in B}. In unserem Fall ist
B = Cy(G).

AuBlerdem benétigen wir die Begriffe primitive und quadratische Form, siehe [14],
Definition 1.5.15.

Definition 4.3.3. Sei ¢ ein reelles lineares Funktional auf D(G).
(a) ¥ heifst primitive Form, falls fir alle f,g € D(G) gilt:
W(fg") = v(f)gle) — f(e)v(yg),
wobei g*(x) := g(z™1).
(b) 1 heifit quadratische Form, falls fir alle f,g € D(G) gilt

U(fg) +¢(fg7) = 2(0(f)gle) + fle)e(g))-
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4.3 Erzeugende Funktionale auf Lie-Gruppen

Nun kommen wir zum Lévy-Khinchin-Theorem fiir beliebige lokalkompakte Grup-
pen, vergleiche dazu [14], Theorem 4.5.9. Fiir die Definition einer Lévy-Abbildung
und eines Lévy-Mafles sei der Leser auf [14], Definition 4.4.10 und 4.3.8 verwie-
sen, fiir die Definition der Begriffe fast positiver bzw. normierter Funktionale
siehe auch [14], Definition 4.4.6.

Theorem 4.3.4 (Lévy-Khinchin). Sei G eine lokalkompakte Gruppe.

(a) Sei (ut)io eine stetige Faltungshalbgruppe in P(G) mit Erzeugendem Funk-
tional A, dann gilt:
(i) D(G) C Def(A).
(ii) A ist fast positiv und normiert auf D(G).

(iii) Sei T eine Lévy-Abbildung auf G, dann existieren eine primitive Form
U, eine quadratische Form 1y auf D(G) und ein Lévy-Mafl n auf G,
so dass A die Darstellung (11, 19,n) besitzt, definiert durch

AN =0+ h)+ [ (F=F-TuNd  @3)

fir alle f € D(G).
(iv) n und 1y sind durch (p)e>o eindeutig bestimmdt.
(v) [o fdn=limpo 1 [ due fir alle f € C(G*).

(b) Seien umgekehrt T' eine Lévy-Abbildung auf G, ¢ eine primitive Form, )y
eine quadratische Form auf D(G) und n ein Lévy-Maf auf G. Wird durch
(4.3) ein lineares Funktional L auf D(G) definiert, dann gilt:

(i) L ist fast positiv und normiert auf D(G).

(i1) Es existiert eine eindeutig bestimmte stetige Faltungshalbgruppe (iit)t>0
in P(G) mit Erzeugendem Funktional A und infinitesimalem Genera-

tor N, so dass Alp) = L.
(iii) D(G) C Da.

Theorem 4.3.5. Seien (ut)i>o eine stetige Faltungshalbgruppe und A das zu-
gehorige Erzeugende Funktional. Dann gilt

(a) (pi)i>o ist eindeutig durch A charakterisiert.
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Kapitel 4 Stetig einbettbare Verteilungen

(b) Die Faltungshalbgruppe (ju)i>0 definiert eine Co-Kontraktionshalbgruppe von
Faltungsoperatoren (1, = T),,)i>0 auf Co(G) mit infinitesimalem Generator
(N,Dy) und D(G) C Dy. Dariiber hinaus gilt Nf = Taf fir f € D(G),
also

(A, f) = Nf(e).
Dabei ist der Faltungsoperator Ty definiert als x — Taf(z) := (A, . f).

(c¢) D(G) ist ein Kern fir (N,Dy) (d.h. (N|pw)) = (N, D)) und daher ein

gemeinsamer Kern fiir alle Generatoren stetiger Faltungshalbgruppen.

Definition 4.3.6. Es sei Exp : GF(G) — P(G) die Abbildung
tA — Exp(tA) = Expg(tA) =: p, t >0,
wobei ()0 die Faltungshalbgruppe mit Erzeugendem Funktional A ist.

Im folgenden Theorem wird der Zusammenhang zwischen Erzeugenden Funktio-
nalen auf einer exponentiellen Lie-Gruppe und auf der zugehorigen Lie-Algebra
dargestellt, vergleiche auch [12], Korollar 2.0.8 und Theorem 2.1.1.

Theorem 4.3.7. Im Falle einer exponentiellen Lie-Gruppe G mit Lie-Algebra
V wird durch f — f°:= foexp ein Isomorphismus zwischen D(G) und D(V),
E(G) und E(V) sowie Co(G) und Cyp(V) definiert. Weiter definieren wir A — A°
durch

(A% 1) = (A )

und erhalten so jeweils einen Isomorphismus zwischen D'(G) und D'(V) sowie

E'"(G) und E'(V), so dass A € GF(G), falls A° € GF(V).

Im Folgenden wird die Beziehung zwischen Verteilungen auf einer Lie-Gruppe G
und der zugehorigen Lie-Algebra V beschrieben. Diese Beziehung bezeichnen wir
hier als Ubersetzungs-Methode (vergleiche auch [12], Abschnitt 2.1). Die Uber-
setzung vom Gruppenfall auf den Vektorraumfall wird uns spéter helfen, die
Struktur Erzeugender Funktionale von 7-zerlegbaren Verteilungen auf Gruppen
zu untersuchen. Fiir die nachfolgenden Theoreme sei auf die Theoreme 2.1.3 und

2.1.4 in [12] verwiesen.

Theorem 4.3.8. Seien (,ul(tn))tzo, n € N und (pu)i>0 stetige Faltungshalbgruppen

mit Erzeugenden Funktionalen A, bzw. A. Dann sind dquivalent:
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4.3 Erzeugende Funktionale auf Lie-Gruppen

(i) "™ = p fiir t >0,

(i1) (Au, f) > (A, ) fiir alle f € £(G),
(iti) (A2, [°) = (A°, f°) fiir alle f° € E(V),
(iv) %o(n) = Expy(tAy) = 77 = Expy(tA°),
() 1™ 5 s,
(vi) P = [7% e~ tudt — [ e .

Theorem 4.3.9. Seien (vy)nen € P(G) und (ut)i>o eine stetige Faltungshalb-
gruppe mit Erzeugendem Funktional A und k, € N mit k, / oo. Dann sind
dquivalent:

(i) v 2 11, = Expg(tA) firt >0,

(i) exp(thn(vn —c)) = p fiir t >0,

(iii) (kn(vn —€c), f) = kn Jo [ — f(e)dva — (A, f) fiir alle f € E(G),

(iv) (kn(vy, — ), f°) = kn [y, f° = f2(0)dvy — (A°, f°) fiir alle f* € E(V),
(v) exp(th, (V2 —e.)) = ¢ fiir t > 0 mit v 1= Expy(tA°),

(vi) v 5 o, = Expg(tA) firt > 0.

Wir haben bereits in Theorem 1.3.7 gesehen, dass fiir eine einfach zusammen-
héngende Lie-Gruppe G und die zugehorige Lie-Algebra V gilt, dass Aut(G) und
Aut(V) isomorph sind. Fiir die vollstindige Ubersetzungs-Methode benotigen wir

noch zwei weitere Propositionen, vergleiche auch die Propositionen 2.1.6 und 2.1.7
in [12].

Proposition 4.3.10. Sei G eine lokalkompakte Gruppe. Ein Automorphismus
a € Aut(G) (bzw. a® € GL(V)) operiert auf Funktionenrdumen, indem man
definiert a(f) := f o a. Analog kann man Operationen auf P(G) und GF(G)

definieren durch

(a(p), f) = (w,a(f)) = (p, [ o a) und (a(A), f) = (A, foa).

Weiter gilt
a(Exp(t- A)) = Exp(t - a(A)) firt > 0.
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Proposition 4.3.11. Sei G eine einfach zusammenhdingende nilpotente Lie-

Gruppe, allgemeiner eine exponentielle Lie-Gruppe.
(a) Seien p € P(G) und a € Aut(G). Dann gilt (a(p))° = a®(u°).
(b) Seien (uy = Expg(tA))iso eine stetige Faltungshalbgruppe auf P(G) und

a € Aut(G). Sei vp = Expy(tA°). Dann gilt (a(A))° = a°(A°). Also ist
a(A) das Erzeugende Funktional der Faltungshalbgruppe

(a(m) = a(Expg(tA)) = Expg(ta(A)))izo € P(G)
und a°(A°) ist das Erzeugende Funktional von

(a°(77) = a”(Expy(tA°)) = Expy(ta®(A°)))iz0 C P(V).

Fiir die folgende Proposition siehe auch [12], Proposition 2.1.9
Proposition 4.3.12. Sei G eine exponentielle Lie-Gruppe.

(a) a € Aut(G) ist kontrahierend, falls a® € Aut(V) kontrahierend ist.

(b) (ai)e=o ist eine stetige Ein-Parameter-Gruppe in Aut(G), falls (af)i=o eine
stetige Ein-Parameter-Gruppe in Aut(V) ist, falls also (af = t¥);so fiir
ein E € Der(V) C End(V). Dabei bezeichnet Der(V) die Lie-Algebra der
Lie-Gruppe Aut(V), die Algebra der Derivationen.

4.4 Erzeugende Funktionale auf total unzusam-

menhingenden Gruppen

Auch fiir den Fall total unzusammenhéngender Gruppen G gibt es eine Ubersetz-
ungs-Methode, die es uns ermoglicht, den Zusammenhang zwischen Erzeugenden
Funktionalen auf G und einer Gruppe mit wesentlich schéneren Strukturen zu
untersuchen. Im Fall nilpotenter Lie-Gruppen reduziert man die Untersuchung
auf die Lie-Algebra V| also einen Vektorraum. In diesem Abschnitt beschreiben
wir die Ubersetzung in zwei Schritten. Dabei reduzieren wir zuerst von beliebigen
total unzusammenhéngenden Gruppen auf eine abelsche, kontrahierbare Gruppe,
im zweiten Schritt von dieser Gruppe auf eine spezielle total unzusammenhéngen-
de Gruppe, eine p-adische Gruppe.

Zunichst werden einige allgemeine Eigenschaften kontrahierender Automorphis-

men auf kontrahierbaren, lokalkompakten Gruppen aufgefiihrt.
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Definition 4.4.1. Es seien G eine lokalkompakte Gruppe und 7 € Aut(G).
Man bezeichnet mit A(T) die eindeutig bestimmte positive reelle Zahl, fir die

gilt T(wg) = A(T) - wg. A ist ein stetiger Homomorphismus von Aut(G) nach
RY.

Es bezeichne {(e) die Menge aller Umgebungen des neutralen Elements e, auch
Umgebungsfilter von e genannt. Fiir den Beweis des folgenden Lemmas sei der

Leser auf [12], Lemma 3.1.3 verwiesen.

Lemma 4.4.2. Seien G eine kontrahierbare, lokalkompakte Gruppe, T € Aut(G)
und U € U(e) abgeschlossen. Fiir n € Z setzt man Uy = (Nycppez 7°(U). Dann
qgilt

(a) U, D Upy1 und 7(U,) = U,11; insbesondere U,, = 7(Uy) fiir alle n € Z,
(b) Unez Un =G,
(c) jedes U, hat innere Punkte,

(d) fir jede kompakte Menge C' C G existiert ein ng € N, so dass 7"(C) C U

fiir alle n > ny,

(e) ist U kompakt, so ist (U,)nez eine Basis fiir (e), insbesondere gilt

ﬂ U, ={e}.

nel

Kontrahierbare, lokalkompakte Gruppen besitzen die folgenden Eigenschaften,
fir den Beweis sei auf [12], Abschnitt 3.1.5 verwiesen.

Lemma 4.4.3. Seien G eine kontrahierbare, lokalkompakte Gruppe und T €
Aut(G) eine Kontraktion. Dann gilt

(a) Die Topologie von G hat eine abzihlbare Basis.
(b) Ist G # {e}, dann ist G weder kompakt noch diskret.

(c) Ist N eine abgeschlossene, T-invariante Untergruppe von G, dann sind N
und G/N ebenfalls kontrahierbar.

(d) Ist H eine weitere kontrahierbare Gruppe mit Kontraktion p € Aut(H),
dann ist das direkte Produkt G x H auch kontrahierbar, denn der Automor-

phismus T ® p auf G x H ist kontrahierend.
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Betrachten wir nun den Fall einer kontrahierbaren, total unzusammenhéngenden
lokalkompakten Gruppe G # {e}, dabei sei wieder 7 € Aut(G) kontrahierend.
G ist dann weder kompakt noch diskret (siehe [12], Kapitel 3, Abschnitt IT). Es
existiert nach [13], Theorem 7.7 eine kompakte offene Untergruppe U von G, so
dass {e} # U # G. Wir setzen wie in Lemma 4.4.2

Up:= [ 78U) fiir alle n € Z.

k<n,k€Z
U, ist dann fiir alle n € Z eine kompakte Untergruppe von G. Es gilt dann:
(i) Up D Upyq fiir alle n € Z,
(ii) 7(U,) = Upyq fiir alle n € Z,
(i) Uyez Un = G,
() Mz Un = fe}-

Man kann U so wihlen, dass U, eine normale Untergruppe von U, ist fiir alle
n € Z und ord(U, /U,+1) = A(7). Fiir den Beweis siehe [12], Lemma 3.1.6. Dies
fithrt zu folgender Definition, siehe [12], Definition 3.1.7.

Definition 4.4.4. (a) Fine Folge (Gy)nez kompakter, offener Untergruppen
von G heifit zu T zugehdrige Filtration, falls gilt:

(i) Upez, Gn =G,
(1) Mpez Gn = {€},
(iii) Gpy1 ist eine normale Untergruppe von Gy, fir alle n € 7,

(v) 7(G,) = Gpy1 fir allen € Z .

(b) Eine Filtration heifst normal, falls Go, also jedes G, n € Z, eine normale
Untergruppe von G ist.

(¢) Seir:= A(7). Setzt man |z| := inf{r =" : z € G,,} fir alle x € G, dann gilt
fiir alle x,y € G:

(i) |z| =0, falls x = e,
(it) |z =[x,
(i) |zy| < max([z], [y]),
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(iv) |7 ()] = r~'|=|.

Dariiber hinaus gilt dann
Gon={zcG:|z|<r™}=1{zecG:|z|<r "V} necZ

Daher definiert 9(z,y) = v~ y| eine links-invariante Ultrametrik ¥ auf G, die
die Topologie auf G erzeugt. Eine Ultrametrik O bezeichnet dabei eine Metrik, fiir
die V(x,y) < max{d(x, 2),¥(z,y)} fir alle z,y,z € G gilt.

Die in der obigen Definition in (c) konstruierte Norm ist fiir den Fall p = r~! die
Gruppennorm auf einer total unzusammenhéngenden Gruppe, die in Proposition
3.3.6 konstruiert wurde.

Das bereits zuvor erwihnte Ziel ist, fiir eine beliebige kontrahierbare, total un-
zusammenhédngende Gruppe G eine kontrahierbare, abelsche, total unzusam-
menhéngende Gruppe zu finden, die zu G isomorph ist. Dazu betrachten wir
zunichst zwei Beispiele, vergleiche dazu [12], Bemerkung 3.1.8, Beispiel 3a) und
Beispiel 4a)-b).

Beispiel 4.4.5. (a) Fir eine natirliche Zahl p bezeichne Q, die p-adischen
Zahlen. Diese bilden zusammen mit der Operation ,+“ eine abelsche Grup-
pe (siehe [13], Theorem 10.3), jedoch nur fir Primzahlen p ist (Qp,+,-)
ein Korper (siehe [13], Definition 10.9, Theorem 10.10). Wir betrachten ab
jetzt die p-adischen Zahlen nur fir Primzahlen p. Fir t € Q, definieren
wir die Abbildung H; : x — t - x. Es gilt Aut(Q,) = Q), siehe [13], Ab-
schnitt 26.18(d). Es sei | - |, der p-adische Betrag. Da |Hy(x)|, = |t|, - |z,
ist Hy kontrahierend, falls |t|, < 1. Dariber hinaus ist Q, total unzusam-

menhdngend.

(b) Sei F' eine endliche Gruppe der Ordnung r > 1. A bezeichne die Menge
aller Folgen x = (x)kez in F, so dass x = e fir alle k < ko := ko(x) und
ein ko € Z U {4+00}. Das Produkt zweier Folgen betrachten wir komponen-
tenweise, damit wird A zu einer Gruppe. Wir betrachten die Teilmengen
A, = {x = (xp)kez : vx = € firalle k < n}, n € Z. Jedes A, ist eine
normale Untergruppe von A und es gilt:

Ap D Apsr, [(JAw={e}, (JA=A
nez nez

Versehen mit einer geeigneten Topologie (siehe [12], Bemerkung 3.1.8, Bei-

spiel 4a)) ist A eine total unzusammenhdngende topologische Gruppe. A ist
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lokalkompakt. Man definiert durch p((zx)rez) = (Tr—1)kez einen Automor-
phismus p auf A, dieser erfillt offensichtlich p(A,) = AN,y fiir alle n € Z,
ist bistetig und kontrahierend. Wir schreiben fiir festes r = A(p) auch hdufig
A(r) statt A.

Ist insbesondere r = p eine Primzahl und F die zyklische Gruppe der Ord-
nung p, dann ist die gerade konstruierte Gruppe A eine abelsche Torsions-

gruppe, so dass A(p) = p.

Dass diese beiden Beispiele in Verbindung zueinander stehen, zeigt die folgende

Proposition, vergleiche auch [12], Proposition 3.1.9.

Proposition 4.4.6. Sei G eine total unzusammenhdngende, lokalkompakte Grup-
pe mit kontrahierendem Automorphismus 7. Sei (Gy)nez eine zu T zugehdrige
Filtration auf G und sei ¥ die links-invariante Ultrametrik auf G, die von der Fil-
tration erzeugt wird. Definiere H := G,,/Gpy1 und v := ord(H). Sei andererseits
A = A(r) die abelsche, kontrahierbare, total unzusammenhdngende, lokalkompakte
Gruppe aus dem zweiten Beispiel in 4.4.5 zusammen mit dem betrachteten Auto-
morphismus p, der Filtration (Ay,)nez und der induzierten Ultrametrik §. Dann
ezistiert ein Homeomorphismus ¢ : A — G (sogar eine Isometrie von (A, ) nach
(G,)), so dass
o(A,) = Gy, fir allen € Z

und T o ¢ = pop.

Die abelsche, total unzusammenhéngende Gruppe A kann also aufgefasst werden
als das Analogon zum Tangentenraum einer kontrahierbaren Lie-Gruppe, der im
Abschnitt 4.3 betrachtet wurde. Denn wir haben gezeigt, dass jede kontrahier-
bare, total unzusammenhéngende, lokalkompakte Gruppe G mit Kontraktion 7
und A(7) = r isomorph (als topologischer Raum) ist zu A(r), unabhéngig von
der genauen Struktur der Gruppe. Insbesondere ist aber auch die Gruppe Q,
der p-adischen Zahlen eine kontrahierbare, total unzusammenhéngende Gruppe

(vergleiche Beispiel (a) in 4.4.5) und somit isomorph zu A(p).

Folgerung 4.4.7. Fiir den Fall, dass fir die total unzusammenhdngende, lokal-
kompakte Gruppe G mit Kontraktion T gilt A(T) = p, p prim, ist G isomorph zu
Qp. D. h. es existieren Isomorphismen ¢1 : A(p) = G und ¢ : A(p) — Q, und
somat 15t

D =pro0' G —Q,

ein Isomorphismus.
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Dies liefert uns im néchsten Abschnitt eine Vereinfachung bei der Untersuchung
der Zerlegbarkeitseigenschaften der Erzeugenden Funktionale auf kontrahierba-
ren, total unzusammenhéngenden, lokalkompakten Gruppen, denn im speziellen
Fall p-adischer Gruppen fiir eine Primzahl p wurden die Erzeugenden Funktio-
nale mehrfachzerlegbarer Verteilungen bereits von M. Maejima und R. Shah un-
tersucht, vergleiche [21]. Wir gehen im néchsten Abschnitt noch darauf ein und
mochten im letzten Teil dieses Abschnitts noch Erzeugende Funktionale auf to-
tal unzusammenhéngenden Gruppen betrachten. Fiir die folgenden Bemerkungen
siche auch [12], Abschnitt 3.6.16.

Bemerkung 4.4.8. Fiir eine total unzusammenhéngende Gruppe G erhélt man
eine einfache Lévy-Khinchin-Darstellung fiir eine Faltungshalbgruppe (f4:):>0 bzw.
deren Erzeugendes Funktional A, vergleiche auch [12], Abschnitt 3.6.16. Es gilt

D(G) = {f € C.(G) : im(f) ist endlich}.

Fiir das Erzeugende Funktional A erhélt man die Darstellung:
AU = [ (= fyin s f e £G),

O
Bemerkung 4.4.9. Seien G; und G, lokalkompakte Gruppen mit neutralen

Elementen e; und ey. Sei ¢ : G; — G ein topologischer Isomorphismus, so dass
wir durch f — f o ¢ eine Bijektion zwischen D(G,) und D(G;) erhalten. Sei
dariiber hinaus ¢(e1) = e5. Wir definieren das Funktional ¢(A) durch

(9(A), f) == (A, fod), f€D(Gy)
O

Es liegt also eine dhnliche Situation wie in Abschnitt 4.3 vor. Dabei iibernimmt
hier die abelsche, total unzusammenhéngende, lokalkompakte Gruppe A die Auf-
gabe der Lie-Algebra V im Fall von Lie-Gruppen. Wir erhalten das folgende
Theorem, siche auch [12], Theorem 3.6.18.

Theorem 4.4.10. Seien v, € P(G), k, / oo und (u; = Expg(tA))i>o eine
stetige Faltungshalbgruppe auf G mit pg = . und sei (7; = Exp,(tA°))i>0 eine
stetige Faltungshalbgruppe auf A, so dass die Erzeugenden Funktionale gerade A
und A° sind. Dann gilt

plntl B >0 o vt Boae 1 >0,

33



Kapitel 4 Stetig einbettbare Verteilungen

Die Resultate 4.3.8 und 4.3.9 lassen sich dann analog auf den Fall einer total
unzusammenhéngenden Gruppe iibertragen. Da wir im néchsten Abschnitt den
Zusammenhang zwischen Erzeugenden Funktionalen auf einer kontrahierbaren,
total unzusammenhéngenden, lokalkompakten Gruppe und auf der Gruppe Q,
der p-adischen Zahlen untersuchen mochten, benétigen wir noch die folgende
Definition. Sei 7 € Aut(G), dann definieren wir 7° € Aut(A(p)) durch
=gl oT o,

dabei ist ¢; wie in Folgerung 4.4.7 gewihlt. Seien also 7 € Aut(G) und 7 €
Aut(Q,), so dass

T =¢;loTod =g, oF oy,

dann gilt
F=grop oT0p0g,! =PoTod .

Wir benutzen im Folgenden die Notation 7° bzw. A° fiir Automorphismen bzw.

Erzeugende Funktionale auf A(p) und 7 bzw. A fiir die entsprechenden Objekte
auf Q,.

4.5 FErzeugende Funktionale 7-zerlegbarer Ver-

teilungen

Wir wollen in diesem Abschnitt die Struktur der Erzeugenden Funktionale 7-
zerlegbarer Verteilungen auf R? untersuchen, dabei sei 7 € Aut(R?). Wir betrach-
ten T-zerlegbare Faltungshalbgruppen (u');>o C P(R?), wobei eine Faltungshalb-
gruppe T-zerlegbar heifit, falls p! fiir alle ¢ > 0 7-zerlegbar ist mit einem Kofaktor
v(t). Fiir alle ¢ > 0 gilt also

pt =) = v(t). (4.4)

Ist nun v(t) selbst unendlich-teilbar fiir alle ¢ > 0, dann kann auch v(¢) einge-
bettet werden in die Faltungshalbgruppe (v(t)®)s>o. Ist diese Faltungshalbgruppe

wiederum 7-zerlegbar, dann erhilt man analog fiir alle s, > 0
v(t) =1(v(t)®) « At s). (4.5)

84



4.5 Erzeugende Funktionale 7-zerlegbarer Verteilungen

Definition 4.5.1. Wir nennen eine Faltungshalbgruppe (1')e>o einfach-t-zer-
legbar, wenn (u');>o T-zerlegbar ist, wie oben definiert. (u')i>o heifst n-fach 7-
zerlegbar, falls fiir alle t > 0

pt=1(u') * v(t)
und v(t) einbettbar ist in eine (n — 1)-fach T-zerlegbare Faltungshalbgruppe.

Nach Satz 1.4.8 ist die Einbettung in eine Faltungshalbgruppe eindeutig. Dariiber

hinaus ist die Faltung hier kommutativ, was uns zu folgendem Lemma fiihrt:
Lemma 4.5.2. Seien (p')i>0, (v(1)*)s>0, M(t,s) C P(R?) wie oben. Dann gilt
(a) v(s) =v(1),
(b) v(t)” = v(1)",
(c) A(t,s) = A(1,t-s).

Beweis. (a) Es gilt einerseits

und andererseits

p= () = (1) # 7()" = (v(1)" = (7(ph))" = v(1)" % ().

Die Kofaktoren sind eindeutig, denn fur die Fouriertransformierte von p° gilt
( ) # 0 fur alle y € K R? und daher T( )(y) # 0 fiir alle y € RY. Also folgt
V(s)(y) = 1/(1) (y) = ( )y )/T( $)(y) fiir alle y € R und damit die Behauptung.

Der Beweis von (b) bzw. (¢) verlauft analog. O
Wir kénnen nun die zugehorigen Erzeugenden Funktionale untersuchen.

Lemma 4.5.3. Seien wie oben (4.4) und (4.5) vorausgesetzt. Seien A und B die

Erzeugenden Funktionale von (u');>o und (v(1)%)s>0. Dann gilt
(a) A=71(A)+ B,
(b) B=1(B)+C,

wobei C' wiederum ein Erzeugendes Funktional ist.
Gilt umgekehrt (a) und (b) fir Erzeugende Funktionale A, B und C, dann ist die
von A erzeugte Faltungshalbgruppe 2-fach T-zerlegbar.
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Beweis. (a) Da p' und v(1)! unendlich-teilbar sind, besitzen sie nach Satz 4.2.2
Lévy-Khinchin-Darstellungen (¢, Q1,71) und (c2, Q2,72). Nach Bemerkung 4.2.3
(b) und (c) besitzt daher 7(u') die Lévy-Khinchin-Darstellung

(r(er), 7Q7 (1) g )

Nun gilt u!' = v(1) x 7(p') und mit Bemerkung 4.2.3 (e) folgt

o = 7(c1) + e,

Q1
m

TQT* + QZ:
7(n)|re + 72

Damit folgt die Behauptung direkt aus der Definition 4.2.4 der Erzeugenden
Funktionale.

(b) Es ist nur noch zu zeigen, dass C' = B — 7(B) ein Erzeugendes Funktional
ist. Dann gilt fiir f € D(RY) und ¢ > 0

d+

B, f) = E<V(t)s7f>’s=o
d+
= E<T(y(t)s) * )‘(t75>7 f>‘s:0
d+ +

s d
= £<T(V(t) )7 f>|s:0 + E</\(t7 8)7 f>|S:0‘

Da (B, f) und %<T(V<t)s),f>’320 existieren, existiert auch %(A(t, $), f)]s=o- So-
mit ergibt sich

KB, f) = t(r(B), f) + t{C, [),
mit o

<C7 f> = %(A(la 8)7 f>|s:0-

Nach der Charakterisierung von erzeugenden Funktionalen in [33] als fast positiv
und normiert (siche auch Theorem 4.3.4) gilt damit C' € GF(RY).
Die Umkehrung ist offensichtlich. O]

Bemerkung 4.5.4. Das Lemma bleibt auch im Gruppenfall richtig, jedoch nicht
ohne weitere Voraussetzungen an die Gruppe. Man benétigt die eindeutige Ein-
bettbarkeit in eine Faltungshalbgruppe, die Kommutativitéit der Faltung und die
Eindeutigkeit der Kofaktoren. Diese Bedingungen sind im Vektorraum erfiillt,
auf einer Gruppe im Allgemeinen aber nicht, sie miissen also unter Umsténden

zusétzlich gefordert werden. O
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Induktiv erhélt man aus Lemma 4.5.3 schlielich den folgenden Satz:

Satz 4.5.5. Seien V ein Vektorraum, 7 € Aut(V) kontrahierend und A ein Er-

zeugendes Funktional. Dann sind dquivalent:

(1) eine stetige Faltungshalbgruppe (u:)i>o mit Erzeugendem Funktional A ist

n-fach t-zerlegbar,

(i1) es existieren (A;)1<i<n € GF(V), so dass

n—1
A= T(AH—Z T(A)+A, und A; = 7(A)+Ai fir Ag .= A, 0<i<n—1.

=1

Analog zur 7-Zerlegbarkeit von Faltungshalbgruppen definieren wir also die 7-

Zerlegbarkeit von Erzeugenden Funktionalen auf Gruppen.

Definition 4.5.6. Wir sagen, ein Erzeugendes Funktional A heifst n-fach 7-
zerlegbar auf G, falls (A;)1<i<n € GF(G) existieren, so dass
n—1

A=71(A)+ ZT(Ai) + A, und A; = 7(A;) + Ay fiir Ag:=A, 0<i<n-—1.

i=1

Analog wird die n-fache 7°-Zerlegbarkeit von A° aufV definiert.

Man kann die n-fache 7-Zerlegbarkeit eines Erzeugenden Funktionals A auch

folgendermaflen beschreiben:
A= T(A) + Al, Al = T(Al) + AQ, ceey An—l = T(An—l) + An (46)

Das Lévy-Mafl hat dann eine entsprechene Gestalt.

Mit diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu den beiden Hauptresultaten die-
ses Kapitels, zunéchst fiir den Fall einer homogenen Gruppe G. Fiir den Vektor-
raumfall wurde die Struktur Erzeugender Funktionale mehrfachzerlegbarer Fal-
tungshalbgruppen bereits von M. Maejima, K. Sato und T. Watanabe genauer
untersucht, vergleiche [20]. Wir beziehen uns daher im Folgenden auf die in [20]
untersuchte Lévy-Khinchin-Darstellung, vergleiche [20], Theorem 3.1 und Propo-

sition 3.2.

Satz 4.5.7. Seien G eine homogene Gruppe mit Lie-Algebra V =R¢, A € GF(G)
bzw. A° € GF(V). Weiter seien 7 € Aut(G) bzw. 7° € Aut(V). Dann sind

dquivalent:
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(i) A ist n-fach T-zerlegbar auf G,
(11) A° ist n-fach 1°-zerlegbar auf 'V,
(111) ' = Exp(tA°) ist n-fach 7°-zerlegbar auf V fiir alle t > 0,

(iv) A° hat die von Maejima, Sato und Watanabe angegebene Lévy-Khinchin-
Darstellung.

Beweis. Es bleibt nur zu zeigen (i) < (ii), denn nach Satz 4.5.5 gilt (ii) < (iii)
und nach [20] gilt (iii) < (iv). Sei also A n-fach 7-zerlegbar auf G, wir setzen
Ay := A. Dann existieren (4;)1<;<, € GF(G), so dass

n—1

A= T(A) + A, und A; = 7(A;) + A fir 0 <i <mn — 1.
1=0

Wir setzen fiir f € £(G)
(A3, 1°) = (A, f) fir 0< i <
und erhalten somit fiir das Erzeugende Funktional A° auf V:

(A%1°) = (4 f)

= ZT )+ An, f)

n—1

— Z<A“T(f)> + (An, f)

n—1

= DAL+ (A5 )

= Y (A ) + (A5, )
i=0
— Z TO(A7) + A5, f°).
Offensichtlich gilt auch
A7 =71°(A7) + A7, fir 0 <7 <.
Damit folgt (ii). Die Umkehrung folgt analog. ]
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Fiir den Fall total unzusammenhéngender Gruppen erhélt man analoge Aussagen.
Wir kénnen den Zusammenhang zwischen einer kontrahierbaren, total unzusam-
menhéngenden, lokalkompakten Gruppe G und der Gruppe Q, der p-adischen
Zahlen herstellen. Erzeugende Funktionale auf dieser Gruppe wurden néamlich be-
reits von M. Maejima und R. Shah untersucht, vergleiche [21]. Insofern beziehen
wir uns also im Folgenden auf die dort untersuchte Lévy-Khinchin-Darstellung,
vergleiche [21], Theorem 4.3 und Theorem 5.2.

Satz 4.5.8. Seien G eine kontrahierbare, total unzusammenhdngende Gruppe
mit Filtrierung (Uy,), Unt1 = 7(Un) und p = ord(U, /U,41) prim. A € GF(G),
A° € GF(A(p)) bzw. A € GF(Q,). Weiter seien 7 € Aut(G), 7° € Aut(A(p))
bzw. T € Aut(Q,). Dann sind dquivalent:

(i) A ist n-fach T-zerlegbar auf G,
(ii) A° ist n-fach T°-zerlegbar auf A(p),
(iii) A ist n-fach 7-zerlegbar auf Q,
() v = Expg, (tA) ist n-fach 7-zerlegbar auf Q, fir alle t >0,
(v) A hat die von Maejima und Shah angegebene Lévy-Khinchin-Darstellung.

Beweis. Es bleibt zu zeigen (i) < (ii) und (ii) < (iii). Nach [21], Theorem 4.3
gilt némlich (iii) < (iv), man beachte die Darstellung (4.6) insbesondere fiir das
Lévy-MaB. Nach [21], Theorem 5.2 gilt (iv) < (v). (i) < (i) und (ii) < (iii)
werden auf die gleiche Art bewiesen wie die entsprechende Aussage fiir den Fall
homogener Gruppen. Es wird hier nur der Zusammenhang zwischen kontrahierba-
ren, total unzusammenhéngenden, lokalkompakten Gruppen und A(p) bendétigt.
Sowohl G als auch @, sind aber kontrahierbar, total unzusammenhéngend und
lokalkompakt. O

A(p) und Q, sind abelsche Gruppen (auch wenn p nicht prim ist). Aus (ii) bzw.
(iii) folgt also, dass die entsprechenden Faltungshalbgruppen o; = Exp,, (tA°)
und v; = Expq (tA) n-fach zerlegbar sind. Die Umkehrung ist auch beweisbar,
falls die Eindeutigkeit der Einbettung gewéhrleistet ist, nur dann kann Lemma
4.5.3 angewendet werden, siehe auch Bemerkung 4.5.4. Zum Beispiel kann man die
zusétzliche Voraussetzung im Fall der Gruppe A(p) stellen, dass alle betrachteten
MafBle symmetrisch sind. In [21] wurde vorausgesetzt, dass p prim ist, daher wurde

diese Voraussetzung auch in Satz 4.5.8 {ibernommen.

39






Kapitel 5

Ausblick

Bereits in den vorherigen Kapiteln wurden kommutative Hypergruppen als Bei-
spiele betrachtet. Die Gelfand-Paare (G, K) in Beispiel 3.0.2 definieren auf kano-
nische Weise Hypergruppen. Ebenso kann die Menge S;(G, K) := {u € P(G) :
k(p) = pfiralle k € K} in Beispiel 3.0.2 (b)(ii) (wobei K C Aut(G) eine
kompakte Untergruppe bezeichnet) als Hypergruppe aufgefasst werden (die so
genannte Bahnenhypergruppe).

Somit stellt sich die Frage, in welcher Weise die Ergebnisse aus den vorherigen
Kapiteln auch auf Hypergruppen richtig bleiben. Im letzten Kapitel dieser Arbeit
widmen wir uns dieser Fragestellung und geben einen kurzen Ausblick, welche
Resultate sich auf eine spezielle Klasse von Hypergruppen iibertragen lassen.
Dabei konzentrieren wir uns auf eine Klasse von Hypergruppen, die bereits von
M. Rosler [28] und M. Voit [39] studiert wurden. Diese Hypergruppen besitzen
einige Eigenschaften analog zum Gruppen- oder Vektorraumfall, daher werden im
ersten Abschnitt zunéchst ein kurzer Uberblick gegeben und diese Eigenschaften
dargestellt.

Es sei K = R oder K = C und wir bezeichnen mit II; den Kegel positiv semi-
definiter, linearer Operatoren auf dem K?. Weiterhin sei M°(Il;) die Menge der

beschréankten Borel-Mafle auf I1,;, versehen mit einer Faltungsstruktur
%, 0 MP(T1g) x MP(I1y) — MP(I1,),

so dass (I14, *,,) eine Hypergruppe ist. Dabei gilt i > p—1 fiir zwei reelle Parame-
ter u, p. Dies sind die von M. Rosler und M. Voit untersuchten Hypergruppen, fiir
genauere Details zu p und p sei der Leser daher auf [28] und [39] verwiesen. Fiir

den Fall d = 1 sind dies gerade die so genannten Bessel-Kingman-Hypergruppen.
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Kapitel 5 Ausblick

Wir werden im weiteren Verlauf die Notation * fiir die Faltung benutzen, da wir
nicht genauer auf die Details der Parameter eingehen werden.

Es ergibt sich auf einer Hypergruppe R zunéchst einmal das Problem, dass keine
deterministische punktweise Operation in der Hypergruppe gegeben ist, die es
erlaubt, eine Summe X 4 Y von zwei unabhéngigen R-wertigen Zufallsvariablen
X und Y direkt zu definieren. Daher soll im Folgenden der Begriff der Konkre-
tisierung einer Hypergruppe eingefithrt werden, der es erlaubt, eine Summe von
R-wertigen Zufallsvariablen X und Y so festzulegen, dass die Verteilung dieser
Summe im Falle unabhéngiger Zufallsvariabler gerade durch Py * Py beschrieben

wird. Fiir Details sei der Leser auf [2], Abschnitt 7.1., verwiesen.

Definition 5.0.9. Seien R eine Hypergruppe, j ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf
einem kompakten Raum M und ® : R X R x M — R Borel-messbar. Das Tripel
(M, p, @) heifit Konkretisierung von R, falls

p({®(z,y, ) € A}) = (e, x £,)(A) fiir alle z,y € R und A € B(R),
dabei bezeichnet B(R) die Borelsche o-Algebra in R.

Der folgende Satz sichert die Existenz von Konkretisierungen fiir Hypergruppen,

falls diese das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillen, siche auch [2], Theorem 7.1.3.

Satz 5.0.10. Sei R eine Hypergruppe. Dann existiert eine messbare Abbildung
P :RxRx[0,1] = R, so dass ([0,1], M|jo,1), P) eine Konkretisierung von R ist.

Fiir die folgende Definition und Proposition sei auf [2], Abschnitte 7.1.5 und 7.1.6

verwiesen.

Definition und Proposition 5.0.11. Seien R eine Hypergruppe, (2, A, P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und (M, p, ®) eine Konkretisierung von R. X und Y
seien R-wertige Zufallsvariable und A eine M -wertige Zufallsvariable auf (2, A, P).
A sei unabhdngig von (X,Y) und es gelte Py = p. Die randomisierte Summe von
X und Y wird dann definiert durch

A
X FY :=®X,Y,A).

A
X + Y ist dann eine R-wertige Zufallsvariable auf (2, A, P), und im Falle der
Unabhdngigkeit gilt
P A = PX * Py.
X+Y
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Ausblick

Wir betrachten in diesem Kapitel nur eine spezielle Klasse von Hypergruppen
und wollen nun einige Eigenschaften dieser Hypergruppen zitieren, die in [39]
untersucht wurden und die benotigt werden, um die Resultate aus den Kapiteln

3 und 4 zu iibertragen.

Proposition 5.0.12. (Ily, %) ist hermitesch und abelsch. Die Fouriertransfor-

maerte [i ist reell.

Die Begriffe Unendlich-Teilbarkeit, Einbettbarkeit und Faltungshalbgruppe wer-
den dhnlich wie in Abschnitt 1.4 definiert. Im Fall einer beliebigen kommutativen
Hypergruppe gilt im Allgemeinen nicht, dass jede unendlich-teilbare Verteilung
einbettbar ist in eine Faltungshalbgruppe. In unserem Fall jedoch kann man sogar
zeigen, dass jede unendlich-teilbare Verteilung pu € P(Il;) eindeutig einbettbar
ist in eine Faltungshalbgruppe (1);>0. Dariiber hinaus gilt auf der Hypergruppe
(IT4, *) das Shift-Kompaktheits-Theorem, fiir die folgenden Aussagen siehe auch
[2] bzw. die Propositionen 0.12 und 0.13 in [10].

Proposition 5.0.13. Seien (fy)n>1, (Vn)n>1 C P(R) und A, := pn*vy, firn € N.
Dann gilt:

(a) Sei (Ap)n>1 gleichmdfig straff, dann existieren Folgen (xn)n>1, (Yn)n>1 C R,

50 dass (fun * €4, )n>1 und (€y, * Vy)n>1 gleichmdafig straff sind.

(b) Sind zwei der drei Folgen gleichmdfsig straff, dann gilt dies auch fir die
dritte.

(c) Ist (\n)n>1 gleichmipig straff, dann sind auch (u2)p>1 und (V2)n>1 gleich-
maig straff.

(d) Ist (An)n>1 gleichmdfig straff, dann sind auch (g4, )n>1 und (g4, )n>1 (aus
1.) gleichmdfig straff.

Lemma 5.0.14. Seien 1, (ftn)n>1, (Un)n>1, (An)n>1 C P(R).

(a) Es gelte p, — p und o, := i, * €4, — o fiir eine Folge (zp)n>1 € R.
Dann ist (fiy)n>1 relativkompakt und fir alle Hiufungspunkte x von x,, gilt

0= [l *E,.

(b) Es gelte v, — o und vy, * A, — X. Dann folgt X, — .
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Kapitel 5 Ausblick

Fiir Matrix-Kegel-Hypergruppen existiert auflerdem ein Typenkonvergenzsatz,
vergleiche [10], Theorem 1.10. Diesen wollen wir hier aber nicht noch einmal
explizit darstellen, wir benotigen nur dessen Existenz. Ebenso wollen wir die
in Kapitel 3 eingefithrten Begriffe und Notationen nicht noch einmal auflisten.
Die Definitionen der (Semi-)7-Zerlegbarkeit, 7-Zerlegbarkeit, vollstandigen Ab-
geschlossenheit, logarithmischen Momente, Automorphismennormen usw. wollen
wir Eins-zu-Eins aus den vorherigen Kapiteln iibernehmen. Es wird jedoch noch
ein Aquivalenzsatz fiir Konvergenzen benétigt, vergleiche z.B. 3.4.4 oder 3.4.6.
Der Leser sei fiir die Definition der Fourier-Transformierten auf [2], Abschnitt
2.2, fiir den Beweis des folgenden Aquivalenzsatzes auf I1, auf [10], Korollar 2.21

verwiesen.

Korollar 5.0.15. Sei (Ily, %) eine Hypergruppe und sei T ein kontrahierender
Automorphismus. Seien v € P(Ily) und (Xi)r>o unabhingige Zufallsvariablen

mat Verteilung v, wobei U keine Nullstellen besitzt. Wir bezeichnen mit
Spi=A— ZTk(Xk)
k=0

die randomisierte Summe. Dann gilt

Ps, = k m8(v) B X e P(Ily) = S, — S f.s und Py = X ist T-zerlegbar.
k=0
Die Aussage bleibt richtig, wenn man die Bedingung, dass © keine Nullstellen be-
sitzt, durch die schwéchere Aussage ersetzt, dass die Menge der Nullstellen von
v von erster Kategorie ist. Den Zusammenhang zu der Existenz von logarithmi-
schen Momenten liefern die beiden folgenden Propositionen, es sei dazu auf die

Propositionen 2.22 und 2.23 in [10] verwiesen.

Proposition 5.0.16. Seien (Il,, %) eine Hypergruppe und T ein kontrahierender
Automorphismus auf (Ilg, *). Seien v € P(Ily) und (Xi)r>o unabhingige Zufalls-

variable mit Verteilung v. Gilt dariber hinaus
(i) U besitzt keine Nullstellen,

(ii) 78(X}) — 0 f.s. fiir k — oo,

n

(iii) A\p := k) 7(v) = X € P(Ily) fiir n — oo,
k=0
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Ausblick

dann besitzt v ein logarithmisches Moment erster Ordnung (vergleiche Definition

3.4.1).

Proposition 5.0.17. Seien (I, %) eine Hypergruppe und T ein kontrahierender
Automorphismus auf (Ilg, *). Seien v € P(Ily) und (Xi)r>o0 unabhingige Zufalls-

variable mit Verteilung v. Gilt dariber hinaus
(i) U besitzt keine Nullstellen,

(i1) v besitzt ein logarithmisches Moment erster Ordnung.
Dann folgt A, := % 7%(v) 5 X\ € P(Ily) fiir n — oo und X ist T-zerlegbar.
k=0

Zusétzlich zu den Forderungen im klassischen Fall von lokalkompakten Gruppen
und Vektorrdumen miissen wir hier unter anderem fordern, dass 7 keine Null-
stellen besitzt. Diese Einschrinkung miissen wir auch iibernehmen, wenn wir
Resultate aus den Kapiteln 3 und 4 {ibertragen wollen. Nun stehen somit alle
Hilfsmittel zur Verfiigung, um die Ergebnisse von Kapitel 3 und 4 auf die spe-
ziellen Hypergruppen (Il4, %) zu iibertragen. Wir wollen hier jedoch auf genaue

Details verzichten.
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Symbolverzeichnis

X, Gi direktes Produkt der Gruppen G;

JTEY Faltung der Mafle p und v

W n-fache Faltung von p

L —> 1 schwache Konvergenz von Maflen

X2y Gleichheit in Verteilung

Xn 4 x Konvergenz in Verteilung von Zufallsvariablen

|Kall Automorphismennorm

|| homogene Norm auf G

-] Kommutator

(A, B) die von den Elementen aba='b~! erzeugte Untergruppe von G

a’ Automorphismus auf é

a® => (n) " (loga)"Q"

A(p) Halbgruppe der Symmetrien von

Aut(G) Menge der Automorphismen auf G

C komplexe Zahlen

¢ Menge aller abgeschlossenen, multiplikativen Unterhalbgruppen
C von [0, 1] mit C' 2 {0,1}

Co(V) Menge aller stetigen Funktionen auf V mit lim, ., f(z) =0

C3(V) Menge aller beschrénkten, zweifach stetig differenzierbaren
Funktionen auf V mit beschrankten Ableitungen

Cp(V) Menge aller stetigen, beschrankten Funktionen auf V

C.(V) Menge aller stetigen Funktionen auf V mit kompaktem Triger

C>(V) Menge aller stetigen, unendlich-oft differenzierbaren Funktionen auf V

C2(V) = Cp(V) NC>(V)
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Symbolverzeichnis

Ce(V) =C.(V)NC>(V)
Cent(A,G) Zentralisator von A in G
Cent(G) Zentrum von G

Oy Dilatationen

D(G) Raum der Testfunktionen auf G

D(G) Kommutatoruntergruppe von G

D(p) Urbanik-Zerlegbarkeitsklasse

Def(f) Definitionsbereich von f

Der(V) Algebra der Derivationen auf V

e neutrales Element der Gruppe G

€x Punktmafl mit Masse in x

E(G) beschrénkte, regulére Funktionen auf G
¢(G) Menge der stetig einbettbaren Mafle aut G
End(G) Menge der Endomorphismen auf G

End* (V) nicht negativdefinite, symmetrische Operatoren auf V

F,F, Menge der lokalen Funktionen

G lokalkompakte Gruppe

G~ = G\{e}

é Tangentialraum an eine Gruppe G in e

GF(V) Menge aller erzeugenden Funktionale auf V

GL(V) Menge invertierbarer Operatoren (Automorphismen) auf V
ID(G) Menge der unendlich-teilbaren Verteilungen auf G

im(f) Bild einer Funktion f

Iso(G) Menge der Isomorphismen auf G

K =R oder C

L(R%) Menge der selbstzerlegbaren Verteilungen auf R?

log, In = exp !

n Fouriertransformierte eines Mafles p

(1t)e>0 Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien, meist Faltungshalbgruppe
(fs.t)s<t Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien, meist Hemigruppe
M, Tangentialraum an M in p

M(G) Menge der Radon-Mafle auf G

M, (G) Menge der positiven Radon-Mafle auf G

MO (G) Menge der beschrinkten Mafie auf G

M, (R%) Menge aller d x d-Matrizen iiber R, deren Eigenwerte alle einen
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Symbolverzeichnis

nichtnegativen Realteil besitzen

Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen, meist Hemigruppe
Kegel der positiv semidefiniten, linearen Operatoren auf K¢
Verteilung einer Zufallsvariablen X

Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle auf G

reelle Zahlen

nichtnegative reelle Zahlen

=R%\{0}

Realteil einer komplexen Zahl z

Menge von bzgl. der Faltung kommutativen Verteilungen
Menge der Eigenwerte von A

Menge der semistabilen Verteilungen auf G

Trager einer Funktion f

Automorphismus, meist Kontraktion

= (tF)s>0 Ein-Parameter-Untergruppe von GL(V)
Umgebungsfilter von e

Vektorraum

= V\{0}

={reV:|z|| <e}

ganze Zahlen
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