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1. Energieund Leistung

1.1 Systemzustand

1.1.1 Allgemeine Bemerkungen zum 1. Hauptsatz

Ein System ist ein Kontrollraum, d.h. ein eindeutig begrenzter Raum, dessen Zustand beschrieben
oder dessen Zustandsanderung beobachtet werden soll.

W Arbeit W Energieformen, die die
AU Wirme Q Systemgrenzen iliberschreiten
innere Energie U} Systemzustand
QIZ # System

Systemgrenze, z.B. diatherm
1.1.1 Bild 1: Beispiel fur ein geschlossenes System

Bei einer Zustandsénderung von "Zustand 1" in "Zustand 2" wird dem System Energie in Form
von Arbeit W und/oder Warme Q zugeftihrt oder entzogen. Die Arbeit W und die Warme Q sind
Energieformen, die die Systemgrenze Uberschreiten. Die innere Energie U charakterisiert den
Systemzustand.

Wird nun das Prinzip der Energieerhaltung auf die Zustandsénderung (1 — 2) angewandt, so
ergibt sich der erste Hauptsatz der Thermodynamik zu

Q12+V\42 :Uz _Ul =AJ.

Laut DIN werden folgende V orzeichenkonventionen vereinbart:
(Energie-) Zufuhr +
(Energie-) Abgabe -

Grundlegendes Uber elektrische Energie:

1) Elektrische Energie kommt -in verwertbarer Menge- in der Natur nicht vor.

2) Elektrische Energie mul3 aus (nichtelektrischer) Primérenergie gewandelt werden.

3) Elektrische Energie ist zu 100% Exergie, d.h. sie kann zu 100% in jede andere Energieform
umgewandelt werden, weshalb sie auch als wertvolle Energie bezeichnet wird.

lr;;cil};[éeii:l;grlsicgle elekt. Energiesystem ‘
8 Energiewandlung -\, glelid. lcli."nlchtel'ekt.

Energietlibertragung ekundarenergie

W, e—p Energieverteilung

AU e Q. Wirme

Teilsystem

1.1.1 Bild 2: Unmwandlung von Energie
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Fir die Anderung der inneren Energie AU bei Umwandlung von nichtelektrischer Primérenergie
entsprechend 1.1.1 Bild 2 gilt:
W, =Wgp, —Q,, =AU

Da U zum Teil aus Feldenergie besteht, ist es schwierig die Systemgrenze zu bestimmen an der
die Feldstérke von E und H null ist.

Leistung
W = dd—\{[V Energiestrom
)= Z—? Warmestrom

1.1.2 Zustandsgrofen

feldtheoretische Grolien netawer ktheor etische Grof3en
Stromdichte J=«kE o Strom | = %U
elektrische Felddichte D=¢E o Ladung Q=CU
magnetische FluRdichte B=uH o magnetischer FluR o= LI

Die Materialdaten (k,&,u) sind héufig skalar. Dies bedingt die skalaren Netzwerkelemente
(RC.L), die, falls k # f(E), £ # f(E) und = f(F), konstant sind (sog. lineare Netzwerke).

Beispiel: Plattenkondensator

M D D=¢lE

+ 4 .
E-Feld e S DA=c[+[E[$
— g —
! © =

Q=CU

1.1.2 Bild 1: Plattenkondensator

An diesem Beispidl ist deutlich sichtbar, dal3 Gleichungen fir feldtheoretische Grol3en sich einfach
in Gleichungen flr netzwerktheoretische Grofden umformen lassen. Aul3erdem ist erkennbar, dal3

ause# f (E) eine konstante Kapazitat C resultiert.

Zustandsdiagramme

Die magnetische Feldenergiedichte |a3t sich unter der Voraussetzung der Linearitét und mit den
Anfangsbedingungen H,, B, = 0 berechnen zu

2
WM:IHdB:%HB:%H?
1
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Fur die Energie einer Spule gilt

2
1 L
WL :,rlqu:Equ:EIz
1

Nun stellt sich die Frage, ob L das ganze Feld erfaldt, denn dann mf3te fir die magnetische
Feldenergie auch gelten

W, = [[[ W,V W,

Dies stimmt tatsachlich, denn W, :II de 18t sich mit dg=dBdA und| :IHds umformen
zum Volumenintegral I I I HdBdAds = I I w..dV .

1.1.2 Bild 2 verdeutlicht die magnetische Feldenergie(dichte) fir den Fall der nicht
verschwindenden Anfangsbedingungen (H,, B, # 0). In diesem Fall gilt

Wy = 2 [H2 1],

Somit ergibt die grau schraffierte Flache die magnetische Feldenergiedichte w,,, (bei Achsen-
bezeichnung H,B und Steigung der Geraden:= ). Da W, = I I I w.dV kann die schraffierte

Flache auch as magnetische Feldenergie der Spule | (Achsenbezeichnung |, ¢ und Steigung der
Geraden:= L) aufgefaldt werden.

B’
¢

1.1.2 Bild 2: Magnetische Feldenergie(dichte)

Die eektrische Feldenergiedichte ist unter den Voraussetzungen der Linearitdt und der
Anfangsbedingung E,, D, = 0 gegeben durch

2
Wy, = [EAD -lep-tp
) 2 2
Die Energie einer Kapazitét ist
2
1 C
W, = fUdQ==-UQ=—U?>.
e { Q=-UQ=~
Erfaldt C das ganze Feld mufite wiederum gelten
W, = [[fw.dv =W..
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Auch diese Aussage hat Glltigkeit, denn mit dQ =dDdA und U :IEds |&3t sich die Energie

des Kondensators W, mit ds[dlA=dV umformenzu W, = I I I w,dV .

1.1.2 Bild 3 stellt - analog zu 1.1.2 Bild 2 - die elektrische Feldenergie(dichte) fur den Fall der
nicht verschwindenden Anfangsbedingungen (E,, D, # 0) dar.

lolw.

’ ‘AicIZ
I

U,E
1.1.2 Bild 3: Elektrische Feldenergie(dichte)

Interpretation L,C: Symbol fur Feldenergie
Dadie Feldenergie von der Prozef3flihrung abhangt, ist sie keine Zustandsgrolie!

Fur die Verlustleistungsdichte gilt

2

W, = JE =kE® =2,

K
die Verlustleistung &3t sich berechnen durch
U 2
=IU=—=1%R
W R
Die Verlustenergiedichte ist gegeben durch
t
W, = [W,dt.
I

1.1.2 Bild 4 zeigt schraffiert die rechteckformige Flache, die je nach Achsenbezeichnung die
Verlustleistungsdichte v, (J,E Achsenbezeichnung, k Steigung der Geraden) oder die

Verlustleistung W, (U, Achsenbezeichnung, R Steigung der Geraden) darstellt.

J
I

1.1.2 Bild 4: Verlustlei stung(sdichte)
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1.1.2 Bild 5 verdeutlicht den Begriff der Verlustenergie. Am Widerstand R entstehen Verluste,
weil der Prozef3 nicht umkehrbar ist (irreversibler Prozef3). Der Verlust Wy entsteht durch

thermodynamische Reibungsarbeit.

Seite 8
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1.1.2 Bild 5: Warmeverlust am Widerstand

Hysterese
Bei einem Kreisprozel3 1 - 2 - 1 mit Hystereseverlust entsprechend 1.1.2 Bild 6 gilt nach dem

1. Hauptsatz
W,, =W, —w, =0.

Bei Hystereseverlusten kann nur der Teil der im E- oder H-Feld gespeicherten Energie
zurtickgewonnen werden!

B,|  dunkle Teilfliche: w,
Dt 2

helle Teilfldche: w,

~gesamte Fliache: w,

1 E.H
1.1.2 Bild 6: Hystereseschleife

Wie 1.1.2 Bild 6 verdeutlicht, geht jeweils beim Durchlaufen von 1 — 2 — 1 die Energie der
"hellen Teilflache" verloren.

Merke: Hystereseverlust setzt nichtlineares Material voraus, aber nichtlineares Materia ruft nicht
zwangsaufig Hystereseverlust hervor!

1.1.3 Energieerhaltungssatz (elektrisch)

Die beiden Maxwell-Gleichungen
rotH=J+D und rotE =-B

lassen sich umformen zu (siehe TET 11.3)

ﬁ}(ﬁx H)dA+Iﬂj[Edv = —%w% E? +% Hzgjv |
ﬂ}édﬁwwv dv = _%fﬂ(""e +W,, )dV

wobei: OvG...Integration Uber die Oberfl&che des betrachteten Volumens G

Seite 9
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Das Vektorprodukt ExH = S ist wieder ein Vektor, dessen Produkt mit dA ein Skalarprodukt
darstellt und ebenso wie die restlichen Produkte einen skalaren Wert ergibt. Daraus folgt, dal3 die
Leistung zwar ortsbezogen ist, aber keine Richtung hat.

Poynting-Vektor S
Der Poynting-Vektor § entsprechend 1.1.3 Bild 1 ist ein Leistungsdichtevektor, d.h. er gibt die
Richtung und die Stérke des Lestungsflusses an.

A
BB=S
H
[Si=s
a
=

1.1.3 Bild 1. Poynting-Vektor
Fur den Poynting-V ektor gilt

S=ExH,
fur seinen Betrag

S=E[H @Ena

Die Einheit des Poynting-Vektorsist
VAW
[EllH] = L= 2

Das Skalarprodukt SdA = SdAcosa = S,dA gibt, wie in 1.1.3 Bild 2 verdeutlicht, die in der

Zeiteinheit durch das Flachenelement dA austretende Energie an (Achtung: a nun Winkel
zwischen dA und S).

\

dA/_
S

1.1.3 Bild 2: Flachenelement mit austretendem Poynting-Vektor

Seite 10
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TG Abstrakte Interpretation:
dA 12
- // Bei Abnahme der elektrischen und magnetischen
E/ Feldenergie in G "strahlt" die Oberflache Leistung
ab und dabei entsteht in G Verlustleistung.

1.1.3 Bild 3: Abstrahlende Leistung

Beispiel: G:= Koaxiakabel

A | K A
8 :‘
I— R, R, R
® K r
U S
\
[
G

1.1.3 Bild 4: Koaxialkabel

Unter der Voraussetzung, dald nur Stirnflachen mit S# 0 berlicksichtigt werden und dem
stationéren Betrieb mit % | (w, +w,, )dv =0 folgt

G—'Q’Sdﬂ+‘g§2dﬂ+ J’Hj [EdV =0.

Latervol.

Dadie Verlustleistung J [E positiv ist, muR S > S, gelten.

Seite 11
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1.2 Eigenschaften der Leistung

1.2.1 Leistungsflufd

Beispiel: Koaxial-Kabel

Der Poynting-Vektor ergibt sich in diesem Beispiel zu
_ B
S=0003
hat also nur eine Komponete in z-Richtung, fir diegilt S, =EH,.

Wiein 1.2.1 Bild 1 ersichtlich, ist dieses Produkt nur im Feldraum
zwischen den Leitern (R <r < R,) ungleich Null.

Aus dieser Uberlegung folgt, daR der Leistungsflu’ (Energie-
transport) nur im Feldraum zwischen den Leitern stattfindet.

! H, Nun wird die Ubertragene Leistung berechnet durch
l P R
IJ’SdAz t[Equ,andr :

R sz k; T Mit | =H,2mR=congt. # f(r) folgt

1.2.1Bild 1: Feldim ~ R,
Koaxial-Kabel IJSdA: I:[Er d=und.

Aus dem Ergebnis des Beispiels [ J’ SdA=U O 14t sich erkennen, dai? der Leistungsflu durch

Strom und Spannung bestimmt wird, obwonhl er nicht im Leiter stattfindet.

Beispiel: Zweidraht-Leitung

J x

—

-
I«

—~—

1.2.1 Bild 2: Zweidraht-Leitung

Da bel der realen Zweidrahtleitung gleichermal3en die Letfahigkeit der Leiter und die Isolier-
fahigkeit des Isolationsmediums beschrankt ist, ergeben sich die in 1.2.1 Bild 2 eingezeichneten
gekrimmten E-Feldlinien. Dies wiederum bewirkt eine Komponente des Poynting-Vektors zum
Leiter hin (Verluste!).

Seite 12
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|
1_,0 R,
J K

T 00

Auch beim Rundleiter ergibt sich aufgrund der endlichen Letfahigkleit eine tangentiale
Komponente E, des E-Feldes, die fur die Verlustleistung verantwortlich ist.

Beispiel: Rundleiter

1.2.1 Bild 3: Rundleiter

Die Verlustleistung l&R3t sich berechnen zu (siehe 1.2.1 Bild 3)

I EEth!zg;[Et (H,,0A= [[S cA

dabel ist OvL die Oberfldche vom Leiter.

1.2.2 Wechselstromleistungen im Zeitbereich

Uber den Ansatz HédAzu 0 wird

p = u(t)a()
als Augenblickswert der Leistung definiert. Der zeitliche Verlauf von Spannung und Strom ist
jeweils gegeben durch u(t)=~2U coswt und i(t)=+2 Icos{at+¢). U und | sind die
Effektivwerte, aus denen sich die Amplituden mit (= J2U und i’ =+/21 berechnen lassen.

Fur p, folgt
b, = 2Ul cosat cod at +¢) =UI(cosg +cod2at +9)).

Aus der Gleichung |83t sich leicht ablesen, dal3 p, mit 2w pulsiert!

u(t)

© ’ t Wirkleistung
Die Wirkleistung wird definiert as
P= 1Iptdt =UIl cos¢ = Scosg.

o, T

P

W t Scheinleistung
Riickspeisungen Die Scheinleistung wird definiert als|S:= Ul |.

1.2.2 Bild 1: Leistung im
Zeitbereich
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S
¢

P
1.2.2 Bild 2: Verknupfung von Wirk- und Scheinleistung

Der Augenblickswert der Leistung l&al3t sich aul3erdem umformen zu

U
p =Ul §1+ cos2at )cosg —sin 2atsin @ [
B

A B

Wirkleistung

Z{ _________________________________ )

Blindleistung

1.2.2 Bild 3: Wirk- und Blindleistung

Die Leistung, die Term A darstellt, ist unipolar und oszilliert mit 2w, ihre Amplitude betragt
P =Ul cos¢ . Term B hingegen stellt eine symmetrisch oszillierende Leistung mit der Amplitude

Q =Ulsn¢ dar. Diese Leistung wird auch Blindleistung Q genannt!

Die Schein-, Wirk- und Blindleistung sind Uber das "Leistungsdreick” (1.2.2 Bild 4) verkntpft
$? = P2+ Q? = (U1 F(cos? ¢ +sin2¢) = (UI ).

1.2.2 Bild 4: Leistungsdreieck

Q= +VJS?* - P? ; Firr induktive Last ist der Ausdruck positiv, fiir kapazitive Last negativ (laut
DIN/VDE). Fur den Sonderfall ¢ =+90° ist P =0 und S=|Q.

1.2.3 Zeigerdarstellung der Leistung

Harmonisch oszillierende GrofRen lassen sich durch komplexe Zeiger darstellen. Die Zeigerlange
entspricht dem Effektivwert. 1.2.3 Bild 1 veranschaulicht die Darstellung der Spannung ul(t)

mittels zweier in  entgegengesetzte Richtungen rotierender  konjugiert  komplexer
Spannungszeiger.
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Im
ot
U u(t)
//JT
Re
[_J*
wt

1.2.3 Bild 1: Spannungszeiger

_ . 2, . . :
Mit dem Ansatz u(t)zg(ge"“ +U e““‘) und i(t)=g(l_e"“ +1'e'%) 14t sich der
Augenblickswert der Leistung bestimmen zu
o RN R RV
2 2

ruhende Zeiger mit 2 rotierende Zeiger
Komplexe Leistung
Fur die komplexe Leistung gilt
S=Ul].
Mit dem Ansatz U =Ue'? und 1" = Ie”/#*) folgt S=Ule " =UI (cosp - jsing).
Im I
U
¢
o
—~(a+p) Re
l*

1.2.3 Bild 2: Spannungs- und Stromzeiger fir ohmsch-kapaztive Last

Ein Koeffizientenvergleich liefert S=|9,P =Re{§,Q =Im{S . Die Blindleistung Q ist in diesem
Beispiel negativ, da es sich um eine ohmsch-kapazitive Last handelt.

Fur den komplexen Poynting-Vektor, der die Héchenleistungsdichte angibt, gilt analog
S=ExH’. Vorsicht, nicht verwechseln mit komplexer Leistung!

Der Gaul¥sche Integralsatz besagt f§dA=Jdiv SdVv, wobel div§:div(E><ﬂ*) die
A

Volumenleistungsdichte ist, die sich mit Maxwell 1+2 weiter auflosen &3t zu
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div(E xH’ ) = H'rotE - ErotH"
=H'(-8)-EQ+D)

=-{H'H-EJ -eEE

Um in das Verbraucherzahlpfeilsystem zu wechseln, wird die rechte Seite der Gleichung mit (— 1)
multipliziert und es ergibt sich fur die Volumenleistungsdichte
div(ExH')= uH H+EJ" +£EE .
(RS S —

1 2 3

1.2.3 Bild 3 soll die Lage der Zeiger der obigen Grof3en veranschaulichen. Die Ableitung eines
Zeigers entspricht hierbei einer Multiplikation mit + jcw, also einer Drehung um £90°.

H\ | Im
E.LH
. Y
: -¢ Re
H'J
B

1.2.3 Bild 3: Darstellung der Zeiger

Term 1. magnetische Feldleistungsdichte
P, = He ¢ ooHe ™) = jouH? O induktive Blindleistung

Term 2: Verlustleistungsdichte
. . 1
p, =Ee?Je? =E = J? O Wirkleistung

Term 3: elektrische Feldleistungsdichte
p, = weEe?Ee1*®) = —jweE? O kapazitive Blindleistung

Im

div S
pm
Re

p.

P.

1.2.3 Bild 4: VerknUpfung der Leistungsdichten

Wie oben gezeigt, gilt fur die Verknupfung der Leistungsdichten divS=p, + p, + p,. Dies
verdeutlicht 1.2.3 Bild 4.

Seite 16



Grundlagen der Elektrotechnik |11

1.2.4 Anwendungsbeispiele

Kompensation der Feldleistung

Damit die Feldleistung kompensiert wird, muf3, wie in 1.2.4 Bild 1
Pr gezeigt, fur die magnetische und elektrische Feldleistungsdichte gelten
I P = Pt Py = —jWEE® +juH? =0.
p. Diese Bedingung ist erfallt fur
E - \/E - ZF )

1.2.4 Bild 1: H Ve
Kompensation der
Feldleistung

Z. wird Feldwellenwiderstand genannt und betragt in Luft /ﬂ =377Q =120m1Q .

€o

Beispiel: Koaxiakabel
Den Querschnitt des Koaxial-Kabels zeigt 1.2.4 Bild 2.

Im Feldraum ist

R

1.2.4 Bild 2: Koaxialkabel im Querschnitt

Fur den Quotienten E ergibt schasomit H = 2'— nach Einsetzen der Gleichungen
s

E_U2m U 2m !'37/Q 1207Q

H ey TR Ve e
rIanI InF\)1

Damit 183t sich nun der Leitungswellenwiderstand Z, definieren zu

B:ZL = 609“’]&

T
Ubliche Leitungswellenwiderstande fur Mef3kabel sind Z, =50Q mit & =23 (PE) und fur
Antennenkabel Z, = 60Q bzw. 75Q .
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Uber die Leitungsbelage 18Rt sich der Leitungswellenwiderstand auch definieren als
_ |R+jal’ / L'
Z = |[—=.=.
G'+jaC' cC

Wird eine Leitung mit dem Leitungswellenwiderstand Z, abgeschlossen, so spricht man von
einem reflexionsfreien Abschlul3, wie 1.2.4 Bild 3 verdeutlicht.

Z, Last

Z

NN\ N
1.2.4 Bild 3: Reflexionsfreier Abschlul? einer Leitung

| solationsverluste

Da ein redler Isolierstoff immer auch eine geringe Leitfahigkeit hat, mufld zur Berechnung der
| solationsverluste sowohl die Verlustleistungsdichte als auch die elektrische Feldleistungsdichte
beachtet werden. Wie im Zeigerdiagramm 1.2.4 Bild 5 verdeutlicht ist, [&3t sich fr den Winkel o
zwischen | solationdeistungsdichte und elektrischer Leistungsdichte die Beziehung

R tand
Pe
aufstellen. tan o wird als Verlustfaktor bezeichnet.

Die obige Beziehung 1&13t sich umformen zu

2
B _ KE® _ KE _J _lang="|=10" 10"
p, we&k&® wek D we

Fir das Zeigerdiagramm der Isolationdeistung (siehe 1.2.4 Bild 5) gelten die folgenden
Zusammenhange:

Ausgangspunkt elektrische Feldstarke E - mit Winkel ¢,,.
Stromdichte J inPhasemit E und D um 90° voreilend.
Gesamtstromdichte J; ergibt sich als Summe von J und D.

Der Winkel zwischen D und J o, wird als Verlustwinkel & bezeichnet.
Dieser Winkel ¢ taucht analog zwischen P, und P auf, wobel zusétzlich B, in der reellen

o bk wbd P

und P, in der negativen imagindren Achse liegen mulf3.
6. Somit ist der qualitative Zusammenhang aller Grol3en gegeben.
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g D fmry
A £,K
8 E
1 © U ¢ -] -
Py
; :
e ¢ b ke
1.2.4 Bild 4: :
Isolation p. )
"""""" p.  Isolationsleistung

1.2.4 Bild 5: Zeigerdarstellung der Isolationdeistung

Mit dem Verlustfaktor |43t sich die Verlustleistungsdichte umformen zu
p, = tandweE?|.

Uber Integrieren der Verlustleistungsdichte ergibt sich die Verlustleistung zu
P, =tandaCU°.

Ersatzschaltbild I solation
Damit kann das Ersatzschaltbild der | solation entsprechend 1.2.4 Bild 6 erstellt werden.

Uber den Ansatz

U 2
R, = tandwCU 2:—R
|arkt sich der "Parallelwiderstand”" berechnen zu

R=—

tan 0 wC '

woraus sich ableiten 1a3t, da3 R >>%, was wiederum bedeutet, dal3 | ; <<
Diesen Sachverhalt verdeutlicht das Zeigerdiagrammin 1.2.4 Bild 7.

Im

>

—
)

vl e=m R[] 5
@15 u
: 0
1.2.4Bild 6: Re
Ersatzschaltbild 1.2.4 Bild 7: Zeigerdiagramm zu

|solation 1.2.4Bild 6

Die"Gute" der Isolation ist gegeben durch

tand

<-U |rD-U

Seite
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1.3 Temperatur und Warme

Die Temperatur ist eine wichtige Flihrungsgroi3e elektrischer Systeme!

1.3.1 Warmeleitung und Analogiebeziehungen

Waérme Q q ?
[Energi€]
Wérmestrom y = dQ [Leistung] =44 ¥
dt dt
) ) ., dO ) _di _avy
'=—= - J=— D=—
Warmestromdichte Q 7y [L.-Dichte] A A
Q'=-AgradT J=kE=-kgrad¢ D=¢E=-cgrad¢
divQ'= p, divi=0 dvD=p

An der Stelle des Fragezeichens in der Tabelle mifdte eigentlich die magnetische Einheitsladung
stehen, die allerdings nicht existiert.

Die obigen Analogiebeziehungen konnen beim Rechnen sehr hilfreich sein. Mittels der
Anaogiebeziehungen &3t sich ein WarmefluRbild erstellen (vgl. 1.3.1 Bild 1). Die (Wéarme)-
Quellen p, verursachen einen Warmeflul? in dem Material, analog wie eine Stromquelle einen

Stromflufd in einem Leiter.

1.3.1 Bild 1: Warmeflu3

Im Gebiet mit p, =0 ist der differentielle Warmewiderstand dRN:%?). Der
X

S
Warmewiderstand ist demnach R, = IdRN.

X=0
Fur die Temperaturdnderung 183t sich nun ein Ausdruck dhnlich dem ohmschen Gesetz herleiten
T,-T,=AT =R, [@. Mit diesem Wissen lassen sich nun WarmefluR-Netzwerke analog zu

elektrischen Netzwerken aufstellen.
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1.3.2 Temperaturprofil

Beispiel: Koaxialkabel mit Verlusten

Bei diesem Beispiel nutzen wir die Symmetrie und betrachten nur eine Halfte des Kabels im
Querschnitt (siehe 1.3.2 Bild 1).
Als Ansatz zum Berechnen der Temperatur im Kabel wéhlen wir

divQ'=p, .
.—
U T Durch Integrieren der Gleichung folgt
.—

T, Jdiv Qav = J p,dVv = fQ'dA =Q.

Die Leiterverluste sind

‘Jz 2 2
Q =—mR1=1"R,
KL
fur die Warmestromdichte ergibt sich damit

T 0 '= I’R_ | RL
bo2ml 2R /R1
Die Isolationsverluste sind
_ 2 Inr/R°
Q= .27T r Idr=tand wCU
T, lp nR/R’

_ _ unter der Annahme R,/R =e und C':E ist die
1.3.2 Bild 1: WarmefluR im I

Koaxialkabel Waérmestromdichte gegeben durch
2
Q- ._tand wC'U dnr/Rll
21 /R

Weiterhin ist das Temperaturprofil im Isolierstoff T, von Interesse, da prinzipiell verschiedene

Verlaufe (sehe 1.3.2 Bild 1) denkbar wéren. Der tatsichliche Verlauf soll im folgenden bestimmt
werden.

Der gesamte Wéarmestrombelag ist
ZQ Q'+Q'=-AgradT = —A(;—T

T(r):—%IZQ'dEé%K

Die Integrationskonstante K 183t sich aus der Bedingung T =T, flr r=R bestimmen. Fur die
Temperatur im Leiter (R <r < RZ) folgt
2
T() =T, + RL tandwC'y %—mZL%
471TA R
Die Gleichung stellt ein mathematisches Modell fur die Verknipfung der Fuhrungsgrofien U, und

T dar. Somit kann der Verlauf fUr das Temperaturgefélle entsprechend 1.3.2 Bild 2 angegeben
werden.

AlsLdsung fur T ergibt sich
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T

Qv

T,

R, R, *
1.3.2 Bild 2: Temperaturgefalle im Leiter

1.3.3 Optimale Systemspannung

T{ Leiter : Isolation : Umgebung

max

Ty

R, R, T
1.3.3 Bild 1. Temperaturgefalle im Kabel

Die maximale Isolationstemperatur T tritt bei r =R auf und darf die maximal zuléssige

Temperatur der Isolierung (des Dielektrikums) nicht tberschreiten.
Die Aufgabe der Leitung ist die Ubertragung der Leistung S=UI . Fur T__ ergibt sich damit

] 2 ]
. RS tandaC

T = u?|
Y omau? 41T\

—U

U
1.3.3 Bild 2: Diagramm zur opimalen Systemspannung

opt

Die optimale Systemspannung ist an der Stelle gegeben, an der T, moglichst kleinist (vgl. 1.3.3
Bild 2) und |&f3t sich berechnen durch
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Uopt = ZRLI E\/g .
Eianéwc'

Anhand der Gleichung l&3t sich erkennen, dal? fir steigende Leistung auch die optimale
Systemspannung steigen mulf3!

Aus dieser Uberlegung folgt, daR aus technologischen und ©konomischen Griinden
Hochspannung furr die Ubertragung von groReren Leistungen 2ningend ist.

1.4 Leistungim M ehrphasensystem

1.4.1 Mehrphasenwechselstromsystem

Lt i) 1,(t)

Q69 &

n Phasen

u(® | () u,(t)

S S
1.4.1 Bild 1. Wechselstromsystem mit n Phasen

Die Voraussetzungen fur ein symmetrisches M ehrphasensystem sind:

Phasenwinkel ¢, =¢ =const.
Spannungen U, =u,=...=U,=U
Strome L =1,=...=1,=I
Phasenverschiebung zwischen . 360°

. a,=a=
Teilsystemen v n

Beispiel: Symmetrisches 4-Phasensystem

360°

Die Phasenverschiebung zwischen den Teilsystemen entspricht a = =90°.

Der Augenblickswert der Leistung ist gegeben durch
Pvps = z Pu |-
v=1

Seite 23
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1.4.1 Bild 2: Zeigerdiagramm fir Spannung und Strom im 4-Phasensystem

1.4.2 Augenblickdeistung im symmetrischen M ehrphasensystem

2 Phasen
Fur ein symmetrisches Zweiphasensystem betragt a =180°. Der Augenblickswert der Leistung
betrégt laut Kapitel 1.2.2 (Umformung A)

Pz _ o5 + cos(2at + ¢ )+ cosg + cos(2at - 360° + ¢ )
U I 1. Teilsystem 2. Tellsystem

= 2(cos¢ + cos(2at + ¢))

Wie sich an der Gleichung ablesen 1&3t, verdoppelt sich die Leistung im Zweiphasensystem und
pulsiert mit 2w .

3 Phasen
Im symmetrischen Dreiphasensystem mit a =120° ist der Augenblickswert der Leistung gegeben
durch

Ps — cosg +cos(2ut + )+ cosg + cos(2at - 240° + )+ cosg + cos(2ax + 240° + ¢ )
U I 1. Teilsystem 2. Tellsystem 3. Teilsystem
Aot +2¢  480°

cos—

-0,5

= 3c0s¢ + cos(2at + ¢ )+ 2cos

=0

P =3l cosp # f(t)!
Im 3-phasigen Mehrphasensystem tritt also auch die dreifache Leistung auf, aber ohne Pulsation!
Dieses Drehstromsystem bildet die Basis der Energietechnik.
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1.4.3 Drehstrom- und Spannungssystematik

gem. Riickleiter

Fur die Gbertragene Leistung gilt

Héd/&: ps % f(1),
de ist aso Uber die Zeit konstant, aber die Ortliche Leistungs-
dichteverteilung wandert.

1.4.3 Bild 1: Drehstromleiter

Zeitbereich
Spannungen Strome
U, =+/2U cosat i, = /21 cos{at +¢)

U, = ~/2U cos(at —120°) i, = /21 codat —120°+¢)
U, =+/2U codat +1209 i, = /21 cos{at +120° +¢)

3
Der Gesamtstrom ist gegeben durch Ziv(t) =0, fur dle t. Dies bedeutet, dal? der Riickleiter
v=1

stromlosist.
Im Vergleich zum Wechselstrom liefert der Drehstrom die dreifache Leistung bei 1,5 fachem
Materialeinsatz.

Zeiger
u Im

®
L

U,
1.4.3 Bild 2: Strom- und Spannungszeiger im 3-Phasendrehstromsystem

Jedes Drehstromsystem liefert zwel Spannungssysteme. Die Spannung zwischen Leiter und Erde
heilt Sternspannung, die Spannung zwischen den Phasen wird as verkettete oder
Dreieckspannung bezeichnet und Ial3t sich berechnen durch U,, =U, —U, usw. Die Betrége sind

gegeben durch U, . = NEY sen- |M Niederspannungsnetz betragt Ug,, =230V und
U preesc = V3230V =400V .

Dreieck
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1.4.3 Bild 3: Stern- und Dreieckspannung

Drehstromleistung
Wirkleistung

Scheinleistung

Blindleistung
komplexe Leistung

Pys = Vg, | COSP
SDS = aJStemI
Qps = xMgq,l SN
— -i¢
§DS - 3UStemle
usw.

S L,

U,

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
\

= \/_aJ breieck | COSP = Pos

= \/_aJ Dreieck l
= i\/_a'] Dreieck l Qn ¢
= \/_3'] Dreieckle_j¢

Seite
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2. Bemessung von Isolierungen

2.1 Elektrisches Feld
2.1.1 Forderungen an den Feldaufbau
Der Leistungsdichtevektor S=ExH hangt direkt von der elektrischen Feldstarke E, dem

Tréger der NutzgroiRe, ab. Da die Leiterumgebung (Isolierung) nicht mit beliebigen Feldstarken
belastbar ist, mu gelten |E < E_ |-

Spannung, Potential, Feldstarke
Fur das elektrische Feld gilt E=—-grad ¢ und die Spannung as Potentialdifferenz &3t sich
S

berechnen Uber das Integral der elektrischen Feldstarke J’de =¢,—¢,=U,,.
0

Die Spannung ist also die Flache im Diagramm unterhalb der elektrischen Feldstérke E, die
umgekehrt wiederum von der Steigung von ¢ abhéngt (E = —grad ¢). Anhand des Diagramms

[&3t sich erkennen, dal3 fir ¢ = 0 nicht zwangdléufig auch das elektrische Feld gleich Null sein
mul3, da dieses eben von der Steigung von ¢ abhangt.

0
u . 2 20202020 |
IE| U
0 X S

2.1.1 Bild 1: Spannung, Potential und Feldstarke

|) Randbedingung: U = const, E,, = const

Wie im Diagramm zu erkennen ist, wachst der Raumbedarf des Feldes mit zunehmender
Inhomogenitét, da U (die Flache unter E) und E,_, as konstant angenommen werden.

homogen
E sym.

- / inhomogen
\

unsym. inhomo gen\

X S S, S5
2.1.1 Bild 2: Raumbedarf flir verschiedene Anordnungen
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Beispiel: Koaxiakabel
Allgemein gilt fiir das elektrische Feld E(r) =

U
rinR,/R
Um die Abmessungen eines Koaxiakabels gering zu halten, wird zwischen die Leter en
Schichtdielektrikum eingebracht mit €, <¢,, das einen Sprung des elektrischen Feldes an der

Stelle R, verursacht, so dal3 der AuRRenradius R, kleiner werden kann (R,'), um die Flache
unterhalb von E konstant zu halten.

2.1.1 Bild 3: Isolierung mit &-Sprung

An der Grenzschicht gilt fur das Verhéltnis der Felder
ER)_e,
EZ‘Rg ) &

Da ¢, <g i, gilt fur die E-Felder an der Grenzschicht EZ(R9)> El(Rg).

[1) Randbedingung: = const, s=const
Werden nun die Abmessungen und die Spannung fr unterschiedliche Anordnungen konstant
gehalten, so stellen wir fest, dald die maximale elektrische Feldstarke E,,, und somit auch die

Materialbelastung mit zunehmender |nhomogenitét ansteigt.

S—=0C

Platte-Platte

{ > Kugel—Kugel
E| Kugel-Platte |

X
2.1.1 Bild 4: Feldstarke fur verschiedene Anordnungen

Platte-Platte Anordnungen sind homogen, Kugel-Kugel Anordnungen symmetrisch inhomogen
und Kugel-Platte Anordnungen unsymmetrisch inhomogen.
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Beispiel: Koaxial-Zylinder

Far die maximale elektrische Feldstarke gilt E , = v E... hangt aso von dem

RINR/R’
Verhdltnis der Radien R und R, ab. Tragen wir E_, in Abhéngigkeit vom Verhdltnis R /R,
auf, so erkennen wir, da3 beim Verhdltnis R /R, =1/e E,,, ein Minimum aufweist.

Fur konzentrische Kugeln ist das optimale Verhdltnis R /R, =1/2.

R,=const.

max

0 l R] 1
e —_—

R,
2.1.1 Bild 5: Maximale E-Feldstarke fir verschiedene Radienverhaltnisse

[11) Randbedingung: = const, Min-Max-V orgabe

U

RINR,/R
die fur den Menschen gerade noch zuléssige Feldstarke (EMV(U)) im Abstand R, gegeben als
U

Emin i ——
RInR,/R

Waéhrend die Materialfestigkeit die maximal zuléssige Feldstérke E_, = festlegt, ist

. Damit ist das System eindeutig bestimmt (2 Gleichungen, 2 Unbekannte).

2.1.1 Bild 6: Auf Menschen wirkendes E-Feld

2.1.2 Maximalwertmethode (Schwaiger)

Einige Ausdriicke fur die maximale elektrische Feldstéarke sind in der folgenden Tabelle
dargestellt, Sist dabei die Schlagweite.

parallele Platten E_=3
s(1
koaxiale Zylinder E. = U R-R
s RInR,/R
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max

konzentrische Kugeln E :Bg R,-R
s RL-R/R,)

Bei alen Anordnungen falt auf, dald E _ sich nach dem gleichen Muster berechnen l&ft,
namlich

Emax :L’
sf

n wird Schwaigerscher Ausnutzungsfaktor genannt.

Beispiel: Koaxial-Zylinder
Der Schwaigersche Ausnutzungsfaktor betragt
InR InR In
n:RiR 2/R1:S+2/R1: qu(p,q).
2 Rl Rl _1 p_l
R,

Die geometrischen Charakteristiken der Anordnung sind nun in den Variablen p und g
zusammengefalt.

_R_R
q____
R r
S+ S+r
p: Rl:_
R, r

Man erkennt nun, dal3 alle Anordnungen mit gleichen g und p unabhangig von ihrer Gréf3e den
gleichen Ausnutzungsfaktor n besitzen.

Fur verschiedene Anordnungen gibt es Tabellen und Diagramme, aus denen sich der
Ausnutzungsfaktor n ablesen [&f3t.

Beispiel
U=10kV x Ort,an dem
E, . auftritt
I Zylinder
r=10mm
s=30mm

N\ NN\ N\
2.1.2 Bild 1: Beispiel zum Ausnutzungsfaktor

Damit ergibt sich:

q=c
_30+10 _ 4
10
n =0,52 laut Diagramm
10kV _64k_V

™ 3em52 | cm
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Der Ausnutzungsfaktor 1a3t sich auch definieren durch

U — Emittel
[(E E .. |
woran zu erkennen ist, dal3 n ein Mal3 fur die Feldinhomogenitét (Gite der Konstruktion) ist. Ein
Ausnutzungsfaktor von n =1 bedeutet, dal3 das Feld als homogen anzusehen ist, Felder mit
n > 0,3 sind schwach inhomogen und Felder mit n < 0,3 stark inhomogen.

r]:
S

max

Kapazitatsberechnungen einer Anordnung haben die gleiche Basis wie E-Feldberechnungen, dazu
wird die Lufteinheitskapazitat C . = f(p,q) eingefihrt. Auch fur die Lufteinheitskapazitét gibt
es Tabellen und Diagramme Bei zylindrischen Anordungen a3t sich die Kapazitét berechnen zu
C=¢ OLC ., fur Kugel-Anordnungengilt C=¢, i [T ..

Beispiel:
Die Kapazitét zwischen einem Zylinder und einer Ebene mit r =10mm und s = 30mm betragt

_ pF
Ce =026 .

2.1.3 LokaleFeldstorung

Eine lokale Feldstorung wird hervorgerufen durch einen St6rkorper (Ellipsoid) mit abweichender
Dielektrizitatszahl &, vom umgebenden Dielektrikum mit €,. Die Grenzflachenbedinungen lauten

(sehe TET) ¢ =const und D, = const.

2.1.3 Bild 1. Sorkorper im Dielektrikum

Die Innenfeldstérke E; ist als homogen anzunehmen. Das Verhdtnis von Innenfeldstarke des
Storkorpers zu Homogenfeldstarke E, ist gegeben durch

E._ 1
B 14nBT%
82
Fur einen Rotationsellipsoiden (b=c) gilt fir den Entelektrisierungsfaktor
1 U p O .
N=——0 In(p+ pz—l)—lD mit p=a/b.
P*-1g/p* -1 5
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Spalt quer

zum Feld —0 1 p

Kugel
2.1.3 Bild 2: Entelektrisierungsfaktor in Abhangigkeit von p

Anhand von 2.1.3 Bild 2 a3t sich erkennen, dal3 ein schlanker Storkérper (p — ) in Feld-
richtung E; kaum beeinfluf3t.

In der Praxis bestehen Storkorper haufig aus Gaseinschltssen (Lunker), fur die gilt & =&, und
£, =&, -

Bei Schichtdielektrika konnen Spalte quer zum Feld auftreten Die Innenfeldstérke ist dann

gegeben durch g =¢,. Bel Gieltharzen konnen sich Luftblasen (Kugeln) bilden, fur die gilt
0
E‘ = 2—;1 Dabei ist die Innenfeldstarke immer groRer (E > E,) as die Homogenfeldstarke
0 gr
E,!

2.2 Elektrische Festigkeit von Gasen

2.2.1 Dunkestrom

Trifft auf ein Gasmolekul Strahlungsenergie W, die mindestens so grof3 ist wie die
lonisierungsenergie W, des Molekdls, so I6st sich ein Elektron des Molektls. Das Molekul wird
ionisiert. Die Strahlungsenergie 143t sich berechnen mit W, = hOf , mit h =6,6210>*Ws*.

@ Strahlungsenergie

W5>Wi

Gasmolekiil
Ionisierungsenergie W,

2.2.1 Bild 1: lonisierung durch Strahlungsenergie
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Einige lonisationsenergien:

Gas o, N, Sk, H, mit 1eV =160 °Ws
wlev] 128 158 193 246

Durch UV-Strahlung, H6henstrahlung und radioaktive Stahlung der Erde werden 5-20 Elektron-
lon-Paare pro Sekunde und cm® erzeugt. Aus der Differenz der Bildungs- und
Rekombinationsrate in Luft folgt fur die tatséchlich vorhandenen Elektron-lon-Paare
n =500 1/cm?®.

Driftgeschwindigkeit

Die Driftgeschwindigkeit von elektrisch geladenen Teilchen 1&3t sich berechnen Uber die Formel
V, =b[E,

dabel ist b die Beweglichkeit der Ladungstrager. Die folgende Tabelle soll die unterschiedlichen

Beweglichkeiten der Teilchen verdeutlichen.

Elektron 50093
V/cm
lon cm/s
V/cm

Grofion 1074...10™" an/s
V/cm

Die Stromdichte in einem Leiter |&3t sich berechnen durch
J= qe(nl*bl+ +nb + nebe)E :

6 1
Kk =107 —fir Luft
Qcm

Der lineare Zusammenhang zwischen J und E gilt alerdings nur in einem Bereich kleiner
Feldstarken unter etwa 10V/cm, wie 2.2.1 Bild 2 darstellt.

o Lichtbogen,
~ Funken

_ E
10'/,, E,

2.2.1 Bild 2: Zusammenhang zwmischen J und E

Die Sattigungsstromdichte Jg erklart sich dadurch, dal3 alle pro Zeiteinheit erzeugten

Ladungstréger in dieser Zeiteinheit die Elektroden erreichen. Um die Séttigungsstromdichte zu
erhdhen muften mehr Ladungstréager geschaffen werden. Dies konnte zum Beispiel durch
Bestrahlen des Gasraumes mit  ener  energiereicheren  Strahlung  geschehen
(Jg = f (externen Quellent)).
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Wird die elektrische Festigkeit E, Uberschritten, so kommt es zu einer selbstandingen
Vermehrung der Ladungstréger, dem Durchschlag.

Die Durchschlagspannung einer Anordnung |af3t sich berechnen durch

U, =E, )|

2.2.2 Stoldionisation

Die Molekuldichte eines Gases |&/3t sich bestimmen durch
he P
KT
dabei ist p der Druck und die Boltzmannkonstante k = 1,37 102 Ws/K .

2.2.2 Bild 1: Ladungstragerstofie

Die mittlere freie Weglange, die die Ladungstréger zuriicklegen ohne mit einem Gasmolekil zu
kollidieren ist
1

A= nn‘R+qu '

Dabel it R der Radius der Gasmolekiile (R=O,1...O,2ELO‘9m) und r, der Radius der
Ladungstréger (fir Elektronen r, = 18710 °m).

Ist der Ladungstrager ein Elektron, so gilt r, << R und die mittlere freie Weglange des Elektrons
1
N7k

wird A, = 5
Fur lonengilt r, = R und fir die mittlere freie Weglange

1
4mR?

Vergleicht man die beiden Ausdriicke, so féllt auf dal3 A, =4A, ist. 2.2.2 Bild 2 verdeutlicht die
lonisierung durch einen Elektronenstol.
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2.2.2 Bild 2: lonisierung durch Elektronenstof3

Die kinetische Energie des auftreffenden Elektrons kann nun berechnet werden durch
W, = %m\/2 =gEA,.

Ist die kinetische Energie grof3er als die lonisierungsenergie eines Molekils (\Nkin >W ) so wird
bei einem Elektronenstol? das Molekl ionisiert.
Nun 183t sich die freie Weglange berechnen, die ein driftendes Elektron mindestens haben muf3,
um ein weiteres Elektron aus einem Molekll herauszuschlagen.
W
Ai =1
gE
Fur die tatséchlich vorhandene Weglange A mul3 somit gelten
Az A
Um die Anzahl der Stoldionisationen pro Weglange berechnen zu konnen wird der
| onisierungskoeffizient eingeftihrt.

A
a:le A
A

A

Dabel gibt }\i die Zahl der Kollisonen pro Wegeinheit an, der Ausdruck e’ gibt die Wahr-

scheinlichkeit fur die Erflllung der lonisierungsbedingung an.
Der lonisierungskoeffizient 183t sich durch Einsetzen der bekannten Grof3en auflésen zu

2, -HNRPH S
a :Me Ha.ET H _ Ape Elp
KT

Dabel sind die algemeinen und gasspezifischen Konstanten in A bzw. B zusammengefal’t. Fur
kv

Luft ist A=6450107 und B=1910° , far SF, gilt A=113 1o und
cm Pa cm Pa cm Pa
B=23700" kV (bei T=293K).
cm Pa

Fur elektronegative Gase (O, , Halogene, SK,) mul3 der |onisierungskoeffizient korrigiert werden,
da die elektronegativen Gasmolekiile dazu tendieren, die freien Elektronen an sich zu binden
(sehe 2.2.2 Bild 3). Damit stehen weniger Elektronen zur Verfigung, um StofRionisationen
ausfuhren zu kdnnen. Der effektive lonisierungskoeffizient ist gegeben durch

a =a-n,,
n, ist der Anlagerungskoeffizient (n, = f (E/p)).

Seite 35



Grundlagen der Elektrotechnik |11

@ >

2.2.2 Bild 3: Elektronegatives Mol ekl bindet freies Elektron

Wiein 2.2.2 Bild 4 ersichtlich ist, wird die Funktion a”/p mit steigendem n, zunehmend linear.

) O
Far Luft gilt a_:kEE_—EE%D
P gp OPGH
mit k= 0,220 g EEH 2944 KV
kv p cm bar

Fur Sk, gilt dann

mit k:28i und E =877 kV .
kv p cm bar

Somit ist offensichtlich n,¢ >>n, - 2.2.2 Bild 4 verdeutlicht den Verlauf von a*/p

/, n,=0

_,Sfeigéndes P

2.2.2 Bild 4: Effektiver |onisierungskoeffizent

2.2.3 Lawinenbildung

Bei ausreichend hohen Feldstérken erhoht sich die Elektronenkonzentration durch fortgesetzte
Stol3ionisation.
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>
dx
2.2.3 Bild 1: Bildung einer Elektronenlawine

Die Zunahme der Elektronenzahl pro Wegelement ist gegeben durch

dN, = N, (x) [ .
dx

Fur die Elektronenzahl nach einer Weglange x ergibt sich

a”dx
N.(X) = Neoe‘[ :
Da der effektive lonisierungskoeffizient a” von E abhangt, hangt er auch von x ab.

Die Elektronenzahl wachst fir o >0 zwar exponentiell, eine Lawine verursacht aber noch
keinen Durchschlag!

o

©

T NN

-+

-/

N

NANNNNNNNNN

AE

X
2.2.3 Bild 2: Ladungsschwerpunkte einer Lawine und ihr Potential

vl
T

Fur ein Raumladungsfeld gilt die Poissongleichung (siehe TET)
o}
Ap = ——.
¢ E
Fur AE =0 kann eine kritische Lawine entstehen. Die Zindbedingung fir den Streamerme-
chanismus lautet

X

J’a*dxz Kq =14...18.
0

Die Vorwachsgeschwindigkeit ist vg =10...100cm/ us.
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Erreicht die Lawine die Gegenelektrode ohne kritischen Zustand, so gilt fur die Elektronenzahl

bei x=S
N, = N, expga*de

In der Primérlawine missen dementsprechend

0 , 0
N, = Neo[expga dx%lm
u u

positive lonen entstehen, die zur Kathode driften.

Prallen die lonen auf die Kathode auf, so werden aus der Kathode Elektronen emittiert, aus denen
eine Sekundarlawine entstehen kann.

Die Zahl der Sekundarelektronen a3t sich berechnen durch

0 . 0
N, =V Ny BXp{a dXE‘]-D,
B B

y wird Nachlieferungskoeffizient genannt und héngt ab vom Gas und dem Kathodenmateria
(y =107°...107).
2.2.3 Bild 3 veranschaulicht die Entstehung von Primér- und Sekundérlawine.

S
N, N

@@Nl @

Ne()’,l

2.2.3 Bild 3: Primér- und Sekundarlawine

Als Bedingung fur ein unbegrenztes Anwachsen der Ladungstragerdichte mul3 gelten, dal3 die
Zahl der Sekundarelektronen grofl3er sein mul3, as die Anzahl der Primérelektronen:

NeOZ > NeO

Aus dieser Bedingung ergibt sich die Zindbedingung fur den sogenannten Generations-
mechanismus

S 1
Ia* dx > In%+—E= K, =12...16.
0 y

Der Kanalaufbau wird die durch langsame lonendrift bestimmt.

2.2.4 Durchschlagspannung

Setzt man den Grenzfall der Ziindbedingung a” [ = K in die Formel aus 2.2.2 fir Luft ein so
folgt fur ein homogenes Feld

Seite 38



Grundlagen der Elektrotechnik |11

o« K _ E EQCD
—=—=kg—- %D-
p ps gp OPGEA

Aufgelost nach der Durchschlagsfeldstérke erhét man

B X, EE%
p kps  [Op
Dieser Verlauf ist in 2.2.4 Bild 1 dargestellt.
In der Praxis werden Diagramme fiir Normalbedingungen fiir E, als Funktion der Schlagweite S

angegeben.

Clo

2.2.4 Bild 1: Diagramm fur Zindbedingung
Die Durchschlagfeldstérke 13t sich wie folgt fir Realbedingungen umrechnen

E, = Edoﬁ = EdoLE = 293LE Eio v: spez.Volumen des Gases.
v P, T bar T

Fiir schwach inhomogene Felder gilt E,, = f (r), dabei ist r der Radius der kleineren Elektrode.

Der Streamermechanismus hat ene sehr kurze Aufbauzeit, da die Gasionisation mit
Lichtgeschwindigkeit (Photonen) Uberbriickt wird. Typische Aufbauzeiten liegen im Bereich von
10 ns.

Die Durchschlagspannung ist gegeben durch

U, = E, 5.

Ud = @+ps%§%
VK p

Die Durchschlagspannung U , ist eine Funktion von p [$

Fur Luft gilt dann

U, = f(p.s).

Diese Gleichnug wird Paschen-Gesetz genannt. Die dazu gehdrigen Diagramme heil3en Paschen-

Kurven. Der Ansatz & it fur kleine p[s fehlerhaft.
p
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U, 1 Vakuumdurchschlag
Luft :
: : . Streamer-
: cssung . Leader-
L : Mechanismus
330V 1
10 10” bar cm 10°

2.2.4 Bild 2: Durchschlagspannung

Fur stark inhomogene Felder entstehen Teillentladungen (TE) fur U >U,. Diese Spannung wird

as Einsetzspannung bezeichnet. Die Entstehung der Lawine im stark inhomogenen Feld zeigt
2.2.4Bild 3.

Lawine

a>0  a'<0

2.2.4 Bild 3: Lawine im stark inhomogenen Feld

Die Ladungspakete q,, die beim TE-Durchschlag auftreten (s. 2.2.4 Bild 4) sind verantwortlich
fur Verluste und kdnnen Rundfunkstérungen (EMV) verursachen.

2.2.4 Bild 4: Auftreffende Ladungspakete

1TE

Esgilt fur <03 U,=E, 3. Ist n grol3 genug (n >0,3), so dal3 ein nahezu homogenes
Feld vorliegt, fuhrt das Einsetzen einer Tellentladung zum Durchschlag, so da3 gilt
U,=U, = E, 5 (n: MaBfir Inhomogenitét des Feldes).
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Beispiel: Koaxial-Zylinder

U, DurcHschlagspannung

TE

UC:EinsetZspannung R
0 I R,

[~

2.2.4 Bild 5: Durchschlag- und Einsetzspannung fir koaxiale Zylinder

Fir steigende R, /R, néhert sich das Feld zwischen Innen- und AulRenleiter immer mehr einem
homogenen Feld an, deshalb ist ab enem bestimmten Verhditnis von R /R, die
Durchschlagspannung U, gleich mit der Einsetzspannung U ..

2.3 Feststoffestigkeit

2.3.1 TE-Durchschlag (TE: Tellentladung, engl.: pd, partial discharge)

Ist in die Isolierung ein Lunker (Luftblase) mit &, =1 eingeschlossen, so gilt fir die Feldstarke im
Lunker
3“.:I’

E =E ,
%2 +1

dabei ist €, die Dielektrizitdtskonstante des | solierstoffes.

2.3.1 Bild 1; E-Feld im Lunker
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Man erkennt, dal3 die Feldstarke im Lunker homogen und groRer as im umgebenden
Dielektrikum ist.
Die Durchschlagfeldstérke fur den Lunker 183t sich nun berechnen mit

EdL :£+K2.

NG)

Steigt nun die Spannung, so dal’ sie die Feldstarke im Lunker E, Uberschreitet, erfolgt ein
Durchschlag durch das Zentrum des Lunkers (diametral).

Die Feldenergie, die sich im Lunker aufgebaut hat wird dabei in Wirkenergie umgewandelt, die
auf der Isolierstoffoberflache Erosion bewirken kann (z.B. nadelférmiges Aufbrechen des
| solierstoffes).

Die Energie, die pro Tellentladung in Warme umgewandelt wird, ist gegeben durch
£ 1
\NrE = EO E§LVL = ECLU; .
Mit U, = E, D ergibt sich fur die Kapazitét des Lunkers C, = %T D.

Die Kapazitédt des Isolierstoffes liegt "in Reihe" zu dem Lunker und wird deshalb serielle
| soliersoffkapazitét C, genannt (vgl. 2.3.1 Bild 2). Die Kapaziét des Lunkers ist grof3er als die

serielle Isoliersoffkapazitat C, > Cs.
L U
C

N

UL UL:UZ

G| R

2.3.1Bild 2: Ersatzschaltbild mit serieller | solierstoffkapaztat

Bei U =U, (U=U,) setzten die Teilentladungen ein. Erfolgt nun ein Dauerbetrieb mit
U >U,, so wird um den Spannungs-Nulldurchgang die Isolierstoffoberflache fortwahrend mit

Impulspaketen belastet (s. 2.3.1 Bild 3). Dies verursacht eine Alterung des I solierstoffes, die sich
Uber mehrere Jahre hinziehen kann (Langzeitmechanismus).

U 8}

+UZ ................... Norrrr s

U, | NN (N P
uL(t) \ ’

2.3.1 Bild 3: Klemmenspannung mit Teilentladungen
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Um die Lebensdauer eines Isolierstoffes berechnen zu kénnen, wird das Lebensdauergesetz

eingefihrt. Es lautet

IgE, = const —%Igt :

Wird diese Funktion graphisch dargestellt, ergibt sich in doppelt logarithmischer Darstellung eine

Gerade (Sehe 2.3.1 Bild 4).

3 : lot
{ 6

2.3.1 Bild 4: Zusammenhang awmschen Lebensdauer und Feldstarke

2.3.2 Warmedurchschlag

Laut Kapitel 1.3.1 ist die in die Isolierung abgegebene L eistungsdichte
p,=-Adivgrad T.

Diein die Isolierung abgegebene Leistungsdichte im eindimensionalen Fall ist dann

=2
Pas dx?

Aufgel6st nach der Temperatur folgt

T=-1Poy2 x4,
2 A

Aufgrund von Symmetrieist C, = 0.

Fir x=0muB T =T, gelten, dsoist C, =T __ . Fur die Stelle x = ; folgt somit

T=T,= —%%52 +T. . (s 23)
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2.3.2 Bild 1: Temperaturprofil
Nach der abgegebenen Leistungsdichte aufgel6st folgt

8A
Pa = ?(Tmax _TU)'

Fur die Verlustleistungsdichte gilt
p, = tandweE® = p[E>.

Die Verlustziffer wird definiert zu
p= poeﬁ(T_Tu).
B wird as Verlustanstieg bezeichnet.
Wird nun p, = p,, gesetzt, erhdlt man die Arbeitspunkte (vgl. 2.3.2 Bild 2).

Die Stabilitat ist nur gewahrleistet, solange fur die Steigungen gilt

d pab>d P
dT,_, dT_/|

Steigt U, sowelt an, dal? die Arbeitspunkte in einen "Berthrpunkt" der Kurven fallen, so ist die
Stabiliat nicht mehr gegeben und T, steigt soweit an, dald innerhalb von Minuten ein
Warmedurchschlag erfolgt.

pah

instabil

2.3.2 Bild 2: Deutung des Warmedurchschlags

Seite 44



Grundlagen der Elektrotechnik |11

Nach Elimination von T__,, ergibt sich die Durchschlagspannung fir den Warmedurchschlag zu

A
U, =172 .
t \/B Po exp(B(TU _To))

Man erkennt, dal3 die Durchschlagspannung nicht von s, also von der Geometrie abhangt, sondern
nur von den Stoffkenngrofen.
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3. Drehstrom-Schaltungen

3.1 Drehstrom-Erzeuger (in der Regel symmetrisch)

Laut Kapitel 1.4.3 gilt fur die Spannungen zwischen Phase und Erde des symmetrischen
Drehstrom-Erzeugers

c

— jo°
 =Ue

— -j120°
, =Ue 1|

— j120°
, =Ue

c

c

Die Spannungen U,,U,,U . werden Sernspannung genannt.

3.1 Bild 1. Sternschaltung mit eingezei chneten Soannungen

Betrachtet man die Maschenumléufe, so ergibt sich die Dreieckspannung U ,,,U ,;,U ., (oder
verkettete Spannung)(Aquivalente Dreieckschaltung fir sym. Betrieb s. 3.1 Bild 2)

Uy, =U,-U, =U[l-e 7] =U[i- (cos120° - j sin120°)
0,866

jarctan—— .
=U[L5+j0866] =U 152 +0866%e ¥ =+3Ue®

U, =JUe™
Uy = Jaue ™
U, =V3Ue™
1 Im
Usi Y U,
(D 2 30°
U, Re
3 U,
N U,
3.1 Bild 2: Aquivalenz mit 3.1 Bild 3: Zeiger von Sern-
Sternschaltung fur sym. Betrieb und Dreieckspannung
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Die Lage und GroRRe von Stern- und Dreieckspannung zueinander ist in 3.1 Bild 3 sowie der
zeitliche Verlauf in 3.1 Bild 4 dargestellt.

zeitlicher Verlauf

wo | MO O

ot

120°

3.1 Bild 4: zeitlicher Verlauf der Spannungen

Addiert man die zeitabhéangigen Spannungen erhalt man u, (t)+u, (t)+ u,(t) = 0. Dies gilt auch fir
die Addition der Stern- bzw. Dreieckspannungen, da durch Aneinanderreihung der
Spannungszeiger (Addition) jeweils ein gleichsaitiges Dreieck entsteht.

3.2 Drehstrom-Verbraucher

3.2.1 Sternschaltung

Eswird von einem Verbraucher in Sternschaltung entsprechend 3.2.1 Bild 1 ausgegangen. Fur die
Stréme in den einzelnen Strangen gilt

1, = Ql/Zl
1,= QZ/ZZ
1,=U,/Z,

Die Knotenpunktsforderung lautet
L+, +1,+1, =0.

I =3

=N ——

N

3.2.1 Bild 1: Verbraucher in Sernschaltung

Dain einem symmetrischen Verbraucher die Impedanzen der einzelnen Strange gleich sind gilt mit
Z,=2Z, =2, =Z und der Knotenpunktsforderung
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%[Ql tU, +Q3]+|_N =0.

Wie gezeigt ist die Summe der Spannungszeiger Null, also gilt fir den Nulleiterstrom
Iy =0}

Da der Nulleiterstrom Null ist, wird fir symmetrische Drehstrom-Verbraucher kein Rckleiter
benttigt. Die Anzahl der Leitungen kann also von vier auf drel reduziert werden.

Beispiel fur unsymmetrischen V erbraucher

U =230V, 7 =2, =230Q, Z, =

230Q2

3.2.1 Bild 2: Stréme des unsymmetrischen Verbrauchers

Fur den Nulleiterstromgilt dann | = =1 ,. =— Ys - wCUe'™" .

VijaC
3.2.2 Unsymmetrische Sternschaltung mit freiem Sternpunkt
Fur die unsymmetrische Sternschaltung mit frelem Sternpunkt (Storfall) ergibt sich eine

Differenzspannung U,, (vgl. 3.3.2 Bild 1) zwischen Sternpunkt und Nulleiter. Fur die
Spannungen gilt dann

+U,, =U,*U
+Uy =U,+U,, .
+Uy

=U,+U

=

1=1

2

Ic |c |
N
I

— 1= =

w

N N IN

2
3

3

Die Knotenpunktsforderung lautet wegen des freien Sternpunktes immer noch
Li+1,+1,=0.
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Ic
<

3.2.2 Bild 1: Sernschaltung mit freiem Sternpunkt

Setzt man das obige Gleichungssystem in die Knotenpunktsforderung ein folgt

Ql_um

+L_JZ_QM +Q3_Q

M =0.

Z Z,
Damit ist
Z,2,Z,

Uy
VAVARWAVAR YAV

ZS

1 +&+
Z, Z,

[

B

IN

Somit ergibt sich in der Regel U, # 0, wodurch Personen gefahrdet werden kdnnen!

=) P S A O O

y S22, =231

stabile sym. Spannung
durch Erzeuger,
starre Zeiger

U\ U, Uy Uy

9 =

"Gummiband-Zeiger"

3.2.2 Bild 2: Spannungen fur die Sternschaltung mit freiem Sternpunkt

Beispiel Kurzschlu3in Z, (vgl. 3.2.2 Bild 2)

Ist Z, kurzgeschlossen, so ist U ;'= 0 und der Punkt M fallt auf L,. Damit werden U, =U , und

U,'=U, usw.
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3.2.3 Dreeckschaltung

Im folgenden wird von einem Verbraucher in Dreieckschatung entsprechend 3.2.3 Bild 1

ausgegangen. Die Strangstrome werden angesetzt mit
U

| = =12
2y
| ” — L_JZS
T Ly
I :&
31
ZSl
L {1

3.2.3 Bild 1:Verbraucher in Dreieckschaltung

Die AulRenleiter strome lassen sich berechnen durch

=1y =1y

I_z |_23 _|_12 .

|_3 |_31 - |_23

Werden die Aul3enleiterstrome addiert, folgt 1,+1,+1, =0 und zwar unabhangig von den
einzelnen Impedanzen. Dieses Ergebnis &3t sich dadurch erkléren, dal3 die Dreleckschaltung als
strukturierter Knoten (Makroknoten) anzusehen ist.

Werden die auftretenden Strome graphisch aufgetragen, erkennt man, dal3 jedes der vier Drelecke
fur sich eine der vier Knotengleichungen darstellt (sehe 3.2.3 Bild 2).

3.2.3 Bild 2: Srangstréme fir unsymmetrischen Dreieckver braucher

Ist der Verbraucher symmetrisch, sind alle Impedanzen gleich 2, =Z,, =Z, =Z und fur die
Strangstréome muf3 gelten

|_12 +|_23 +|_31 :0'
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3.2.3 Bild 3: Srangstréme fur symmetrischen Dreieckver braucher

Durch geometrische Uberlegungen (siehe 3.2.3 Bild 3) folgt fiir symmetrische AuRenleiter-strome

| =3l gy -

Bei der Sternschaltung gilt

Strang *

Scheinleistung bei Stern- und Dreleckschaltung:

Schaltung Stranggrofien Stranggrofien Aul3enleitergrolien
Stefn S = 3' SrangU Strang S = 3' U Srang S = \/§| U
Dreieck S =3l grangU srang S= 3I_UA S=./31U

3

3.3 Vierpoldarstellung von Drehstr om-Schaltungen

3.3.1 Admittanz-M atrix

Den Drehstrom-Verbraucher kann man sich als "Black-Box" mit 4 Anschltissen vorstellen (siehe
3.3.1 Bild 1). Die Eingangsspannungen U,,U,,U, sind im Prinzip unabhangig, wahrend U, =0
den Bezugspunkt darstellt. Die Strome missen die Knotenpunktsforderung des Makroknotens
erfillen, aso gilt 1, = —(l_l +1, +|_3). Damit 18t sich ein Gleichungssystem mit N -1
Gleichungen wie folgt aufstellen

L, =Y,U,+Y,U,+Y, .U, O

I,=Y,U, +Y, U, +X23L_Jsal_] = M [M .
L3 =YaU, +Y,U, +Y U, H

[I_] und [Lﬂ sind Spaltenvektoren fur Strom, bzw. Spannung, [ﬂ bildet eine komplexe 3x3
Admittanzmatrix mit Y, =Y, wegen der geltenden Reziproztat (vgl. Tl).
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L. | DS-
3 e« Verbraucher

3.3.1 Bild 1: Drehstromverbraucher als Black-Box
Wird das gesamte Netz betrachtet, muld die Summe Uber alle Drehstrom-Verbraucher gebildet

e 1=l Y]+ = (], + Y]]
2

Sternverbraucher
Fur Sternverbraucher gemal3 3.3.1 Bild 2 lautet die Admittanzmatrix

A 0 00O
— 0
[XStem] - %) B OD
B 0 CH
Die einzelnen Impedanzen sind Z, =%\ usw. Flr symmetrische Verbraucher gilt natdrlich

A=B=C.

>

(oo
]

(@
—

L

3.3.1 Bild 2: Sernverbraucher als Black-Box

Dreieckverbraucher
Fur Dreleckverbraucher gemél? 3.3.1 Bild 3 183t sich das Gleichungssystem aufstellen zu

1, =AU, -U,)-cU,-U,)=(A+Cl, -AU, -CU,
I, = _A(Ql _Qz)"'E(L_Jz _Qa)z -AJ, +(A+E)i2 -BU,;.
l,=-BU,-U,)+c(U,-U,)=-CcU,-BU,+(B+CM,
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Die Admittanzmatrix fur Dreieckverbraucher lautet somit

{a+c) -A -
Youul=0-A (A+B) -
5-c -B (B+C)

3

3.3.1 Bild 3: Dreieckverbraucher als Black-Box

Fur symmetrische Dreieckverbraucher mit A= B = C &3t sich die Matrix vereinfachen zu

02 -1 -10

_ Al O

Y osescom] = AFL 2 -13
B1 -1 2R

Fur die Admittanzmatrix von symmetrischem und unsymmetrischem Verbraucher gilt:

[> Spaltenelemente = 0],

Dies muf3 allgemeine Guiltigkeit haben,da I, +1, +1,=0.
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3.3.2 Leitungskapazitaten

Bei einer Drehstrom-Freileitung missen Kapazitdten sowohl zwischen den einzelnen Leitern, als
auch zwischen den Leitern und der Erde (vgl. 3.3.2 Bild 1) berticksichtigt werden.

N NN\ AN
3.3.2 Bild 1: Leitungskapaztaten der Drehstrom-Freileitung

Unter der Voraussetzung, dal3 die Abstande zwischen den Leitern 1-2 und 2-3 gleich sind, gilt

Clz = CZS 7 CSl
C,=C,2C,

Die Leitung kann aso as unsymmetrischer Stern-Dreleckverbraucher angesehen werden. Um
dieser Unsymmetrie entgegenzuwirken werden die Leiter nach dem Schema in 3.3.2 Bild 2
verdrillt.

1 3
1 2
2 .3
3 ‘ ‘ .
l/3 1/3 1/3

3.3.2Bild 2: Verdrillung der Leitungen

Nun ist jede Phase gleichlang in jeder Position und es gilt

Durch die Verdrillung ist nun aso ein symmetrischer Stern-Dreleckverbraucher entstanden mit
folgender Admittanzmatrix
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. 0 0O [@®C -C -CO
_ .0 0, . .0 O
[M=jwm0 Cc. 0pgtjwgcC, 2c, -C.g

50 0 CEE E_CL -C, 2CLE

Stern Dreieck
[Ce +2C, -CL -C. O
=jwg -C,  C.+2C,  -C, B
H -C. -C, Cc+2C H

Stern+Dreieck

Dreieck-Stern-Umwandlung
Fur die obige Dreiecksmatrix war |, gegeben durch

1, = jw[ZCLQl -C. U, _CLQS]
= jwf2c U, -C, (U, +U,] -
= jw3C U, mitU,+U,=-U, (sehe3.3.2Bild3)

- L2
_Hl
U,
U, "
Lo— -
U,
L,

332Bild3: U,+U,=-U,
Werden die anderen Strome aguivalent umgerechnet, so folgt fir die Matrix

Bc, 0 00
Mol = jog0 3¢, 07
HO 0 3C.H

Diese umgewandelte Matrix 183t sich nun leicht mit der obigen Stern-Matrix addieren und es folgt

c, 0 00
M=jwHo c, of
H0 0 GCH
mit der Betriebsersatzkapaztéat
C,=C, +3C,.
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o | 9
T T 7

NONNNNNNNNNN

C,=C,+3C,

3.3.2 Bild 4: Leitungskapaztaten mit Betriebser satzkapazitat

Man erkennt, dal3 durch die Dreieck-Stern-Transformation die Kopplung zwischen den Phasen
aufgehoben wird.

Durch eine Entkopplung der Phasen |&13t sich jedes symmetrische Drehstromnetz in ein
1-phasiges Ersatzschaltbild tGberftihren.

Die folgenden Bilder 3.3.2 Bild 5 und 3.3.2 Bild 6 verdeutlichen diese Umformung fir ein
symmetrisches Drehstromsystem sowie ein Wechselstromsystem (Grundgedanke: stromloser N-
Leiter mit R > O, wird Ubergefihrt in stromfihrenden N-Leiter mit R = 0).

—>R'

1 | R
' ! 1 I .
2 ! R -l
: i el
3 R' !
l l , 1 L
. R " symmetrisches N Interpretation eines
N ; » DS-System: N-Leiter N-Leiters im ESB:
R>0, I=0 R=0, I>0

DS-Teilsystem 1phasiges DS-ESB
3.3.2 Bild 5: Umwandlung von Drehstrom-Teilsystem in 1-phasiges Drehstrom-ESB

1 | —R 5 R 2R

e e 1— ] t—]

: : « R

—— N _F— X ‘
N . ! WS-ESB WS-ESB

WS-Teilsystem

3.3.2 Bild 6: Umwandlung von Wechselstrom-Teilsystem in Wechsel stom-ESB
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3.3.3 Zweitore (Vierpol mit Ein-/Ausgabeverhalten)

I, Zweitor/ L
10h Vierpol U,

3.3.3 Bild 1: Zweitor/Vierpol

3.3.3 Bild 1 verdeutlicht den Vierpol, von dem im folgenden ausgegangen werden soll. U, wird

nun als Ausgangsspannung betrachtet. Fir das einphasige Drehstrom-Ersatzschaltbild wiirde der
untere Leiter durchgezeichnet werden, da nur 3 Pole zur Verfligung sténden.

Laut Kapitel 3.3.1 sind Strome und Spannungen gegeben durch

L, =Y,U, +Y,,U, U,=2,1,
I,=Y,U, +Y,,U, U,=2,1,

(1] =[¥]du] ul=[z]di]

[ﬂ ist die Admittanzmetrix, [;] wird als Impedanzmatrix bezeichnet.

Die Matrizen konnen far Det[] # 0 durch Matrixinversion ineinander Ubergeftihrt werden:
2] =[¥]"
] =[z]”

Um die Eingangsgrofden in Abhangigkeit der AusgangsgrofRen darzustellen, wird die Ketten-
matrix [A] eingefuhrt, so dal? gilt

I
[ o))

U,
|

L W,0 0
o Tie=[Ag R
»ls .0 .0

o o

llQZ +
=1 ZlL_JZ +

dabei ist zu beachten, dal3 I, umgekehrt gepfeilt wird.

Die einzelnen Elemente der Kettenmatrix lassen sich bestimmen mit

a _i — Zy ay, _& = 2Ly —ZpZly
1
U, 1,20 Zy l, U,=0 Zy
woh| o1 b 2
21 22
U, 1,=0 Zy l, U,=0 Zy
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Zweitor-Verbindungen

Bei Stromgleichheit (Reihenschaltung) addieren sich die Impedanzen zu

z]=[z]4z] .

L>—<
N
e

Ic

—
I
i

-
I=

]

3.3.3 Bild 2: Reihenschaltung von Vierpolen

Bei Spannungsgleichhelit (Parallelschaltung) addieren sich die Admittanzen zu

[Y]=[¥] +{v].

=<

<

3.3.3 Bild 3: Parallelschaltung von Vierpolen

Liegt eine Kettenschaltung vor, so gilt

%H =[AlL 3/0 *E=[A]l Al D D’

die Matrix wird also zu

[Al=[A] bA]
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3.3.3 Bild 4 verdeutlicht diese Kettenschaltung von Vierpolen.
L L L

— — —_—

3.3.3 Bild 4: Kettenschaltung von Vierpolen
3.3.4 Zweitorketten (Anwendungsbeispiel)

Kapazitiver Spannungswandler

oL

Ic
IF*TI
|

v

3.3.4 Bild 1: Kapaztiver Spannungswandler als Kettenschaltung von 2 Vierpolen

Die Bauelemente werden so gewahlt, dal? gilt C, <<C,, dsoist U, >>U,. AulRerdem wird der

Leerlauffall betrachtet (1, =0).

Das Verhdtnis der Spannungen ergibt sich zu

Ol =ahalvabal,
UZ 1,=0
dem 11-Element der Produktmatrix.
alll:& :&+1 alzl:U_H JaL+ZB
. UH Iy =0 Cl Uz 1,=0 ZB
Wird :
1 = & = 1 aZ = _H = I H = i
. 21
IH U, =0 J("I:l Uz 1,=0 IHZB ZB
in die obige Gleichung eingesetzt, so folgt
U, _jaCZg + jaC,Zg -w’C,L-w’C,L+1
U, JaC,Zyg
Wird nun L auf den Resonanzfall eingestellt mit w = w, = __r ergibt sich
1/LICl +Czi
YioGrG Lz,
UZ c:l
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4.  Einschwingvorgangein linearen Netzwerken (L,C,R=const.)

4.1 Differentialgleichungen

4.1.1 Ansatzder DGL-Systeme

R L
— ',
u,(®) i(t) —C | u(

4.1.1 Bild 1: R,L,C-Schwingkreis

Um die Augenblickswerte firr u,(t) und i(t) der Schaltung nach 4.1.1 Bild 1 bestimmen zu
kénnen, wird die Knoten- bzw. Maschengleichung aufgestellt

w(0)= R+ LS +u,)
du, '

i(t):CE

Fur t =0 sollen die Energiespeicher leer sein und es gilt u,(0)=0 und i(0)=C d:tz

=0. Dies

sind die gewahlten Anfangsbedingungen. Die Spannung u,(t) soll nun weiter untersucht werden.
4.1.1 Bild 2 stellt mogliche Verlaufe von u,, dar.

L2

u,

4.1.1 Bild 2: Mdgliche Verlaufe von u,

. 2
Wird nun i(t)= CS:Z und d:jit) = Cjtzuz in die Gleichung fir u,(t) eingesetzt, so folgt die
Differentialgleichung
d?u du
LC—2+RC—2+u, =ut).
dt’ da ()
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Um die Gleichung zu vereinfachen werden folgende Konstanten eingeftihrt:
1

Jic

Schwingkreiswiderstand Z,= \/g

Resonanzkreisfrequenz w, =

Schwingkreisgite Q= Z—F\‘:

Mit der normierten Zeit 7 = w,t und der Resonanzkreisfrequenz folgt t =7+/LC , eingesetzt in
die Differentialgleichung folgt

d?u, 1du
dez +6d_1'2+u2(r):ul(r)'

4.1.2 Losung der homogenen Differentialgleichung

Bei der homogenen Differentialgleichung wird die eingepragte Spannung u, := 0.
Damit folgt
2
d U22 +£%+u2(r):0.
dr Q dr

Um die Differentialgleichung zu l6sen wird der Ansatz u, =Ke™ mit K, p=const in die

homogene Differentialgleichung eingesetzt. Nach der Divison durch Ke" folgt die
charakteristische Gleichung fir homogene Differentialgleichungen:

1
p’+=p+1=0.
Q
Die Eigenwerte sind gegeben durch
1
=-—+——.1-4Q°.
pl,z 2Q 2Q Q

Ein wichtiger Grenzfall tritt auf, wenn der Wurzelausdruck zu Null wird. Dies geschieht for
Q=0,5. Dies ist der Fal der kritischen Dampfung. Der zugehorige Eigenwert ist dann

p, = p, =-1.
Im folgenden werden die Félle der schwachen bzw. starken Dampfung untersucht.

schwache Dampfung Q >0,5
Fur Q> 0,5 wird der Wurzelterm der Eigenwerte negativ und damit die Eigenwerte konjugiert

komplex: p,, =-a £ jB mit
- L und B = [4Q° -1
2Q 20

Die Ldsung der Differentialgleichung wird nun angesetzt mit

U, (T)=K.e™ +K,e™.
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Dabel werden Kq und K, konjugiert komplex zueinander gewahlt, um eine reelle Lésung der
Differentialgleichung zu erhalten. Da K; zu K, konjugiert komplex ist, gilt somit fir den Redlteil

Re{K } = Re{K ;} =§. Fr den | maginarteil muR geften — Im{K } = Im{K ;} =§.

Werden die Werte fir K,,K,, p, und p, in die Lésung der Differentialgleichung eingesetzt, so
folgt nach Umformung fur den Fall der schwachen Dampfung

U, (r)=e (Acospr + Bsin Br).

Diese Gleichung stellt eine exponentiell gedampfte Schwingung dar.

starke Dampfung Q < 0,5
In diesem Fall werden die Eigenwerte p,, p, negative reelle Grofen.

Fir den Fall Q2 <<% |43t sich durch Reihenentwicklung (\/1—4(32 =1-2Q%-16Q° —) und

Abbruch nach dem 2. Glied der Wurzelausdruck +/1-4Q* umformen zu 1-2Q2. Die
Eigenwerte lassen sich fir diesen Spezialfall somit berechnen durch

1 1
=-—+—[1-2Q%).
Pra = =50 50 1729°)
- . . _ _ 1 1
Die Eigenwerte ergeben sich damit zu p, = -Q und p, = —6 +Q= —6.

Die Losung der Differentialgleichung im Fall der starken Dampfung ist also
u, (T)=Ke ¥ +K,e?.

Diese Gleichung stellt eine Doppel-e-Funktion dar.

4.1.3 Lo6sung der vollstandigen Differentialgleichung
Die Losung der vollstandigen Differentialgleichung ergibt sich durch Uberlagerung der Lésung

der homogenen Differentialgleichung mit einer partikuldren Losung. Die partikulére Losung kann
eine beliebige Losung sein, z.B. auch fir t — o . Allerdings muf3 die Erregung bekannt sein.

Beispiel: Einschalten einer Gleichspannung bei starker Dampfung

Wird die Schaltung nach 4.1.3 Bild 1 mit Gleichspannung betrieben, 1&dt sich der kapazitive
Speicher (Kondensator) auf. Fir t — o gilt fir den Strom i,% =0, also wird die Spannung Uber

dem Kondensator zu u, ()= u,.
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H>$ R L
—

t=0

U) uv iy | ==C  u

4.1.3 Bild 1: Aufladen eines Kondensators

Um die vollstandige L 6sung der Differentialgleichung zu erhalten mufl3 nun die partikuldre L6sung
fir t - oo zu der L6sung der homogenen Differentialgleichung addiert werden:

u, =u, +K.e ¥ +K,e™°,
Die Anfangsbedingungen fur t =0 lauten
u,=0=u, +K, +K,
du, 1 du,

i=0=C—=2=——2=-K,Q-K,/Q’
dt  Z, dr Q-K/Q

Mit den Anfangsbedingungen lassen sich nun die Konstanten bestimmen zu

U
K,=-—2
1-Q
,
K2:U0Q2
1-Q

Werden die Konstanten in die vollstandige L 6sung eingesetzt, folgt

2
u, =u,A- 1 e+ Q e
1-Q 1-Q

Mit den Konstanten aus Kapitel 4.1.1 ergibt sich fir die Spannung des Kondensators

H 1 _t RE L

_ 2 -
u, :UOE.’I_—1 % e e +1Q?e L OmitQ? = R
ﬁ Term1 Term 2 E

Wird nun nur die Aufladung eines RC-Gliedes betrachtet, ist L = 0 und damit auch Q* =0 und
fur die Spannung des Kondensators gilt

t
u, ZUOE_G RC @
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_ Cdu,

Der allgemeine Ladestrom laRt sich tiber i(t) = berechnen zu

0= g = e
RIL-Q%) 0
Fur ein RC-Glied mit L = 0 ist der Ladestrom gegeben durch

e FC,

Die Verlaufe von Ladespannung und Ladestrom fur den allgemeinen Fal sind in 4.1.3 Bild 2
dargestellt.

-
"R 1\&

4.1.3 Bild 2: Ladespannung und
Ladestrom am Kondensator fur starke
Dampfung eines RLC-Gliedes Speicherwirkungsgrad
Die Quellenenergie des Kondensators betrégt

W, :'!uidt = uo'!idt =u,Q=Cu;.

Die Speicherenergie ist gegeben durch
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Der Speicherwirkungsgrad betragt damit
n= % =50%.
Wo

Es entsteht also eine Verlustenergie in Form von Warme, fur sie gilt
W, = Rmizdt!=1Cu2
o=y

Beispiel: Einschalten einer Wechselspannungsquelle bei schwacher Dampfung
Die Erregerspannung wird fur Zeiten t > 0 angenommen als

u,t)= 4, cos wt.

Um die vollsténdige Losung der Differentialgleichung zu erhalten wird nun wieder nach einer
partikuldren Losung gesucht. Die Schaltung nach 4.1.1 Bild 1 kann als Spannungsteiler angesehen
werden und das Verhdtnis der Spannungen im eingeschwungenen Zustand (Annahme u; in der
reellen Achse = uq) 1a3t sich mit Zeigerrechnung bestimmen zu

1
Q_z = J(AE = 1 = 1
U R4 e+ 1  1-w’LC+ juCR w 1w
j(AE 1- + ] —
o Quw,
. . 1
mit der Resonanzkreisfrequenz w, = ——.
°JLe
Fur den Fall w < w, ergibt sich fur die komplexe Ausgangsspannung nach Betrag (\/ Re? + Imz)
und Phase [® = arctanl—mEzu
Rel[

J :EH wg 1 e_ja(:;%%w%g%%
g % EZQZ '

Wird Q grol3 genug (Q > 0,707) gewahlt und die Erregerkreisfrequenz ist w<w,, so kann

u, >u, werden. In diesem Fall spricht man von einer kapazitiven Spannungserhdéhung.
Das Zeigerdiagramm in 4.1.3 Bild 3 verdeutlicht die Lage der Spannungen zueinander.

U,

4.1.3 Bild 3: Lage des Stroms und der Spannungen der einzelnen Bauteile

Seite 65



Grundlagen der Elektrotechnik |11

Aus diesem Bild kann abgelesen werden, dal? aufgrund der charakteristischen Lage von _ , und
_, U,>U; wird. Man spricht von Spannungserhohung.

Um die vollstéandige Losung der Differentialgleichung zu erhalten, wird nun die oben erhaltene
partikulére Losung zur allgemeinen homogenen Losung addiert und es folgt

u, —EL+ 2Q %J s@a E;EEhSOOEe“% (Acos Bw,t + Bsin Bw,t)

H

4Q° -1
mita =2 und =Y "1 (Gene Kapitel 4.1.2).
20 20

Die Bestimmung der Konstanten A und B kann wie zuvor Uber die Randbedingungen erfolgen.

4.1.4 Aquivalente Netzwerke

Im folgenden soll ein Reihenschwingkreis untersucht werden, da er ein Modell fir viele praktische
Félle darstellt.

Beispiel: Kondensatorentladung

112

:{ iv | R u(t)
U,

4.1.4 Bild 1: Kondensatorentladung im Rethenschwingkreis

Fur t = 0 wird der Schalter in 4.1.4 Bild 1 geschlossen, so dal3 sich der Kondensator entladt und
somit einen Stromflufd durch Spule und Widerstand verursacht.

Der geladene Kondensator in der Schaltung nach 4.1.4 Bild 1 &t sich einfach durch enen
ungeladenen Kondensator in Relthe mit einer Spannungsquelle, die die gleiche Spannung des
geladenen Kondensators liefert, ersetzen. Dann geht die Schaltung tber in 4.1.4 Bild 2.

A -
C t=0

u,(t)

I
=~

u, i(t) [

4.1.4 Bild 2: Aquivalentes Netzawerk zu Bild 1
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Laut Kapitel 4.1.3 ist der Ladestrom fur Q << 0,5 gegeben durch

Die Spannung u, (t) tber dem Widerstand R 18Rt sich nun einfach durch das ohmsche Gesetz
berechnen zu

Fur die Energieerhaltung muf3 laut Kapitel 1 gelten

1 1°
ZCUZ == (U2dt.
2 R.!

Der prinzipielle zeitliche Verlauf der Spannung u, ist in 4.1.4 Bild 3 graphisch dargestellt.

u,

4.1.4 Bild 3: Verlauf der Entladespannung des Kondensators

4.2 Fourier-Tansformation

4.2.1 Fourier-Reiheund Fourier-Integral

In vielen Anwendungen der Elektrotechnik treten periodische Vorgange auf, wie z.B. ene
S&gezahnfunktion, dargestellt in 4.2.1 Bild 1.

y(»)

T(J

4.2.1 Bildl1: Periodische Funktion mit der Grundperiode

Von grundlegendem Interesse ist die Frage, aus welchen Schwingungen mit den Kreisfrequenzen
vw, mit v =12,... sich die periodische Funktion y(t) zusammensetzt. In 4.2.1 Bild 2 sind die

dabei auftretenden Frequenzen mit ihrer Intensitét §, als Linienspektrum dargestelit.
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AYo

v

Yi

Ya

VO,

4.2.1 Bild 2: Linienspektrum der periodischen Funktion

Damit 14R3t sich die Funktion y(t) in Form einer Fourier-Reihe wie folgt darstellen

00

y(t)=vo + i §, cospawt +a, )=y, + % i g, [/t a) 4 gribea)) Y c,e

mit -
1 To/2 _
¢, =— [yl "dyvOz.

0 -Ty/2

erhat man:

1. 1. _
c.=V.,Cc ==ye%c ==ye'y=12... .
0 yO (7 2yv vV 2yv 11

Fur beliebige geeignete Funktionen y(t) (auch aperiodische mit T, — « zB. 4.2.1 Bild 3)
werden nicht nur die Kreisfrequenzen vw, sondern alle wOR zur Darstellung bendtigt. Damit
ergibt sich anstelle der Fourier-Reihe die Fourier-Intergal-Darstellung:

00

V)= V(i deo = F(Y(jw)

—00

y(t)

4.2.1 Bild 3: Beliebige geeignete Funktion y(t)

Fur die Umkehrtransformation vom Zeit- in den Frequenzbereich gilt:

Y(jw) = Iy(t)e""“ dt =[Y(jw)|e’@ = F(Y(t)).
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Bei diesen Gleichungen treten allerdings haufig Konvergenzprobleme auf, weshalb anstelle der
Fourier-Transformation die Laplace-Transformation angewandt wird. Im Gegensatz zur Fourier-
Reihe ergibt sich nun anstelle des Linienspektrums ein kontinuierliches Amplitudendichtespektrum
der Funktion y(t).

[Y(jo)l

4.2.1 Bild 4: Kontinuierliches Amplitudendichtespektum

00 Zeit/Frequenzbereichstransformation

4.2.2 Berechnungsverfahren

Betrachtet wird ein lineares Netzwerk, dargestellt in 4.2.2 Bild 1, mit der EingangsgréRe x(t) und
existierender Fourier-Transformierter X(jw) sowie der Ausgangsgrofe y(t) mit Fourier-
Transformierter Y( jw) . Diese Groéf3en kénnen Spannung, Strom etc. darstellen.

x(®) lineares y(®
Netzwerk

4.2.2 Bild 1: Lineares Netanerk

Um den Frequenzgang
Flw) =

I [1<

fur den eingeschwungenen Zustand (t — o) des linearen Netzwerks zu berechnen, wird das

Verhdltnis von Y(jw) zu X(jw) berechnet (stat. Lésung der Differentialgeichung nach

Abklingen der Einschwingvorgange (t — )). Damit gilt im Frequenzbereich der multiplikative
Zusammenhang:

Y(jw) = F(jw) X(jw)|

Beispiel
Der Frequenzgang des Netzwerks aus 4.2.2 Bild 2 soll nun untersucht werden.
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C
w wJ
4.2.2 Bild 2: Hochpal3
Fir den Frequenzgang gilt
U, gy 1 1+jeRC
jaC

Tragt man den Frequenzgang F(jw) auf (vgl 4.2.2 Bild 3), so erkennt man, dal3 hohe Frequenzen
kaum beeinfluf3t werden, niedrige hingegen werden abgeschwaécht.

[F(jo)|
1 ................................

1
2

e
I
7‘7\
@]

4.2.2 Bild 3: Frequenzgang eines Hochpal3

Die Grenzfrequenz eines Hochpald betragt w, = % :

Vorgehensweise bei der Analyse linearer Netzwerke unter der Voraussetzung: x(t) =0 fur t<0

und es existiert F(x(t))= }x(t)e‘j“‘ dt .

1. Transformation von x(t) in den Frequenzbereich mit

F(x(t)):}x(t)e‘j“‘dt = X(jw).

0

2. Berechnen der Fouriertransformierten F(y(t)) durch Multiplikation im Frequenzbereich

F(y(t) = F(jw) F(x({) = Y(jw).
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3. Ricktransformation
yt)=F*(Y(jw)

4.2.3 Syntheseeiner Impulsspannungsquelle
Im weiteren soll das Spektrum ener Impulsspannungsquelle untersucht werden. Die

Spannungsguelle wird als Black-Box angesehen, die Ein- bzw. Ausgangsgrofien sind bekannt (s.
4.2.3 Bild 1).

() ‘) uy(t)

4.2.3 Bild 1: Impulsspannungsquelle als Black-Box

Die Eingangsspannung ist eine Rechteckspannung,, siehe 4.2.3 Bild 2.

u,(t) Eingangssignal
uO

4.2.3 Bild 2: Eingangsspannung

Die Ausgangsspannung der Black-Box betragt

_t L
uz(t)zuzo% h-eh EJ

mit T, >>T, und t, >>T,. Den Verlauf der Ausgangsspannung zeigt 4.2.3 Bild 3.

u \El.z(t) genormte Priifspannung
20 \\,\\\VDE (0432)
Tz’ ——— _\_\_\_\_‘._7_‘ —
B T
-uj’_() ‘,"

4.2.3 Bild 3: Ausgangsspannung einer | mpul sspannungsquelle
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Der Frequenzgang ist nun, wie in Kapitel 4.2.2 gezeigt, gegeben durch den Quotienten

N

. U,(jw
Fljw)=—%"
(i) U,(jw)
der Fourier-Transformierten.

Fir die Fourier-Transformierte von u, (t) gilt

tD
Uy g it

b
F(Ul):Ul(jw):UOIe_jmdt:_ Jw :%[1_e—jato]
0

undflr ¢, . o ist
, U
F(u)=U,(jo) =—>
jw

(Sehe 4.2.3 Bild 4).

[F(w)|
uO

»

4.2.3 Bild 4: Amplitudendichtespektrum des Eingangssignals (Sprung)

Die Fourier-Transformierte F(u,) =U,(jw) von u,(t) ist:

o[-t  _t . L i
F(UZ):U jw :Uzoj% h-gh %_mdtzum'f%t ) E t%?’ E@it
0 ) 0

0 T, T, O T,-T,

- U
2°B+1wT 1+ T, 2 1-aTT, + jolT, +T,)

o)l
Uzo(Tl'Tz)
LN
2
Ll S
T2 5
1 1 N
T, T,

4.2.3 Bild 5: Amplitudendichtespektrum des Ausgangssignals
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Die Spannungszeitflache ist gegeben durch

}uz (t)dt =Uy (Tl _Tz)'

Der Frequenzgang dieses Netzwerks betragt damit (unter der Voraussetzung t, — c, "Ein-
gangssprung")

Uzo jw(Tl _Tz)
U, 1-®T,T, + jo(T, +T,) |

Fjw)=

Mit T, >>T, ergibt sich der Betrag des Frequenzgangs, dargestellt in 4.2.3 Bild 6 zu

T, U,

1t n Pl @) Y

F(jw) =

1 1
T, T

4.2.3 Bild 6: Frequenzgang vom Bandpal3

Man erkennt am Frequenzgang, dal3 hohe und tiefe Frequenzen abgeschwacht werden, mittlere
hingegen nicht beeinflul3t werden, daher nennt man ein solches Bauteil einen Bandpal3.

Um einen Bandpal3 technisch zu realisieren, wird einfach ein Hochpald mit einem Tiefpal? in Reihe
geschaltet (vgl. 4.2.3 Bild 7 und 4.2.3 Bild 8).

F(jo) Fo)
Hochpal3 Tiefpal3

@ @

4.2.3 Bild 7: Frequenzgang von Hochpal3d und Tiefpal?

Das entstandene Schaltbild ist in 4.2.3 Bild 8 dargestellt.
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11 .
11 I
C, R,

4.2.3 Bild 8: Reihenschaltung von Hoch- und Tiefpald

Der Frequenzgang a3t sich nun auch durch eine Kettenmatrix-Multiplikation berechnen. Dies darf
alerdings nur bei Rickwirkungsfreiheit durchgeftihrt werden. Fir den Frequenzgang gilt somit
auch

|

2 ¥z _ JaCsR,

Flie)= , U, 1-wCC,RR, +jw[Cy(R +R,)+CsR)]

|

Durch einen Koeffizientenvergleich der beiden Gleichungen fir den Frequenzgang lassen sich die
Konstanten T,, T, und U ,, wie folgt bestimmen (wobel R, <<R,):

U O
U_ZO(Tl_Tz):CSRe DE T, =R,(C, +Cs)

i &[ C,C
LT =GR +R)*CROOT, =R = g
00 *

TlTZ = CSCbReRd D D
eV m )

424 Marx-Generator (VDE/IEC)

Der Marx-Generator dient der Erzeugung von Stof3spannungen. Die einstufige Ersatzschaltung ist
in4.2.4 Bild 1 dargestellt.

Funkenstreclke
* L T . .—E L0
R, LR, R,
I C.=—|U, | R D =c | U0 D R, C 0= U
Stelltrafo ' Schaltung A Schaltung B

4.2.4 Bild 1: Einstufige Ersatzschaltung eines Marx-Generators

Uber die Kombination von Stelltransformator und Hochspannungstransformator wird eine
variable Hochspannung erzeugt. Die Sekundarspannung wird gleichgerichtet und ladt den
Speicherkondensator Cg Uber den hochohmigen Ladewiderstand R, auf die Ladespannung U,

auf. Ist der Kondensator soweit geladen, dal’3 die Funkenstrecke ziindet, so entladt er sich tber
das Netzwerk aus Dampfungswiderstand R;, Entladewiderstand R, und Belastungskondensator
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C;. Die Schaltung A und B unterscheiden sich nur beziiglich der Netzwerkauslegung. Die
StoRRspannung kann Gber dem Belastungskondensator C, abgegriffen werden.

Die Entladespannung U, bezogen auf inre Amplitude ist im Diagramm in 4.2.4 Bild 2 dargestellt.

Uf(t) Stirngerade
U2 1_ ___________ VA

09 - d

R s :

0.3 17 L 5

L i t
TS TCR
Ty

4.2.4 Bild 2: Sol3spannung des Marx-Generators
Die Zeiten, die in 4.2.4 Bild 2 eingezeichnet sind, werden im folgenden benannt und
Berechnungsvorschriften werden angegeben.

Stirnzeit Ts =ksT,
Rickenhalbwertszeit T, = kg1,
Scheitelzeit Tk = Ll n L
Tl _Tz Tz
_U,
Ausnutzungsgrad n= 0. <1
0

Die KenngrofRen T,, T, und 1) lassen sich wie folgt berechnen:

Schaltung A Schaltung B
T, (Ry +Re)Cs +C,) R.(Cs+C.)
TZ Rd Re Cst Rd Cst
Ry +R. Cs +C, Cs+Gy
n R. Cs Cs
Ry +R Cs +GC, Cs +G,

Man kann anhand der Formeln erkennen, dal3 der Ausnutzungsfaktor fur Schaltung B besser
(grofer) ist als der der Schaltung A (n, >n,).

Man unterscheidet bezlglich der Schaltzeiten zwischen Blitzstol3spannung fur T.; <100us und
Schaltstof3spannung T, >100us.
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Wie in der obigen Tabelle erkennbar, sind die Zeitkenngrof3en T,, T, proportional zur Stirn-, bzw.

Rickenhalbwertszeit.

Die Proportionalitatsfaktoren kg,ky; hangen vom Verhdtnis von T4 und T, ab. Die folgende
Tabelle gibt die Proportionalitétsfaktoren fur die wichtigsten Verhatnisse an.

Ts/ps 12 12 1,2

T s é 50 éoo
Ke 1,49 2.96 3,15
K 1,44 0,73 0,70
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