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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit handelt von der numerischen Untersuchung grofer elastisch-
plastischer Deformationen und des Lokalisierungsverhaltens anisotrop geschidigter duktiler

Materialien, die eine hydrostatische Druckabhéngigkeit aufweisen.

Das vorgestellte Modell basiert auf einer verallgemeinerten makroskopischen Theorie im
Rahmen einer nichtlinearen Kontinuumsschidigungsmechanik unter Verwendung einer

kinematischen Beschreibung des Schadigungsverhaltens.

Um eine realititsnahe Formulierung zu gewdhrleisten, wird die Nichtlokalitit des
Materialverhaltens sowohl in der FlieBbedingung als auch in der Schddigungsbedingung

beriicksichtigt.

Abschitzungen der Spannungs- und Verzerrungsentwicklungen werden aus einer direkten
numerischen Integration der plastischen und schadigungsbezogenen Ratenbeziehungen
ermittelt. Dieser zweiteilige Integrationsalgorithmus besteht aus einem inelastischen

Prediktorschritt, dem ein elastischer Korrektorschritt folgt.

Numerische Simulationen des elastisch-plastischen Deformationsverhaltens geschédigter
Korper unterstreichen die Effizienz des vorgestellten Modells und verdeutlichen die Wirkung

des Schadigungseinflusses auf das Lokalisierungs- und Deformationsverhalten.



Abstract

This work deals with the numerical simulation of large elastic-plastic deformations as well as
the localization behavior of anisotropically damaged ductile materials which are

hydrostatically stress-dependent.

The presented model is based on a generalized macroscopic theory in the framework of

nonlinear continuum damage mechanics with a kinematic description of the damage behavior.

In order to achieve a physically adequate formulation, the nonlocality of the material behavior

is taken into account in the yield condition as well as in the damage condition.

Estimates of the stress and strain histories are computed from a direct numerical integration of
the plastic and damage strain rates. The integration algorithm consists of an inelastic predictor

followed by an elastic corrector step.

The efficiency of the presented model is underlined by numerical simulations of the elastic-
plastic deformation behavior of damaged specimens and the effect of damage processes on the

localization and deformation behavior is emphasized.
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1 Einleitung 1

1 Einleitung

Die realitidtsnahe Beschreibung des inelastischen Verhaltens duktiler Materialien sowie die
Entwicklung von effizienten und robusten numerischen Losungsverfahren sind in der
Mechanik fiir die Behandlung zahlreicher Randwertprobleme von grof8er Bedeutung. Hierbei
stellt die Versagensanalyse von Materialien und Strukturen die Grundlage fiir die Einsicht in

die Deformations- und Schidigungsprozesse dar.

In der klassischen Kontinuumsmechanik wird die Annahme getroffen, dass sich der
physikalische Zustand eines Korpers an einem betrachteten Punkt ausschlieBlich durch das
Materialverhalten an diesem Punkt bzw. in einer beliebig kleinen Umgebung dieses Punktes
beschreiben ldsst. Diese Voraussetzung ist jedoch nicht mehr erfiillt, wenn man
beriicksichtigt, dass plastische Deformationen auf atomarer Ebene durch Besonderheiten der
Mikrostruktur definiert werden (ERINGEN [44], [45]). Demzufolge wird unter einer
mikromechanischen Betrachtungsweise der Zustand eines Korpers an dem gegebenen Punkt
mafgeblich von dem Verhalten der Nachbarpunkte in seiner Umgebung beeinflusst. Fiir eine
physikalisch addquate Formulierung ist also die Beriicksichtigung nichtlokaler Effekte
notwendig, was z. B. durch die Einfilhrung von nichtlokalen Zustandsvariablen realisiert
werden kann. Werden in einem Modell allerdings alle Zustandsvariablen als nichtlokal
betrachtet, so vergrofert sich der analytische und numerische Aufwand erheblich (FLECK &
HUTCHINSON [46], [47], SHU et al. [101]).

Aus diesem Grund entwickelten u. a. BAZANT & LIN [7] sowie STROMBERG & RISTINMAA
[113] modifizierte nichtlokale Modelle, die auf der Voraussetzung beruhen, dass das
elastische Materialverhalten keinen nichtlokalen Einfliissen unterliegt, was im Vergleich zu

den oben aufgefiihrten Modellen eine Vereinfachung der Formulierung bewirkt.

Alternativ kann zur Beriicksichtigung der Nichtlokalitdt des Materialverhaltens gefordert
werden, dass die FlieBbedingung von hoheren rdumlichen Ableitungen der inelastischen
Zustandsvariablen abhingt. Dieses als Gradientenplastizitit bezeichnete Modell wurde z. B.
von AIFANTIS [2], [3] sowie ZBIB & AIFANTIS [123], [124], [125] untersucht. Zur numerischen

Implementierung der Gradientenplastizitit wurde von MUHLHAUS & AIFANTIS [81] ein
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Variationsprinzip ~ entwickelt. Mit  weiteren  Finite-Element-Formulierungen  fiir
gradientenabhédngige Verfahren beschiftigen sich die Arbeiten von DE BORST & MUHLHAUS
[17], SLUYS et al. [106], DE BORST & PAMIN [18], L1 & CESCOTTO [76], [77] sowie BRUNIG et
al. [30], Ricct [95] und Ricct et al. [96].

Ein wichtiger Aspekt in der Schidigungsmechanik ist die angemessene Beschreibung der
physikalischen Eigenschaften der mechanischen Variablen, die den Schiadigungszustand des
Materials beschreiben. In Bereichen grof3er plastischer Deformationen entwickeln sich bereits
bestehende Mikroporen durch Wachstum und Zusammenschluss von Poren zu Mikrorissen,
so dass sich die mikroskopische Schidigung zu makroskopischer Schiadigung entwickelt, die
dann schlieBlich endgiiltiges Materialversagen zur Folge haben kann. Durch die
beschriebenen Prozesse im Materialgefiige werden mehrere Materialeigenschaften, wie die
elastischen Moduln (LEMAITRE & DUFAILLY [75]) beeinflusst. Diese Verdnderungen der
Materialeigenschaften kdnnen als MaB fiir die Schwichung des Materials betrachtet werden
und damit zur Formulierung geeigneter Schadigungsparameter verwendet werden. In der
Literatur ~ zur  Schadigungsmechanik  unterscheidet = man  zwischen  isotropen
Schadigungsmodellen, wie sie beispielsweise von KACHANOV [60], RABOTNOV [94],
LEMAITRE [72], [73], LEMAITRE & DUFAILLY [75] und TVERGAARD [115] eingefiihrt wurden,
und anisotropen Schidigungsmodellen (MURAKAMI & OHNO [83], BETTEN [13], [14],
KrAjJCINOVIC [63], CHOW & WANG [35], [36], CHABOCHE [32], [33], MURAKAMI [82], JU
[59], LU & CHOW [78], VOYIADIIS & KATTAN [119], BRUHNS & SCHIESSE [31], BRUNIG [24],
[25], [26]).

Des Weiteren muss die numerische Implementierung des konstitutiven Modells zur
Darstellung anisotroper Schidigungsphdnomene einerseits hinreichend einfach méglich sein,
um eine effiziente numerische Umsetzung zu gewihrleisten, andererseits muss das Modell so
umfassend sein, dass die wesentlichen Aspekte des mechanischen Verhaltens moglichst

realititsgetreu abgebildet werden konnen.

Nichtlokale Schidigungsmodelle (BAZANT et al. [8], PUAUDIER-CABOT & BAZANT [91],
BAZANT et al. [9], DE VREE et al. [121]) verwenden zur Berlicksichtigung der Nichtlokalitat
ein Verzerrungs- oder Schiadigungsmall, das einem gewichteten Mittelwert entspricht, der
durch Integration iiber ein bestimmtes Volumen gebildet wird. Eine Modifikation der

nichtlokalen Verfahren durch explizites Einsetzen eines Verzerrungs- oder Schéddigungs-
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gradienten mit dem Ergebnis eines Gradientenverfahrens findet man u. a. bei PEERLINGS et al.

[90].

Um auch komplexe Randwertprobleme losen zu konnen, wurden die Kontinuums-
schiadigungsmodelle in verschiebungsgesteuerte Finite-Element-Verfahren implementiert, wie
z. B. bei SIMO & JU [103], [104], CHOW & WANG [36], JU [58], DE SouzA NETO et al. [108],
DOGHRI [40], DOGHRI & BILLARDON [41], DHAR et al. [38], DE SOUzZA NETO & PERIC [106]
sowie BRUNIG et al. [30] und RiccI et al. [96]. Eine gemischte Finite-Element-Methode wurde
von FLOREZ-LOPEZ et al. [49] entwickelt, wobei das Verschiebungsfeld und die isotrope

Schiadigungsvariable gleichzeitig approximiert werden.

Zur numerischen Integration der konstitutiven Gleichungen verwendeten SIMO & JU [104], JU
[58], DE SouzA NETO et al. [108], DOGHRI [40] und DE SOuzA NETO & PERIC [106] das weit
verbreitete Radial-Return-Verfahren. VOYIADJIS & DELIKTAS [118] entwickelten einen drei-
teiligen Algorithmus, in dem eine additive Aufspaltung der konstitutiven Gleichungen in
elastisches, plastisches und Schidigungsverhalten erfolgt. BRUNIG [25] stellte in diesem
Zusammenhang das Verfahren des inelastischen Prediktors und elastischen Korrektors vor,
das auch fiir groBe Inkremente eine realistische Abbildung des inelastischen Material-
verhaltens liefert und in dieser Arbeit um die Beriicksichtigung der Nichtlokalitit des

Materialverhaltens erweitert wird.

Basierend auf den Grundlagen der Kontinuumsschddigungsmechanik sollen im Rahmen der
vorliegenden Arbeit nichtlokale konstitutive Gleichungen fiir anisotrop geschidigte duktile
Ingenieurwerkstoffe entwickelt, das entsprechende Finite-Element-Modell formuliert und der
Einfluss der  verschiedenen @ Modellparameter auf das  Deformations- und
Lokalisierungsverhalten duktiler Metalle herausgearbeitet werden. Die kinematische
Beschreibung basiert auf Metriktransformationen zwischen geschidigten und fiktiven
ungeschiadigten  Konfigurationen (BRUNIG [26]), aus denen sich geeignete
Schadigungsverzerrungstensoren ableiten lassen. Die additive kinematische Zerlegung der
Verzerrungsraten in elastische, plastische und Schédigungsanteile ermdglicht eine modulare
Struktur des Modells. Um die unterschiedlichen zugrunde liegenden physikalischen
Mechanismen des plastischen FlieBens und der duktilen Schéadigung beriicksichtigen zu
konnen, werden freie Energiefunktionen beziiglich der fiktiven ungeschédigten Konfiguration

als auch der aktuellen geschéddigten Konfiguration getrennt formuliert. Um die experimentell
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beobachteten plastischen FlieBeigenschaften duktiler Metalle angemessen umsetzen zu
konnen, wird eine verallgemeinerte nichtlokale /;-/>-FlieBbedingung verwendet, die von den
Invarianten des effektiven Spannungstensors abhingt und in der Lage ist, den Einfluss des
hydrostatischen Spannungszustands auf das plastische Materialverhalten zu beschreiben.
Gleichzeitig werden nichtlokale Effekte durch die Gradientenabhiangigkeit der
FlieBbedingung erfasst. Zur Beschreibung des Beginns und der Entwicklung der Schidigung
wird in Bezug auf die geschidigten Konfigurationen eine Schiadigungsfldche eingefiihrt. Auch
deren Formulierung wird beziiglich der Beriicksichtigung der Nichtlokalitit des
Materialverhaltens erweitert. Die Schéidigungsverzerrungsrate enthilt sowohl isotrope als
auch anisotrope Anteile. Ein robustes skalares Integrationsverfahren, basierend auf einem
inelastischen Prediktor- und einem elastischen Korrektorschritt, liefert numerische
Abschitzungen der Spannungen und Verzerrungen. Aufgrund der Nichtlokalitdt der
Formulierung resultiert dieses in einer elliptischen partiellen Differentialgleichung, die mit

Hilfe eines Finite-Differenzen-Verfahrens getrennt gelost wird.

Um die Komponenten der logarithmischen Verzerrungstensoren berechnen zu koénnen,
werden Padé-Approximationen entwickelt, die bei geringem Rechenaufwand eine hohe

Genauigkeit der Ndherung auch bei gro3en Verzerrungen erreichen.

Zur Losung des globalen Randwertproblems wird ein Finite-Element-Verfahren verwendet,
das auf dem Prinzip der virtuellen Arbeit basiert. Ein konsistenter Linearisierungsalgorithmus

liefert die zugehorigen inkrementellen Variationsgleichungen.

SchlieBlich wird anhand numerischer Simulationen groBler elastisch-plastischer
Deformationen geschidigter Materialien der Einfluss verschiedener Modellparameter auf das
Materialverhalten untersucht. Dabei wird zundchst das Lokalisierungsverhalten unter
Verwendung verschiedener Diskretisierungen und FlieBbedingungen bei einem rein elastisch-
plastischen Modell behandelt. Des Weiteren wird dann der Einfluss der Schidigung auf das
Materialverhalten diskutiert und die Effizienz des vorgestellten Modells mittels mehrerer

Parameterstudien unter Beweis gestellt.
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2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

2.1 Kinematik

Die Beschreibung des Deformationsverhaltens der untersuchten Materialien basiert auf einer

makroskopischen und phdnomenologischen Betrachtungsweise.

Die hier verwendete Formulierung soll auch anisotrope Schidigung durch Mikrodefekte
beriicksichtigen, jedoch wird auch der geschiddigte Korper als Kontinuum betrachtet. Ein
makroskopisches  reprisentatives ~ Volumenelement  kann  daher  noch  als
kontinuumsmechanischer Materialpunkt angesehen werden, obwohl es bereits eine Anzahl

von Defekten enthilt.

Der Zusammenhang zwischen den hier betrachteten Konfigurationen ist in Abbildung 2.1
dargestellt. Die Konfiguration des unverformten Ausgangszustands B ist auf die Basis-

vektoren g, bezogen und kann bereits eine Anfangsschddigung enthalten. Die zugehorigen

Metrikkoeffizienten ergeben sich aus dem Skalarprodukt der Basisvektoren
Gi=g,8;. (2.1)

Die aktuelle Konfiguration nach elastisch-plastischer Verformung und Schadigung wird mit B

bezeichnet, wobei sich hier die Metrikkoeffizienten G, =g,-g, analog aus den

entsprechenden Basisvektoren g, berechnen lassen.

Die kinematischen Grundlagen flir die Mechanik groBer Deformationen basieren in der

vorgestellten Formulierung auf dem Tensor der gemischtvarianten Metriktransformation

(4]

Q=0 g, ®g =G"G, g,®g' =BG, (2.2)

wie er auch von LEHMANN [68], [69] und BRUNIG [22] verwendet wird.
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M o
N

Ungeschédigte Konfigurationen

Abbildung 2.1: Darstellung der Konfigurationen

Der in Gleichung (2.2) definierte gemischtvariante Tensor Q ist hier dargestellt als Tensor-

produkt des Metriktensors der aktuellen Konfiguration G und des Cauchy-Green-Tensors

B=FF' =V*, wobei F den Deformationsgradienten und V den Linksstrecktensor
bezeichnet.

Es folgt die Definition des gemischtvarianten logarithmischen Verzerrungstensors nach

Hencky

1 Lo
A=51nQ=E(an)_jgi®g’=A,jg,.®g’, (2.3)
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der in der hier eingefiihrten Form eine isotrope Tensorfunktion von Q darstellt, und den man

auf folgende Weise additiv aufspalten kann:
1
A=deVA+§trA1. (2.4)

Wihrend der Deviator des Verzerrungstensors devA den isochoren Anteil der

Deformationen exakt beschreibt, entspricht der Wert
trA=A-1=1n(—]=ln(J) (2.5)

exakt dem volumetrischen Anteil der Deformationen und somit dem Logarithmus der Jakobi-

determinante J =+/detQ .

Aus Gleichung (2.2) kann nun gefolgert werden, dass die Oldroyd-Ableitung als objektive

Zeitableitung des Metriktransformationstensors
Q =G" ij g ® gj (2.6)

im Allgemeinen einen unsymmetrischen Tensor darstellt, mit Hilfe dessen der symmetrische

I‘I 1 Q*l Q. 1 Gik G‘ ® J F'{i ® Jj 2 7
2 2 ]q g[ g -J gi g : ( * )

Die makroskopische Formulierung des geschiadigten elastisch-plastischen Materialverhaltens

fiir groBe Deformationen basiert auf der multiplikativen Zerlegung des Tensors der Metrik-
transformation Q in einen elastischen Anteil Q“ und einen inelastischen Anteil Q”, der sich

wiederum aus geschéddigten und plastischen Deformationen zusammensetzt:

Q=Q"Q" (2.8)

mit

Q" =G"Gyg ®g' (2.9)
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und

Q'=G"G, g ®¢g’ . (2.10)

* *

Gy =g,-g, bezeichnet hier die Metrikkoeffizienten der Basisvektoren g, beziiglich der
fiktiven spannungsfreien Zwischenkonfiguration 3 (Abbildung 2.1).

Danach wird der elastische Verzerrungstensor
el 1 el
A =—InQ (2.11)
2
eingefiihrt, der durch den elastischen Anteil des Metriktransformationstensors beschrieben

wird.

Die multiplikative Zerlegung des Metriktransformationstensors (2.8) liefert gemeinsam mit

der Ableitung
Q=Q"Q"+Q"Q" (2.12)

die additive Aufspaltung des Tensors der Gesamtverzerrungsrate H (2.7) in einen elastischen

Anteil H” und einen inelastischen Anteil H"

H — %Qel -1 de -1 de Qel + % Qel -1 Qel — de +Hel (213)

mit dem Tensor der elastischen Verzerrungsrate

Hel — Qel -1 Qel (214)

1
2
und dem Tensor der inelastischen Verzerrungsrate

H" = % Q' Q™ Q. (2.15)
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Um den Schadigungsvorgang zu beschreiben, werden, wie in den Arbeiten von BRUNIG [27],
VoviADJIS & PARK [120], MURAKAMI [82] und BETTEN [14], auch hier effektive
ungeschidigte Konfigurationen eingefiihrt. Diese zusétzlichen fiktiven Konfigurationen
entstehen, indem man die gesamte Schadigung zuriicknimmt, die der K&rper erfahren hat.
Wie in Abbildung 2.1 zu erkennen ist, wird die fiktive Konfiguration, die aus der aktuellen
geschidigten Konfiguration B durch Entfernen der Schidigung entsteht, mit £ bezeichnet,

die zugehorigen Basisvektoren mit e; und die zugehdrigen Metrikkoeffizienten mit £, .

Da der unverformte Korper im Ausgangszustand B bereits eine Vorschadigung enthalten
kann, wird auch hierzu eine entsprechende ungeschéddigte Ausgangskonfiguration £ definiert,

die wiederum die Basisvektoren e; und die Metrikkoeffizienten E; besitzt.

Falls die unverformte Ausgangskonfiguration B jedoch als Sonderfall keine anfingliche
Schidigung enthilt, besteht demzufolge kein Unterschied zwischen den Konfigurationen lO3

und &, so dass auch die zugehorigen Metrikkoeffizienten Gy und Ej; libereinstimmen.

*

Analog wird die zur spannungsfreien Zwischenkonfiguration B gehorige effektive

* ¥

ungeschidigte Zwischenkonfiguration £ mit den Metrikkoeffizienten £; und den Basis-

*

vektoren e; definiert.

Beziiglich der ungeschidigten Konfigurationen wird zundchst der effektive Metrik-

transformationstensor

Q=0'g ®g =E"E, g ®g’ (2.16)

eingefiihrt, der analog zu den geschidigten Konfigurationen den effektiven logarithmischen

Verzerrungstensor

A=-InQ=—-(In0) g ®g =1 g g 2.17)
2 i J
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sowie den Tensor der effektiven Verzerrungsrate

H-=

Q'Q (2.18)

N | —

liefert. Entsprechend der klassischen elastisch-plastischen Theorie ohne Schiddigungs-

beriicksichtigung, wie sie beispielsweise von LEHMANN [70] eingefiihrt wurde, kann man den

effektiven Metriktransformationstensor Q multiplikativ zerlegen in

Q=Q"Q", (2.19)
wobei
Q" =E"Eyg ®g’ (2.20)
den effektiven plastischen und
Q' =E* E g ®g (2.21)

den effektiven elastischen Anteil bezeichnet. Die zugehorigen Tensoren der Verzerrungsraten

werden definiert durch

1 =

Qel -1 Qpl -1 Qpl Qel Qel -1 Qel — ﬁpl +ﬁel (222)
mit dem elastischen Anteil der Verzerrungsrate
;el 1 = N
- Q" (2.23)
und dem entsprechenden plastischen Anteil
- 1] =, =, —
H” = ) Q' Q" Q. (2.24)

In Schéadigungsformulierungen wird bei der Beschreibung der Kinematik héufig die

Schiadigung selbst nicht beriicksichtigt, sondern es gehen in der Regel nur die elastischen und
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plastischen Verformungen in die kinematischen Beziehungen ein. In dieser Arbeit soll jedoch
auch die Schidigung explizit in die Kinematik eingehen, was hier mit Hilfe von
Metriktransformationen umgesetzt wird. Auch LEHMANN [70], [71], BRUNIG [24], BRUHNS &
SCHIESSE [31] sowie VoviaDiiS & PARK [120] verwenden schidigungsbezogene
Verzerrungsmalle, die kinematisch begriindet sind. Hier werden zur Beschreibung der
Kinematik beziiglich der Schidigung nun die zuvor definierten effektiven ungeschéidigten
Konfigurationen verwendet, wodurch sich die Moglichkeit ergibt, die Schadigung einerseits
unabhingig von den elastisch-plastischen Deformationen zu betrachten, andererseits jedoch
auch das Zusammenwirken beider Verhaltensweisen zu untersuchen. Dazu werden, bezogen

auf die verschiedenen Konfigurationen, die folgenden Schiadigungstensoren eingefiihrt:

R=R' g ®g =E*Gyg ®g, (2.25)

R=R' g ®g' =E"Gyg ®¢g’ (2.26)
und

R:R.ij gi®gj :Eikaj gi®gj: (2.27)

wie sie auch in Abbildung 2.1 zu finden sind. Dabei bezeichnet lol den Anfangsschidigungs-

*

tensor, wahrend die Schidigungstensoren R und R den jeweiligen aktuellen anisotropen

Schidigungszustand kennzeichnen.

Betrachtet man die Darstellung der verschiedenen Konfigurationen in Abbildung 2.1, so

%

erkennt man, dass im Gegensatz zu dem aktuellen Schidigungstensor R der Tensor R den
Schiadigungszustand des Materials unabhéngig von den aktuellen elastischen Deformationen
beschreibt. Er kennzeichnet damit, insbesondere im Falle groBer elastischer Deformationen,

ausschlieBlich die irreversiblen Verdnderungen des Materialgefiiges, die sich im Laufe des

Deformationsprozesses von der Ausgangskonfiguration B zu der aktuellen anisotrop
geschidigten Konfiguration B entwickeln und auf die Entstehung von Mikrodefekten zurtick-

zufithren sind. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, den aktuellen Schidigungszustand des
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*

Materials durch den auf die elastisch entlastete Zwischenkonfiguration B bezogenen

*

Schiadigungstensor R auszudriicken (MURAKAMI [82]).
Mit Hilfe dieses Schiadigungstensors R wird dann
* da 1 *
A% = 5 InR (2.28)

als logarithmischer schiadigungsbezogener Verzerrungstensor definiert.
Der Zusammenhang zwischen den beiden aktuellen Schiadigungstensoren
R=Q7'RQ” (2.29)

ist ebenso aus Abbildung 2.1 ablesbar, wie die multiplikative Zerlegung des Metrik-

transformationstensors

Q=R'Q"RQ". (2.30)

Durch wiederholtes Einsetzen von (2.30) in (2.7) mit dem Ergebnis

H: % Qle: % Qfl l(ifl épl 66[R+10171 QleQel +ﬁ71 QleQel —
. 2.31)
| = = 1 | .
:R—l - -1 pl eljR'i' el -1 _R—lR el+_ el -1 gyel
(ZQ Q" Q Q > Q 2Q Q

erhélt man mit Hilfe von (2.24), der Definition des Tensors der Schiddigungsverzerrungsrate

H" = % R'R (2.32)

sowie Gleichung (2.14) die folgende Darstellung des Tensors der Gesamtverzerrungsrate

H=R'H”R + QY "H" Q" +H . (2.33)
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Damit ist es gelungen, die Verzerrungsrate additiv in einen elastischen, einen plastischen und
einen Schidigungsanteil aufzuspalten, so dass die zugrunde liegenden physikalischen
Mechanismen des Materialverhaltens getrennt betrachtet werden kénnen. Dies erlaubt auch

eine getrennte Formulierung der entsprechenden konstitutiven Gleichungen.

Unter der Voraussetzung, dass die Beziehung zwischen der geschidigten spannungsfreien

*

Konfiguration B und der aktuellen geschddigten Konfiguration B dem Zusammenhang

*

zwischen den entsprechenden ungeschédigten effektiven Konfigurationen & und €&
entspricht (vgl. [82]), stimmen der elastische Metriktransformationstensor und der effektive

elastische Metriktransformationstensor tiberein:

QY =Q“. (2.34)

Damit sind auch die elastischen Verzerrungstensoren
A :%mQ@’ :%m(y’ =A“ (2.35)

und die elastischen Verzerrungsraten jeweils identisch:

' =H. (2.36)
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2.2 Spannungen

Hier werden zunichst die Tensoren definiert, die den Spannungszustand in der geschéidigten

und in der ungeschéddigten Konfiguration angemessen beschreiben konnen. Die aktuellen

Spannungen in der geschéddigten Konfiguration B werden dargestellt durch den Kirchhoff-

Spannungstensor
T=T"g ®g =T,g ®g' =T'g ®g, (2.37)

wobei die hier verwendeten kontravarianten, kovarianten und gemischtvarianten
Komponenten durch die folgende Beziehung mit Hilfe der Metrikkoeffizienten ineinander

iiberfiihrt werden kdnnen:

TG, =G"T,, =T. (2.38)
Bezogen auf die fiktive ungeschidigte Konfiguration £ definiert man den effektiven Kirch-
hoft-Spannungstensor

S=5"¢ Qe , =5,¢®e =5 ¢ ¢, (2.39)

der die Spannungen im Matrixmaterial beschreibt.
Hier gilt beziiglich der Komponentendarstellung analog zur Gleichung (2.38)

SYE,=E"S, =S (2.40)

Formuliert man den effektiven Spannungstensor (2.39) mit Hilfe der Basisvektoren der

aktuellen Konfiguration B, so erhélt man den Tensor

T=S g ®g'. (2.41)
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2.3 Thermodynamische Betrachtungen

2.3.1 Ungeschadigte Konfigurationen

Analog zu den bisher eingefiihrten effektiven GroBen, wird auch in der thermodynamischen
Betrachtung die spezifische mechanische Arbeit, die auf die fiktiven ungeschédigten
Konfigurationen bezogen ist, ebenfalls als effektiv bezeichnet. Die Rate der effektiven
spezifischen mechanischen Arbeit wird beziiglich der ungeschidigten Konfiguration durch

das Skalarprodukt
0, =T -H (2.42)

dargestellt, wobei p, die Dichte des Materials in der Ausgangskonfiguration bezeichnet. Der
in (2.42) ebenfalls enthaltene effektive Spannungstensor T wurde bereits in (2.41) und der

Tensor der effektiven Verzerrungsrate H in (2.18) bzw. (2.22) definiert. Die Gleichung
(2.42) kann unter Verwendung von Gleichung (2.22) in einen effektiven elastischen und einen

effektiven plastischen Anteil aufgespalten werden
poiv = pyi + pin” =T-H +T-H”. (2.43)

Die auf die ungeschidigte Konfiguration £ bezogene spezifische freie Helmholtz-Energie ¢

wird hier wiederum als effektiv bezeichnet. Sie kann additiv in einen effektiven elastischen

Anteil und einen effektiven plastischen Anteil zerlegt werden

$=0"(A")+4"(7). (2.44)
Dabei ist der elastische Anteil eine Funktion der effektiven elastischen Verzerrungen Al
(2.35) und die effektive plastische freie Energie ¢7 ! hingt von dem skalaren plastischen

Verzerrungsmall » ab, das auch nichtlokale Anteile beinhaltet. Auf die mathematische

Umsetzung der Beriicksichtigung der Nichtlokalitit wird in den Kapiteln 3.1.2 und 4.2 noch

detailliert eingegangen.
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Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik ist hier in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung

dargestellt durch
W4 >0.
Durch Einsetzen der Gleichung (2.43) und der Zeitableitung der Gleichung (2.44)

aael
agel

¢T: .Zel_"_gpl

erhélt man die Ungleichung

. . Bl - -~
T'ﬁel+T‘le_po%'Ael_po¢plZO,

die sich bei der Betrachtung des reversiblen Anteils der Deformationen reduziert zu

S0 s,
el el
T-H —IOOW'A =0.

Gleichung (2.48) kann nun mit Hilfe von (2.23) dargestellt werden in der Form

. el A el .
s lguage_ , 08" 0A

el -1 el 7 — . el
Q Q _pO aAel aQel Q )

N | —

die dann die folgende thermische Zustandsgleichung liefert

el A el
T— (a¢ oA

— agel 8561
agel a(_)el :

el
+ — —
Q Q 6Qel aAel

Aufgrund der Symmetrie von T vereinfacht sich die Darstellung von (2.50) zu

_ 8561 axel —.
=205 ¢

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

2.51)

Nach LEHMANN [70] erhdlt man daraus unter Beriicksichtigung des logarithmischen

elastischen Verzerrungstensors (2.35) und unter der Voraussetzung isotropen elastischen

Verhaltens des Matrixmaterials die Beziehung
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_ 6_el
T-p % (2.52)

d. h. der effektive Spannungstensor wird hier durch die Ableitung des elastischen Anteils der
effektiven spezifischen freien Energie nach dem effektiven elastischen Verzerrungstensor

ausgedriickt.

Mit Hilfe der Gleichung (2.48) erhilt man dann die Identitét der Skalarprodukte

T-H' =T-A“. (2.53)

Die Betrachtung des irreversiblen Anteils der Deformationen in Ungleichung (2.47) liefert

nun die positive plastische Dissipation D in Form der Kelvin-Ungleichung

D=T-H" - p,$" >0. (2.54)

Daraus folgt, dass T und " arbeitskonjugierte GrofBen sind. Demzufolge ist die

mafgebende GroBle zur Formulierung der Evolutionsgleichung fiir den plastischen Anteil der

Deformationen die effektive plastische Verzerrungsrate H” .

2.3.2 Geschidigte Konfigurationen

Beziiglich der geschddigten Konfigurationen kann mit Hilfe von Gleichung (2.33) nun die

Rate der spezifischen mechanischen Arbeit
pow=T-H (2.55)

additiv in einen elastischen, einen plastischen und einen schiadigungsbezogenen Anteil zerlegt

werden, so dass

Py = ot + i + pyi® = T-HY + T-(RTH/R)+ T-(Q" "H Q). (2.56)
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Da experimentelle Untersuchungen von SPITZIG et al. [110] nahe Ilegen, dass
Schadigungsvorgdnge im Wesentlichen das elastische Materialverhalten beeinflussen, wird
hier vorausgesetzt, dass der elastische Anteil der freien Energie von dem Tensor der
elastischen Verzerrungen A“ und dem Tensor der schiddigungsbezogenen Verzerrungen A“
abhingt. Des Weiteren wird, wie beispielsweise auch bei LEMAITRE [72] sowie LU & CHOW
[78], im Rahmen der Modellbildung postuliert, dass plastisches Materialverhalten und
Schadigungsverhalten sich nicht gegenseitig beeinflussen. Demzufolge ist hier der plastische
Anteil der freien Energie ausschlieBlich eine Funktion des skalaren plastischen

VerzerrungsmalBles » und der schiadigungsbezogene Anteil der freien Energie wird iiber eine
separate skalare Zustandsvariable u erfasst, die den Schéddigungszustand des Materials

kennzeichnet und ebenfalls nichtlokale Anteile enthdlt. Daraus ergibt sich fiir die freie

Helmholtz-Energie die Zerlegung in die drei Anteile
p=¢" (A A“)+ 9" (7)+4" (2). (2.57)

Die Gleichungen (2.56) und (2.57) liefern nun die folgende Schreibweise des zweiten Haupt-

satzes der Thermodynamik

pov—pop = T-H' +(RTR™)- H” +(Q“TQ* ). H* +

a¢el A €/ a¢el A da 1ol (o rda (~ (258)
_poaAel’A _poaAda'A — P " (7)_p0¢ (,U)20~
Fiir nicht-dissipative Prozesse folgt dann hieraus
) o .
T-H" - AT =0 2.59
pO 6Ael ( )
und mit Gleichung (2.14)
1 el -1 fyel a¢el aAd el
T — = Q. 2.60
2 Q Q /00 aAe[ aQel Q ( )

Damit erhilt man dann die thermische Zustandsgleichung
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a¢el aAel
= ,00 Arcl el
O0A® 0Q

Ael a¢el
el el , 261
Q + Q aQel aAel ] ( )

die die reversiblen Deformationen beschreibt.

Bei der Betrachtung des irreversiblen Anteils der Deformationen kann die Clausius-Duhem-
Ungleichung aufgrund der bereits oben vorausgesetzten Entkopplung des plastischen und des

schiadigenden Materialverhaltens nun getrennt dargestellt werden mit

(RTR™)-H” - p, 9" 20 (2.62)
fiir den plastischen Anteil und
el
TH“—%g%;A”—%¢“20 (2.63)

fiir die schdadigungsbezogenen Deformationen. Demzufolge wird die Evolutionsgleichung fiir

die Deformationen infolge Schidigung mit Hilfe des Tensors der Schidigungsverzerrungsrate
H“ beschrieben und die Schidigungsbedingung wird als Funktion des zu H* arbeits-

konjugierten Spannungstensors
T=Q'TQ"" (2.64)

definiert.
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3 Konstitutive Gleichungen

Klassische kontinuumsmechanische Modelle setzen voraus, dass das Verhalten eines
Materialpunkts ausschlieBlich von den entsprechenden Variablen desselben Punktes abhingt.
Von einem mikromechanischen Standpunkt betrachtet, ist eine solche Beschrinkung des
Materialmodells jedoch nur eingeschrankt giiltig, da durch zahlreiche experimentelle
Untersuchungen gezeigt werden konnte, dass das Verhalten des Materials an einem Punkt
mafgeblich durch seine Wechselwirkungen mit den Nachbarpunkten beeinflusst wird, wie

z. B. bei FLECK & HUTCHINSON [46], [47], SHU et al. [101] sowie FLECK et al. [48].

Die Berticksichtigung des Verhaltens der Nachbarpunkte wird in dieser Arbeit, wie bereits in
BRUNIG et al. [30], Ricct [95] und Riccl et al. [96], durch die Einfiihrung einer nichtlokalen
FlieBbedingung in Kapitel 3.1 realisiert. Dabei hingt die FlieBspannung sowohl von einem
skalaren plastischen Verzerrungsmal} als auch von einem nichtlokalen Verzerrungsmal3 ab,
das die Interaktionen mit den in einer Umgebung liegenden Punkten beriicksichtigt, wobei der

Einfluss mit wachsendem Abstand abnimmt.

Entsprechend wird auch zur Beschreibung des Schadigungsverhaltens in Kapitel 3.2 ein nicht-

lokales Modell verwendet.

3.1 Ungeschidigte Konfigurationen

3.1.1 Elastisches Materialverhalten

Der effektive elastische Anteil des Materialverhaltens ist charakterisiert durch die freie
Helmbholtz-Energie (2.44), wobei die effektive elastische Potentialfunktion hier diese Gestalt
annimmt:

2

p#” (A")=GA”- A +%(K—§Gj(tr§"”) (3.1)
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Die elastischen Stoffkonstanten G und K bezeichnen hier den Schubmodul bzw. den

Kompressionsmodul des ungeschidigten Matrixmaterials.

Das hyperelastische Stoffgesetz (2.52) liefert dann den effektiven Spannungstensor T als
Ableitung der effektiven elastischen Potentialfunktion (3.1) nach dem Tensor der effektiven

elastischen Verzerrungen in Form des verallgemeinerten Hooke-Gesetzes

T Al 2 Al

T=2GA +(K—§G)trA 1. (3.2)
Unter der Annahme, dass das elastische Materialverhalten unabhéngig von den plastischen

Verzerrungen ist, stellt sich der elastische Stofftensor dar als zweite Ableitung der effektiven

elastischen Potentialfunktion (3.1) nach dem effektiven elastischen Verzerrungstensor

C= L‘361—2G1+(K—3G]1®1 (3.3)
P oA @ OA” 3 '
mit
Z =6,6;g,®g ®g ®g". (3.4)

3.1.2 Plastisches Materialverhalten

In dieser Arbeit soll, iiber die klassische Metallplastizitit hinausgehend, eine Abhédngigkeit
des plastischen Materialverhaltens vom hydrostatischen Spannungszustand beriicksichtigt
werden (vgl. BERGER [12]). Experimentelle Untersuchungen an Aluminium und hochfesten
Stdhlen von SPITZIG et al. [111], [112] sowie SPITZIG & RICHMOND [109] haben gezeigt, dass
das plastische Materialverhalten auch bei Metallen eine Abhdngigkeit vom hydrostatischen
Spannungszustand aufweisen kann. Insbesondere wird in den Arbeiten von BRUNIG [23]
sowie BRUNIG et al. [28] deutlich, dass die Berlicksichtigung hydrostatischer Effekte das
Materialverhalten beziiglich des Lokalisierungsbeginns oder der Verformungsfiguren

mafgeblich beeinflusst und z. B. die Duktilitdt vermindern kann.
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Im Rahmen einer phiinomenologischen I, —.J, —FlieBtheorie wird diese Abhiingigkeit hier

berticksichtigt durch die folgende Darstellung der FlieBspannung

c=al+J,, (3.5)

. . - 1 = = . .
wobei [ =trT die erste Invariante und J, = 5 devT-devT die zweite Invariante des

effektiven Spannungstensors bezeichnet. Der hier auftretende hydrostatische Parameter a ist
von der GroBe der Verzerrung abhingig und kann deshalb nicht als Materialkonstante
bezeichnet werden. SPITZIG & RICHMOND [109] konnten jedoch zeigen, dass das Verhéltnis
des hydrostatischen Parameters a zur FlieBspannung ¢ konstant ist, so dass im Folgenden
nicht auf den verdnderlichen Wert a, sondern auf den materialspezifischen konstanten
Quotienten a/c Bezug genommen wird. Gleichung (3.5) wird demzufolge so umgeformt, dass

sie die folgende Gestalt annimmt:

c—i (3.6)

=47
c
In der klassischen Kontinuumsmechanik wird das Prinzip der lokalen Wirkung angewandt.
Das bedeutet, dass an jedem Materialpunkt nur die Werte der Variablen dieses Materialpunkts
beriicksichtigt werden und nicht diejenigen der anderen Punkte des Korpers. Dagegen wird
hier eine nichtlokale Theorie verwendet, in der das Materialverhalten an jedem Punkt durch
das Verhalten der jeweils benachbarten Punkte beeinflusst wird. Dabei wird der Tatsache
Rechnung getragen, dass plastische Deformationen durch Besonderheiten der Mikrostruktur

geprigt sind, und somit die Beriicksichtigung nichtlokaler Effekte fiir eine physikalisch

addquate Beschreibung des Materialverhaltens notwendig ist. Dieses wird erreicht, indem die

folgende nichtlokale 1, —J, — FlieBbedingung

f”l(Tl,jz, c)= Jz—c(y)=0 (3.7)

eingefiilhrt wird, wobei die Fliefspannung ¢ hier von dem skalaren plastischen

Verzerrungsmal} y abhéngt, das sowohl lokale als auch nichtlokale Anteile enthélt, wahrend
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in der klassischen Plastizitéitstheorie die FlieBspannung c¢ lediglich eine Funktion der rein

lokalen Variablen y darstellt. Als nichtlokaler Effekt wird hier beim plastischen FlieBen das

Verhalten der in der Mikrostruktur jeweils benachbarten Punkte beriicksichtigt, indem die
entsprechende Funktion iiber eine geeignete Umgebung gemittelt wird. Dieses Vorgehen
wurde auch schon in BRUNIG et al. [30], RiccI et al. [96] und RiccI [95] eingesetzt und wird

im Folgenden naher erldutert.

Das aus einem lokalen und einem nichtlokalen Anteil bestehende skalare plastische

Verzerrungsmal}  setzt sich wie folgt zusammen
y=0-m)y+my, 3.8)
wobei die Gewichtung der jeweiligen Anteile durch den Parameter m gesteuert wird.

Die rein nichtlokale Funktion, die hier mit 7 bezeichnet wird, erhédlt man aus der lokalen

Funktion y durch die Relation

7(x)= Vrzx)jr(x—s)y(s)ds (3.9)
mit
V.(x)=[ I (x—s)ds. (3.10)

V. (x) beschreibt hier ein reprisentatives Volumenelement als Umgebung eines betrachteten

Materialpunkts x. Durch die Gewichtungsfunktion /~ wird auch die interne Linge / ein-
gefiihrt, die die GroBe des repriasentativen Volumenelements und damit den Bereich festlegt,
innerhalb dessen nichtlokale Effekte beriicksichtigt werden. Die Gewichtungsfunktion 7~
besitzt ein Maximum an der Stelle x = s und ist symmetrisch beziiglich dieses Maximums.

Numerische Anwendungen zeigen, dass die GauB3-Glockenfunktion
I (x) = exp| —(k[x|¢)'| 3.11)

die Anforderungen an die Gewichtungsfunktion gut erfiillt (s. ERINGEN [43] sowie

STROMBERG & RISTINMAA [113]).
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In Definition (3.11) bezeichnet |||| die euklidische Norm im R" und der Parameter & wird so

bestimmt, dass das représentative Volumen fiir n = 1 der Lange ¢, fiir n = 2 dem Flachen-
inhalt eines Kreises mit dem Durchmesser ¢ und fiir » = 3 dem Volumen einer Kugel mit

dem Durchmesser £ entspricht.

n=1
Texp[—(kx/ﬁ)z}dxzzfexp * ol =Yl
- f & k
(3.12)
=k =Arx
n=2:
<2 2 © 12 2 2
J. Iexp[—(k Jx©+y? /K) }dx dy:%.f.jexp[f—zyz}dyzié =ﬂ.(§j
(3.13)
=k =2
n=73:
© 00 P | 3
J.J-Iexp{—(k \/x2+y2+zz/€) }dx dydz=%~€3=§ﬂ-(§j
(3.14)

= k = J6dn
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I(x)=exp {_g—f-xz}

Abbildung 3.1: Grafische Darstellung der Gewichtungsfunktion fiir n=1

(%)= exp [;—j‘.(xz N yz)}

Abbildung 3.2: Grafische Darstellung der Gewichtungsfunktion fiir n = 2
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Die Abbildungen 3.1 und 3.2 zeigen die grafische Darstellung der Funktion 7/~ fiir die Félle
n=1 und n=2. Der Lingenparameter ¢ wird jeweils in der GroBenordnung der Material-
inhomogenitdten gewéhlt, um eine realistische Abbildung des physikalischen Verhaltens zu
gewihrleisten. Setzt man ¢ = 0, wird die Gewichtungsfunktion 7~ auf die Dirac-Funktion

reduziert, so dass man in diesem Fall die lokale 7, —J, — Plastizititstheorie erhilt.

Zur Formulierung des FlieBgesetzes wird eine plastische Potentialfunktion zur Berechnung
des plastischen Anteils der Deformationen eingefiihrt. Bei elastisch-plastisch verformten und
geschidigten Metallen werden irreversible volumetrische Verzerrungen im Wesentlichen
durch die Schiadigung des Materials hervorgerufen, wéahrend der Anteil der volumetrischen
plastischen Verzerrungen im Vergleich dazu vernachléssigbar gering ist (SPITZIG et al. [111]).
Deshalb wird zur Berechnung des plastischen Anteils der Verzerrungen die plastische

Potentialfunktion

g"(7,) =+, (3.15)
eingefiihrt, die hier nur von der zweiten Invarianten des effektiven Spannungsdeviators .J,
abhingt. Im Gegensatz zu der FlieBbedingung (3.7) enthélt die plastische Potentialfunktion
(3.15) nicht die Invariante I,, da diese den volumetrischen Anteil der plastischen

Verzerrungen beschreiben wiirde, der - wie bereits erwédhnt - vergleichsweise gering ist.

Somit erhdlt man ein nichtassoziiertes FlieBgesetz aus der Ableitung der plastischen
Potentialfunktion (3.15) nach dem effektiven Spannungstensor
pl

ﬁpf=ia§T=/i L devT, (3.16)

27,

wobei der Parameter 4 € R nicht negativ ist.

Die Konsistenzbedingung, die die Giiltigkeit der FlieBbedingung wéhrend des weiteren

Deformationsprozesses gewihrleistet, hat hier die Gestalt
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fr= la_[al+ deVTJ ¢(7)=0. (3.17)
1-27, 27,
C
Fiihrt man nun den normierten deviatorischen Spannungsrichtungstensor
_ 1 _
N=——devT (3.18)
2J,
ein, so erhilt man die skalare plastische Vergleichsdehnungsrate
L - A
y=N-H” == 3.19
Y 7 (3.19)
als Projektion des Tensors H”' auf die Richtung des Spannungsdeviators.
Der Tensor N in Definition (3.18) geniigt den Gleichungen N-N =1 und N - N=0.
Die Gleichung (3.16) ergibt damit
i = i-LN=5N. (3.20)
V2
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3.2 Geschadigte Konfigurationen

Um das Verhalten duktiler geschiddigter Materialien realistisch darstellen zu konnen, wurden

wihrend der letzten Jahrzehnte verschiedene Modelle der Beschreibung entwickelt.

Zunichst fithrten u. a. KACHANOV [60], RABOTNOV [94], LEMAITRE [72], [73], LEMAITRE &
DUFAILLY [75] und TVERGAARD [115] skalarwertige Schéddigungsvariablen ein. Dagegen
verwendeten KRAJCINOVIC & FONSEKA [64], [65] und KRAJCINOVIC [63] eine Vektor-
darstellung zur Beschreibung der Schiadigung. Da diese Modelle jedoch nicht in der Lage
waren, die durch Schiddigung ausgeloste Materialanisotropie zu berilicksichtigen, wurden
Schadigungstensoren  zweiter  Ordnung  eingefiihrt.  Diese = Moglichkeit  der
Materialbeschreibung wurde beispielsweise von KACHANOV [61], MURAKAMI & OHNO [83],
BETTEN [13], [14], KrAJCINOVIC [63], CHOW & WANG [35], [36], CHABOCHE [32], [33],
MurakaMI [82], Ju [59], Lu & CHOW [78], VoYIADIIS & KATTAN [119], BRUHNS &

SCHIESSE [31] sowie BRUNIG [24], [25], [26] angewendet.

3.2.1 Elastisches Materialverhalten

Wie experimentelle Untersuchungen, z. B. durch SpiTzIG et al. [110] sowie LEMAITRE &
DUFAILLY [75], gezeigt haben, fithrt das Vorhandensein von Mikrodefekten zu einer

Verringerung der Lastaufnahmekapazitit und zu einer Beeintrachtigung des elastischen
Materialverhaltens. Aus diesem Grund soll die elastische freie Energie ¢ als skalarwertige
isotrope Tensorfunktion von A“ und A% definiert werden. Wie beispielsweise bei LUBARDA

& KRAICINOVIC [79] oder HAYAKAWA et al. [54] gezeigt wird, wire die Funktion der

elastischen freien Energie in ihrer allgemeinsten Form von zehn Invarianten der

symmetrischen Tensoren A” und A“ abhiingig. In dieser Arbeit soll angenommen werden,
dass das ungeschiddigte Material im Ausgangszustand isotropes und linear elastisches

Verhalten aufweist und dass die elastische Energie mit zunehmender Schadigung abnimmit.
Die elastische Potentialfunktion fiir das geschidigte Material wird nun als quadratisch in A*

und linear in A” vorausgesetzt (BRUNIG [26]) und hat somit die Gestalt
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P ¢ (A, A")=GA- A" + % (K - %GJ(trAd )2 +

+7, trA% (trAe’ )2 +1, rA“A - A7 + (3.21)
+773 trAelAda .Ael +774 Ael '(AelAda)’

wobei G und K wiederum den Schubmodul bzw. den Kompressionsmodul des un-
geschéddigten Matrixmaterials bezeichnen, wihrend 7,,...,77, Materialkonstanten darstellen,

die den Einfluss der Schadigung auf das elastische Materialverhalten beschreiben.

Durch die Ableitung der elastischen Potentialfunktion (3.21) erhélt man die Gleichung

el
po% =2(G+7, rA") A J{{K— %G+ 2, trAd") trA” +7, (A" - A )} 1+

OA” (3.22)

+773 trAelAda + 774 (AelAda + AdaAel)’

die jeweils linear von den Verzerrungstensoren A“ und A“ abhingt. Versucht man nun, den

Tensor A“ (2.11) in einer Reihendarstellung mit dem Argument Q“ auszudriicken, so liefert

el

eine in Q¢ nichtlineare Funktion. Damit wiirde der in Gleichung (2.61)

el

die Ableitung ZA

definierte Kirchhoff-Spannungstensor T des geschiddigten Materials nichtlinear von dem

elastischen Verzerrungstensor A abhiingen.

Trifft man jedoch die Annahmen, dass der Spannungstensor T der geschidigten

Konfiguration, der in Gleichung (2.61) definiert wurde, vor Einsetzen der Schadigung mit
dem Spannungstensor T der ungeschidigten Konfiguration (2.52) iibereinstimmt und dass

die Linearitdt der Funktion T(Ae’) bei fortschreitender Schiadigung erhalten bleibt, reduziert

sich die Gleichung (2.61) zu dem elastischen Stoffgesetz

8¢el
T=py—7 (3.23)

Gleichung (2.59) liefert dann zusammen mit (3.23) die Aussage

T-H'=T-A". (3.24)
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Das Differential des Spannungstensors T (3.22) hat dann die Gestalt
dT = C“dA” + C*“dA“,
wobei die entsprechenden partiellen Ableitungen durch

oT
8 Ael

+7,(A“ ®@1+1® A ) +17, A"

C)el —

=2(G+n, trAd").Z'Jr(K— §G+2771 trAd“j1®1+

mit Z aus Gleichung (3.4) und

at=[(a%) 6+ 0(n*) g o Br 08

/
J

sowie
ch = ade“ =2, trA“1®1+277, A" @1+, 1A +
+, trAYZ + 1, A7
mit
A = [(Ae’ | !+l (A" )’J s ®g' ®g g
gegeben sind.

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

Hier ist zu beachten, dass die Bedingung 27, =7, die Symmetrie von C* in Gleichung

(3.28) gewihrleistet. In Gleichung (3.26) erkennt man deutlich, dass die elastischen Material-

eigenschaften nicht konstant sind und durch zusitzliche, aus der Schiadigung resultierende

Terme beeinflusst werden. Die zusétzlichen Materialkonstanten 7, und 77, beziehen sich

dabei auf den isotropen Anteil der Schadigung, wéhrend 7, und 7, die anisotrope

Schadigungsentwicklung kennzeichnen. Da man in Zugversuchen mit duktilen Metallen

feststellen konnte, dass eine Zunahme von Mikrodefekten zu einer Abminderung von

Elastizititsmodul und Querkontraktionszahl fiihrt, miissen fiir die zusdtzlichen Parameter
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n,...,1, negative Werte eingesetzt werden, um eine physikalisch sinnvolle Beschreibung des

Materialverhaltens zu gewihrleisten.

3.2.2 Schadigungsverhalten

Um nun die konstitutiven Gleichungen fiir das Einsetzen und die Entwicklung der Schadigung
zu formulieren, verfahrt man entsprechend der Plastizitétstheorie, indem man analog zu dem

dort verwendeten Prinzip der FlieBflache hier eine Schiadigungsflidche einfiihrt.

In vielen in der Literatur beschriebenen Schidigungsmodellen, wie z. B. bei CORDEBOIS [37],
wird eine Schidigungsdissipationsfunktion eingefiihrt, die von einer schidigungsbezogenen
Energierate abhingt. Um die mit der Definition des zugehdrigen Tensors in Zusammenhang
stehenden Probleme zu vermeiden, fiihrten CHOW & WANG [35] die Schidigungsdissipation

als Funktion des effektiven Spannungstensors ein.

In dieser Arbeit wird die Schidigungsdissipationsfunktion (2.63) ebenfalls als Funktion des

zu dem Tensor der Schidigungsverzerrungsrate H® (2.32) arbeitskonjugierten Spannungs-

tensors T (2.64) definiert. Damit wird die Schidigungsbedingung
r“(1,6)=0 (3.30)

formuliert, wobei & die Schiadigungsvergleichsspannung bezeichnet, die den Widerstand des

Materials gegeniiber der Verbreitung von Mikrodefekten beschreibt.

Experimentelle Untersuchungen, die zeigen, dass das Zusammenwirken des Wachsens und
ZusammenschlieBens der Poren einerseits und der dadurch ausgelosten Effekte im Matrix-
material andererseits schlieflich zum Materialversagen fiihrt (z. B. [75]), werden durch die

nichtlokale Schidigungsbedingung
f(1,,J,,6) =l + BT, —6 () =0 (3.31)

abgebildet, die in ihrer nicht erweiterten lokalen Form auch von BRUNIG [26] verwendet wird.

Sie ist abhdngig von den Spannungsinvarianten
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I =t'T=trT (3.32)

sowie
1 1 - -
J, :EdevT-deVT:EdeVT-deVT (3.33)

und beriicksichtigt damit sowohl hydrostatische als auch deviatorische Effekte. Die

Invarianten /, und J, werden dabei durch die experimentell zu bestimmenden

Materialparameter & und B gewichtet.

Gleichung (3.31) enthilt auerdem erneut eine Abhingigkeit der Schidigungsvergleichs-

spannung & von dem skalaren Schiddigungsmall x4, das analog zur Funktion y (3.8) in

Kapitel 3.1.2 aus einem lokalen und einem nichtlokalen Anteil zusammengesetzt ist.

Ebenso in Analogie zur Plastizititstheorie (vgl. (3.17)) wird eine Schadigungskonsistenz-

bedingung

rda | o~ /[;) T_A(7) =
f _(a1+2\/J_2deVTJ T O'(u) 0 (3.34)

formuliert, die die Giiltigkeit der Schadigungsbedingung wihrend des weiteren Belastungs-

prozesses gewahrleistet.

Des Weiteren wird zur Berechnung des schadigungsbezogenen Anteils der Verzerrungsraten

die Schiadigungspotentialfunktion
g (T)=al, +pJ, (335)

in Abhingigkeit von dem Spannungstensor T eingefiihrt, wobei @ und B kinematisch

begriindete Schidigungsparameter bezeichnen.

Aus der Ableitung dieser Schidigungspotentialfunktion (3.35) nach dem Spannungstensor T

erhdlt man das Schidigungsgesetz
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H" = 1 >~ = ﬁ(an p deVT]. (3.36)

Der deviatorische Anteil in (3.36), der den isochoren Anteil der Schiddigung beschreibt,
beriicksichtigt dabei die Abhédngigkeit der Schadigungsentwicklung von der
Spannungsrichtung, wiahrend der volumetrische Anteil das isotrope Wachstum der Mikro-

defekte beschreibt.

3.2.3 Isotropes Materialverhalten

Isotrope Schidigungsmodelle wurden u. a. von LEMAITRE [72], [73], TVERGAARD [115] sowie
von FLOREZ-LOPEZ et al. [49], [50] eingefiihrt. Es handelt sich hierbei um Modelle, die trotz
threr Einfachheit sehr effizient auf ein breites Spektrum spezieller Problemstellungen

angewandt werden konnen.

Allen genannten Modellen gemeinsam ist die Tatsache, dass die jeweiligen Schidigungs-
parameter direkt aus numerischen Berechnungsergebnissen an Materialproben mit
angenommener Porengeometrie und -verteilung unter mikromechanischer Betrachtung
gewonnen werden, wie es z. B. auch bei GURSON [53] und ROUSSELIER [98] der Fall ist.
Wihrend beispielsweise bei LEMAITRE [72] sowie LEMAITRE & DUFAILLY [75] das Verhiltnis
der Oberflachen von Mikrodefekten zur Gesamtflache als Schidigungsparameter verwendet
wird, wird in anderen Fillen der Volumenanteil der Mikroporen berechnet (z. B. TVERGAARD
[115]). In jedem Fall erweist es sich als schwierig, ein einheitliches MaB fiir isotrope duktile

Schidigung zu finden.

Unter der Voraussetzung, dass die anfangliche Verteilung der Mikroporen als niherungsweise
isotrop angesehen werden kann, soll hier als Schiddigungsmall die Verdnderung des

Porenvolumenverhiltnisses

(3.37)
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verwendet werden. Eine kritische Porositit f, gilt dann als erreicht, wenn das

Zusammenwachsen der Poren einsetzt, was wiederum zu stark richtungsabhingigen und

damit anisotropen Schidigungsprozessen fiihrt. In Gleichung (3.37) bezeichnet dv das
Volumen des Matrixmaterials und dv das Volumen der Mikrodefekte. Der Parameter f

wird im Folgenden auch Porosititsfaktor genannt. Der Wert (1—]7) beschreibt dann

entsprechend den jeweiligen Betrag der Schidigung. Demzufolge steht f = 0 fiir den
ungeschédigten Zustand des Materials, O<f < f. fiir einen geschéddigten Zustand, bis

schlieBlich mit dem kritischen Wert f = f. anisotropes Materialverhalten einsetzt.

Nun kann der volumetrische Anteil des logarithmischen Schidigungsverzerrungstensors mit

Hilfe des Porenvolumenverhiltnisses f dargestellt werden als

rA® =1n%=1n(1—f)'1, (3.38)

weil f die Volumeninderung durch Schiadigung beschreibt.

Damit hat der Schddigungsverzerrungstensor (2.28) die Gestalt

*

da __ 1 . _ 1 2\7!
A —ElnR— 51n(1—f) 1 (3.39)
mit dem Schéadigungstensor

1. (3.40)
Mit Hilfe von Gleichung (2.32) erhilt man dann den Tensor der Schadigungsverzerrungsrate

fec LR R = F(1-7)'1. (3.41)

N | —
W | —

Durch Einsetzen des isotropen Schidigungsgesetzes (3.41) in Gleichung (3.36) und

anschlieBenden Koeffizientenvergleich erhélt man die Identitit
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i=f (3.42)
und die Aussage
05—1(1—})*1 (3.43)
3 . .

3.2.4 Anisotropes Materialverhalten

Das im vorigen Kapitel behandelte isotrope Schadigungsverhalten stellt nur so lange ein

geeignetes Modell zur Simulation des tatsdchlichen Materialverhaltens dar, bis das Poren-
volumenverhiltnis f einen kritischen Wert /. erreicht. Deshalb soll in diesem Kapitel der

Tatsache Rechnung getragen werden, dass nach dem Uberschreiten dieser Schranke die
weitere Entwicklung mikroskopischer Defekte wesentlich von der Richtung der Verzerrungen
und Spannungen abhéngt und der Prozess der Schidigung somit durch Anisotropie gepragt

ist.

Der aktuelle Schidigungszustand wird durch das anisotrope Schidigungsgesetz in Gleichung
(3.36) beschrieben. Der zweite Summand in dieser Gleichung, der den volumetrischen Anteil

darstellt, kann nun mit den Ergebnissen des Kapitels 3.2.3 durch das Porenvolumenverhéltnis

f ausgedriickt werden.

Das anisotrope Schidigungsgesetz hat damit die Gestalt

'da_A IB T l _“*1
H —f(z\/zdevT+3(1 /) 1], (3.44)

wobei £ den experimentell zu bestimmenden Anisotropieparameter bezeichnet.

In dieser Darstellung erkennt man die additive Aufspaltung des Tensors der Schadigungs-

verzerrungsrate in den isochoren Anteil
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p devT, (3.45)

Hda — 7
dev f2 J2

der das anisotrope Schadigungsverhalten beschreibt, und den volumetrischen Anteil

i = 72 (1-7) 1, (3.46)

der die durch die Schidigung ausgeldste Volumenédnderung wiedergibt.
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4 Numerische Integration der konstitutiven

Gleichungen

4.1 Skalare Grundgleichungen

Bei der numerischen Integration der konstitutiven Gleichungen liefert jeder Iterationsschritt
Verzerrungsinkremente, aus denen dann jeweils der aktuelle Spannungszustand an den
Integrationspunkten jedes finiten Elements berechnet wird. Zu diesem Zweck setzt man

voraus, dass die zu bestimmenden Variablen zum Zeitpunkt ¢, =¢ sowie eine Naherung fiir
den aktuellen Metriktransformationstensor Q zum Zeitpunkt #,,, =7+ At bekannt sind. Die

Gleichungen fiir Q”, R, ¢ und & werden dann iiber das Zeitinkrement A¢ integriert.

Der hierfiir verwendete Integrationsalgorithmus basiert auf der Idee, die zu bestimmenden
Variablen in einem inelastischen Prediktorschritt zundchst abzuschitzen, um sie dann in
einem elastischen Korrektorschritt zu berichtigen, und wurde von NEMAT-NASSER [87] ein-
gefiihrt und von BRUNIG [22] sowie BRUNIG et al. [29] weiterentwickelt. Dieser Algorithmus,
der sich insbesondere fiir groe Deformationen als sehr geeignet erweist, wird hier auf nicht-

lokales Deformations- und Schidigungsverhalten erweitert.

Unter Verwendung der plastischen Konsistenzbedingung (3.17) wird nun zunéchst die skalare
Grundgleichung fiir elastisch-plastisches Materialverhalten in der ungeschidigten Kon-

figuration hergeleitet.

Analog hierzu wird dann die zweite skalare Grundgleichung aus der Schidigungskonsistenz-

bedingung (3.34) fiir anisotrop geschidigtes Material entwickelt.

Durch die Ableitung der Gleichung (3.2)

T=2GA* +(K—§GJ trA“ 1 4.1)
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und anschlieendes Einsetzen in die Konsistenzbedingung (3.17)

27,

1-47
C

! ( L 4evT 2GAY 430K rA? |=¢

(4.2)

und mit Hilfe der Gleichungen (2.53), (3.18) und (2.36) erhdlt man die skalare Grund-

gleichung

(1—37,jé=\/§GN~H"’ +3ak trH”
C

fiir die ungeschédigte Konfiguration.

Diese wird nun mit Hilfe der Gleichung (2.33) umgeformt in

(I—EZJ(}:(\EGFHMKI)-H‘”
C

:(ﬁGN+3aK1)-H—R(ﬁGN+3aK1)R—‘ H” +

~Q"(V2GN+3aK1)Q" - H*

und dann mit (3.20) und (3.36)

(l—gl_l)é:(x/EGN+3aK1)~H—\/§GRNR‘1 Ny+
C
-Q*(v2GN+3aK1)Q"" (

so dass man schlieBlich die folgende Darstellung der ersten skalaren Grundgleichung

c= \/EGI (‘él _k17j _kz/j)

erhalt mit dem modifizierten Schubmodul

p

NG

N+a1j

7,

M

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)
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der Verzerrungsrate

é :ﬁ(ﬁGﬁ+3aK1)-H, (4.8)
und den Abkiirzungen
k =RNR"-N (49)
sowie
kzzﬁQd(ﬁGFH&zKl)Qd1-(%N+a1j. (4.10)

Fiir die zweite skalare Grundgleichung schreibt man zunichst die Schédigungskonsistenz-

g

wobei T aus (3.25) abgeleitet wird.

bedingung (3.34) in der Form

N+0?1]-T, 4.11)

S

Die Ausfiihrung des Skalarprodukts in (4.11) liefert mit Hilfe von (3.26) und (3.28)

6=a {2 (G +17, trA® )trAe’ +3 (K - %G +2n, trAd“j trA” + 7, trA“ rA? +

+37, A“ A 1217, A A + 6 trAY trAY + 21, trA” trA“ +
+37, A A" 4 rA” rAY +27, A A |+ (4.12)

+% [2(G+7, rA“)N-A7 417, (N-A® ) trA” +7, (NA“ + A“N)- A7 +

+2n, (N . Ad)trAd" +n,trA“ N- A% 4 m, (NAd + AdN) . Ad“}

Durch Umformen erhilt man
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(2G +21, trA“ + 3K —2G + 61, tr A“ + 1, trAd") N-A“ } trA” +

Nok

+a(3m,+2n,) A% -AY + [d (67, trA” + 217, trA” + 17, trA” ) + B2 N Ae’]trA"“ +

N (4.13)
a(3n,+2n,) A - A" +\28(G +n, rA“ )N A +%774 (NA“ + A“N)- A" +
+ ﬁ% trA“ N-A% + ﬁm (NA“ +A“N)-A™
V2 V2
und mit Hilfe der Gleichung (3.24)
5 = {\/5,5((?+772 trAd")Nv{d(&yl +21, + 1, ) trA” +3Ka +T N.Ad"} 1+
+a(3n, +2m,) A + %774 (NA"" + A""N)} ‘HY +
i (4.14)
+ ﬁm trA“ N +[07(6771 +21, +17,) trA” + NEYB R A‘”} 1+
NG
+ d(3 el ﬁ el el ‘yda
7+ 2m,) AT + \/5774(NA +A“N)-H".
Mit den Abkiirzungen
C, :\/E,B(G+772 trAd“)N+{0'Z(677] +21, + 1, ) trA” +3Ka +%773 N.Ad“} 1+
5 (4.15)
+6(3n,+ 217, ) A" + J’ 7, (NA“ + A“N)
und
C, = %77 trA® N+[ a(6m,+2m, +1,) A +25n, N-Ae’} 1+
i (4.16)
+a(3n,+21,)AY + s 7, (NA? + A“N)

2

liefert die Verwendung von Gleichung (2.33) die Beziehung

5=C,-H-RCR™-H" -(Q'CQ" " -C,)-H". (4.17)
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Analog zur ersten skalaren Grundgleichung fiihrt das Einsetzen der Gleichungen (3.20) und

(3.36) zu der folgenden Darstellung der zweiten skalaren Grundgleichung
& =2G, (¢, ~ky —k, 1) (4.18)

mit dem erweiterten Schubmodul

G, =G+n, trA“, (4.19)
der Verzerrungsrate
6 =—C 0 (4.20)
2= 17t :
V26,
und den beiden Abkiirzungen
1 0=
ky=—=—RC R -N (4.21)

V26,

und

1 )i

k, = ICQ-C,)| Z=N+al|. 4.22
4@;2(0 Q 2)(ﬁ +a} (4.22)

Die skalaren Grundgleichungen (4.6) und (4.18) beschreiben vollstindig das elastisch-
plastisch-geschiadigte Materialverhalten in Ratenform. Aufgrund ihrer Abhéngigkeit von den

Gesamtverzerrungsraten ¢, und &,, der Rate des plastischen VerzerrungsmaRes 7, der Rate
des SchidigungsmaBes u sowie den modifizierten, durch Schidigung beeinflussten
Materialparametern G, und G, , beriicksichtigen diese beiden Gleichungen alle auftretenden

Einflisse und bilden damit den Ausgangspunkt, um den gesamten Spannungs- und

Verformungsprozess in der numerischen Integration zu erfassen.
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4.2 Isotropes Schadigungsverhalten
Im Falle isotropen Schiadigungsverhaltens gilt fiir die Gleichung (2.33)

HY —H-H” —H“, (4.23)

so dass sich die erste skalare Grundgleichung (4.3) umformen lésst zu
(1-%) ¢ =\2GN-H-2GN-H" +3aK1-H-3aK1-H". (4.24)
c

Mit (4.7), (3.19) und (3.41) erhélt man dann die reduzierte erste skalare Grundgleichung fiir

isotropes Schidigungsverhalten
é:\/EGl(éiso_f+klévol_k2f‘)’ (425)

wobei die isochore Gesamtverzerrungsrate
&,=N-H, (4.26)
die volumetrische Gesamtverzerrungsrate

& =trH 4.27)
/

Vo,
sowie die Abkiirzungen

k_3aK

NGYE

(4.28)

und

3aK

S 6(1-7)

(4.29)

eingefiihrt werden.
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Die zweite skalare Grundgleichung reduziert sich fiir isotropes Schiddigungsverhalten auf-

grund der verdnderten Schidigungsbedingung
f“=al-o(u)=0, (4.30)

die dann die Schadigungskonsistenzbedingung
6 =atT (4.31)

liefert. Mit Hilfe der aus (3.22) und (3.23) folgenden Gleichung
trT = {31( + (6771 +21, +21, +§774j trA"“} trA” (4.32)
lasst sich die Gleichung (4.31) umformen zu

o=a {31{ + (6771 +2n, +2n, + %774) trAd“} trA” +

(4.33)
+a (6771 +2n, +2n;, + %mj trA” trA®.
Da wegen (3.20), (3.41) und (4.23)
trH = trH — trH" = trH — (1 - f)il j? (4.34)

gilt, folgt fiir die zweite skalare Grundgleichung bei isotropem Schidigungsverhalten die

Darstellung

oc=a {31(4{6771 +2n, + 21, +§774) trAd”}[trH—(l—f)l J?}F
(4.35)

+(6771 +2n, +2n, + %mj trA” (1 - f)_] f},
die sich mit Hilfe der Gleichungen (4.26), (4.27) und der Abkiirzungen

K, :5{]{+(2771+§772+§773+§774jtrAd“} (4.36)
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sowie

B trA?

K, trA% (Kz _K)
k, = _ (4.37)
K, (1-1)
in der folgenden Form darstellen lésst:
6 =3K, (g, —kj). (4.38)

Betrachtet man nun die Verdnderung der Variablen innerhalb eines beliebigen Zeitintervalls

t <0 <t+At, so liefert die numerische Integration der skalaren Grundgleichungen (4.25) und

(4.38) die inkrementellen Darstellungen
Ac=c(t+At)—c()=~2G,(As,, ~A7 +k Ae,, ~k A f) (4.39)

sowie
Ao =o(t+At)-o(t)=3K,(As, ~kAf). (4.40)

Da die Gleichung (4.40) ausschlieBlich volumetrische Anteile enthélt, fithrt man einen
Schadigungsprediktorschritt durch, in dem man zunichst annimmt, dass das gesamte
Inkrement der volumetrischen Verformung dem Inkrement des Porenvolumenverhéltnisses

entspricht:

(4.41)

Die zugehorige Vergleichsspannung am Inkrementende erhdlt man dann aus der nichtlokalen

Beziehung

o, (t+At)=c(f(t)+Af,), (4.42)
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wobei f die aus einem lokalen und einem nichtlokalen Anteil zusammengesetzte Funktion

des Porenvolumenverhéltnisses bezeichnet, die entsprechend der Definition (3.8) bestimmt

wird.

Da der Schidigungsprediktorschritt (4.41) eine Uberschitzung der Werte fiir Ao und Af

impliziert, miissen die zugehorigen Fehler durch einen elastischen Korrektorschritt

zuriickgenommen werden, der durch die Beziehungen

~ — Ao
A f=Af —Af= 4.43
und
A,o=0, —0c(t+At) (4.44)

ausgedriickt wird.

Zur Berticksichtigung der Nichtlokalitdt des Schadigungsverhaltens trifft man die Annahme,
dass sich der Fehler des Inkrements der Vergleichsspannung zusammensetzt aus einem
lokalen und einem nichtlokalen Anteil des inkrementellen Fehlers des Schaddigungs-

verzerrungsmalles

A o-:(l—m)gA ,f+m§Ae,,fA, (4.45)

wobei 88—?- die partielle Ableitung am Inkrementende bezeichnet und der Gewichtungsfaktor

m den Anteil der nichtlokalen Effekte festlegt, d. h. m =0 liefert die aus der lokalen Theorie

bekannte Beziehung, wihrend m =1 eine vollstindig nichtlokale Theorie liefert. Entwickelt
man nun die nichtlokale Funktion A, f um den Punkt x mit Hilfe der Gleichung (3.9) in eine

Taylor-Reihe, so erhdlt man fiir den eindimensionalen Fall:
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Aerj}(x):w;jF(é){Ae,,f+aAazf-§+88Axezrf%§2+._}d§:
r(&)de~
=3 1 -{AererXp(—% 2)d§+aézfjexp(—%§2j§ dé+

(4.46)

Dann folgt wegen der Symmetrie der Gaul3-Glockenfunktion und der Gleichung (3.12)

Ae,f(x) =— 17[ .{Aerf.2.jexp(—%§2)d§+
2jexp(—€2§2jd§ 0

0

J’_
ox?

O°A,f Texp(_% 952)52 dé+ } (4.47)
104,f £ |

=A,f+
o ( ox* 4r

Bricht man die Taylor-Reihenentwicklung nach dem zweiten Glied ab, hat die Naherung fiir

den inkrementellen Fehler der nichtlokalen Funktion die Gestalt
A f=A,f+dVi(A,f), (4.48)

wobei d von der Dimension des betrachteten Raumes abhéngt. Fiir den eindimensionalen Fall

erhéilt man

gZ

d= ) 4.49
47 ( )

Fiihrt man die obige Rechnung fiir den zweidimensionalen Fall durch, erhilt man fiir den

Faktor d

d=—, (4.50)
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und fir den dreidimensionalen Fall

2
d=—_ 4.51)

 4336x
unter entsprechender Verwendung der Ergebnisse (3.13) und (3.14).

Setzt man die Naherung fir A, f in die Gleichung (4.45) ein, so erhdlt man den

inkrementellen Fehler der Vergleichsspannung in der Form

Ao =(1 —m)a—i’Ae,f + maa—;(Aerf +dV*(A,.f))

of
_do 90
7 A, f+md o V(A f).

(4.52)

Durch Einsetzen der Gleichungen (4.40), (4.43), (4.44) und (4.52) gelangt man somit zu der
elliptischen partiellen Differentialgleichung
oo _, oo
md—=V* (A, [)+| —=+3Kk |A,,f =0, (t+A1)-oc (). (4.53)
of of
An dieser Stelle ist zu beachten, dass fiir den Fall der lokalen Theorie, der eintritt, wenn
m =0 gesetzt wird, es sich bei Gleichung (4.53) nicht um eine partielle Differentialgleichung
handelt, sondern um eine einfache algebraische Gleichung, die sofort analytisch geldst

werden kann.

Bei den iiblicherweise verwendeten Radial-Return-Verfahren ist die Loésung der dort
auftretenden elliptischen partiellen Differentialgleichungen dagegen hiufig mit Problemen
behaftet, weil im Laufe der numerischen Berechnung stellenweise ein Verlust der Elliptizitét
der Differentialgleichungen eintreten kann, der dann zum Abbruch der Berechnung oder zu
Ergebnissen fiihrt, die nicht mehr physikalisch sinnvoll sind. Um diesem Phdnomen
entgegenzuwirken, wurden in der  Vergangenheit verschiedene  sogenannte
Regularisierungsverfahren entwickelt. Alle diese Methoden fiihren einen nichtlokalen Aspekt
in die Theorie ein. Fiir verschiedene Gruppen von Materialien kann die Beriicksichtigung
nichtlokaler Effekte anhand von Experimenten oder mikromechanischen Betrachtungen

physikalisch begriindet werden (AIFANTIS [1], BAZANT [6], FLECK & HUTCHINSON [46]).
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Bezieht sich die Nichtlokalitdt auf die Zeit, so erhédlt man diejenigen Verfahren, die die
Ratenabhingigkeit vieler Ingenieurwerkstoffe ausnutzen. Rédumlich nichtlokale Modelle
werden durch das Einfiihren zusdtzlicher Freiheitsgrade oder auch in Form eines
Gradientenverfahrens umgesetzt, wie es auch in dieser Arbeit entwickelt wird. Einen
Uberblick iiber verschiedene Regularisierungsverfahren findet man bei PUAUDIER-CABOT &
BAZANT [92], SiMO [102], DE BORST et al. [20] und PIJAUDIER-CABOT et al. [93]. Modelle, die
den nichtlokalen Effekt beziiglich der Zeit anwenden, werden meist als viskoplastische oder
ratenabhéngige Regularisierungsmethoden bezeichnet (NEEDLEMAN [85], SiMO [102], SLUYS
[105]). Diese Verfahren nutzen einen ratenabhingigen Materialparameter, um die
Kompatibilitit des numerischen Modells wéihrend der Lokalisierung zu gewéhrleisten. Ein
ratenabhéngiges Materialmodell zur Simulation von Schadigungsprozessen wurde von GEERS
et al. [51] entwickelt. Regularisierungsverfahren, die auf der Beriicksichtigung eines
rdumlichen nichtlokalen Effekts basieren, beinhalten eine interne Léange, die die
GroBenordnung der mikromechanischen Bindungen zwischen den Materialpartikeln
charakterisiert. Die Regularisierung durch die Einfilhrung zusétzlicher Freiheitsgrade
(ERINGEN [42], DE BORST [15], [16]) basiert auf der Theorie des Cosserat-Kontinuums.
Nichtlokale Theorien, insbesondere Gradientenmodelle, werden durch die Einfithrung von
Gradienten von Zustandsvariablen oder Termen héherer Ordnung in der numerischen
Umsetzung realisiert. Verschiedene Beispiele hierzu findet man bei TRIANTAFYLLIDIS &
AIFANTIS [114], LASRY & BELYTSCHKO [66], SCHREYER & CHEN [100] sowie PAMIN [89] und

DE BORST et al. [19].

Die sogenannten Regularisierungsverfahren wurden demnach durch die Probleme motiviert,
die durch den Verlust der Elliptizitdt der zugrunde liegenden partiellen
Differentialgleichungen bei den iiblicherweise verwendeten Radial-Return-Verfahren
auftreten. Die Tatsache, dass Gleichung (4.53) im lokalen Fall keine partielle
Differentialgleichung, sondern eine algebraische Gleichung darstellt, ist also ein grof3er
Vorteil der hier vorgestellten Theorie, da das Problem des Elliptizititsverlusts nicht auftreten
kann. Die Nichtlokalitit, die, wie auch in dieser Arbeit, hdufig auf die Gradiententheorie
filhrt, wird hier demnach nicht aus numerischen, sondern aus physikalischen Griinden
eingefithrt, da nur unter Beriicksichtigung nichtlokaler Effekte das Materialverhalten

angemessen abgebildet werden kann.
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Im folgenden wird gezeigt, dass die partielle Differentialgleichung (4.53), die hier ja erst
durch die Nichtlokalitit entsteht, nicht ihre Elliptizitit verlieren kann. Die
Differentialgleichung (4.53) ist genau dann elliptisch, wenn gilt

(mda—?-] >0. (4.54)
of

Dass diese Voraussetzung stets erfiillt ist, ldsst sich auch mit Hilfe des zugehdrigen

Kegelschnitts

;mza—‘f(x2 + y2)=a—‘f+31<2k3 (4.55)
o o

darstellen. Wie in Abbildung 4.1 deutlich wird, handelt es sich hierbei um einen Kreis mit

dem Radius

(4.56)

Abbildung 4.1: Kegelschnitt zur partiellen Differentialgleichung
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Im Laufe des Deformations- und Schéadigungsprozesses kann sich lediglich der Radius des
Kreises dndern, die grafische Darstellung des Kegelschnitts wird jedoch immer einem Kreis
entsprechen und damit elliptisch bleiben und kann zu keinem Zeitpunkt eine hyperbolische

Form annehmen.

Unter dieser Voraussetzung kann zur Losung der partiellen Differentialgleichung (4.53) ein

Finite-Differenzen-Verfahren eingesetzt werden.

Das in Abbildung 4.2 skizzierte Netz entspricht nicht dem Finite-Element-Netz. Die
abgebildeten Knoten stellen die Integrationspunkte der finiten Elemente dar, d. h. es ist keine
zusitzliche Diskretisierung notwendig, sondern es wird auf das bereits zugrunde liegende
Netz von finiten Elementen zurlickgegriffen. Des weiteren ist das Gitter in Abbildung 4.2 nur
zur Vereinfachung &dquidistant dargestellt, d. h. gleiche Abstinde zwischen den einzelnen
Integrationspunkten sind fiir das Approximationsverfahren nicht notwendig. Demnach sind
auch die folgenden Gleichungen in einer auf nicht-dquidistante Gitter verallgemeinerten Form
dargestellt, die in der hier umgesetzten numerischen Implementierung auch notwendig ist, da
bei den verwendeten Elementen der Abstand zwischen den einzelnen Integrationspunkten
ebenfalls nicht konstant ist. AuBerdem besteht dadurch die Moglichkeit, interessante

Teilbereiche der untersuchten Struktur hoher aufzuldsen.

Y+1 é
y0 4 D
VA

X1 X0 X+1

Abbildung 4.2: Netz von Integrationspunkten
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Beispielhaft soll hier die Approximation des Gradienten zweiten Grades einer Funktion an

dem mittleren Integrationspunkt (xo, yo) dargestellt werden. Dazu werden die Funktionswerte

dieses Punktes und der vier benachbarten Punkte mit Faktoren gewichtet, die sich aus den Ab-

stainden der beteiligten Integrationspunkte zueinander berechnen lassen:

vz(f(xoayo)): f(x_l’yO)[XH_XO]_E;(TO_,i}:])z[[);::;C:ll}+f(x+1,y0)[xo_x_l]
f(xo,y_1)[y+1_yo]_f(xo’yo)[yﬂ_y—l]+f(xoay+1)[yo_y_1]
[y+1—y0]2[y0—y_1]

+

+

(4.57)

Die Verwendung eines solchen Diskretisierungsverfahrens ermoglicht auch die einfache
Behandlung des Randes. In dem Beispiel in Abbildung 4.3 soll der Gradient zweiten Grades

an einem Integrationspunkt am oberen Rand approximiert werden.

-
y 0 L 4 S
Y-1
Y2
X1 X0 X+1

Abbildung 4.3: Behandlung des Randes

Die Approximation erfolgt nach dem gleichen Muster wie oben, wobei der hier nicht existente
Punkt (x,,y,,) durch den weiter im Inneren liegenden Punkt (x,,y_,) mit entsprechend

angepassten Gewichtungsfaktoren ersetzt wird.
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Bei komplex berandeten Gebieten besteht zudem die Mdglichkeit, krummlinige Koordinaten
zu verwenden. Dazu ist eine Transformation der Grundgleichungen in diese Koordi-

natensysteme erforderlich.

Das Diskretisierungsverfahren liefert schlieBlich als Losung den inkrementellen Fehler A, f .

Somit kann nun das aktuelle Porenvolumenverhiltnis am Inkrementende

f(t+At)=f()+Af (4.58)
berechnet werden, wobei
Af=Af,~|A,f+mdV(A,f)] (4.59)
und
o(t+At)=o(t)+3K k[ A, f+mdV’ (A, f)]. (4.60)

Nun fiihrt man einen plastischen Prediktorschritt durch, in dem man annimmt, dass das

gesamte Inkrement der isochoren Verzerrung plastisch ist
Aypr:Agiso_A?-i_klAgvol_kZAf:Aga (461)

wobei Gleichung (4.39) verwendet wurde.

Ahnlich wie im vorausgegangenen Schidigungsprediktorschritt erhilt man die zugehorige

Vergleichsspannung am Inkrementende aus dem nichtlokalen Ansatz
¢, (t+At)=c(7(t)+Ay,), (4.62)

wobei 7 wiederum die aus einem lokalen Anteil » und einem rein nichtlokalen Anteil 7

zusammengesetzte Funktion bezeichnet.

Da auch hier durch den Prediktorschritt eine Uberschitzung stattfindet, muss diese durch
einen elastischen Korrektorschritt berichtigt werden. Dazu berechnet man die inkrementellen

Fehler
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A ¢
Ayv=Ae—Ay=—% 4.63
o 7 G, (4.63)
sowie
Aerc=cpr—c(t+At). (4.64)

Die Bertiicksichtigung nichtlokaler Effekte fiihrt dann auch hier zu einer Abhingigkeit des
inkrementellen Fehlers der Vergleichsspannung von dem zweiten Gradienten des

inkrementellen Fehlers des skalaren plastischen Verzerrungsmalles, so dass sich A c

darstellen lasst als

A,c =a—fAe,,y+md6—fv2 (A,7)- (4.65)
oy oy

Somit erhdlt man durch Einsetzen der Gleichungen (4.39), (4.63), (4.64) und (4.65) die
elliptische partielle Differentialgleichung

a0 (3,4 2456 | 8.7 e, (1+80)~c(0), (466)
Y 4

die ebenfalls aus den oben genannten Griinden zu keinem Zeitpunkt des Belastungsprozesses
ihre Elliptizitdt verlieren kann und analog zum vorangegangenen Korrektorschritt mittels

eines Finite-Differenzen-Verfahrens geldst wird.

Damit erhilt man schlieBlich das aktuelle plastische Verzerrungsmal} aus der Beziehung
7(t+A0)=y(t)+Ay (4.67)
mit
A7 =Ay, Ay +mdVi(A,r)] (4.68)
sowie die Vergleichsspannung des Matrixmaterials

c(t+Ar)=c(t)+V2G,[ A,y +mdV* (A,y)]. (4.69)
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4.3 Anisotropes Schadigungsverhalten

Nachdem im vorigen Kapitel das isotrope Schidigungsverhalten vor dem Erreichen der
kritischen Porositdt f, behandelt wurde, sollen nun fiir den Fall f > f. anisotrope

Schadigungseffekte beschrieben werden. Zu diesem Zweck werden die allgemeinen

Gleichungen (4.6) und (4.18) iiber das Zeitintervall <@ <t+ At numerisch integriert, so

dass man die inkrementellen Darstellungen der ersten skalaren Grundgleichung
Ac=c(t+At)—c(t)=2G, (A, —k A7 -k, A f2) (4.70)
und der zweiten skalaren Grundgleichung
Ao =c(t+A1)-o(1)=2G,(Ae, —k, Ay —k, A f2) (4.71)
erhilt.

Nimmt man nun in einem inelastischen Prediktorschritt an, dass das gesamte Inkrement keine

elastischen Anteile enthilt, so liefern die Gleichungen (4.70) und (4.71)

kAy, +k,Ap, =Ag (4.72)
und

kyAy, +k,Au, =Ag,. (4.73)

Die entsprechenden Prediktorspannungen am Inkrementende lassen sich unter Beriick-

sichtigung nichtlokaler Effekte aus den Stoffgesetzen mit Hilfe der Beziehungen
¢, (t+At)=c(7(1)+Ay,) (4.74)
und

apr(t+At)=O'(ﬁ(t)+A,upr) (4.75)
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ermitteln, wobei y und u aus den zugehdrigen lokalen und nichtlokalen Anteilen

zusammengesetzt sind.

Aufgrund der Uberschitzung durch den inelastischen Prediktorschritt wird ein elastischer

Korrektorschritt fiir beide Gleichungen durchgefiihrt, die dann die folgende Gestalt

annehmen:
Ac=c —c(z+At):@A y+md@v2(A 7) (4.76)
er pr 6]7 er 677 er *
und
ao=o, —o(t+a) =20 A, u+md STV (A, u). (4.77)
P aﬂ aﬁ er

Unter Verwendung der Gleichungen (4.70), (4.71), (4.76) und (4.77) entstehen zwei
elliptische partielle Differentialgleichungen fiir die inkrementellen Fehler Ay und A, x:

dg—;VZ(A 7)+ {\/_Gkﬁu JA 7 +2G,k, A, p=c, —c(1) (4.78)
und
mdg—;- ( olt)+ {\/_Gk +8 }A ,Lt—i-\/—GkALr}/:o-pr—a(t). (4.79)

Auch diese werden analog zum vorangegangenen Kapitel mit Hilfe eines Finite-Differenzen-

Verfahrens gelost.

Die aktuellen inelastischen Verzerrungsmalle konnen dann aus den Gleichungen
7(t+A)=y(1)+Ay (4.80)
und

(t)+Ap 4.81)

Il
EN)

[(t+Ar)
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mit

A7 =My, ~[ A,y +mdV:(A,r)] (4.82)
sowie

Afi=Ap, ~[A,u+mdV:(A,u)] (4.83)

berechnet werden.

Die zugehorigen Vergleichsspannungen am Inkrementende liefern schlieBlich die

Gleichungen
c(t+Ar)=c(t)+V2G, (kA7 + kA, p) (4.84)
und

o(t+A1)=0(1)+V2G, (kA y + kA, u). (4.85)
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4.4 Ruckfithrung auf tensorielle Grofien

Die Riickfiihrung der skalaren Werte auf tensorielle Grofen geschieht durch Einsetzen der
zuvor gezeigten Grundgleichungen. Zunichst kann man aus dem Inkrement des skalaren

plastischen Verzerrungsmaf3es mit (3.20) den inkrementellen plastischen Verzerrungstensor
AH” = Ay N (4.86)
berechnen.

Der inkrementelle Schidigungsverzerrungstensor ldsst sich mit Hilfe von Gleichung (3.44)

darstellen als

da " ﬂ N 2\
AH :Af[$N+§(l—f) 1}. (4.87)

Integriert man nun Gleichung (2.32) iiber das Zeitintervall [¢,7+A¢], so erhdlt man die

Beziehung
jﬁde “R(r+Af)-R(f)= [Ii(t+At)+1;(t)}AHd”, (4.88)

die dann den aktuellen Schiadigungstensor

* *

R(1+Ar)=R(¢)(1+AH")(1-AH" ) (4.89)

liefert.
Den inkrementellen elastischen Verzerrungstensor

AHY =AH-R'AH”R-Q“ 'AH* Q" (4.90)
erhdlt man aus der numerischen Integration der Gleichung (2.33).

Analog zu der obigen Vorgehensweise wird Gleichung (2.14) integriert
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[Q7do=[Q" (t+A6)+Q7 (1) JAH! =Q (t+A1)-Q° (1), (4.91)
um den elastischen Metriktransformationstensor darstellen zu konnen als
Q" (1+At)=Q (1)(1+AH" )(1-AH") . (4.92)

Der aktuelle Schadigungstensor R kann dann mit Hilfe der Gleichungen (2.29) und (2.34)

berechnet werden.

Die vorangegangenen Gleichungen werden im Allgemeinen iterativ gelost, jedoch entspricht
im Falle kleiner elastischer Verzerrungen der Tensor Q niherungsweise dem Einstensor, so

dass in diesem Fall die aktuellen Tensoren Q¢ und R direkt berechnet werden konnen.

SchlieBlich kann mit Hilfe der Gleichung (2.30) der plastische Metriktransformationstensor

Q"' ermittelt werden.
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S Numerische Aspekte der Modellbildung

5.1 Berechnung des Lokalisierungsbeginns

Wird ein Material ausreichend groBen Spannungen oder Dehnungen ausgesetzt, so kann eine
Lokalisierung der Verzerrungen eintreten. Innerhalb der Lokalisierungszone schreitet dann
die Zunahme der Verzerrungen weiter fort, wahrend die iibrige Struktur zunehmend entlastet
wird. Diese Lokalisierung fiihrt zu weiterer Schidigungsentwicklung, die wiederum das
Fortschreiten des Lokalisierungsprozesses beschleunigt. Die Interaktion zwischen Schadigung
und Lokalisierung kann schlieBlich die Ausbildung eines makroskopischen Risses bewirken.
Das Fortschreiten des Schadigungsprozesses und die Bildung von Rissen resultieren in einer
Verringerung der Duktilitdt. Weitere Rissausbreitung fiihrt schlieBlich zum Versagen der

Struktur.

Sowohl in der Plastizititstheorie als auch in Schddigungsformulierungen wurden durch
Stabilitits- und Verzweigungsuntersuchungen die Prozesse beschrieben, die eine
Lokalisierung des Materialverhaltens hervorrufen (HILL [56], RUDNICKI & RICE [99], RICE
[97], BENALLAL et al. [11]). Das globale und lokale Verhalten wird mal3geblich durch die
Vorgidnge in der Lokalisierungszone bestimmt. Deshalb konzentrieren sich zahlreiche

experimentelle und numerische Untersuchungen auf dieses Gebiet.

In Experimenten konnte beobachtet werden, dass duktile Materialien eine Lokalisierung der
Deformationen in schmalen Bereichen mit groen Verzerrungen aufweisen, nachdem die
inelastischen Deformationen einen kritischen Wert erreicht haben. Wenn eine solche
Lokalisierung innerhalb schmaler Bereiche eingetreten ist, konnen dort sehr grof3e
Verzerrungszuwéchse auftreten, wihrend sich die iiber den Korper verteilte Gesamt-

verzerrung nur unwesentlich gegentiber derjenigen bei Lokalisierungsbeginn veridndert.

Innerhalb eines solchen Scherbands kann es dann zur Bildung von makroskopischen Rissen
kommen, so dass das Einsetzen der Lokalisierung haufig als Ausloser fiir das Material-

versagen angesehen wird.
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Das spontane Entstehen von Lokalisierungszonen aus einem gleichféormigen
Deformationszustand kann mathematisch betrachtet als Eigenwertproblem formuliert werden,
dessen nichttriviale Losung den Beginn der Lokalisierung bestimmt, wobei sich der
anfangliche Scherwinkel aus den Eigenvektoren des zugehorigen akustischen Tensors

berechnen lésst.

Grundlegende Untersuchungen zu der Frage, wodurch Lokalisierung ausgelost wird, wurden
u. a. von HILL [56], RICE [97], NEEDLEMAN & TVERGAARD [86] sowie ORTIZ et al. [88]

durchgefiihrt.

Dabei wird Lokalisierung als das Auftreten einer Ebene definiert, iiber die der Gradient der
Verzerrungsgeschwindigkeit unstetig ist. Die Orientierung dieser Unstetigkeitsebene ist {iber

ihren Normalenvektor n gegeben.

Abbildung 5.1: Normalenvektor n

Die Unstetigkeit besteht in einem Sprung in der Verzerrungsrate und wird beschrieben durch
Hinnen _ Hauﬁen — qn , (51)

wobei q die Amplitude des Sprungs bezeichnet und H™" bzw. H™*" die Verzerrungsraten

innerhalb und auerhalb der Lokalisierungszone beschreiben.

Die Gleichgewichtsbedingung lautet dann

n(Tinnen _ Tauﬁ’en) =0, (5.2)
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wobei die Raten des Spannungstensors T™" bzw. T*/" die Spannungsverteilung innerhalb

bzw. auBBerhalb der Lokalisierungszone beschreiben.

Stellt man nun das Stoffgesetz in der Form
T=C"H (5.3)

mit Hilfe des elastisch-plastisch-geschidigten Tangentenmoduls €%’ dar, so erhilt man

durch Einsetzen der Gleichungen (5.1) und (5.2) die Beziehung
(n'c*'n)q=0. (5.4)

Das Eintreten der Lokalisierung ist also dquivalent zu der Existenz einer nichttrivialen Losung

von (5.4), die wiederum an die Bedingung
det(n"C*'n)=0 (5.5)

gekniipft ist. Das Produkt n"C%‘n wird hiufig als akustischer Tensor bezeichnet. In

Komponentenschreibweise hat die Gleichung (5.5) die Gestalt

epd epd epd epd
mCin +nGin, + mCin +nCGhn, +
epd epd epd epd
+n, O my + ny,Cfon, +n, Oy +n,Con,
det =
nC%n +nC%n, + nC%n +nC%n, +
1€ TGN, 1C1001 1 TG00 1y
epd epd epd epd
+n, O3y + ny,Cfion, +n, Oy +n, G n,
(5.6)
_ 4 3 2.2 3 4
=a,n, +anmn, +a,n'n; +ann, +an, =0
mit den Abkiirzungen
_ 7epd ,7epd epd ,7epd
a, =G GH — GG s (5.7)
_ y7epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd
a, =G G + GGy + GG GG + (5.8)

epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd
_61’2116:122 _61)21163121 _421261’121 _632116;121 ’



62 5.1 Berechnung des Lokalisierungsbeginns

_ y7epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd
a2 - Clllll 62222 + Cl,] 1261,222 + 41]26)222] + 61211163221 + 631116;222 + 621124221 +

(5.9)
epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd
- qzn 5}2122 - 4212 C;nz - Cbn@m - 6}22116;122 - C;211C;121 - 6722126;121 >
_ 7epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd
a; = 6;11252222 +C;1116)2222 + 631126;222 +C;112€2221 + (5 10)
epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd epd ,7epd ’
- 6;2126’2122 - 632116’2122 - 622126;122 - 622126;121
und
_ 7epd y7epd epd ,7epd
a, —6’21125;222 _532126,2122- (5-11)
Diese Gleichung wird durch die Substitution
cost
n= , x=tand (5.12)
siné
in das Nullstellenproblem eines Polynoms
h(x)=ax'+ax’+a,x* +ax+a,=0 (5.13)

tiberfiihrt. Sobald demnach mindestens ein Minimum der Funktion / einen nichtpositiven
Funktionswert hat, ist dies gleichbedeutend mit dem Eintreten des Lokalisierungsbeginns. Die

Gleichung fiir die lokalen Extremstellen der Funktion /4 lautet dann
X 4+’ +sx+1=0 (5.14)

mit

a4 @ (5.15)
4a, 2a, 4a,
und durch die Substitution
r
X=y—— 5.16
y=3 (5.16)

erhilt man deren reduzierte Form
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y3+py+q:0 (5.17)
mit
1,
p=S——r (5.18)
3
sowie
2 5 1
=—7p ——rs+t. 5.19
9=57"" 3 (5.19)

Die Losung von Gleichung (5.17) errechnet man mit Hilfe der Cardano-Formel:

3 2
y:\/—1+ L 4 _ £ . (5.20)
2 27 4 3 2
33 —g-i- pi_l_qi
2 27 4

Nach Riicksubstitution erhilt man die Extremstellen der Funktion (5.13) und untersucht deren
Funktionswerte. Solange alle Minima positive Funktionswerte besitzen, ist keine

Lokalisierung eingetreten. Sobald mindestens eine der Extremstellen x, die Ungleichung
h(x;)<0 (5.21)

erfiillt, markiert dies den Beginn der Lokalisierung. Die anfdngliche Orientierung der

Lokalisierungszone ldsst sich dann mit Hilfe der Beziehung (5.12) berechnen.
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5.2 Padé-Approximation

Zur  Berechnung der Komponenten des  gemischtvarianten  logarithmischen
Verzerrungstensors A:%an in Gleichung (2.3) (vgl. (2.11) und (2.17)) gibt es

verschiedene Moglichkeiten. Haufig werden Spektralzerlegungen des
Metriktransformationstensors Q durchgefiihrt, die dann die FEigenwerte und die
entsprechenden Eigenvektoren liefern. Ein Beispiel fiir diese Vorgehensweise findet man
unter vielen anderen auch bei MIEHE [80]. Alternativ kénnen zur Approximation der
logarithmischen Tensorkomponenten auch Reihenentwicklungen verwendet werden, die
jedoch bei groBen Verzerrungen nur dann eine zufriedenstellende Nédherung liefern, wenn
Terme hoher Ordnung beriicksichtigt werden, was wiederum zu einem ungerechtfertigt hohen

Rechenaufwand fiihrt.

Um die beschriebenen Nachteile zu vermeiden, werden hier zur Berechnung der
Komponenten der logarithmischen Verzerrungstensoren (2.3), (2.11) und (2.17) Padé-
Approximationen entwickelt (vgl. DIECI & PAPINI [39], CHENG et al. [34], HIGHAM [55]).

Dazu wird zunichst die Abkiirzung
P=(Q-1)(Q+1)" (5.22)

eingefiihrt.

Die Taylor-Reihenentwicklung der Logarithmusfunktion wird nun durch eine
gebrochenrationale Ansatzfunktion der Ordnung » approximiert, so dass man als
Bestimmungsgleichung fiir die n-te Ndaherung des Verzerrungstensors erhélt

-1

A, =%(P01+P1P+P2P2 +...+pnP")(l+qlP+q2P2 +...+an”) =

. | (5.23)
=P+-P+—P°+...
3 5

Ausfiihren der Multiplikationen liefert
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P+ pP+p, P’ +..+p P"=2P+2¢P° +(§+2q2jP3 +£§ql +2q3jP4 +

(5.24)
2 2 s (2 2 .
+ §+§q2 +2q, |P°+ gql +§q3 +2¢q, |P”+...
Koeffizientenvergleich in Gleichung (5.24) fiihrt dann auf das Gleichungssystem
Mx =r (5.25)
mit
02><n
-2 0 0 0
diag (1)(n+1)><(n+1) 0 . 0 0
3
0 0
M = _g -2 e Q2n+1 x Q2n+l’ ne (2N),
0
3
0
n><(n+l)
- _ (5.26)
2 0 2 0
2n-1 n+l
T
X =(Pgs Dyseoes Pys s, (5.27)
und

T
r=(0,2,0,3,0,3,0,...,0,i,oj . (5.28)
375 2n-1

n—
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Da die Matrix M schwach besetzt ist und iiber eine Blockstruktur verfiigt, lassen sich

Aussagen iiber die allgemeine Losung des Gleichungssystems (5.25) treffen:

P, =0 VieN,, P20 1 Allg. VieN,
(5.29)
g, ,=0 VieNl, g, 70 1. Allg. VieN,,

so dass man die n-te Ndherung des logarithmischen Verzerrungstensors fiir ungerades n

darstellen kann als
A —1(2P+ P+p P +..+ P”)(1+ P> +..+ P”’l)f1 (5.30)
=5 D Ds TP, 9, T, .
und fiir gerades n
-1

1 . )
A :E(2P+p3P3 +p P 4+ p, P (14 PP+ g, P (5.31)

Die speziellen Auswertungen fiir die Fille 1<n<5 ergeben dann die erste Padé-

Approximation
Ay =P, (5.32)
die zweite Padé-Approximation
1 -1
A(z):P(l—ng) , (5.33)
die dritte Padé-Approximation
(o A1 3p)
A(s)—(P_EP j(l—gP j , (5.34)

die vierte Padé-Approximation

(11, 6., 3.4
A(4)_(P—EP )(1—71) +—Pj (5.35)
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und die fiinfte Padé-Approximation

-1
A(S)=(P—ZP3+ﬁP5j(1—EPZ+iP4] : (5.36)
9 945 9 21

Die grafische Darstellung der einzelnen Approximationen im Vergleich mit der zu
approximierenden Funktion In(x) mit xeR in Abbildung 5.2 zeigt die hohe Qualitét der

Annidherung schon bei niedriger Ordnung 7.

2_
1_
=
'E“ 0 T T T 1
@ 2 4 6 8
< -1 - x
—n=1
-2 1 n=2
r n:
-3 4 — In(x)

Abbildung 5.2: Vergleich der Padé-Approximationen niedriger Ordnung mit der exakten

Funktion In x

Um besser einschdtzen zu konnen, in welchen Anwendungsfillen die verschiedenen
Approximationsordnungen noch ausreichend sind, betrachtet man die grafische Darstellung

des Fehlers der einzelnen Padé-Approximationen im eindimensionalen Fall (Abbildung 5.3).

Da alle Approximationen an der Stelle x = 1 den exakten Wert ln(l) =0 liefern, haben hier

alle Graphen einen gemeinsamen Berithrungspunkt. Legt man nun eine beliebige Fehler-
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toleranz fest, so erhdlt man fiir jede Approximationsordnung ein Intervall, innerhalb dessen
die Eigenwerte des Metriktransformationstensors Q liegen miissen, damit die entsprechende
Padé-Approximation eine hinreichend genaue Nédherung bietet. Abbildung 5.4 zeigt die mit

zunehmender Approximationsordnung wachsenden Intervalle fiir eine Fehlertoleranz von

107,
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25 A

20 n=3
—n=2
—n=1

15 1

10 -

5 4 &

0 T L L 1

2 4 6

X

In(x) - Ay (x)

Abbildung 5.3: Fehler fiir die Ordnungen 1 bis 3 der Padé-Approximationen der natiirlichen

Logarithmusfunktion

Abbildung  5.4: Anwendungsintervalle fiir ~ verschiedene Ordnungen der Padé-

Approximationen der natiirlichen Logarithmusfunktion fiir die Fehler-

toleranz 107
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Wertet man nun die Grenzen der jeweiligen Intervalle mit Hilfe der Beziehung (2.3) aus, so
erhilt man einen Uberblick, in welcher GroBenordnung die Verzerrungen liegen konnen,
damit bei der jeweiligen Approximationsordnung die gewdihlte Fehlertoleranz nicht iiber-
schritten wird. Wie in Abbildung 5.5 ersichtlich, geniigt demnach fiir Verzerrungen in der
GroBenordnung bis 5% schon die Padé-Approximation erster Ordnung, bis ca. 22% die
zweiter Ordnung und die Padé-Approximation fiinfter Ordnung liefert selbst fiir Verzerrungen

bis ca. 77% hinreichend genaue Ergebnisse.

n=1 5%

n=2 22%
n=3 42%
n=4 61%
n=>5 T7%

Abbildung 5.5: Grifenordnung der Verzerrungen fiir die Fehlertoleranz 107 bei

verschiedenen Ordnungen der Padé-Approximation
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6 Numerische Untersuchungen

6.1 Numerische Implementierung

Um das auf den Grundgleichungen der vorangegangenen Kapitel basierende Randwert-
problem zu 16sen, wird hier ein numerisches Verfahren verwendet. Da das Losungsverfahren
auf ein moglichst breites Spektrum von Randwertproblemen anwendbar sein soll, bietet sich
hier eine Variationsmethode an, die ein beliebig berandetes Gebiet, auf dem das Randwert-

problem formuliert ist, zulésst.

Unter der Voraussetzung, dass das im Allgemeinen krummlinig berandete Gebiet die
Bedingungen des GauB3-Integralsatzes erfiillt, definiert man ein Energieprodukt, wobei die
hierdurch induzierte Energienorm dann den Sobolev-Raum liefert. Minimiert man nun das
sogenannte Energiefunktional auf einem endlichdimensionalen Unterraum dieses Sobolev-
Raums, so wird die Stelle, an der das Minimum angenommen wird, als Rayleigh-Ritz-

Approximation an die exakte Losung bezeichnet.

Der oben erwihnte endlichdimensionale Unterraum soll aus stiickweisen zweidimensionalen
Polynomen endlichen Grades bestehen, die stetig oder mit einer gewissen Glattheit an-
einandergefiigt werden, und die schlieBlich die sogenannten finiten Elemente darstellen. Eine
ausfiihrliche Herleitung der Methode der finiten FElemente mit verschiedenen

Anwendungsmdglichkeiten findet man beispielsweise in BATHE [1] und ZIENKIEWICZ [122].

Die in dieser Arbeit hergeleiteten Gleichungen wurden numerisch in ein am Lehrstuhl fiir
Baumechanik-Statik der Universitdt Dortmund entwickeltes Finite-Element-Programm
implementiert. Dabei wurde ein Fiinfknotenelement verwendet, das auf der Variation des
Energiepotentials basiert und auf das von NAGTEGAAL et al. [84] eingefiihrte Crossed-

Triangle-Element zuriickgeht.
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Abbildung 6.1: Crossed-Triangle-Element

Zunichst wendet man das Variationsprinzip auf die Gleichgewichtsbedingung an, indem mit
einer Testfunktion multipliziert und anschlieBend iiber das Volumen integriert wird. Aus der
so entstandenen schwachen Formulierung des Gleichgewichts erhilt man durch Einsetzen des

GauB3-Integralsatzes die folgende Darstellung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen

O (u,6u) = [ SH-T dv,— [ Su-T, da, =0. (6.1)

By 2B,

Der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung (6.1) ist ein Volumenintegral, das die
Variation der aktuellen gespeicherten Energiedichte darstellt, wihrend der zweite Term die

Verteilung der Spannungen ¢, auf der Oberflidche 0B, beschreibt.

Zur konsistenten Linearisierung des Prinzips der virtuellen Arbeit wird eine Taylor-Reihen-

entwicklung verwendet, die nach dem linearen Glied abgebrochen wird.
L[] =Tl (u,5u)+DAI|_-Au+... (6.2)

Um die so entstandene linearisierte Gleichung 16sen zu konnen, wird der gesamte betrachtete
Korper diskretisiert, indem er in endlich viele Integrationsbereiche, die bereits oben

erwihnten finiten Elemente, aufgeteilt wird.

Fir die unbekannten Verschiebungen an den Knotenpunkten jedes Elements werden
geeignete Ansatzfunktionen gewihlt und nach Ausfithrung der entsprechenden Integrationen
erhélt man fiir die einzelnen Elemente die Elementsteifigkeitsmatrizen und die zugehorigen

Lastvektoren.
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Aus diesen wird nun die Gesamtsteifigkeitsmatrix K, sowie der Gesamtlastvektor AP

zusammengesetzt, so dass man schlieflich das folgende System von linearisierten

algebraischen Gleichungen
K,AV = AP (6.3)

erhidlt, mit Hilfe dessen die unbekannten inkrementellen Knotenverschiebungen AV

berechnet werden konnen.
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6.2 Allgemeines

Zur numerischen Untersuchung betrachtet man einen Zugversuch mit einer eingespannten
Rechteckprobe aus Stahl mit den Abmessungen /,/h=4. Alle Berechnungen werden unter
der Voraussetzung eines ebenen Verzerrungszustands durchgefiihrt. Das System sowie die bei

der Berechnung verwendeten Diskretisierungen der doppeltsymmetrischen Struktur mit 400

(40x10), 1600 (80x20) und 3600 (120x30) Elementen sind in Abbildung 6.2 dargestellt.

1
7

NONNN NN NNN
SS S S S SSSSS
>

ly

Abbildung 6.2: System mit verschiedenen Diskretisierungen
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Bei dem hier betrachteten Material handelt es sich um einen gealterten martensitaushartenden
Stahl, der fiir hohere technische Anforderungen im Fahrzeugbau, in der Luft- und
Raumfahrttechnik, im Werkzeugbau sowie in der Sportindustrie Verwendung findet. Es
handelt sich hierbei um einen hochfesten Stahl, der von SPITZIG et al. [110], [111], [112]
eingehend experimentell untersucht wurde. Sein elastisches Materialverhalten wird durch

einen Elastizititsmodul £ =200000 MPa  beschrieben, der Schubmodul betrigt
G =76923,1 MPa , die Querkontraktionszahl v =0,3.

Die plastischen Materialeigenschaften werden durch das folgende Gesetz abgebildet, das eine
sehr gute Ubereinstimmung mit experimentell ermittelten Spannungs-Dehnungs-Diagrammen

(Abbildung 6.3) liefert:

0

¢=(c,—¢,)tanh| X |1 q. (6.4)

cs - CO

Dabei bezeichnet ¢, =870 MPa die anfingliche FlieBspannung, ¢, =1120 MPa eine asymp-

0
totische Séttigungsspannung und H =96000 MPa gibt den anfinglichen Verfestigungs-

parameter an.

= 1200 -
a . v
z "/(
< Experiment
g ‘_/ Numerical simulation —
8
=
D 600 ~
o
T
@
5
O
O ' L } ) L
0 0.03 0.06

Equivalent plastic strain

Abbildung 6.3: Sdttigungsgesetz (SPITZIG et al. [112])
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6.3 Nichtlokales elastisch-plastisches Deformations- und

Lokalisierungsverhalten

6.3.1 Untersuchungen zum internen Langenparameter

Wie bereits in Kapitel 4.2 erldutert wurde, werden nichtlokale Materialmodelle haufig als
Regularisierungsverfahren eingefiihrt, d. h. aus Griinden der numerischen Stabilitét und nicht,
wie es hier der Fall ist, um eine physikalisch addquate Formulierung zu gewéhrleisten. Diese
Regularisierungsverfahren haben das Ziel, den bei Radial-Return-Verfahren hiufig auf-
tretenden Verlust der Elliptizitdt der zugrunde liegenden partiellen Differentialgleichungen zu
verhindern, da dieser zu einer Netzabhingigkeit der Ergebnisse fiihrt, die in einer

numerischen Simulation realen Materialverhaltens nicht erwunscht ist.

Obwohl die Nichtlokalitit hier nicht zur Vermeidung der Netzabhingigkeit eingefiihrt wurde,
sollen numerische Berechnungen dennoch das Materialverhalten mdglichst realitétsgetreu ab-
bilden, d. h. die numerische Berechnung sollte von der Diskretisierung unabhingige,
physikalisch sinnvolle Ergebnisse liefern. Deshalb soll nun untersucht werden, wie das
Verhéltnis der internen Linge /¢ zu der Linge eines einzelnen Elements das Ergebnis der
Berechnung beeinflusst, und ob ein beziiglich der Netzunabhingigkeit der Ergebnisse

optimales Langenverhiltnis bestimmt werden kann.

Dazu variiert man das Verhiltnis der internen Lange ¢ zu der jeweiligen Kantenldnge g der
einzelnen quadratischen Elemente. Diese betrdgt fiir die in Abbildung 6.2 dargestellten

Systeme mit der Gesamtlange /, und der Hohe % bei dem oberen Netz g =1/,/40 = h/10, bei
dem mittleren Netz g =1,/80 = 4/20 und bei dem unteren Netz g =1/,/120 = /30 . Bei dieser

Untersuchung wird eine reine J, —FlieBbedingung ohne Schidigungseinfluss vorausgesetzt,

d. h. es gilt a/c =0 in Gleichung (3.7).

Die in Abbildung 6.4 dargestellten Last-Verschiebungs-Diagramme fiir verschiedene Ver-
héltnisse von interner Ldnge zu Elementlénge bei einer Rechnung mit 400 Elementen, d. h.

g=1,/40="1/10, unterscheiden sich durch eine Zunahme des Belastungsmaximums bei
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wachsendem //g . Als Referenzergebnis ist hier der Fall /=0 (lokale Berechnung) mit ab-

gebildet. Der Sonderfall /=0 fiihrt zu einem Wegfall der Gradiententerme in den

entsprechenden Gleichungen.

Das Belastungsmaximum bei einem Wert von ¢/g =0,5 ist um 0,95% grofer als das bei
lokaler Rechnung, bei dem Verhiltnis //g = 0,8 um 2,4%, und bei ¢/g =1,1 um 5,6%. Fiihrt
man nun die Berechnungen mit denselben Werten fiir die Langenverhiltnisse //g fiir die
anderen beiden in Abbildung 6.2 dargestellten Diskretisierungen mit 1600 und 3600
Elementen durch, so ergibt sich qualitativ das gleiche Ergebnis mit ansteigendem Belastungs-
maximum bei zunehmendem Verhéltnis ¢/g . Aber auch die quantitative Auswertung liefert

Zuwidchse in der maximalen Belastung, die in der Gréfenordnung den oben genannten

Prozentzahlen fiir das Netz mit 400 Elementen entsprechen.

Belastung P/P max [-]

0 T T T T 1
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

Verschiebung u /1 ¢ [-]

Abbildung 6.4: Last-Verschiebungs-Diagramme fiir verschiedene Verhdltnisse von interner

Ldnge zu Elementldnge bei 400 Elementen

Stellt man nun diese Abhédngigkeit der maximalen Belastung von dem Verhiltnis //g bei

verschiedenen Diskretisierungen mit 400, 1600 und 3600 Elementen grafisch dar, so ver-

deutlicht die Tatsache, dass die drei Graphen in Abbildung 6.5 nur geringe Abweichungen
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aufweisen, die Robustheit des Verfahrens gegeniiber einer Verdnderung der internen
Lénge /. Bei einem Wert von //g = 0,5 schneiden sich die Graphen, d. h. in diesem Bereich
liefern alle untersuchten Diskretisierungen dieselbe maximale Belastung. Da die
Maximalbelastung das mafBgebliche Kriterium war, das in Abbildung 6.4 den Einfluss des
Verhiltnisses //g auf die numerischen Ergebnisse zum Ausdruck brachte, kann man diesen
Wert als optimales Verhéltnis beziiglich der Netzunabhéngigkeit der Ergebnisse bezeichnen.
Diese Aussage kann als Hilfestellung zur Wahl der Grof3enordnung der Elemente verwendet
werden. So wurde auch in allen folgenden Berechnungen die Lingenabmessung der einzelnen
Elemente so gewahlt, dass sie ungefdhr dem Doppelten der internen Linge ¢ entspricht, die

hier unverindert bleibt.

1 -
0,99 A
B 0,98 --- 400 Elemente
§ — 1600 Elemente
Q\” 0974 . 3600 Elemente
9
= 0,96 1
aa)]
% 0,95 -
E ==
0,94 1
0,93 T T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
/g [-]

Abbildung 6.5: Abhdngigkeit der maximalen Belastung von dem Verhdltnis von interner

Ldnge zu Elementlinge fiir 400, 1600 und 3600 Elemente

Unter Beriicksichtigung dieses Resultats wird basierend auf mikroskopischen Untersuchungen
fiir die zur Beriicksichtigung der Nichtlokalitdt notwendige interne Lénge, die durch die

GauB-Glockenfunktion (3.11) in die Theorie eingefiihrt wird, hier der Wert ¢ =0,028
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verwendet (s. BRUNIG et al. [30]), der in der GroBenordnung mit Quantifizierungen

iibereinstimmt, die haufig fiir dhnliche Materialien gewdhlt werden (s. LEMAITRE [74]).

6.3.2 Vergleich verschiedener Diskretisierungen

Unter Beriicksichtigung dieses Resultats sollen nun die Ergebnisse numerischer
Berechnungen bei Verwendung verschiedener Diskretisierungen (Abbildung 6.2) verglichen

werden.

Abbildung 6.6 zeigt die Last-Verschiebungs-Kurven fiir verschiedene Diskretisierungen mit
400, 1600 und 3600 Elementen. Die Abhingigkeit des untersuchten Materials vom hydro-
statischen Spannungszustand (SPITZIG et al. [111]) wird hier zunichst vernachldssigt, d. h. es
gilt a/c =0 in Gleichung (3.7), so dass eine von-Mises-FlieBbedingung resultiert. Trotz der
sehr unterschiedlichen Elementzahlen treten keine grolen Abweichungen in den Last-

Verschiebungs-Kurven auf. So betrdgt der Endwert bei 400 Elementen P/P, = 0,934, bei

1600 Elementen P/P, =0,928 und bei 3600 Elementen P/P, =0,926, was Ab-

ax ax

weichungen von 0,6% (1600 Elemente) bzw. 0,9% (3600 Elemente) gegeniiber dem 400-
Elemente-Netz entspricht. Auch in Bezug auf den Beginn der Lokalisierung, hier durch einen
Kreis gekennzeichnet, erkennt man keine Abhidngigkeit von der Diskretisierung. Bei allen
untersuchten Diskretisierungen tritt die Lokalisierung bei einer relativen Verschiebung von

u, [l,=1,77% ein.
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1,2r
400 Elemente

1,0+
o 1600 Elemente
Q;g 0,8 3600 Elemente
S~
o 0.6}
=
2
5 04
M o = Lokalisierungsbeginn

0,2}

O 1 1 1 1 -
0 0,01 0,02 0,03 0,04

Verschiebung u, /[, [-]

Abbildung 6.6. Last-Verschiebungs-Kurven fiir verschiedene Diskretisierungen

In Abbildung 6.7 sind die entsprechenden Verformungsfiguren fiir 400, 1600 und 3600
Elemente dargestellt. Bei allen Netzen bildet sich ein deutliches Scherband mit einer {iber-
lagerten leichten Einschniirung. Die Lokalisierungszonen sind jeweils grau unterlegt. Offen-
sichtlich ist die Breite des Scherbands bei allen drei Netzen gleich. Die Unterschiede in den
Verformungsfiguren sind sehr gering, so dass sogar bei der Diskretisierung mit nur 400
Elementen die numerische Berechnung dieselbe Breite der Lokalisierungszone liefert. Das
verwendete Verfahren verhélt sich also sehr robust gegeniiber einer Verfeinerung der

Diskretisierung.
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Abbildung 6.7: Verformungsfiguren fiir verschiedene Diskretisierungen bei u,/lp=4,5%
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6.3.3 Vergleich verschiedener FlieBbedingungen

1 = N
J, - c(;/,}/)=0

Die in Gleichung (3.7) eingefiihrte FlieBbedingung £’ (71 . Js, c) =
1-47
c
beriicksichtigt den Einfluss des hydrostatischen Spannungszustands auf das Material-
verhalten. Da experimentelle Untersuchungen (SPITzIG et al. [111], [112], SPITZIG &
RICHMOND [109]) gezeigt haben, dass Stdhle eine Abhéngigkeit vom hydrostatischen

Spannungszustand aufweisen, soll hier untersucht werden, wie sich eine Verdnderung des

Parameters a/c in der FlieBbedingung (3.7) auf die Vorhersagen des Deformationsverhaltens

auswirkt. Die numerischen Berechnungen dieses Kapitels beziehen sich auf das in
Abbildung 6.2 dargestellte mittlere System mit 1600 Elementen und werden, wie in Kapitel
6.2.1, ohne Berticksichtigung des Schidigungseinflusses durchgefiihrt.

In Abbildung 6.8 sind die Last-Verschiebungs-Diagramme fiir verschiedene FlieB3-

bedingungen dargestellt. Da der Parameter a/c den Einfluss des hydrostatischen Spannungs-
zustands beschreibt, entspricht der Wert a/c=0 der von-Mises-FlieBbedingung. Der zu-
nehmende 7, — Einfluss &uBert sich hier in einem friiheren Lokalisierungsbeginn und einer
niedrigeren maximalen Belastung. Bei einer reinen J, —FlieBbedingung (a/c=0) tritt die
Lokalisierung bei einer relativen Verschiebung von u_/I,=1,77% ein, bei einem Wert von
a/c=10TPa" bei u,/l,=1,53% und bei einem hohen I, — Einfluss von a/c =20 TPa™ liegt
der Lokalisierungsbeginn bereits bei u,/l, =1,33%. Das Belastungsmaximum liegt im Ver-

gleich zu der Berechnung mit einer von-Mises-FlieBbedingung bei a/c =10 TPa" um 2,4%

niedriger, fir a/c=20TPa" um 5,9%. Wie anhand von Gleichung (3.5) c=a]_]+\/(772
deutlich wird, sind die beschriebenen Unterschiede darauf zuriickzufiihren, dass die Fliel3-
spannung ¢ unter vorhandenem 7, — Einfluss, d. h. @ # 0, bei gleichem Spannungszustand um

so frither erreicht wird, je groBer der Parameter a ist, und damit das FlieBen bei

Beriicksichtigung der Abhéngigkeit vom hydrostatischen Spannungszustand friiher eintritt als

bei Verwendung einer J, — FlieBbedingung, bei der der elastische Bereich am grofBten ist.
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1,2¢
a/c=0
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Verschiebung u, /1, [-]

Abbildung 6.8: Last-Verschiebungs-Diagramme fiir verschiedene Fliefsbedingungen

Abbildung 6.9 zeigt die entsprechenden Verformungsfiguren fiir die verschiedenen FlieB3-
bedingungen. Die obere Verformungsfigur zeigt das Ergebnis der Berechnung mit einer von-
Mises-FlieBbedingung, wobei ein relativ breites Scherband von einer Einschniirung in der
Mitte der Probe tiberlagert wird. Der Scherbandwinkel betrdgt 43° zur Belastungsrichtung.
Der wachsende Einfluss des hydrostatischen Spannungszustands, der bei der mittleren Ver-
formungsfigur mit a/c=10TPa" und bei der unteren Verformungsfigur mit a/c =20 TPa’
beriicksichtigt wurde, fiihrt zwar ebenfalls zu Scherbidndern in Probenmitte mit einer
iiberlagerten Einschniirung und auch der Winkel des Scherbands zur Horizontalen bleibt mit
43° unverdndert, jedoch erkennt man hier, dass die Scherbidnder schmaler und deutlicher

abgegrenzt sind, was im Wesentlichen an den dufleren Réndern der Scherbiander zu erkennen

ist und auf die Abminderung der Duktilitit aufgrund des héoheren 1, — Einflusses

zurickzufiihren ist.



84 6.3 Nichtlokales elastisch-plastisches Deformations- und Lokalisierungsverhalten

T g ! E = 0
C
1 L-_ 1 1
, . 2_10TPa”
£ _20TPa”

Abbildung 6.9: Verformungsfiguren fiir verschiedene FliefSbedingungen bei u,/lp=6%
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6.4 Nichtlokales Schiadigungsverhalten

6.4.1 Einfluss der Schidigung auf das Materialverhalten

In experimentellen Untersuchungen haben SPITZIG et al. [110] gezeigt, dass die elastischen
Moduln der von ihnen untersuchten Werkstoffe maBgeblich von der jeweiligen
Anfangsporositit des Materials beeinflusst wurden. Basierend auf diesen Ergebnissen konnen
die in Gleichung (3.21) eingefiihrten Parameter 7,,...,77, so bestimmt werden, dass sie eine
gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten aus SPITZIG et al. [110] liefern. Eine
solche Parameteridentifikation wurde z. B. von BRUNIG [26] fiir ein eisenhaltiges Material

durchgefiihrt.

In Anlehnung an HAYAKAWA et al. [54] werden hier fiir die Parameter 7,...,77, aus

Gleichung (3.21), die den Einfluss fortschreitender Schidigung auf die elastischen
Eigenschaften des Matrixmaterials beschreiben, bei den Berechnungen unter
Berticksichtigung des Schidigungseinflusses in diesem Kapitel die folgenden Werte

angenommen:

n, =-35000 MPa; 7, =-20000 MPa;
(6.5)
1, =—40000 MPa; 7, =-50000 MPa.

Aufgrund der nur begrenzt zur Verfligung stehenden experimentellen Daten ist es schwierig,
die entsprechenden Materialparameter zu bestimmen. Die elastischen Materialeigenschaften
des von HAYAKAWA et al. [54] untersuchten Werkstoffs dhneln denen der hier betrachteten

Stdhle, so dass die Parameter 7,,...,77, bis auf eine geringfiigige Modifizierung iibernommen
werden konnen. Diese Modifizierung besteht darin, die Parameter 77, und 77, so anzupassen,

dass die Bedingung 7, =27, erfiillt ist, um die Symmetrie des schidigungsbezogenen

Stoffmoduls C“ in Gleichung (3.28) zu gewihrleisten (s. Kapitel 3.2.1).

Der Einfluss der Parameter 7,,...,77, auf die elastischen Materialparameter soll anhand der

folgenden Diagramme verdeutlicht werden. Abbildung 6.10 zeigt die Abminderung des
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Elastizititsmoduls £, mit zunehmendem Porenvolumenverhédltnis f. So betrdgt der
Elastizititsmodul E, bei einer Porositit von f =0,2 durch den Einfluss der Schidigungs-

parameter nur noch 90% seines Anfangswerts E. Der gleiche Effekt konnte auch von BRUNIG

[26] beobachtet werden.

1,05 -

0,95 1

E/E [-]

0,9 1

0,85 A

0,8 T T T 1
0 0,05 0,1 0,15 0,2

f 1]

Abbildung 6.10: Wirkung der Porositdt auf den Elastizititsmodul

Einen vergleichbaren Einfluss haben die Parameter 7,,...,7, auf den Schubmodul G und die

Querkontraktionszahl v (s. BRUNIG [26]).

In Abbildung 6.11 wird deutlich, dass der Schubmodul G, im Vergleich zu seinem Anfangs-

wert G bei einer Porositit von [ =0,2 um 10% abgefallen ist, wahrend die Quer-

kontraktionszahl v, deren Abminderung bei konventionellen Schidigungsmodellen in der

Regel vernachldssigt wird, bei einer Porositdt von f =0,2 um 4% in Bezug auf ihren Aus-

gangswert vabgenommen hat, wie in Abbildung 6.12 ersichtlich ist.
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Abbildung 6.11: Wirkung der Porositdt auf den Schubmodul
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Abbildung 6.12: Wirkung der Porositdt auf die Querkontraktionszahl

Experimentelle Untersuchungen durch BROWN & EMBURY [21] sowie GOODS & BROWN [52]
haben gezeigt, dass das Zusammenwachsen von benachbarten Poren in etwa zu dem

Zeitpunkt eintritt, wenn ithre Linge die Grofenordnung ihres Abstands erreicht. Basierend auf
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diesen experimentellen Untersuchungen haben TVERGAARD & NEEDLEMAN [117] gezeigt,
dass Last-Verschiebungs-Diagramme in Schidigungsprozessen nach Uberschreiten eines
Belastungsmaximums eine geringe negative Steigung aufweisen, bis mit dem Erreichen einer

kritischen Porositit f = f, die Last-Verschiebungs-Kurve steil abfillt, was in einem fast

vollstdndigen Verlust der Lastaufnahmekapazitét resultiert.

In Anlehnung an diese numerischen Ergebnisse [117] wird das beschriebene Verhalten hier

durch zwei verschiedene negative Steigungen H®“ = 6;—; abgebildet (BRUNIG [26]). Im Falle

isotropen Schidigungsverhaltens ( f < f.) betriigt die Steigung H;“ =-50 MPa, sobald

anisotrope Schidigung maBgebend wird ( f > £.), gilt H{* =-1000 MPa . Basierend auf den
Ergebnissen von KOPLIK & NEEDLEMAN [62], BECKER et al. [10] sowie LEBLOND & PERRIN
[67], wird fiir das kritische Porenvolumenverhdltnis in Abhédngigkeit von der
Anfangsporositit der Wert f, = 0,1 ermittelt. Der Wert der plastischen Verzerrung y , der den
Beginn der Beriicksichtigung von Schidigungseffekten des urspriinglich ungeschédigten

Materials kennzeichnet, wird als Schidigungsdehnung bezeichnet und betrédgt hier y,, =0,1
(vgl. LEMAITRE [72]). Die in der Schéadigungsbedingung (3.31) und im Schédigungsgesetz

(3.36) auftretenden Parameter S und S, die den anisotropen Anteil des Materialverhaltens

kennzeichnen, werden zunéchst mit = £ =0,5 angenommen. Die Wirkung einer Variation
der hier aufgefiihrten Parameter auf die numerische Simulation des Materialverhaltens wird in
Kapitel 6.3.2 untersucht. Die schdadigungsabhéngigen Berechnungen des gesamten Kapitels
6.3 bezichen sich auf das in Abbildung 6.2 dargestellte mittlere System mit 1600 Elementen,
nur am Ende des Kapitels 6.3.2 erfolgt noch ein Vergleich verschiedener Diskretisierungen

zur Untersuchung der Netzunabhéngigkeit unter Schadigungsberiicksichtigung.

Vergleicht man das vorausgesagte Materialverhalten bei rein elastisch-plastischer Berechnung
(s. Kapitel 6.2) mit demjenigen bei Beriicksichtigung der Schidigung, so erkennt man eine

starke Abweichung der Ergebnisse.

Die zugehorigen Last-Verschiebungs-Kurven in Abbildung 6.13 zeigen bis zu einer relativen

Verschiebung von u /l,=3% keine groBen Abweichungen, danach behélt die zur rein

elastisch-plastischen Rechnung gehorige Last-Verschiebungs-Kurve ihre Steigung weit-
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gehend bei, wihrend die andere ein starkes Gefille aufweist, so dass die zur maximalen
aufgebrachten Verschiebung korrespondierende Belastung bei Schiadigungsberiicksichtigung
nur 40,63% der entsprechenden Belastung bei elastisch-plastischer Rechnung ohne
Schadigungsberiicksichtigung betrdgt. Der Lokalisierungsbeginn tritt bei der rein elastisch-

plastischen Berechnung bei einer relativen Verschiebung von u /I, =1,77% ein und
verschiebt sich bei Schidigungsberiicksichtigung auf u /I, =2,2%. Der durch den hier
verwendeten Wert y, =0,1 gesteuerte Schidigungsbeginn liegt in Abbildung 6.13 bei der
schiadigungsabhingigen Last-Verschiebungs-Kurve bei u_ /I, =2,6% und tritt damit bereits

kurz nach dem Lokalisierungsbeginn ein. Unter Beriicksichtigung der oben beschriebenen Er-
kenntnisse aus den Last-Verschiebungs-Diagrammen von TVERGAARD & NEEDLEMAN [117]
wird nun deutlich, dass die Lastaufnahmekapazitit des Materials deutlich {iberschétzt wird,
wenn der Einfluss der Schiddigung vernachldssigt wird. Auch im Vergleich mit den
experimentellen Ergebnissen von LEMAITRE & DUFAILLY [75] ergibt sich eine gute qualitative
Ubereinstimmung mit den hier unter Schidigungsberiicksichtigung numerisch ermittelten

Last-Verschiebungs-Kurven.

0,6 1

mit Schiadigung
0,4 - — ohne Schidigung

Belastung P/ P, [-]

0,2 1

0 T T T 1
0 0,02 0,04 0,06 0,08
Verschiebung u . /1, [-]

Abbildung 6.13: Last-Verschiebungs-Diagramme ohne und mit Schéidigungsberiicksichtigung
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Des Weiteren bestehen auch wesentliche Unterschiede im Verformungsbild, wenn man die
Simulationen des rein elastisch-plastischen Modells mit den schddigungsabhingigen
Berechnungen vergleicht. In Abbildung 6.14 (a) sind die Verformungsfiguren bei rein
elastisch-plastischer Rechnung abgebildet, in Abbildung 6.14 (b) die entsprechenden
Verformungsfiguren bei Schadigungsberiicksichtigung. Analog dazu sind die Darstellungen
der plastischen Zonen in den Abbildungen 6.15 (a) und (b) angeordnet. Die jeweils oberste

der vier Figuren stellt den Zustand bei einer relativen Verschiebung von u_ /I, =2,2% dar,

was hier dem Lokalisierungsbeginn entspricht. Die darunter abgebildeten Darstellungen

beziehen sich jeweils auf Zustinde in Abstdnden von u /I, =1,5%, so dass die unterste
abgebildete Verformungsfigur einer relativen Verschiebung von u_ /I, =6,7% entspricht. Bei

rein elastisch-plastischer Berechnung entwickelt sich ein relativ breites Scherband mit einer
iiberlagerten Einschniirung, das sich kontinuierlich entwickelt. Dieses Phdnomen wird bei Be-
trachtung der plastischen Zonen in den Abbildungen 6.15 (a) und (b) bestitigt, da auch hier
eine kontinuierliche Entwicklung erkennbar ist, jedoch ist hier die immer stirker werdende

Einschniirung sehr deutlich zu erkennen.

Auch bei Schidigungsberiicksichtigung entsteht zunichst ein Scherband, das sich jedoch im
Vergleich mit den Verformungsfiguren aus rein elastisch-plastischer Berechnung in
Abbildung 6.14 (a) anders entwickelt, indem von der Mitte der Probe ausgehend eine
Aufweitung der Elemente stattfindet, die sich in senkrechter Richtung fortsetzt, so dass sich
schlieBlich der Lokalisierungsbereich auf einen schmalen Streifen reduziert, der lediglich eine

Breite von zwei Elementen umfasst.

Auch dieser Mechanismus ist anhand der Darstellung der plastischen Zonen in den Ab-
bildung 6.15 (a) und (b) nachvollziehbar. Die zu Beginn entsprechend der Form des
Scherbands kreuzférmig angeordneten plastischen Zonen werden wéhrend des weiteren
Schidigungsprozesses von einer schmalen senkrecht verlaufenden plastischen Zone, die sich
aus der Mitte beginnend zu den Rédndern ausbreitet, verdringt. Hier entsteht am Ende eine
Kontur mit einer auf einen sehr schmalen Bereich beschriankten Einschniirung, wéhrend im
rein elastisch-plastischen Fall die Einschniirung auf einen sehr viel breiteren Bereich verteilt

ist.
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Abbildung 6.14: Vergleich der Verformungsfiguren

(a) ohne Schidigungsberiicksichtigung
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Abbildung 6.14: Vergleich der Verformungsfiguren

(b) mit Schéidigungsberiicksichtigung
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Abbildung 6.15: Vergleich der plastischen Zonen

(a) ohne Schidigungsberiicksichtigung
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Abbildung 6.15: Vergleich der plastischen Zonen

(b) mit Schédigungsberiicksichtigung
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Die hier festgestellte Aufweitung der mittleren Elemente bei Schadigungsberiicksichtigung
lasst sich durch die Volumenzunahme infolge des starken Anwachsens des
Porenvolumenanteils erkldren. Dies ldsst sich auch folgendermalen anhand der numerischen
Ergebnisse nachvollziehen. Dazu betrachtet man eines der vier Elemente der Diskretisierung,
die an beide Symmetrieachsen der doppeltsymmetrischen Struktur grenzen (Abbildung 6.16)
und vergleicht die Deformationen dieses Elements sowie die jeweilige Verdnderung der
Position des in Abbildung 6.16 markierten Punktes in Vertikalrichtung bei einer rein

elastisch-plastischen Rechnung mit einer Rechnung unter Schiadigungsberiicksichtigung.

Abbildung 6.16: urspriingliche Lage des in Abbildung 6.17 untersuchten Punktes und

Elements

In Abbildung 6.17 erkennt man nun, dass bei einer elastisch-plastischen Berechnung ohne
Schadigungsberiicksichtigung die Verdnderung der Position des betrachteten Punktes durch
die sich entwickelnde starke Einschniirung der Probe, die bereits in Abbildung 6.14
ersichtlich war, eine streng monoton fallende Kurve liefert, wihrend bei Schadigungs-
beriicksichtigung der zunehmende Porositétsfaktor f dieses Verhalten auffangt und die starke
Volumenzunahme in diesem Bereich dazu fithrt, dass die Position des Punktes am Ende

nahezu dem Ausgangszustand entspricht.

Der Vergleich der Deformationen des betrachteten Elements zu drei unterschiedlichen Zeit-
punkten des simulierten Zugversuchs verdeutlicht ebenfalls die Volumenzunahme bei fort-
schreitender Schadigung. Wéhrend zu Beginn kein Unterschied in Form und Flidche des ver-
grofert herausgezeichneten Elements feststellbar ist, erkennt man an der Stelle, wo beide

Kurven beginnen, voneinander abzuweichen, dass die Deformationen des Elements bereits
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nicht mehr iibereinstimmen, obwohl die Position des betrachteten Punktes noch in beiden
Féllen dieselbe ist. Bei dem Vergleich des Elements am Ende ist der Unterschied in Form und
Fliache schlieBlich offensichtlich. Der untere, zur rein elastisch-plastischen Berechnung
korrespondierende Pfad zeigt ein isochores Verhalten, da die Verbreiterung des Elements in
horizontaler Richtung mit einer Verringerung der Hohe einhergeht, so dass der Flacheninhalt
unverdandert bleibt. Dagegen ist der Flacheninhalt des Elements bei Schidigungs-
beriicksichtigung groBer geworden, da bei nahezu unverdnderter Hohe die Breite des

Elements stark zugenommen hat.
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Abbildung 6.17: relative Position eines Punktes in der Symmetrieachse
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6.4.2 Einfluss ausgew:ihlter Modellparameter auf das

Schadigungsverhalten

6.4.2.1 Einfluss der Schadigungsdehnung

In Kapitel 6.4.1 wurde untersucht, wie sich die Beriicksichtigung des Schadigungseinflusses
auf das Materialverhalten auswirkt. Die Berechnungen wurden mit einem angenommenen
Wert von y,, =0,1 fiir die Schidigungsdehnung durchgefiihrt, d. h. sobald die plastische
Verzerrung y den Wert 0,1 erreicht, werden Schidigungseffekte des urspriinglich
ungeschédigten Materials berticksichtigt. Dabei wurde festgestellt, dass diese Berechnungen
eine gute Ubereinstimmung mit experimentell ermittelten Last-Verschiebungs-Diagrammen
liefert, und dass in diesem Fall der Lokalisierungsbeginn und der Schadigungsbeginn nahe

zusammenliegen. Durch Einsetzen unterschiedlicher Werte fiir den Parameter y,, soll hier

nun untersucht werden, ob die im vorangegangenen Kapitel beobachteten Effekte, die dort auf
die Berlicksichtigung der Schiadigung zuriickgefiihrt wurden, von dem Zusammenwirken von

Lokalisierungsbeginn und Schidigungsbeginn beeinflusst werden.

Abbildung 6.18 verdeutlicht den Einfluss der Schidigungsdehnung auf den Schéddigungs-
beginn und das daraus resultierende spétere Abfallen der Last-Verschiebungs-Kurven. Die zu-
gehorigen Symbole kennzeichnen den jeweiligen Schidigungsbeginn, wéhrend der jeweilige
Lokalisierungsbeginn, durch ein schwarzes Quadrat gekennzeichnet, bei allen durchgefiihrten

Berechnungen mit dem Lokalisierungsbeginn bei der Kurve fiir y,, =0,1 zusammenfillt. Die

entsprechenden Werte sind in Tabelle 6.1 zusammengefasst.
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Belastung P/ P, [-]

0 I 1 1 1 1 ) )
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

Verschiebung u, /1, [-]

Abbildung 6.18: Last-Verschiebungs-Diagramme fiir verschiedene Schidigungsdehnungen

u /1, bei u, /1, bei
i Lokalisierungsbeginn | Schidigungsbeginn
0,1 mL22% *226%
0,3 m222% A 2 3,55%
0,5 m222% X £ 4,55%
0,9 m222% -

Tabelle 6.1: Lokalisierungs- und Schddigungsbeginn bei verschiedenen y,,
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Abbildung 6.19 (a) — (d) stellt die Entwicklung der plastischen Zonen dar, die sich bei der
Berechnung mit den jeweiligen oben genannten Schidigungsdehnungen ergeben. Im voran-
gegangenen Kapitel wurde deutlich, dass die Beriicksichtigung der Schddigung bei den Ver-
formungsfiguren dazu fiihrt, dass sich der Lokalisierungsbereich auf einen sich von innen
nach auflen entwickelnden schmalen Streifen reduziert. Da auch in Abbildung 6.19 (a) das

Ergebnis einer Berechnung mit einer Schidigungsdehnung von y, =0,1 dargestellt wird,

wobei Lokalisierungs- und Schiadigungsbeginn nahe zusammenliegen, zeigt sich auch hier
dieselbe Entwicklung der plastischen Zonen wie in Abbildung 6.15 (b), die auf ein sprodes
Materialverhalten hindeutet und in dhnlicher Weise auch von TVERGAARD & NEEDLEMAN
[117] beobachtet wurde. Variiert man die Schidigungsdehnung, die den Beginn der
Schidigung beeinflusst, auf y, =0,3 (Abbildung 6.19 (b)), so wird folgerichtig der oben

beschriebene Mechanismus erst im Bereich groferer Dehnungen erkennbar, so dass die in
Abbildung 6.15 (a) dargestellte, fiir eine rein elastisch-plastische Rechnung typische
Verteilung der plastischen Bereiche ldnger erhalten bleibt. Dementsprechend tritt bei einer

Schidigungsdehnung von y,, =0,5 eine Verdnderung der auf ein Scherband hindeutenden

kreuzformigen Verteilung der plastizierten Punkte in Abbildung 6.19 (c) noch spéter ein,
obwohl in dem letzten dargestellten Zustand die Aufweitung der Elemente in der Mitte bereits
deutlich zu erkennen ist. In Abbildung 6.19 (d) ist schlieBlich bei einer Schadigungsdehnung

von 7, =0,9 der Schidigungseinfluss nicht mehr zu erkennen und das Ergebnis entspricht

im Wesentlichen demjenigen bei elastisch-plastischer Rechnung ohne
Schadigungsberiicksichtigung. Es hat sich also gezeigt, dass die in Kapitel 6.2 beobachteten
Effekte tatsdchlich aus der Beriicksichtigung der Schiadigung selbst resultieren und auch dann
entstehen, wenn Lokalisierungs- und Schédigungsbeginn nicht nahe zusammenliegen. Wéchst
der Abstand zwischen Lokalisierungsbeginn und Schéddigungsbeginn, setzen auch die
beschriebenen Auswirkungen auf das Materialverhalten entsprechend spéter ein, d. h. das

Materialverhalten bleibt langer duktil.
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L 22,2%
lO
Lo37%
lO
Lo50%
lO
L 6,7%
lO

Abbildung 6.19 (a): Entwicklung der pl. Zonen bei einer Schidigungsdehnung von y, = 0,1

% =209
IO

2 =3,7%
IO

L= 5,00
IO

2= 6,05%
IO

Abbildung 6.19 (b): Entwicklung der pl. Zonen bei einer Schidigungsdehnung von y,, = 0,3
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L 22,2%
lO
Lo37%
lO
o50%
lO
L2 6,2%
lO

Abbildung 6.19 (c): Entwicklung der pl. Zonen bei einer Schddigungsdehnung von y,, = 0,5

2 22,2%
IO
2 =3,7%
IO
U~ 5,09
IO
2= 6,6%
IO

Abbildung 6.19 (d): Entwicklung der pl. Zonen bei einer Schidigungsdehnung von y, =0,9
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6.4.2.2 Anisotropie des Schadigungsverhaltens

Neben der Modellierung von Schiadigungsbeginn und Schidigungsverlauf spielen die
Annahmen {iber die Berlicksichtigung von Materialanisotropien im Verlauf des

Schadigungsprozesses eine wichtige Rolle.

Wie in Kapitel 3.2.4 erlautert wurde, beruht das hier verwendete konstitutive Modell auf der
Annahme, dass bis zum Erreichen einer kritischen Porositit f, das Materialverhalten als
isotrop betrachtet wird und fiir f > f, die weitere Entwicklung mikroskopischer Defekte

stark richtungsabhéngig ist, was wiederum zu anisotropen Schidigungsprozessen fiihrt.

In Abbildung 6.20 werden die Komponenten des Schiddigungstensors unter zunehmender
Dehnung fiir den isotropen und fiir den anisotropen Fall dargestellt. Bis das kritische

Porenvolumenverhiltnis f, erreicht wird, stimmen die Ergebnisse fiir den isotropen und den
anisotropen Fall iiberein, da in diesem Bereich in jedem Fall isotropes Materialverhalten
vorausgesetzt wird. Im Bereich f > f, erkennt man drei verschiedene Verldufe. Die beiden
duBeren  Graphen beschreiben die Komponenten des Schidigungstensors in
Belastungsrichtung A® bzw. senkrecht zur Belastungsrichtung A% unter Beriicksichtigung

der Anisotropie, wihrend bei dem mittleren Graphen aufgrund der Isotropie die Komponenten
des Schiddigungstensors in beiden Richtungen weiterhin {ibereinstimmen. Bei anisotroper
Rechnung weicht die Schidigung senkrecht zur Belastungsrichtung bei einer relativen

Verschiebung von u, /I, =6,6% um 47% von derjenigen in Belastungsrichtung nach unten

ab, was deutlich die hier zugrunde gelegte Anisotropie des Materialverhaltens zeigt.
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0,45 A
0,4 - A% anisotrop
0,35 | A anisotrop
0,3 A —  A¥ =A% isotrop
0,25 1
0,2 1
0,15 A
0,1
0,05 A
0 T T T T T T 1
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07

da
33

A

da
11>

A

Verschiebung u, /1 ,[-]

Abbildung 6.20: Einfluss der Anisotropie auf die Komponenten des Schddigungstensors

Der anisotrope Anteil des Materialverhaltens wird im Wesentlichen von den konstitutiven
Parametern £ und S beeinflusst, die in der Schidigungsbedingung (3.31) sowie im
Schiadigungsgesetz (3.36) eingefiihrt wurden. In den bisherigen schddigungsabhingigen
Berechnungen dieses Kapitels wurde mit den Werten S=/8=0,5 ein assoziiertes

Schidigungsgesetz zugrunde gelegt. Nun soll untersucht werden, wie eine Verdnderung dieser
Werte das vorausgesagte Materialverhalten beeinflusst, wobei zunichst das assoziierte
Schadigungsgesetz beibehalten wird, danach folgen numerische Untersuchungen eines nicht-

assoziierten Schidigungsgesetzes.

Die numerischen Berechnungen haben gezeigt, dass sich mit wachsendem A=/ nur

geringfiigige  Abweichungen in den Last-Verschiebungs-Kurven sowie in den

Verformungsfiguren ergeben. Deshalb wird auf die entsprechenden Darstellungen verzichtet.
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Betrachtet man die Entwicklung der Porositdt / mit wachsender plastischer Verzerrung ¥, so

liefern zundchst bis zum Erreichen der kritischen Schiadigung f. alle eingesetzten Werte fiir

0,5< 8= /<1,3 denselben Porosititsverlauf (Abbildung 6.21). Im Bereich f > f. bewirkt
jedoch zunehmendes S = eine extreme Zunahme des Porosititsanstiegs mit wachsender
plastischer Verzerrung. Bei einem Wert von f = ,B =1,3 steigt die Porositdt an der Stelle
f =f.=0,1 sogar so steil an, dass die grafische Darstellung eine vertikale Tangente liefert,

d. h. das Wachstum der Poren nimmt an dieser Stelle aullerordentlich stark zu. Hierdurch wird
deutlich, dass das entwickelte Modell in der Lage ist, die von TVERGAARD et al. [116],
HUANG et al. [57] sowie ASHBY et al. [4] vorgestellten Untersuchungen, die ebenfalls eine

extreme Porenentwicklung zeigten, phinomenologisch abzubilden.

0,3 -

0,25

Il
—
S

0,2

f -]

|
D™ ™
Il
=™ ™
[l
o
5o w

0,15

0,1

0,05 -

0 T T T T T T T T 1
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45
v [-]

Abbildung 6.21: Einfluss der Parameter B und f3 auf die Entwicklung der Porositiit

In Abbildung 6.22 wird der Einfluss der Parameter £ = ,5 auf die Komponenten des

Schiadigungstensors dargestellt. Bis zum Erreichen der kritischen Porositit f, stimmen
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wieder alle Komponenten iiberein. Im Bereich f > f, wichst der Winkel zwischen den
Graphen der Schadigung in Zugrichtung und der Schiadigung senkrecht zur Zugrichtung mit
zunehmendem A = /3, d. h. der Endwert von A" steigt und derjenige von A fillt, so dass

die Endschiadigung senkrecht zur Belastungsrichtung relativ zur zugehdrigen Endschddigung

in Zugrichtung noch sehr viel kleiner wird, wie auch in Tabelle 6.2 verdeutlicht wird. Hier
erkennt man auch, dass bei einem Wert von S =/=1,3 die Schidigung senkrecht zur
Belastungsrichtung bei einer relativen Verschiebung von u /I, =6,5% lediglich 15% der

Schadigung in Belastungsrichtung betridgt. Dieses entspricht einer extremen Anisotropie des
Materialverhaltens und verdeutlicht die Tatsache, dass die Beriicksichtigung anisotroper
Effekte fiir eine realistische Abbildung des Materialverhaltens notwendig ist. Dabei sollte
anhand von Experimenten tiberpriift werden, ob eine so ausgeprigte Anisotropie, wie sie hier
in der numerischen Berechnung vorausgesagt wird, fiir bestimmte Materialien einem

realistischen Verhalten entspricht.

0,6
Af B=
> Al B=
0,4 - o A;h/z ﬂ:
35 — A% p-
g5 0,37 — Aj B=
< ’
02 - - A?s p=
0,1
O 1 1 T T T T

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

Verschiebung u /[, [-]

Abbildung 6.22: Einfluss der Parameter B und B auf die Komponenten des

Schddigungstensors
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p=p | AG/Al

0,5 53%
1,0 26%
1,3 15%

Tabelle 6.2: Anderung des Verhiltnisses der Komponenten des Schidigungstensors am Ende
der Belastung mit zunehmenden Anisotropieparametern bei assoziiertem

Schddigungsgesetz

Des Weiteren sollen nun nichtassoziierte Schadigungsgesetze betrachtet werden, wobei zu-
ndchst der in der Schadigungsbedingung (3.31) auftretende Parameter ,5’ =0,5 festgehalten

wird, wihrend der Parameter £ im Schidigungsgesetz (3.36) variiert wird.

Dabei erhédlt man auch hier nur sehr geringe Abweichungen in den Last-Verschiebungs-

Kurven sowie in den Verformungsfiguren, die aus diesem Grund nicht dargestellt sind.

Auch das Ergebnis fiir die Entwicklung der Porositit f bei wachsender plastischer Ver-
zerrung ist dem bei einem assoziierten Schidigungsgesetz sehr dhnlich. Auch hier erhdlt man

im Bereich f > f, einen extrem steilen Anstieg bei zunehmendem £, d. h. die Tatsache, dass

diese Untersuchung mit einem nichtassoziierten Schadigungsgesetz durchgefiihrt wurde, hat

keinen Einfluss auf diesen Effekt.

Die Untersuchung der Komponenten des Schidigungstensors in Abbildung 6.23 liefert eben-
falls qualitativ das gleiche Ergebnis wie das assoziierte Schddigungsgesetz mit einer nur
geringfligigen Abweichung der Verhéltnisse der Komponenten des Schidigungstensors in
Zugrichtung zu denen senkrecht zur Zugrichtung. Dieses wird deutlich, wenn man die ent-

sprechenden Werte in den Tabellen 6.2 und 6.3 vergleicht.
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0,6 -
0.5 Ajl
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Verschiebung u /1, [-]

Abbildung 6.23: Komponenten des Schddigungstensors bei nichtassoziiertem Schddigungs-

gesetz und ,B =05

B | AL/AL

0,5 53%
1,0 27%
1,3 16%

Tabelle 6.3: Verhdltnis der Komponenten des Schddigungstensors bei nichtassoziiertem

Schidigungsgesetz und ,B =05

Verdndert man dagegen den Wert des Parameters 3 in der Schadigungsbedingung (3.31) bei

konstantem £ =0,5 im Schadigungsgesetz (3.36), so ergeben die Berechnungen, dass in
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keinem der ausgewerteten Diagramme nennenswerte Abweichungen zu erkennen sind, so
dass man insgesamt feststellen kann, dass der Parameter S die anisotrope
Schidigungsentwicklung entscheidend beeinflusst, wihrend der Parameter S einen relativ

geringen Einfluss auf die numerische Berechnung der Schidigungskomponenten hat.

6.4.2.3 Einfluss des Entfestigungsmoduls

Als nédchstes soll untersucht werden, wie der in Kapitel 6.3.1 eingefiihrte Entfestigungsmodul

H{* die Verinderung der Materialeigenschaften beeinflusst. Dieser Parameter beschreibt die

negative Steigung der Last-Verschiebungs-Kurve im Bereich f > f,, wobei der bisher

angenommene Wert H* =—1000 MPa bereits eine gute Ubereinstimmung mit experimentell

ermittelten Diagrammen (TVERGAARD & NEEDLEMAN [117], LEMAITRE & DUFAILLY [75])
lieferte. Da jedoch nur wenige experimentelle Daten zu einer sehr begrenzten Anzahl an

Materialien zur Verfiigung stehen, soll hier untersucht werden, wie sich eine Variation des

Parameters H:* auf die numerischen Ergebnisse auswirkt.

In Abbildung 6.24 erkennt man erwartungsgemdll, dass ein betragsmalig groBerer
Entfestigungsmodul H{* =-4000 MPa zu einem steileren Abfallen der Last-Verschiebungs-

Kurve, aber gleichzeitig auch zu einer geringeren aufbringbaren Verschiebung fiihrt, d. h. zu
einem fritheren Abbruch der Berechnung, der hier bereits bei einer relativen Verschiebung

von u_ /I, =5,8% eintritt, die damit um 13% niedriger ist als die relative Verschiebung von
u /l,=6,7%, die das Belastungsende bei dem Bezugswert H;‘=-1000 MPa darstellt.
Wiihlt man sogar mit H{“ =—8000 MPa einen betragsmiBig noch groBeren Wert, so tritt das
Ende der Berechnung schon bei einer relativen Verschiebung von u, /I, =4,8% ein. Dieser

Wert ist um 28% kleiner als die maximale relative Verschiebung bei H* =—1000 MPa . Das

vorausgesagte Materialverhalten wire damit wesentlich weniger duktil, so dass unter

Berticksichtigung der bisher zur Verfiigung stehenden experimentellen Untersuchungen, der

in den vorangegangenen Berechnungen verwendete Entfestigungsmodul H3“ = -1000 MPa
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am geeignetsten erscheint, um eine realistische Abbildung des tatsdchlichen

Materialverhaltens zu gewéhrleisten.

1 -
. 08 -
:
80,6
y Hj* =~ 8000
2 04 —  Hj"=-4000
2 —  H{“=-1000
8
0,2 -
0 ) ) ) ) ) )

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Verschiebung u, /1, [-]

Abbildung 6.24: Einfluss des Entfestigungsmoduls auf das Last-Verschiebungs-Diagramm

6.4.2.4 Vergleich verschiedener Diskretisierungen

Anhand von Auswertungen verschiedener numerischer Berechnungen mit unterschiedlich
feinen Diskretisierungen soll die Robustheit des verwendeten Verfahrens auch in
Zusammenhang mit der hier verwendeten schidigungsabhingigen Formulierung unter Beweis
gestellt werden. Zu diesem Zweck wurden aufler den bereits in der schddigungsunabhéngigen
Formulierung verwendeten Diskretisierungen mit 1600 und 3600 Elementen (Abbildung 6.2)
zusitzlich Netze mit 1936 (88x22), 2304 (96x24), 2704 (104x26) und 3136 (112x28)

Elementen verwendet. Dabei wurde die Form der einzelnen Elemente sowie die Struktur des
Systems unverdndert belassen, d. h. es handelt sich nach wie vor um quadratische Elemente,
die wie in Abbildung 6.2 derart angeordnet sind, dass die Langenabmessung dem Vierfachen

der Hohe der rechteckigen doppeltsymmetrischen Struktur entspricht.



110 6.4 Nichtlokales Schddigungsverhalten

In Abbildung 6.25 sind die Verformungsfiguren und die grafische Darstellung der plastischen
Zonen (Abbildung 6.26) fiir numerische Berechnungen unter Beriicksichtigung des
Schéadigungseinflusses mit 1600, 1936, 2304, 2704, 3136 und 3600 Elementen abgebildet.
Auch hier erkennt man wiederum, dass das Materialverhalten im Wesentlichen unabhéngig
von der Diskretisierung ist, da sich sowohl die Verformungsfiguren als auch die Anordnung
der plastischen Zonen kaum unterscheiden. Damit ist auch fiir Berechnungen unter
Schidigungsberiicksichtigung festzuhalten, dass das hier verwendete Verfahren physikalisch
sinnvolle Ergebnisse liefert. Es soll jedoch auch hier nochmals darauf hingewiesen werden,
dass eine zu grobe Diskretisierung nicht ausreicht, um alle auftretenden Aspekte des

Verformungsverhaltens erfassen und realistisch wiedergeben zu kénnen.
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Abbildung 6.25: Verformungsfiguren fiir verschiedene Diskretisierungen unter Schdidigungs-

beriicksichtigung bei einer relativen Verschiebung von u,/ly=6,7%
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1600 Elemente

1936 Elemente

2304 Elemente

2704 Elemente

3136 Elemente

3600 Elemente

Abbildung 6.26: Verteilung der plastischen Zonen fiir verschiedene Diskretisierungen unter
Schidigungsberiicksichtigung bei einer relativen Verschiebung von

ux/lo=6, 7%
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Eine phdnomenologische anisotrope Schddigungstheorie fiir duktile Metalle und ihre
numerische Implementierung wurden untersucht. Das vorgestellte Modell basiert auf einem
nichtlinearen kontinuumsschddigungsmechanischen Ansatz unter Verwendung einer
kinematischen Beschreibung des Schidigungsverhaltens. Durch die Zerlegung der Ver-
zerrungsraten in elastische, plastische und schadigungsbezogene Anteile wird eine modulare
Struktur erreicht. Die elastischen konstitutiven Gleichungen basieren auf freien Energie-
funktionen der fiktiven ungeschédigten Konfigurationen einerseits und der aktuellen
geschidigten Konfigurationen andererseits. Eine makroskopische [;-/>-FlieBbedingung
beschreibt die plastischen FlieBeigenschaften duktiler Metalle, die eine Abhidngigkeit vom
hydrostatischen Spannungszustand aufweisen, und beschreibt durch die Abhingigkeit von
dem zweiten Gradienten des skalaren plastischen Verzerrungsmafles auch die Nichtlokalitét
des Materialverhaltens. Das ebenfalls nichtlokal formulierte Schadigungskriterium bertick-

sichtigt sowohl isotrope als auch anisotrope Schadigungseffekte.

Zur numerischen Integration der konstitutiven Gleichungen wird ein Integrationsalgorithmus
verwendet, der aus einem inelastischen Prediktorschritt und einem elastischen Korrektor-
schritt besteht und hier durch die Beriicksichtigung der Nichtlokalitidt des Materialverhaltens
in einer elliptischen partiellen Differentialgleichung resultiert. Diese wird mit Hilfe eines

Finite-Differenzen-Verfahrens separat gelost.

Basierend auf dem Prinzip der virtuellen Arbeit wurde ein verschiebungsgesteuertes nicht-

lineares Finite-Element-Verfahren verwendet.

Zur Berechnung der Komponenten der logarithmischen Verzerrungstensoren werden Padé-
Approximationen zur Entwicklung der entsprechenden Nédherungsformeln verwendet. Dabei
kann durch Wahl einer hoheren Ordnung der Néherung eine beliebige Genauigkeit erreicht
werden, so dass auch fiir den Fall groBBer Verzerrungen physikalisch sinnvolle Ergebnisse

erzielt werden konnen.

Die numerische Simulation des nichtlokalen Materialverhaltens zeigt, dass es sich bei dem

vorgestellten Modell um ein robustes Verfahren handelt, das das Deformations- und
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Lokalisierungsverhalten sowie den Einfluss des hydrostatischen Spannungszustands zu-
verldssig abbildet. Die in der klassischen lokalen Kontinuumsmechanik haufig auftretende
Netzabhédngigkeit der Ergebnisse kann hier nicht festgestellt werden, da bei dem zugrunde
liegenden mathematischen Modell der Verlust der Elliptizitit der partiellen Differential-

gleichungen, der die unerwiinschte Netzabhangigkeit auslost, nicht auftreten kann.

Die numerische Simulation des nichtlokalen Schiadigungsverhaltens verdeutlicht den starken
Einfluss der Schidigung auf alle Aspekte des Materialverhaltens. Anhand von Unter-
suchungen tiber den Einfluss verschiedener Modellparameter auf das Deformations- und
Lokalisierungsverhalten konnte auBerdem die Bedeutung der Beriicksichtigung der durch

Schadigung induzierten Anisotropie des Materialverhaltens hervorgehoben werden.

Die Beriicksichtigung nichtlokaler Effekte auf das elastisch-plastische geschiadigte Material-

verhalten stellt sicher, dass das vorgestellte Modell physikalisch sinnvolle Ergebnisse liefert.

Aus den dargestellten Last-Verschiebungs-Diagrammen bei numerischen Simulationen des
Schadigungsverhaltens wird deutlich, dass die Lastaufnahmekapazitit gegen Ende des Zug-
versuchs sehr stark abnimmt. Diese Aussage legt zusammen mit den zugehdrigen Ver-
formungsfiguren die Vermutung nahe, dass die Ausbildung eines makroskopischen Risses un-
mittelbar bevorsteht. Da dieses Phinomen mit dem vorgestellten Modell noch nicht umgesetzt
werden kann, wire es wiinschenswert, diesen Aspekt weiter zu untersuchen, um dann auch

Aussagen iiber die Rissentstehung und die weitere Rissausbreitung treffen zu koénnen.
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