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1 Einleitung 1

1 Einleitung

Diese Arbeit soll eine Untersuchung fortfiihren, die Kunert, Martin und Eccleston in ihrem Artikel
LA-optimal block designs for the comparison with a control for correlated errors and analysis with the
weighted least squares estimate” begonnen haben. In ihrem Artikel versuchen die Autoren, optimale
approximative Versuchspléne fiir den Vergleich mehrerer Behandlungen mit einer Kontrolle in
einem einfachen Blockmodell bei AR(1)-korrelierten Storgrofien zu finden oder zumindest fiir
gegebene Rahmenbedingungen Untergrenzen fiir den Wert des betrachteten Giitekriteriums, der
durchschnittlichen Varianz der Kontrastschdtzer zwischen Behandlungseffekten und dem Effekt
der Kontrollbehandlung, zu ermitteln. Dabei beschrdnken sich die Autoren aber hauptsédchlich
auf zwei Spezialfélle, ndmlich Blockpldne mit Blockldngen von 3 und 4. Die Frage, wie Pldne
bzw. Untergrenzen fiir beliebige Blockldngen k aussehen, wird dort also noch nicht beantwortet

und soll daher in dieser Arbeit untersucht werden.

Die Grundlagen zum Verstédndnis dieser Arbeit sollen dazu in Kapitel 2 vermittelt werden, ab Ka-
pitel 3 wird dann systematisch auf das Auffinden der optimalen Sequenzen hingearbeitet. Zu die-
ser Suche seien an dieser Stelle noch einige Anmerkungen gegeben: Zunéchst einmal sei betont,
dass sie natiirlich unter genau denselben Annahmen stattfindet, die auch [Kunert et al., 2010] ih-
rer Arbeit zugrunde gelegt haben. Damit ist insbesondere eine Beschrankung auf Falle gemeint,
in denen die Blockldnge k die Zahl der mit der Kontrolle zu vergleichenden Behandlungen v
nicht tibersteigt, und in denen der Korrelationsparameter A des AR(1)-Prozesses im Intervall [0, 1)
liegt. [Kunert et al., 2010] untersuchten den Fall k = 3 zwar noch fiir beliebiges A € (—1,1), be-
schréankten sich aber auch schon im Fall k = 4 auf nicht-negative A-Werte, da sie sonst eines ihrer
grundlegenden Resultate nicht hdtten anwenden kénnen. Da das Auftreten einer negativen Kor-
relation innerhalb der Blocke praktisch eh ohne Relevanz sein diirfte, stellt diese Beschrankung

auch keinen wirklichen Nachteil dar.

Als Hilfsmittel bei allen Berechnungen wurden die beiden Programmpakete [Maxima, 2010] und
[R, 2009] eingesetzt. Letzteres wurde dabei insbesondere auch zum Erstellen der Grafiken ver-
wendet. Da bei vielen der im Rahmen dieser Arbeit vorgenommenen Berechnungen es nur dar-
um ging zu zeigen, dass ein Ausdruck ein bestimmtes Vorzeichen hat, und viele Umformungen
folgenlos fiir dieses bleiben, sei folgende Kurzschreibweise vereinbart: Durch das Proportiona-
litaitszeichen o< seien Umformungsschritte, durch die sich das Vorzeichen eines Ausdrucks nicht
verdndert, gekennzeichnet. Wenn A und B zwei mathematische Ausdriicke sind, dann soll die

Schreibweise A B also einfach nur stellvertretend zu verstehen sein fiir sig(A) = sig(B).
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die Hintergriinde der Arbeit dargelegt und so die Grundlage fiir das
Verstiandnis der kommenden Kapitel geschaffen werden. Dabei werden im ersten Unterkapitel
zunéchst einige sehr grundlegende Begriffe und Bezeichnungen eingefiihrt und erkért, sowie die
zu betrachtende Ausgangssituation kurz dargestellt. Wie man in einer Situation wie der in die-
sem Abschnitt dargelegten nach guten Versuchspldnen suchen kann, wird unter Verweis auf ein
Resultat von [Kunert et al., 2010] im darauf folgenden Abschnitt erldutert. Das dritte Unterkapi-
tel beschiftigt sich intensiv mit einer Matrix, die fiir diese Suche von allergrofiter Bedeutung ist:
Eigentlich alle der in dieser Arbeit folgenden Beweise basieren ndmlich auf einigen elementa-
ren Aussagen iiber die Eintrdge einer Matrix W. All diese Aussagen werden in diesem letzten
Abschnitt des Kapitels hergeleitet.

2.1 Hintergrund und Bezeichnungen

Die Ausgangsbasis aller Uberlegungen in dieser Arbeit stellt das einfache Blockmodell dar:

yz(Td,B)<T)+e
K

In diesem Modell bezeichnet y den Vektor der Beobachtungen und e den Vektor der Storgrofien. T
steht fiir den Vektor der Behandlungseffekte, der v + 1 Eintrdge umfasst: Neben dem mit 1y bezeich-
neten Effekt einer Kontrollbehandlung sind dies die Effekte von v verschiedenen Behandlungen,
die mit der Kontrollbehandlung verglichen werden sollen. Bei dem Vektor k, der fiir jeden der b
gleichlangen Blocke des Designs einen Eintrag enthélt, handelt es sich um den Vektor der Blockef-
fekte.

Die drei Vektoren haben also das folgende Aussehen:

Y1 To K1
Y2 T K2

y= : ~ (bk, 1) t=| . | ~O+1L1) k=] . |~(b1)
Ybk Ty Kb

k steht hierbei fiir die Lange eines jeden Blocks.

Bei den Matrizen T4 und B handelt es sich um die Behandlungs-Design-Matrix und die Block-
Design-Matrix. Diese beiden Matrizen sind so aufgebaut, dass sie in jeder Zeile genau eine Eins
enthalten und sonst nur Nullen. Die Positionen der Einser in den jeweils i-ten Zeilen dieser Ma-
trizen geben Aufschluss dariiber, welche Behandlung bei Versuchsobjekt i eingesetzt wurde und

in welchem Block von Beobachtungen es sich befunden hat.
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Die Matrizen sind entsprechend von den folgenden Dimensionen:
Ta ~ (bk,v+ 1) B =1, ®1x ~ (bk,b)

Welche Behandlungen die Versuchsobjekte bekommen, wird auch in Form eines Blockplans ange-
geben: Ein solcher Blockplan d ist eine Matrix mit b Zeilen und k Spalten, deren Eintrdge jeweils
der Nummer der eingesetzten Behandlung entsprechen. Die Zeilen der Matrix stehen also fiir
die verschiedenen Blocke, die Spalten fiir die Positionen im Block. Die Darstellung als Blockplan
enthdlt nicht mehr und nicht weniger Informationen, als sie auch schon die Matrizen T4 und B

bieten, stellt diese aber in einer kompakteren Form dar.

Als Sequenz wird eine einzelne Zeile dieses Blockplans bezeichnet. Eine Sequenz s gibt also fiir
einen Block an, an welcher Stelle welche Behandlung verwendet wird. Die Schreibweise einer
Sequenz ist tiblicherweise so definiert, dass die Behandlungsnummern in der Reihenfolge ihres
Auftretens im Block in eckige Klammern geschrieben werden. Die Sequenz [0 1 2 3 0 4] bedeutet
also beispielsweise fiir einen Block der Lange 6, dass bei dem ersten und fiinften Versuchsobjekt
des Blocks die Kontrollbehandlung 0 eingesetzt wurde und die anderen vier Versuchsobjekte (in

dieser Reihenfolge) mit den Behandlungen 1 bis 4 behandelt wurden.

In dieser Arbeit wird nur der Fall untersucht, dass e, der Vektor der Storgrofien, eine ganz spezielle
Gestalt hat. Es wird namlich davon ausgegangen, dass nur Beobachtungen aus verschiedenen
Blocken voneinander unabhéngig, die Beobachtungen innerhalb eines Blocks aber geméf3 eines

AR(1)-Prozesses miteinander korreliert sind. Der Vektor y hat damit also die folgende Verteilung:
y~N(Tqt + Bk, I)
mit

Y= O‘Z(Ib ® Si)

und
A A2 A3 v AKT3 0 Ak=2 k-1
A 1 A )\2 . )\k—4 )\k—3 )\k—Z
)\2 A 1 A oo Ak \k—4 Akf_’)
Sa =
}\kfz }\k73 }\k74 }\k75 . A 1 A
Ak=1 Ak=2 k=3 k=4 . 32 A

Die Grofe A steht hierbei fiir den Korrelationsparameter des AR(1)-Prozesses, o fiir die ihm

zugrundeliegende Fehlervarianz.

In der Versuchsplanung beschiftigt man sich mit der Fragestellung, welche Behandlung welches
Versuchsobjekt erhalten sollte, damit die Beantwortung der zugrundeliegenden statistischen Fra-
gestellung am besten erfolgen kann. Es gilt also, durch geschickte Wahl des Plans d eine Op-
timalitat hinsichtlich eines bestimmten Giitekriteriums zu erzielen. Dabei gibt es natiirlich ei-

ne Vielzahl moglicher Giitekriterien, die alle herangezogen werden konnten. Das Giitekriterium,
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das jedoch in dieser Arbeit ausschliefilich betrachtet werden soll, ist das A-Kriterium fiir den Ver-
gleich mit einer Kontrolle. Dieses Kriterium ist definiert als die durchschnittliche Varianz der Kon-

trastschétzer zwischen den Behandlungseffekten und dem Effekt der Kontrollbehandlung:

—

Aic(d) = % >, var(ti — o)

Dabei bezeichne d den jeweiligen Blockplan aus der Menge aller moglichen Blockplidne D mit b

Blocken, Blockldnge k sowie einer Kontroll- und v Vergleichsbehandlungen.

2.2 Die Suche nach optimalen Planen

Als optimal wird ein Plan bezeichnet, wenn er unter allen Plidnen aus D den kleinsten Wert des
Kriteriums erzielt. Ein Plan d* wird demnach A-optimal fiir den Vergleich mit einer Kontrolle ge-

nannt, wenn fiir ihn gilt:

Atc(d*) = mingep A¢c(d).

Es gelten nun die folgenden Bezeichnungen:

e Mits(yj,...,S[p) seien die nicht notwendigerweise verschiedenen Sequenzen bezeichnet, die

(in dieser Reihenfolge) in den b Blocken des Versuchsplans Verwendung finden.

e W sei die Matrix S3 ' — SIS (~ (K, k).

N
[N
e Mit wj; seien die einzelnen Eintrage dieser Matrix W bezeichnet, wobei i die Zeile und j die

Spalte des jeweiligen Elements der Matrix angibt (miti,j =1,...k).

e t(W)(s) bezeichne einen Vektor der Léange k, der an all den Stellen eine 1 enthilt, an denen
in Sequenz s Behandlung u eingesetzt wurde, und sonst nur Nullen. Fiir den g-ten Eintrag

dieses Vektors, tgu) (s), gilt also:

tgu) (s) = 1 : Behandlung u steht an Stelle q von Sequenz s
0 : sonst

Die Behandlungs-Design-Matrix des Versuchplans d lasst sich so also auch darstellen als

t(o)(S[”) t(”(S[”) t(v)(S[”)

t(o)(S[z]) t(”(S[z]) t(v)(S[z])
Ta = ) . .

t(o)(S[b]) t(”(S[b]) t(v)(S[b])

e Die Matrix Mg ist definiert als -f(;r (I ®W)fd, wobei mit Td der Teil der Behandlungs-Design-

Matrix Tq ohne die zur Kontrollbehandlung gehrende erste Spalte gemeint ist.

e cjj(s) bezeichne den Ausdruck t1)(s)T-W-t0)(s), der sich in alternativer Schreibweise auch

als folgende Doppelsumme darstellen lasst:

L) ()
ij(s) = Z Z ty (8) - Wryry -t ()

T =1 T2:1
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e Aus diesen c;j-Werten berechnen sich nun die m-Werte einer Sequenz s:

ma(s) = Lcoo(s)

Jﬁ(i cji(s) —ma(s)).
o

my (s)

¢ Die folgende auf diesen m-Werten basierende Funktion wird als H-Funktion einer Sequenz

s bezeichnet und ist fiir diese Arbeit von allergrofiter Bedeutung;:

Hs (x) = (T +x)2mi(s) +x* (v —1)ma(s).

Wie [Kunertetal,2010] mit Hilfe von Resultaten aus [Majumdar und Notz, 1983],
[Kushner, 1997] und [Kunert und Martin, 2000] gezeigt haben, stellt dann die Erfiillung der

folgenden drei Forderungen eine hinreichende Bedingung fiir die A{.-Optimalitét eines Plans d
dar:

(I) Bezeichne x* die Stelle, fiir die
maxs Hg(x*) = min, maxg Hg(x)
gilt. Fiir alle im Versuchsplan d eingesetzten Sequenzen s(yj, . .. s} muss dann gelten:

Hs\q](x*) =maxs Hs(x*) (q=1,...,b)

(I) Die im Versuchsplan eingesetzten Sequenzen sind so gewéhlt, dass fiir die Summe der Ab-

leitungen ihrer H-Funktionen nach x gilt:

b ’
Z HS[q] (x*) =0.
q=1
(OI) Die Matrix M4 ist vollstindig symmetrisch und lasst sich also darstellen als

Mg=ci-1, +C21V]I (C],Cz € ]R).

Alle ihre Diagonalelemente nehmen also ebenso wie auch all ihre Nebendiagonalelemente

jeweils denselben Wert an.

Nicht fiir jede Kombination der Parameter b, k und v lasst sich aber ein Plan konstruieren, der
alle drei dieser Forderungen erfiillt: Wahrend die erste Forderung immer erfiillbar ist, stellen die
anderen beiden ndmlich fiir konkrete Parameterwerte unter Umstidnden eine uniiberwindbare
Hiirde dar.

Ein konstruktives Vorgehen, wie man in dieser Situation dann den optimalen Plan ermittelt, ist
nicht bekannt. Da nach [Kunert et al., 2010] aber auch gilt, dass

Ate(d) > oo - 07

v-b-maxs Hg (x*)

ist, lasst sich die Giite bzw. Effizienz eines konkreten Plans durch einen Vergleich mit dieser theo-

retischen Schranke ermitteln. Ist fiir einen Plan d der Quotient
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v—1

_ vbomaxs Hg (x*)
E(d) - Atc(d)

nahe an 1, so hat man einen zwar nicht unbedingt optimalen, aber dennoch fiir die konkrete

Situation sehr guten Plan gefunden.

Ob man sich jetzt mit einem ,,guten” Plan zufrieden gibt oder auf die Suche nach dem optimalen

(approximativen) Plan macht, an der Ermittlung der Stelle
x* = argmin_max, Hg(x)
und dem hochsten dort angenommenen Wert der H-Funktionen
max Hg (x*) = min, maxg Hg(x)

fiihrt so oder so kein Weg vorbei. Gegenstand dieser Arbeit soll es daher sein, Aussagen {iiber die
Lage dieser Stelle x* und die dort hochsten H-Funktionen zu treffen, sowie zu untersuchen, wel-
che Auswirkungen Anderungen der Parameter darauf haben. Die Menge der Sequenzen s, fiir die
an der Stelle x* die hochsten H-Funktionswerte erreicht werden, werden in der weiteren Arbeit
dabei der Einfachheit halber als optimale Sequenzen bezeichnet, auch wenn ein aus ihnen zusam-
mengestellter Versuchsplan wie bereits dargelegt nattirlich nicht notwendigerweise optimal sein

muss.

Mit den folgenden Behauptungen lésst sich die Suche nach der Stelle x* bereits etwas eingrenzen:

Behauptung 2.1: Fiir die m-Werte einer Sequenz s gilt: my (s) und ma(s) sind beide grofSer oder gleich
Null.

Beweis: Der Beweis folgt direkt aus [Majumdar und Notz, 1983]. Die Autoren zeigen dort in
Lemma 2.1, dass es sich bei den hier als m(s) und m;(s) bezeichneten Werten um die Ei-
genwerte einer Matrix M(d) fiir einen nur aus einem einzigen Block bestehenden Versuchs-
plan d handelt. Diese eben erwidhnte Matrix M(d) berechnet sich dabei als Durchschnitt iiber

samtliche M-Matrizen, die sich bei einer Permutation der Behandlungen in d ergeben.

Da nach [Majumdar und Notz, 1983] jede einzelne dieser M-Matrizen positiv semi-definit ist,
muss dies natiirlich auch fiir M(d) gelten. Da eine positiv semi-definite Matrix aber keine
negativen Eigenwerte haben kann, ist klar, dass beide m-Werte groler oder gleich Null sein

miissen. O

Behauptung 2.2: Simtliche H-Funktionen sind an keiner Stelle negativ. Sofern nicht m; (s) und m(s)
beide gleich Null sind, handelt es sich bei der zu einer Sequenz s gehdrenden H-Funktion zudem um eine

nach oben gedffnete Parabel, die als solche natiirlich streng konvex ist.

Beweis: Dass die H-Funktionen {iberall nicht-negativ sind, ergibt sich direkt aus ihrer Defini-
tion und der Tatsache, dass auch die m-Werte grofser oder gleich Null sind (siehe Behauptung
2.1). Mit derselben Begriindung ergibt sich aber weiter, dass es sich bei den H-Funktionen um

nach oben gedffnete Parabeln handelt, denn schliefSlich ist H(x) nichts anderes als eine (so-
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fern wenigstens einer der m-Werte von Null verschieden ist) positive Linearkombination der

beiden nach oben gedffneten Parabeln (1 + x)? und x?:
Hs(x) = (1 4+x)2my(s) +x* (v — 1)my(s).

Die Konvexitidt folgt nun zwar schon unmittelbar aus dieser Tatsache, sie liefse sich aber
nattirlich auch explizit durch Betrachtung der zweiten Ableitung von H;(x) nach x nachwei-
sen:

ML) — 2my (s) + 2(v — 1)ma(s).

Da eben m (s) als auch m;(s) nicht-negativ und nicht beide gleich Null sind, ist diese zweite

Ableitung fiir alle Werte von x positiv und die Funktion somit in jedem Fall streng konvex. O

Behauptung 2.3: Die gesuchte Stelle x* = argmin,maxsH;(x) kann sich nur an einem der im Inter-
vall [—1,0] liegenden Schnitt- und Scheitelpunkte der H-Funktionen befinden.

Beweis: Sollten fiir eine Sequenz s beide m-Werte gleich Null sein, so ist auch ihre H-Funktion
tiberall gleich Null. Bei dieser Funktion kann es sich dann aber nicht um maxsH;(x) handeln,
da jede Sequenz, fiir die auch nur einer der m-Werte grofier als Null ist, tiberall echt positive
H-Werte erzielt und damit der erstgenannten Sequenz tiberall tiberlegen wére. Eine weitere
Betrachtung dieser Sequenz wiirde also keinen Sinn machen, daher werden im Folgenden nur

noch Sequenzen untersucht, fiir die mindestens einer der m-Werte grofSer Null ist.

Nach Behauptung 2.2 ist fiir solche Sequenzen H;(x) aber eine nach oben getffnete Parabel.
Sei nun X eine Stelle, an der kein Scheitel- oder Schnittpunkt zweier oder mehrerer Funktionen

liegt, und sei s, die Sequenz, die an dieser Stelle die hochsten H-Werte erreicht.

Da es bei % keinen Schnittpunkt gibt, ldsst sich aufgrund der Stetigkeit der H-Funktionen in

jedem Fall ein ¥ > 0 finden, so dass fiir alle moglichen Sequenzen s gilt:
Hs, (x) > Hs(x) fur x € [R =7, %X+ Y.

Nicht nur an der Stelle %, sondern auch in dieser Y-Umgebung um % erreicht die Sequenz s,
also hohere oder mindestens genau so hohe H-Werte wie alle anderen Sequenzen. Da es sich
bei Hs,, (x) um eine Parabel handelt und an der Stelle X kein Scheitelpunkt liegt, gilt fiir die

Ableitung von Hy, (x) nach x aber auch
Hg  (X) #0,

Sm

so dass es entweder im Intervall [X — Y, %) oder im Intervall (%, X + Y] mindestens eine Stelle X

geben muss, fiir die
Hs,, (%) > Hs, (%)
und damit auch
maxs Hg(X) > max Hg (%)

gilt. Der Punkt X kommt somit nicht als gesuchte Stelle argmin, maxs H(x) in Frage.
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Die gesuchte Stelle x* muss daher an einem der Scheitel- oder Schnittpunkte der H-Funktionen
liegen, und zwar einem innerhalb des Intervalls [—1, 0]: Betrachtet man ndmlich die erste Ab-
leitung von H(x) nach x und beschrénkt sich dabei wie zu Beginn des Beweises erwéhnt auf
Sequenzen, fiir die einer der beiden m-Werte m; (s) und m;(s) positiv und der andere zumin-

dest nicht-negativ ist, so stellt man fest, dass

>0 fur x>—1 >0 fur x>0 ¢
" — >0farx >0
Hl(x) = aHasx(X) = 2(T+x)-mqi(s)+ 2(v—1)x-m;(s)
~—— ~— < 0 firx < —1
<0 fur x<—1 <0 fur x<0

ist. AuB8erhalb des Intervalls [—1,0] haben die Ableitungen aller H-Funktionen jeweils das-
selbe Vorzeichen: Sie sind allesamt streng monoton fallend fiir x < —1 und streng monoton

wachsend fiir x > 0. Dies hat aber zur Folge, dass fiir beliebige Sequenz s

Hs(x) > Hg(—1) fiirx < —1
Hg(x) > Hg(0) flirx >0

gilt und somit natiirlich insbesondere auch

maxs Hg(x) > maxs Hg(—1) furx < —1

maxs Hg(x) > maxs Hg(0) fiirx >0

ist. Damit ist gezeigt, dass es sich bei Stellen auflerhalb des Intervalls nicht um das gesuchte

Minimum handeln kann. O

Um die Suche nach der Optimalstelle x* nun noch weiter einzugrenzen, sind grundsétzliche Er-
kenntnisse iiber das Aussehen und Verhalten der zu den jeweiligen Sequenzen gehérenden H-
Funktionen nétig. Um zu diesen zu gelangen, ist es hilfreich, sich zundchst einmal mit den Ein-

tragen der Matrix W zu beschéftigen. Dies geschieht im nédchsten Unterkapitel.

2.3 Allgemeine Aussagen iiber die Eintrige der Matrix W

Die im vorigen Unterkapitel eingefiihrte Matrix W, die die Grundlage fiir alle nun folgenden
Uberlegungen bildet, weist - wie [Kunert et al., 2010] zeigen - beim AR(1)-Prozess hochstens sie-

ben verschiedene Eintrdge auf: Die Diagonalelemente w;; sind entweder

._ 1-A
oc.f1—k(

Tn) T2n, wenn i=1oderi=k, oder

3
B::1+Az—%,wenn2§i§k—l,

und die anderen Elemente der Matrix wy; sind fiir i < j

Y= —m,wennizloderj =k,
2
6::—%,wenni:1und3§j§k—1 oderwenn2 <i<k—2undj=k,
3
I3 :fﬁ,wenniEZOderiJngjgk—1,
2
C::—)\—%,wenni:1undj:ZOderwenni:k—1undj:k,

ni= A S wenn2 < i<k —2undj=i+1,
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wobei all diese Eintrdge noch mit dem Vorfaktor (ﬁ) versehen werden.

Da W symmetrisch ist, ergeben sich die Eintrdge fiir j > i auch aus den zuvor aufgefiihrten. Die

Gestalt der Matrix sei an folgendem Beispiel fiir k = 12 einmal demonstriert.

™
™
™
™
™
™
™

«x ¢ &6 &6 &6 &6 &6 &6 &6 O &6 vy
C P n € € € € € € € € &
S n B n € € € € € € € b
S e m P n e € € € € € b
S5 € € n B n € € € € € b
W:(1_1>\z) S € € € m P n € € € € b
S € € € e nm P n € € € b
S ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ n P e € b
S € € € € € € 7 e 0
S ¢ € € ¢ € € 5
8 ¢
Y o

oo m 3 ™ 3
o 3 ™ 3
~ = 3

Der Vorfaktor (ﬁ) der Matrix W ist fiir die Suche nach der Optimalstelle x* nicht von Bedeu-
tung, da er nicht nur alle Eintrdge dieser Matrix, sondern auch alle H-Funktionen in gleichem
Mafe betrifft (siehe dazu die Definition der H-Funktionen sowie der cj;- und der m-Werte auf
Seite 4). Aus diesem Grund wird er bei allen weiteren Uberlegungen in dieser Arbeit einfach

ignoriert.

Die von diesem Vorfaktor befreiten Eintrdge der Matrix W werden fortan vor allem mit den neu
vergebenen Bezeichnungen «, 3,7, §, ¢, ¢ und 1 angesprochen und nur noch bei Verweisen auf
[Kunert et al., 2010] mit der dort verwendeten Schreibweise wj;. Der Vorteil dieser alternativen
Bezeichnungen liegt einfach darin, dass gleiche Zeichen auch immer die gleiche Bedeutung ha-
ben, wihrend bei den wjj;-Bezeichnungen way4 fiir k = 4 beispielsweise einen ganz anderen Ein-

trag meint als fiir k = 5.

Die Grofsen «, 3, 8, ¢, ( und 1 der Matrix W lassen sich alle auch als Funktion von y darstellen. So

ergibt sich, dass
a=1+vy B=T+A+(1-N?*y d=(1—=A)y
e=(1—A)2%y C=-A+(1-=Ay n=-A+(1-2)>y.

Wie man direkt sieht, gilt auch die folgende Gleichung:

d+n=¢e+C

Diese Gleichung wird im Folgenden noch von Bedeutung sein. Ebenfalls im Folgenden noch von
Bedeutung sein werden einige Aussagen iiber die Monotonie der Grofien selbst und der aus ihnen
zusammengesetzten Ausdriicke, sowie Aussagen {iber das Spektrum der von ihnen angenomme-

nen Werte.
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Behauptung 2.4: «, 3,7, d und ¢ sind allesamt streng monoton wachsend in A. Es gilt weiter: vy, 6 und
e€[-1,0), e [1—1,1),Be[1—1,2) fiirx € [0,1).

Beweis: Die Ableitungen von «, 3,7, und ¢ beziiglich A lauten:

o(_/ = a—cx = 72
T oA (K(1=A)+2A)2
B = B _ 2A(K(1=A)+2A)2+6A(1-A)*+2k(1-A)3+2(1-A)°
A T (k(1—=A)+2A)2
/. 9y __ 2
Y == ( T—A)+2A)2
5 = 08 _ AN(T=A)+k(1=A)2+2(1—A)?
TN T (K(1—=A)+2A)2
ro_ de _ 6A(I=A)2+2k(1-A)3+2(1-2)3
E == R(1T—A)127)2

Da bei allen Briichen Zahler und Nenner fiir A < 1 ganz offensichtlich positiv sind, ist die
strenge Monotonie der Grofien gezeigt. Die Minima und Suprema der Grofien ergeben sich

durch Einsetzen der Grenzen des Wertespektrums A = 0 und A = 1 in die Formeln. O

Behauptung 2.5: Der Quotzent ist fiir A € [0, 1) streng monoton wachsend in A und liegt immer im

Intervall [1,2). Es gilt also 200 > 3 > «.

Beweis:
_ 21,3 3 o 2 3
B K—Ak+2A+A kk?1 E)T)zj\zx 143A—3A24A 3N A3k 4 A%k — 302 4 5N — Ak £k — T
P K—AK+2ZA—T+A = — _
104 B Ly k—Ak+3A—1
=z

BN+ (k—=3)A+ (5—KA+ (k—1)
- (k=1 +(3—KkKA

=N

Die Ableitung dieses Ausdrucks beziiglich A sieht wie folgt aus:

(ﬁ)/ _Z/'N—ZN’ _ 2(k2—6k+9)A3+(—4k?+18k—18)A%+(2k?—8k+6)A+2(k—1)
o« T N2 - N2

Wenn £ o streng monoton wachsend in A ist, muss obige Ableitung fiir A € (0, 1) positiv sein.
Da es fur das Vorzeichen der Ableitung unerheblich ist, wie der Nenner der Ableitung genau
aussieht, da er aufgrund des Quadrats ohnehin nie negativ sein kann, kann dieser fiir die

weitere Betrachtung also auch weggelassen werden. Die Ungleichung vereinfacht sich also

zu:

(&) >O(:)2(k—3)2)\3—4(k2—§k+;))\2+2(k2—4k+3))\+2(k—1) >0

(%)

Der in der letzten Ungleichung stehende Ausdruck (*) kann nach k abgeleitet werden. Damit

erhilt man:

(+) =2(A—=1) (2A%*(k —3) — 2A(k — §) —-1)>0
N— 2
<0
<0, da A2<A und (k—3)<(k—

3)

<0
Der Ausdruck (*) ist daher monoton in k wachsend. Da (x) fiir k = 3 einen Wert von 4 an-

nimmt, muss es fiir k > 4 dementsprechend noch hohere Werte annehmen. Im von uns be-
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trachteten Fall k > 4 ist (*) also insbesondere immer positiv und folglich die Monotonie des
Quotienten (%) in A gezeigt.

Die Unter- beziehungsweise Obergrenze des Quotienten erhélt man, indem man ihn fiir A = 0
und A — 1 berechnet. Wie man leicht sieht, betrdgt der Minimalwert dann 1 und das Supre-

mum 2. Damit ist auch klar, dass 2 > 3 > « gelten muss. O

Behauptung 2.6: Es gelten die folgenden Monotonieaussagen:

(a) B2 ist streng monoton wachsend in A. (b) €2 ist streng monoton fallend in A.
(c) e ist streng monoton wachsend in A. (d) B%e? ist streng monoton fallend in A.
Beweis:

(a) Da - wie in Behauptung 2.4 gezeigt - sowohl {3 als auch 3’ immer positiv sind, ist auch

(B*)' =2Bp’' >0.

(b) Da nach Behauptung 2.4 aber auch ¢ fiir A € (0, 1) kleiner Null und ¢’ grofier Null ist, gilt
ptung g g

fiir die Ableitung von e? nach A: (e2)’ = 2e¢’ < 0.

(c) Die Ableitung von 3¢ nach A sieht wie folgt aus:

22
oBe 2(1—A) = (K2 (2M* —5A3 450 — 3\ + 1)

(k(1—=A) +27)

D — +R(—=T0A* + T9A3 —19A2 + T1A — 1)

+12AT — 120 + 10A2 + 47— 2).

(%)
Die zweite Ableitung von (x) nach k sieht fiir A € (0, 1) wie folgt aus:

1) 2 (1—A2(2A2 +1—A) >0
D =2(1- N2 +1 N
>0 >0 >0

Die erste Ableitung von (x) nach k ist dementsprechend monoton wachsend in k. Da wir
ohnehin nur Fille betrachten, fiir die k > 3 ist, ldsst sich diese Ableitung also durch Ein-

setzen von k = 3 nach unten abschitzen:

A > A — N3+ 1IA2 = 7A+5=2(1 = A)* +3(1 =A%) +A(1 —A) > 0.
Der Ausdruck (x) ist selbst also monoton wachsend in k. Es gilt daher, dass

(x) > —2(AMA—5)—=2) > 0.
~— ———
k>3 <0

Also ist die Ableitung von 3¢ nach A fiir k > 3 auf jeden Fall positiv und e damit streng

monoton wachsend in A.

(d) DafirA e (0,1) e < Ound > 0ist, ist das Produkt ¢ folglich negativ. Fiir die Ableitung
von B2 nach A gilt aber:
(B2e2)’ = ((Be)(Be))' =2(Be)'(Be)-
(Be)’ ist wegen (b) positiv, (f¢) aber negativ. Ihr Produkt ist dementsprechend wiederum

negativ und (B¢)? deshalb streng monoton fallend in A. O
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Behauptung 2.7: Wenn der Quotient g—f kleiner ist als (k — 1), so ist ein Ausdruck der Form c1p + cz¢

fiir ¢1 > O auf jeden Fall positiv.

Beweis: Betrachte zunéchst den Fall, dass auch c; grofier Null ist. Da 3 und ¢ beide monoton
wachsend in A sind (siehe Behauptung 2.4), ist auch der gesamte Ausdruck c; 34c¢ monoton

in A wachsend. Sein Minimum nimmt dieser also fiir A = 0 an. Es gilt also:

c c
cif+cre >t —cop = ¢((k—Tey —c2) = f] (k=1)==2)>0
€1
—— ™ ,
>0 >0

Im Fall, dass c; kleiner oder gleich Null ist, ldsst sich aufgrund der Tatsache, dass auch ¢ nie
positiv ist, sogar noch einfacher zeigen, dass besagter Ausdruck positiv sein muss:
>0 >0 <0 <0
"51\/[3\+’52\’/s\ > 0.0
NN S

>0 >0
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3 Reduzierung der Anzahl zu betrachtender Sequenzen

Wie im Abschnitt 2.2 gezeigt wurde, gilt es bei der Suche nach guten oder optimalen approxima-

tiven Planen, die Stelle x* zu finden, die folgende Anforderung erfiillt:
maxs Hg(x*) = min, maxgs Hg(x).

Da es sich wie bereits erwdhnt bei jedem Schnitt- und jedem Scheitelpunkt in [—1, 0] um die ge-
suchte Stelle handeln konnte, ist es klar, dass diese Aufgabe umso schwieriger ist, je mehr Sequen-
zen betrachtet werden miissen. Aus diesem Grund ist es von grofier Bedeutung, die Anzahl der
zu betrachtenden Sequenzen schon vorab zu reduzieren. Dazu versucht man, Sequenzen entwe-
der direkt aus dem Kreis der Kandidaten auszuschliefien oder sich gleichverhaltende Sequenzen
zu Aquivalenzklassen zusammenzufassen, um so nur noch einen Représentanten jeder Klasse

betrachten zu miissen.

3.1 Die Ansitze von Kunert, Martin und Eccleston

[Kunert et al., 2010] geben in ihrem Artikel drei Regeln an, mit denen sich die Zahl der zu be-
trachtenden Sequenzen senken lésst. Alle diese drei Regeln basieren auf der grundlegenden Idee,
dass eine Sequenz, die tiberall einer anderen unterlegen ist, bei der Suche nach der Minimalstelle
der Maximalwerte keine Rolle spielen kann und deshalb nicht weiter betrachtet werden muss.
Gilt fiir zwei Sequenzen s; und s; ndmlich, dass mq(s1) > my(sz) und my(sy) > my(s2) ist,
so folgt daraus direkt, dass auch Hs, (x) > Hs, (x) ist und zwar fiir alle Werte von x. Die drei
Regeln sind nicht speziell fiir die Situation von AR(1)-Fehlern formuliert und lauten in ihrer all-

gemeingiiltigen Formulierung;:

e Lisst sich eine Sequenz s in eine andere Sequenz t tiberfiihren, indem man einfach die Rei-
henfolge dieser Sequenz umdreht und den Behandlungen neue Bezeichnungen gibt, so ha-
ben beide Sequenzen dieselben m;- und m,-Werte und eine von ihnen muss folglich nicht

weiter betrachtet werden.

e Wenn alle wy; fiir i # j kleiner oder gleich Null sind, dann miissen nur die Sequenzen

betrachtet werden, die keine Behandlung mehr als einmal einsetzen.

e Wenn zwei Sequenzen s und t sich in der Art unterscheiden, dass an allen Stellen jq, ...,j.,
an denen in Sequenz s eine Kontrolle steht, in Sequenz t eine Behandlung eingesetzt wird
und dass an allen Stellen, an denen in Sequenz s eine Behandlung steht, in Sequenz t eine
Kontrolle eingesetzt wird, und wenn weiter gilt, dass Y =_; wj j, < $tr(W) ist und keine
Behandlung mehr als einmal eingesetzt wird, dann muss Sequenz t nicht weiter beachtet

werden.

[Kunert et al., 2010] betonen selbst, dass die Bedingung fiir die zweite der drei Regeln bei AR(1)-

Fehlern fiir 0 < A < T immer erfiillt ist. Sequenzen, die eine Behandlung mehr als einmal ver-
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wenden, spielen fiir die Untersuchungen in dieser Arbeit also keine Rolle und kénnen aufien vor
gelassen werden. Wenn 0 < A < 1 vorausgesetzt werden kann, vereinfacht sich aber auch die

dritte der drei Regeln noch:

Behauptung 3.1: Wenn 0 < A < 1ist, so miissen keine Sequenzen betrachtet werden, die...

e ... die Kontrolle auf mehr als der Hiilfte der Positionen im Block einsetzen.

o ... die Kontrolle in genau der Hiilfte der Positionen im Block einsetzen, nicht jedoch auf einer der

Randpositionen.

Beweis: Die Diagonalelemente w;i; von W nehmen nur zwei unterschiedliche Werte an: wi;
und wyy sind immer gleich o, die tibrigen wj; fiir j = 2, ...,k — 1 gleich 3. Die Spur von W ist
also 25:1 wii = 200+ (k — 2)p3. Wegen den Behauptungen 2.4 und 2.5 gilt aber: f# > o« > 0
undoc>%[3f1‘jr0§?\<1.

Damit eine Sequenz tiberhaupt von Bedeutung sein kann, muss nach Proposition 3.2 aus
[Kunert et al., 2010] gelten, dass Y ©_; wj,j, < %tT(W) ist, wobei ji,i = 1,...,z die Positio-
nen bezeichnet, an denen in ihr Kontrollen eingesetzt werden. Da wi; € «, 3 und o und
beide positiv sind, ist offensichtlich, dass diese Bedingung umso leichter erfiillt werden kann,

je weniger Kontrollen eingesetzt werden.

Sei jetzt k ungerade und s eine Sequenz, fiir die z, die Anzahl eingesetzter Kontrollen, grofier
als ¥ ist. Wegen B > «ist dann fiir s die Summe Y Z_; wj,j, auf jeden Fall > 2« + X2 B. Die
Sequenz t, die {iberall da, wo in s Kontrollen stehen, Behandlungen einsetzt und ansonsten
uberall Kontrollen, erreicht in der Summe aber nur einen Wert von % . Da wegen o > %(5
aber immer gilt, dass 51 < Itr(W) = « + X2, gentigt es folglich nach Proposition 3.2
die Sequenz t zu betrachten und die Sequenz s kann ignoriert werden. Analog folgt auch fiir

gerades k, dass nicht mehr als die Hélfte der Positionen mit Kontrollen belegt werden dtirfen.

Soll eine Sequenz s bei geradem k genau die Haélfte der Positionen mit Kontrollen belegt ha-
ben, aber keine Kontrolle auf einer der Randpositionen stehen, so ergibt sich eine Summe von
Y Wi, = %B. Wegen 3 > « ist dies aber nie kleiner als 1jtr(W) = o+ kT*ZB, und die
Sequenz ist ihrer ,Gegenspielerin” t, die Kontrollen da einsetzt, wo s Behandlungen einsetzt
und umgekehrt, fiir b > a (entspricht A > 0) sogar unterlegen und fiir b = a (entspricht A = 0)

auch nicht {iberlegen. Es macht demnach keinen Sinn, diese Sequenz weiter zu betrachten. O

Diese Regeln sind dazu in der Lage, die Zahl der in Frage kommenden Sequenzen betrichtlich
zu reduzieren. Wie Tabelle 1 zeigt, bleiben aber auch nach ihrer Anwendung fiir grolere Werte
von k immer noch viel zu viele Sequenzen zur Betrachtung iibrig, als dass die Fragestellung nun
einfach angegangen werden konnte. Die Zahl der zu betrachtenden Sequenzen ist bislang immer
noch grofer als 252, weitere Methoden zur Reduzierung ihrer Anzahl scheinen somit zwingend

erforderlich zu sein.



3 Reduzierung der Anzahl zu betrachtender Sequenzen 15

Tabelle 1: Anzahl verbleibender Sequenzen nach Anwendung der Regeln aus [Kunert et al., 2010]

k | Anzahl Sequenzen k | Anzahl Sequenzen
3 3 11 528

4 6 12 1166

5 10 13 2080

6 21 14 4590

7 36 15 8256

8 78 16 18164

9 136 17 32896

10 299 18 72099

3.2 Weitere Ansitze zur Reduzierung

[Kunert et al., 2010] haben drei allgemeine Regeln angegeben, mit denen Sequenzen direkt aus-
geschlossen werden konnen, ohne dabei von der speziellen Korrelationsstruktur der Fehlerterme
Gebrauch zu machen. Die weiteren Reduzierungsmafinahmen, die in diesem Abschnitt vorge-
stellt werden, setzen im Gegensatz dazu voll auf das Wissen um die konkrete Korrelationsstruk-
tur: In einem ersten Schritt werden dabei Sequenzen zu Aquivalenzklassen zusammengefiihrt,

indem man sich das spezielle Aussehen der Matrix W fiir den AR(1)-Prozess zu Nutze macht.

Behauptung 3.2: [m konkreten Fall von AR(1)-Fehlertermen mit nicht-negativem Korrelationsparameter
A lassen sich die my (s)- und m;(s)-Werte der verbleibenden Sequenzen wie folgt darstellen:
ma(s) = §(p+q—2nA+qA +v(q(1 = A) +p)?)

mi(s) = 5 (2 —pla+ (k=2 —q)B —ma(s))

Dabei bezeichne p die Anzahl der Kontrollen, die auf den Randpositionen (d.h. direkt an allererster oder
an allerletzter Stelle) eingesetzt werden, q die Anzahl der Kontrollen auf den iibrigen Innenpositionen der
Sequenz, und n gibt an, wie oft in der Sequenz Kontrollen direkt aufeinander folgen. Aus dieser Definition

folgt unmittelbar, dass p € {0,1,2}, q € {0, ...,k — 2} und n € {0, ..., k — 1} sein muss.
Beweis: Die m;- und m;-Werte waren wie folgt definiert:
mas) =% mals) = oy (I ciils) —mals)).
Dabei ist cjj(s) = Zf:] 23:1 tp)(s)wmtg)(s) mit

0)(6) 1 : Behandlung j steht an Stelle u von Sequenz s
s) =
0 : sonst

coo, der Zahler von m;(s), lasst sich auf Grund der Symmetrie von W umschreiben zu:

k k 0 0
cools) = XK Xk 1 (s)wr i (s)
k 0 0 k k 0 0
=35tV wat () + Xy T g Y (st (s)
k 0 k k 0 0
=tV Pwa+ XK N 5wt (s).
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Der erste Summand in der obigen Darstellung, ZL] tﬁ‘” (s)rwii, entspricht unter Verwen-
dung der zuvor vorgestellten Bezeichnungen px + qf3.

Den zweiten Summanden, Y * ¢ Sru—1 19 (s)wyu ti)(s), umzuschreiben, ist etwas

aufwiéndiger: Man halte sich zunédchst einmal vor Augen, dass wenn insgesamt p + ¢ Kontrol-
len in einer Sequenz eingesetzt werden, es in der Doppelsumme (p + q)? —p — g Summanden
geben muss, fiir die nicht entweder schon t£°’ (s) oder tﬁo) (s) gleich Null ist. Dies ergibt sich

aus einfachen kombinatorischen Uberlegungen.

Betrachtet man nun den Aufbau von W und {iberlegt sich, wann welche der Grofien

«, 3,7, 9, €, C oder n zur Summe gehoren, so stellt man folgendes fest:

e Die Grofie § kann tiberhaupt nur dann unter den Summanden sein, wenn p von Null
verschieden ist. Ist p = 1, so trdgt jede Kontrolle in der Mitte 26 zur Gesamtsumme bei,
ist p = 2, so sind es sogar 45. Allgemeiner ausgedriickt: Unter den (p + q)* —p — q

Summanden sind immer (2pq) gleich .

e Die Grofie vy ist genau dann unter den Summanden, wenn p = 2 ist, und dann sind es
direkt auch zwei Summanden, die diesen Wert annehmen. Mathematischer formuliert:

Unter den Summanden sind immer (p? —p) gleich vy.

e Die Grofien ¢ und 1 konnen sich nur unter den Summanden befinden, wenn in der Se-
quenz zwei Kontrollen direkt aufeinander folgen. Wenn die 1. und 2. Stelle oder die
(k — 1). und k. Stelle einer Sequenz mit einer Kontrolle besetzt ist, fliefen jeweils 2¢
in die Summe ein, sind zwei andere direkt aufeinanderfolgende Stellen mit Kontrollen
besetzt, werden 21 dazu addiert. Auf welchen Stellen aber nun genau benachbarte Kon-
trollen stehen, ob nun am Rand der Sequenz oder in ihrem Mittelteil, ist letztlich aber
irrelevant. Um dies zu sehen, stelle man sich eine Sequenz vor, bei der am Rand zwei
Kontrollen direkt aufeinander folgen (0.B.d.A. seien dies die Positionen 1 und 2) und
bei der noch mindestens eine weitere Nichtrandposition j mit einer Kontrolle besetzt ist.
Nun entferne man die Kontrolle auf Position 2 und fiige sie dafiir auf einer noch nicht
von einer Kontrolle besetzten Position direkt neben j hinzu (0.B.d.A. sei dies Position
j +1). Dieses Vorgehen hat aber keine Auswirkungen auf cqoo. Fiir v = 1 und u = 2 trégt
obige Doppelsumme statt vormals 2( jetzt zwar genau Null zum Gesamtergebnis bei,
fir r = j und u = j 4+ 1 wird dafiir aber aus einem Beitrag von Null ein Beitrag von
25. Da zudem die 2¢ verschwinden, die vor der Umsetzung fiir r = 2 und u = j dazu
gekommen wiren, und sich dafiir fiir r = j und u = j 4+ 1 2n dazuaddieren, ergibt sich

als Gesamtverdnderung

A=—20+25—2¢+ .

Wegen der aber schon zuvor in Abschnitt 2.3 auf Seite 9 prasentierten Gleichung & +
1 = ¢ + (ist dies nichts anderes als Null, d.h. wir kénnen immer so tun, dass, wenn es
aufeinanderfolgende Kontrollen gibt, diese sich im Mittelteil befinden, und fiir jedes der

n Paare direkt aufeinanderfolgender Kontrollen 2n zur Gesamtsumme hinzuzéhlen.
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e Da (2pq) der Summanden gleich & sind, (p?> — p) gleich y und 2n gleich 1, es insgesamt

aber nur (p+q)? —p —q Summanden gibt und ¢ zudem die letzte zu betrachtende Grofle

darstellt, ergibt sich zwingend, dass es sich bei allen restlichen (p + q)? —p —q— (2pq) —
(p? —p) —2n = g% — g — 2n Summanden um ¢ handeln muss.
Man stellt also fest: cog ldsst sich darstellen als
1.Term
px qp
’ \ 2 2
coo =P(1+v)+aq(T+A"+(1-A)%y) +
2.Term
(2pq)5 2nn (q*—q—2n)e

/—/h\
2pa) (1 =Ay+ (2n) (A + (1 = N2 ) +(p? —p)y + (¢ —q —2n)(1 = N)?)y
=..=p+q—2nA+qgr +v(q(1 —A) +p)?).

Da m;(s) definiert war als <22, folgt somit der erste Teil der Behauptung.

Um my(s) zu bestimmen, ist es notig, die einzelnen c¢;; fiir j > 0 zu bestimmen. Die Bestim-
mung dieser cj; ist aber wesentlich einfacher als die Bestimmung von coo: Alle Nebendiago-
nalelemente der Matrix W sind in der hier ausschliefslich untersuchten Situation 0 < A < 1
auf jeden Fall nicht-positiv (siehe dazu 2.4 und die Definition der Grofien), somit miissen wie
schon erwdhnt nach [Kunert et al., 2010] auch nur Sequenzen betrachtet werden, die jede be-
liebige Behandlung hochstens einmal einsetzen. Bei solchen Sequenzen kénnen die einzelnen
cjj aber nur entweder einen Wert von « oder einen Wert von 3 annehmen - ersteren, wenn die
jeweilige Behandlung am Rand der Sequenz eingesetzt wird, letzteren, wenn sie auf einer der

(k — 2) Innenpositionen steht.

Mit p und q wurde die Anzahl der Kontrollen auf den Rand- bzw. Innenpositionen bezeichnet.
Da es in jeder Sequenz aber genau 2 Randpositionen und (k — 2) Innenpositionen gibt, hat
3 5_1¢jj(s) die folgende Gestalt:

Yiagils)=R2—=plat+(k—=2—-q)b=(2-p)(1+c)+(k—2—q)(1+A*+(1—-2A)%)

Aus diesem Resultat und der Darstellung von m;(s) folgt nun der zweite Teil der Behauptung.
O

Anhand dieser neuen Darstellungsform der m;- und m;-Werte ist nun direkt ersichtlich, dass
beispielsweise die Sequenzen s; = [0012 03] und s, = [1 002 3 0] die gleiche Funktion H;(x)
liefern, da sie beide eine Kontrolle auf einem Randfeld und zwei Kontrollen im Mittelteil der Se-
quenz einsetzen und dabei jeweils genau an einer Stelle Kontrollen direkt nebeneinander stehen.
Die beiden Sequenzen gehéren also zur selben Klasse von Sequenzen. Fiir weitere Uberlegungen

wiirde es daher geniigen, nur noch einen Reprasentanten dieser Klasse zu betrachten.

Definition 3.3: Mit [p = p., q = q.«,n = 1] wird fortan die Klasse von Sequenzen bezeichnet, die p.
Kontrollen auf den Randfeldern und q. Kontrollen im Mittelteil einsetzen und dabei insgesamt n.-mal

Kontrollen auf direkt benachbarten Positionen verwendet.
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Da sich also alle Sequenzen, die das gleiche Parametertupel (p, q,n) aufweisen, jeweils zu einer
Klasse zusammenfassen lassen und es wegen der verhiltnisméfiig einfachen Form der Parame-
trisierung sogar nur vergleichsweise wenige Klassen gibt, trdagt die in Behauptung 3.2 gefundene
alternative Darstellung bereits enorm zur Reduzierung der Anzahl zu betrachtender Sequenzen
bei.

Wie im Folgenden gezeigt wird, lassen sich anhand der neuen Darstellung aber auch ganze Se-

quenzklassen recht einfach aussortieren:

Behauptung 3.4: Wenn die Zahl der in einer Sequenz insgesamt eingesetzten Kontrollen kleiner ist als
%, so miissen nur Sequenzen beachtet werden, die keine Kontrollen auf direkt benachbarten Positionen

einsetzen.

Beweis: Betrachte zwei Sequenzen s und s;, die beide jeweils p-mal am Rand und g-mal im
Innenteil einsetzen. Bei der Sequenz s; wird zwischen zwei Kontrollen jedoch immer mindes-
tens eine Behandlung eingesetzt, bei der Sequenz s, gebe es genau m Paare direkt aufeinan-
derfolgender Kontrollen (m > 0). Beachte, dass die Konstruktion solcher Sequenzen immer
moglich ist, da in der Behauptung die Zahl der insgesamt verwendeten Kontrollen als kleiner

X festgelegt wurde.

m, und m; haben fiir diese Sequenzen mit p Kontrollen auf den Aufienfeldern, q Kontrollen

im Mittelteil und 0 bzw. m Paaren direkt benachbarter Kontrollen das folgende Aussehen:

ma(s1) =1(p+q+qA2 +v(q(1—A)+p)?)
mi(s1) = 5 (2—pla+ (k—2—q)p —ma(s1))

my(s2) = §(p+g—2mA+qA? +v(q(1 —A) +p)?)
mi(s2) = 5 (2—pla+ (k—2—q)p —ma(s2))

Definiere nun Am; := m(s7) — mq(s2) und Am; := m>(s7;) — m2(s2) und berechne

AH(x) = Hy(x) — Ha(x) = (1 +x)2Am + (v — 1)x*Am,

Am,; ist in dieser Situation 2%}‘ und Am; ist —%.
Somit gilt fiir AH(x):
AH(X) = (14 %) (—5325) + (v — 12202 = 2 (—(1 4+ %)% + (v —1)*x%)

()
Dieser Ausdruck hat beziiglich x die folgenden beiden Nullstellen:

1

1
XN] = -5 undXNz == v—_2*

An der Stelle x = 0, die zwischen diesen beiden Nullstellen liegt, nimmt AH(x) den Wert —1
an. Da es nur zwei Nullstellen geben kann und die Funktion stetig ist, bedeutet dies, dass nur
11

in dem Intervall [—1, 15| die Sequenz s, die Kontrollen in direkter Folge einsetzt, hohere

H-Werte als die Sequenz s; erreicht, die dies nicht tut.

Betrachte man zum Vergleich jetzt einmal eine Sequenz s, die komplett auf den Einsatz von

Kontrollen verzichtet.
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Diese Sequenz hat die folgenden m;- und m;-Werte:

Il
o

m2(so)
mi(so) = 5 (2a+ (k—2)B)

Bezeichne AAm/1 = mq(sg) — my(s2) und vaz = m2(so) — M2(s2) nun die Differenzen der

m;- und m,-Werte zwischen sy und s;. Berechnet man damit weiter

—~—

AH(X) = (1 +x)2Am; + (v — 1)x2Am,,

so gelangt man zu folgendem Ergebnis:

AH(x)

(1+x)? 555 (pax+ qB 4+ ma(s2)) — x* (v —1)ma(s2)
(1+x)2 A (pac+ qB) + 22520 (1 4x)2 — (v—1)2x2).

Der erste Summand ist grofSer Null, da sowohl « als auch f nicht kleiner werden konnen als
(1 — 1) (siehe Behauptung 2.4) und auch alle weiteren GréSen echt positiv sind. Da fiir al-
le Sequenzen der m;-Wert aber grofSer oder gleich Null ist (siehe Behauptung 2.1), ist auch
der Vorfaktor des zweiten Summanden nicht-negativ. Der Term in Klammern beim zweiten
Summanden unterscheidet sich nur beziiglich des Vorzeichens vom Ausdruck (*), dement-
V]Tz, nimmt aber zwischen
diesen beiden Nullstellen aufgrund des verdnderten Vorzeichens positive statt negative Werte
11

an. Wenn x € [—1, =15], so ist der gesamte Ausdruck dementsprechend echt positiv, und die

sprechend hat er dieselben Nullstellen xn, = — und xn, =

Sequenz s, in diesem Bereich der Sequenz s, also beziiglich ihres H-Werts {iberlegen.

Da nun aber im Bereich x € [—oco,—1] und im Bereich x € [15,00] die Sequenz s; hohere

H-Werte liefert als die Sequenz s, in dem dazwischen liegenden Bereich x € [—1, -] aber

wiederum die Sequenz sy der Sequenz s; iiberlegen ist, ist klar, dass s, nie eine Rolle spielen

kann und fiir A > 0 die Verwendung von Kontrollen in direkter Reihe also zu vermeiden ist. O

Behauptung 3.5: Wenn die Zahl der in einer Sequenz insgesamt eingesetzten Kontrollen kleiner ist als
X, so miissen nur Sequenzen beachtet werden, die keine Kontrollen auf Randfeldern einsetzen.

Beweis: Betrachte die folgenden vier Sequenzen, die alle so gewdhlt seien, dass die Kontrol-
len in ihnen an keiner Stelle in direkter Folge eingesetzt werden (das Verwenden mehrerer
Kontrollen nebeneinander ist ja nach Behauptung 3.4 schon zu vermeiden). Beachte wieder-
um, dass dadurch, dass in der Behauptung die Zahl der insgesamt verwendeten Kontrollen
als kleiner % festgelegt wurde, es immer méglich ist, derartige Sequenzen zu konstruieren,
ohne dass Kontrollen auf direkten Nachbarfeldern stehen miissen. Beachte weiter, dass die

Sequenzen s, und sz, nattirlich tiberhaupt nur dann existieren, wenn q > 1 bzw. > 2 ist.
e Die Sequenz sy, die tiberhaupt keine Kontrolle einsetzt.
ma(so) =0

my(so) = 51y (20 + (k —2)B)

e Die Sequenz s1., die keine Kontrolle auf den den beiden Randfeldern und q Kontrollen

im Mittelteil einsetzt.
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(4 +qA* +v(q(1—=A)?)
mi(s1) = o520+ (k—2—q)p — ma(s1.))

<\—‘

ma(s1s) =

e Die Sequenz s;,, die eine Kontrolle auf einem der beiden Randfelder und q—1 Kontrollen
im Mittelteil einsetzt.

(q+ar =A% +v(q(1 —A) +A)?)

mi(s2.) = S (a+ (k—1—q)B —ma(s2.))

<\—‘

ma(s2.) =

e Die Sequenz s3,, die auf beiden Randfeldern die Kontrolle und q — 2 Kontrollen im

Mittelteil einsetzt.
ma(s3) = 1(q+ —2A%? +v(q(1 = A) +2A)?)
my(s3.) = %((k— q)p — ma(s3.))

Die zu den vier Sequenzen gehdrenden Polynome sollen nun an den folgenden drei Punkten

beziiglich ihrer Lage verglichen werden:

_ _ Vv+1 _
Xo =1 X1 =" 59T x2 =0

Die Funktionswerte an den drei Stellen sehen in Abhédngigkeit von den zur jeweiligen Sequenz

s gehdrenden my- bzw. m;-Werte wie folgt aus:

Hs(xo) = (v —1)mz(s)

Hs(x1) = mw —1)2m(s) + (v+ 1) (v —T)my(s))

Hg(x2) = mq(s)
Der Vergleich der Funktionswerte der vier Sequenzen an den drei genannten Punkten liefert
folgende Ergebnisse:

e Ander Stelle xo = —1 gilt: Hg,, (—1) > Hs,, (—1) > Hs,. (—1) > H;, (—1).

S2x i -

e Ander Stelle x; = — 21— 1V+\/7 gilt: Hg, (x1) > Hs,, (x1) > Hs,, (x1) > Hg,, (x1).

e An der Stelle x, = 0 gilt: H,,_(0) < Hs,. (0) < Hy,_ (0) < Hy, (0).

Dies sieht man wie folgt: Die Differenz der Polynome von s7, und s;, an der Stelle xo = —1

ist nichts anderes als

Hsu(*]) *Hsz*(*‘l) = E(i\i*\ZLqMT *)\) *7\2\‘)//2 0.

—_—
20 <o >0 <0
—_—
>0 >0
Auch
—1( 2 2
Hs,, (=1) — Hs, (—T1) ZVT(\?\/—\ZLq)\U —A) —3)\3/)
20 <o >0 <0
—_—
>0 >0

ist grofler oder gleich Null, bei

HSg* (_1) - HSo (_1) = m2(53*)
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ergibt sich dies schon allein aus der Tatsache, dass m,-Werte nie negativ sein konnen. Somit

ist die Anordnung an Punkt xo gezeigt.

Wir verfahren analog an der Stelle x; = —-—7"— % und betrachten die mit dem positiven

Faktor (v—1+ v +1)? multiplizierten Differenzen der Polynome:
(v—=T4+ W+ T1)?(Hs, (x1) = Hs,. (x1)) = (v—=1)(dB — g — q\* — g”%¢)
f —_— . . —_— 2
=v-T1e.(d-97) =0

(v—14+Vv+T1)%(H,, (x1) = He,, (x1)) = (v— 1) (et — B + A* — 2q(1 — A)Ay — A%y)

=2(v—T1)y(A =A% —q(1 = A)A)

2v=1)-y-(A=1)A(q—1) > 0fiirq > 1
—~———

<0 <0

>0

(v—1+ W+ T1)2(Hs,, (x1) —Hgs,. (x1)) = (v—1)(ax— B+ A2 —2q(T — A)Ay — 3A2y)
=2(v-—1

)Y = 2% —q(1 =N
2v=DA-v-(1+(1=A)(q—2)) >0 fiirq > 2
~~
<0
>0

Da die Sequenzen s, und s3, tiberhaupt nur existieren, wenn q > 1 bzw. > 2 ist, konnen diese
Untergrenzen von q fiir die letzten beiden Polynomdifferenzen vorausgesetzt werden. Somit

ist dann die Anordnung an Punkt x; gezeigt.
An der Stelle x, = 0 ergibt sich

Hg, (0) — Hs,. (0) = 15 2+ (g — 2)B + m2(s34))
> v]f]( qoc +ma(s34)) >0 (wegen 3 > «, sieche auch Behauptung 2.5)
~ ~——

>0 >0

Hs;, (0) = Hs,, (0) = 57 (B — o+ m2(s2:) — m2(s3.))

A2+ (A=2)A -y +1(A2=2.v-qA(1—A)=3A% -y ) >0.
—— ~— ~—
<0 <0 <0 <0

| S —— ~—_——
>0 >0 >0

L
L

Hs,, (0) — Hs,, (0) = 15 (B — o+ ma(s1.) — ma(s2.))

L (— Ay 120y gl A A
—— =~ ~~—

Y)>0
~—
<0 <0 <0 <0
N— ~—
>0 >0 >0

Damit ist die Anordnung an Punkt x, gezeigt.

Aus diesen Anordnungen folgt aber unmittelbar, dass in der der Behauptung zugrundelie-
genden Situation Sequenzen, die Kontrollen auch am Rand einsetzen, nicht weiter betrach-
tet werden miissen. Dies sieht man wie folgt: Da es sich bei all diesen Polynomen um nach
oben geoffnete Parabeln handelt, konnen sich jeweils zwei dieser Polynome hochstens an

zwei Stellen schneiden. An den Stellen xo = —1 und x; = - 1:’;7 sind die H-Werte
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von Sequenz sj, nicht kleiner als die Funktionswerte zu den Sequenzen s, und ss., an der

Stelle x, = 0 sind sie nicht grofler. Daraus lasst sich folgern, dass auch tiberall in dem Inter-

vall [-1, -2

schlechtere Werte erzielt als die zu s,, und s3. gehorenden Funktionen. Gédbe es ndamlich in
und H

bzw. Hg,, in diesem Intervall an genau zwei Stellen schneiden, und ab dem zweiten dieser

| die zur Sequenz s;. gehdrende Funktion bessere oder jedenfalls nicht

diesem Intervall Stellen, an denen dies nicht der Fall wire, so miissten sich H

S1x S2x

Schnittpunkte miisste die Funktion Hg,, sogar echt grofiere Werte liefern als jede der beiden
anderen Funktionen. Da aber schon festgestellt wurde, dass an der Stelle x, = 0 die Funktion
Hs,, nicht groier sein kann als die beiden anderen Funktionen, scheidet diese Moglichkeit

aus.

Analog lasst sich zeigen, dass es im Intervall [—T %, 0] auch keine Stelle geben kann,

an denen H,,, oder Hs,, hohere Werte liefert als H;,. Die Funktionen H;,, und H;,, werden
somit aber im gesamten relevanten Bereich [—1,0] von anderen Funktionen dominiert und
deshalb kénnen die entsprechenden Sequenzen bei den weiteren Betrachtungen aufien vor

gelassen werden. O

Von den Behauptungen 3.4 und 3.5 nicht erfasst ist die Situation, in der genau ¥ Kontrollen in
einer Sequenz eingesetzt werden. Diese kann nattirlich tiberhaupt nur fiir gerade Werte von k
eintreten. Der Grund dafiir, dass die beiden Behauptungen diesen Fall unberticksichtigt liefSen,
ist, dass zwei der in den Beweisen genutzten Sequenzklassen, s; in Behauptung 3.4 und sy, in
Behauptung 3.5, in dieser Situation nicht bzw. nicht fiir jede Kombination von p und q existieren.
Die Beweise lassen sich aber dennoch dazu nutzen, um Aussagen dariiber zu treffen, wie eine

Sequenz mit % Kontrollen aussehen sollte:

Behauptung 3.6: Wenn die Zahl der in einer Sequenz insgesamt eingesetzten Kontrollen genau % betra-
gen soll, so miissen nur Sequenzen beachtet werden, die genau eine der Kontrollen auf ein Randfeld setzen

und bei denen keine zwei Kontrollen direkt benachbart sind.

Beweis: Wegen Behauptung 3.1 ist klar, dass mindestens eine der zu verwendenden Kontrol-
len auf einem der Randfelder eingesetzt werden muss, dass also alle Sequenzen, die die Kon-

trollen ausschliefSlich im Mittelteil einsetzen wiirden, nicht mehr betrachtet werden miissen.

Es miissen also nur noch Sequenzen betrachtet werden, fiir die p € {1,2} und q € {% -1, % -2}
gilt. Fiir solche Parameterkombinationen existieren aber die im Beweis von Behauptung 3.4
benutzten Sequenzen s; und s;, der Beweis ldsst sich also auch auf diese spezielle Situation
anwenden und folglich konnen alle Sequenzen, die Kontrollen auf direkt benachbarten Posi-

tionen einsetzen, aussortiert werden.

Es bleibt also nur noch die Frage zu klédren, ob eine der beiden Sequenzklassen [p = 1,q =
% —1I,n=0bzw. [p = 2,q = % — 2,n = 0] der anderen tiberlegen ist. Hier hilft der Be-

weis zu Behauptung 3.5: In diesem wurde gezeigt, dass die Sequenz s;,, die eben genannter
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Sequenzklasse [p = 1,q = ¥ — 1,n = 0] entspricht, der Sequenz s3., die der Sequenzklasse

[p=2,q= % —2,n = 0] entspricht, im Intervall [-1, T Ty %} tiberlegen ist.
Da - wie ebenfalls in diesem Beweis gezeigt - auf dem Rest des relevanten Bereichs, dem In-

Vv+1
v—T+/v+1?

und s3, dominiert, ist die Sequenz s3, also im gesamten relevanten Bereich einer anderen Se-

tervall [— 0], die Sequenz s, die keine Kontrolle einsetzt, die beiden Sequenzen s,
quenz unterlegen und deshalb fiir alle weiteren Uberlegungen uninteressant. Es bleibt also

letztlich nur die Sequenzklasse [p = 1,q = % — 1,n = 0] fiir die weitere Betrachtung tibrig. O

Von den vormals mehr als 272 Sequenzen, die die Anwendung der Regeln aus

[Kunert et al., 2010] tiberstanden haben, bleiben nach der weiteren Anwendungen der Behaup-

tungen 3.2 bis 3.6 aus diesem Abschnitt damit insgesamt nur noch (¥ + 1) zu betrachtende Se-
K

quenzklassen {tibrig: Fiir jede Anzahl verwendeter Kontrollen Z (0 < Z < ) gibt es namlich

genau eine einzige Sequenzklasse, die den Aussortiervorgang tibersteht.

Fiir 0 < Z < X sieht diese Klasse und die zugehérigen m;- und m,-Werte wie folgt aus:

ma(s) = HZ+ZN +vZ2(1 = N)?) = L(Z + ZN + Z%¢)

[p:())qzzan:o]if{ 1
mi(s) = =520+ (k=2 —Z)B —ma(s))

Fiir Z = ¥ ergibt sich das folgende Aussehen der Sequenzklasse:

poTq=k_1n—o 32 { ma(s) = S5+ (5 =N +v((5 =11 =N +1)?)
mi(s) = gyt (5 —1)B —mals))

Da es fiir jedes Z jeweils nur eine einzige zu betrachtende Klasse gibt, kann in den kommenden

Abschnitten deshalb zu folgender Kurzschreibweise tibergegangen werden:

Definition 3.7: Mit sz soll fiir 0 < Z < X jeweils ein Vertreter der Klasse von Sequenzen bezeichnet
sein, fiir die gilt:

o In ihr werden genau Z Kontrollen eingesetzt.

o Kontrollen befinden sich in der Sequenz nicht an direkt benachbarten Stellen.

e Falls Z < X, so befindet sich keine Kontrolle auf einem der beiden Randfelder der Sequenz.

e Falls Z = %, so befindet sich genau eine Kontrolle auf einem der beiden Randfelder.
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4 Reduzierung der Anzahl zu betrachtender Schnittpunkte

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Sequenzen, die an keiner Stelle einer anderen Se-
quenz iiberlegen sind, aussortiert und die Zahl der zu betrachtenden Sequenzen somit reduziert.
Nach diesem Aussortieren bleiben fiir gegebenes k noch genau | § + 1] zu betrachtende Sequen-

zen Ubrig.

Die Stelle x*, fiir die maxs Hq(x*) sein Minimum annimmt, kann wie in Behauptung 2.3 gezeigt
wurde nur an dem Scheitelpunkt einer oder dem Schnittpunkt zweier oder mehrerer Sequenzen
liegen. Bei der Suche nach ihr miissten demnach aber immer noch die Funktionswerte aller in
Frage kommenden Sequenzen an all diesen Scheitel- und Schnittpunkten ermittelt werden: Dies
wiirde aber bedeuten, dass jeweils |5 + 1] Funktionswerte an | % + 1] Scheitel- und 2( L%ZHJ)

Schnittpunkte ausgewertet werden miissten.

Die Zahl dieser zu {iberpriifenden Schnitte wiirde demnach also quadratisch mit k wachsen. Es ist
aber nicht no6tig, wirklich alle Schnitte zu betrachten, da aufgrund von Behauptung 2.3 nattirlich
tiberhaupt nur Schnitte im Intervall [-1, 0] von Interesse seien konnen und - wie in diesem Kapitel
gezeigt wird - bei einem Grofiteil dieser Schnitte die H-Werte der sich schneidenden Sequenzen

kleiner sind als die H-Werte anderer Sequenzen an dieser Stelle.

Dazu werden zunichst einige Aussagen {iber das Verhalten der Sequenzen s(,) im relevanten

Intervall [—1, 0] getroffen:

Behauptung 4.1: Je mehr Kontrollen eine Sequenz s(,) einsetzt, desto hoher ist der Wert der zu ihr
gehorenden H-Funktion an der Stelle x1 = —1 und desto niedriger ist er an der Stelle x, = 0.

Beweis: Sei z; = z und z, = z + 1, wobei z < %52 ist. Sowohl bei s(,,; als auch bei s,

handelt es sich also um Sequenzen, die ohne Randbelegung auskommen. Die m,- und my-

Werte dieser Sequenzen sehen wie folgt aus:

m2(S(zy)) = 1z +2A% +v22(1 = A)?)
mi(S(zy)) = o5 2o+ (k—2—2)p —ma(s()))
ma(s(zy) = v(z+1+2202 + A2 +v22(1 = N2 + 2yz(1 = A)2 +v(1 —2)?)

M (8(2,)) = 75 2+ (k=3 —2)p — ma(s(z,)))
Betrachte nun die Differenz der zu diesen Sequenzen gehérenden H-Funktionen. Mit

Amy i=ma(s(z,)) —Malszy) = 2(1+ A2+ 22y(1 = A +y(1 —A)?) =
—_— Y

(B + 2z¢)

1
v
€

Amy = (8(2,)) — M (S(2y)) = 57 (B — 1B — 12z¢) = —ﬁ((v—i— 1) + 2ze)

(v

lasst sich diese Differenz schreiben als

AH(x):=H (x)—H (x) = (1 +x)?Am; + (v—1)x*Am,.

S(z3) S(z7)

Die Ausdriicke ( +2ze) und ((v+ 1) + 2z¢) sind wegen Behauptung 2.7 aber immer positiv:
Daz < % ist, lassen sie sich namlich nach unten durch (g + (k—3)e) und ((v+1)p + (k—3)¢)
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abschédtzen und darauf dann besagte Behauptung anwenden. Somit ist klar, dass fiir alle Werte

von z € [0, | X523 |] das oben definierte Am, positiv und die Gréfe Am; immer negativ ist.

Da weiter aber AH(—1) = (v — 1)Am; und AH(0) = Am; ist, ist die Differenz der beiden
Funktionen an der Stelle x; = —1 also positiv, an der Stelle x, = 0 aber negativ. Je mehr
Kontrollen eine Sequenz s, fiir z < & also einsetzt, desto hoher ist ihr Funktionswert an der

Stelle —1 und desto niedriger ist er an der Stelle 0.

Noch ausgelassen wurde bei den letzten Uberlegungen die Sequenz $(x)- Sei deshalb nun
z1. = ¥ — 1 und z,, = %. Wihrend die Sequenz s, keine Kontrolle auf eines der beiden
Randfelder legt, setzt Sequenz s,, ) dort eine Kontrolle ein. Indem man sich zu Nutze macht,
dass & = 147y und folglich 1 = xx—7 ist, erhélt man fiir die Differenzen der m;- und m,-Werte

fuir diese neuen Sequenzen:

Amy, = my(s(4,,)) —Ma(s(z,,)) = %(och (k —2)9)
A, = M (5(2,00) — M (5(2,.)) = =gy (v 4 Dot + (k= 2)8)

In volliger Analogie zum Beweis zu Behauptung 2.7 ldsst sich zeigen, dass o« + (k — 2)6 und
somit auch (v + T)x + (k — 2)8 echt grofier Null ist: Da sowohl o als auch & nach Behauptung
2.4 monoton in A wachsend sind, lassen sich die Ausdriicke nimlich nach unten abschétzen,

indem man ihren Wert fiir A = 0 ermittelt.

Auch fiir diese Sequenzen gilt also wieder, dass Am,;, positiv und Am;, negativ ist und - nach
erneuter vollkommen analoger Schlufifolgerung - dass Sequenz s, , ), die eine Kontrolle mehr
verwendet als Sequenz s, ), an der Stelle —1 also auch hohere H-Werte erreicht, an der Stelle

0 dafiir aber niedrigere.

Somit ist fiir alle Sequenzen s, die Behauptung gezeigt. O

STk

Behauptung 4.2: Im Intervall [—1, 0] schneiden sich zwei Sequenzen s,y und s,y mit zy bzw. z, <

und zy # z, genau einmal.

Beweis: Bei den zu den Sequenzen gehorenden H-Funktionen handelt es sich um Parabeln,

siehe Behauptung 2.2. Diese konnen sich also an hochstens zwei Stellen schneiden.

Wie in Behauptung 4.1 gezeigt, ist der Funktionswert einer Sequenz s, an der Stelle x; = —1
umso grofier, je mehr Kontrollen sie einsetzt, und an der Stelle x; = 0 umso kleiner. Folg-
lich muss es es in dem Intervall zwischen diesen beiden Stellen aber eine ungerade Anzahl
an Schnittpunkten geben: Gébe es namlich keinen oder eine gerade Anzahl an Schnitten, so
koénnte die Anordnung der Funktionswerte an den beiden Stellen nicht gegenldufig sein. Da
es aber wie zu Beginn des Beweises erldutert hochstens zwei Schnittpunkte geben kann, ist die

Behauptung somit gezeigt. O

Da sich nach dieser Behauptung zwei zu betrachtende Sequenzen im relevanten Intervall nur
einmal schneiden, kann die folgende Notation fiir den Schnittpunkt der Sequenzen verwendet

werden.
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Definition 4.3: Mit der Schreibweise xy; wird der Schnittpunkt der zu den Sequenzen sy und sj)

gehorenden H-Funktionen im Intervall [—1, 0] bezeichnet.

Uber die Anordnung der Schnittpunkte im Intervall lassen sich nun folgende Aussagen treffen:

Behauptung 4.4: Fiir 0 < A < 1 gilt fiir die Schnittpunkte der Sequenzen:
Xz41|z+2 < Xz|z41-
Beweis: Betrachte zunichst nur die Schnittpunkte der Sequenzen s(,) und s(,; 1) mitz < %,

d.h. nur die Schnittpunkte von Sequenzen, die sich nur um eine Kontrolle unterscheiden und

die beide keine Kontrolle auf einem Randfeld einsetzen.
Die Differenz der H-Werte dieser Funktionen ldsst sich schreiben als

AH(x) :==Hg_,, (x) =H (x) = (1 +x)?Amy + (v—1)x?Am,,

S(z)

wobei

%(ﬁ‘l‘ZZE)
Amg i=mi(szp1)) —mi(sy)) = —ﬁ((v + 1) + 2z¢)

Amy = ma(sz41)) — Ma(s(z))

ist (vergleiche Beweis zu Behauptung 4.1).

Durch Nullsetzen von AH und anschlieffendem Auflosen nach x erhélt man nun die folgenden
beiden Schnittpunktgleichungen:

—Ami+4/—(v—1)Am;Am;
Ami+(v—T1)Am;

—Amj—+/—(v—1)Am;Am;
Ami+(v—T1)Am,

Xs, = und x5, =

Der Nenner dieser Ausdriicke, Am; + (v — 1)Am, = V1TI(Z£.7,(\; —2) + B(v—3)), ist immer
positiv. Beachte dazu, dass z < kas, gelten muss und er ganz offensichtlich monoton in € und
3 wachst und in z fillt. Durch Einsetzen der jeweils ungiinstigsten Werte erhdlt man dann die
folgende Abschidtzung:

_ 2ez(v—=2)+pR(v—-3)
- v—1

(v—K)+(v—3)
k(v—1)

_ >
Amg + (v—1)Am; > \>/_/ 0

v>k>3
Da aber nach Behauptung 2.7 Am, immer positiv und Am; immer negativ ist (siehe hierzu

auch Beweis zu Behauptung 4.1), gilt somit fiir den zweiten Schnittpunkt x;,:

>0 >0

—
_ —Am1 + \/—(\1 —1 )Am1 Amz

Ami + (v—1)Am,;

> 0.

Xs,

>0
Der im relevanten Intervall [—1, 0] liegende und damit fiir die weitere Betrachtung relevante

Schnittpunkt ist also nicht der Punkt x;,, sondern der Punkt x, .

Setzt man in die Schnittpunktgleichung die konkreten Werte fiir Am; und Am, ein, so ergibt

sich die folgende Darstellung von x;, :

 2ez+(vH+1)B—(v—1 )\/(2£z+[3)(2£z+(v+1 )B)
Xsy = 2ezv(v—2)+Bv(v—3)
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Interessant zu untersuchen ist, wie sich die Lage des Schnittpunkts verdndert, wenn man z,
also die Anzahl eingesetzter Kontrollen in Sequenz s,), variiert. Dazu wird z nicht als diskrete,

sondern als stetige EinflussgrofSe betrachtet und der ganze Ausdruck danach abgeleitet.

Nach der Quotientenregel ergibt sich, dass a;;] = Z'N]\T ZN' \wobei Z und N Zihler bzw.

Nenner von xs, und Z’ und N’ die jeweiligen Ableitungen von Zihler und Nenner nach z

bezeichnen.

Der Nenner N? dieser Ableitung ist auf Grund des Quadrats aber immer positiv. Im Folgenden

ist fiir uns nur das Vorzeichen der Ableitung von Bedeutung, nicht aber ihr genauer Wert. Das

. ! — / . . . ..
Vorzeichen von % entspricht aber dem Vorzeichen von Z'N — ZN’, insofern gentigt es

fuir die weitere Betrachtung also, sich auf letzteren Ausdruck zu konzentrieren. Mit

— _ _ r_ __ (v=1)e(4ezt(v+2)B)
Z=2ez+(v+1)B—(v—1)/(2ez+B)2ez+ (v+1)B) Z'=2e N (T iy

N = 2ezv(v —2) + pv(v —3) N’ =2v(v—2)e
erhilt man also

IN r_ _ o _ (v—1)e(dez+(v+2)B
Z'N —ZN (2ezv(v —2) + Bv(v —3))(2¢ \/(Zsz+[3)(25z+(v+1)[5))

— (2v(v—=2)e)((2ez+ v+ T1)B)) — (v—1)/(2ez+ B)(2ez+ (v + 1)B))
=4e?zv(v—2) + 2Bev(v—3) + 2v(v—2)e(v — 1)\/(2514— B)(2ez+ (v+1)B)

(1)

_ _ 2, o _ (2ezv(v—=2)+Bv(v—3))(v—T1)e(dez+(v+2)B)
dy(v—2)e“z—2v(v—2)(v+1)Be N TTETypreIYy

(11)
_ —2[?)8\)(\) _ ])2 _ (Rezv(v=2)+pv(v—3))(v—1)e(4ez+(v+2)B)
—_— V(2ez+B) (2ez+(v+1)B)
(D+(1D)

+ 2v(v—2)e(v—1)/(2ez+ B)(2ez + (v + 1)B)

Dieser gesamte Ausdruck ldsst sich durch ev(v — 1) teilen. Da e negativ ist, hat das Resultat

dieser Division ein anderes Vorzeichen als der Originalausdruck. Dementsprechend wire die

Z'N—ZN’

Ableitung von x;, nach z genau dann negativ, wenn Z’'N — ZN' kleiner bzw. wenn <755

groier Null ist. Diese letzte Ungleichung ldsst sich also dquivalent weiterumformen:

Z'N—ZN’
ev(v—T1) >0

o 1) Rez(v=2)+p(v—3))(4ez+(v+2)B) - o
& 2p(v—1) et P Zet o1 1)8) +2v(v=2)e(v—1)y/(2ez+ B)(2ez + (v + 1)B)

>0

Nun multipliziert man beide Seiten der Ungleichung mit v/(2ez + B)(2ez + (v + 1)B). Da dies
positiv ist, dndert diese Multiplikation nichts an der Richtung der Ungleichung.

& =2B(v—1)/(2ez+ B)2ez+ (v+ 1)B) — (2ez(v —2) + B(v —3))(4ez + (v + 2)B)
+2v(v—2)e(v—1)2ez+ B)Lez+ (v+T1)B) > 0
S2v—2)2ez+B))2ez+ B+ v+ T1)B) — (2ez(v—2)+B(v—3))(4ez+ (v+2)B)
>2B(v—1)/(2ez+ B)(2ez + (v+1)B)
& 2Beviz — 4Pevz + 4Bez + B2V — BV +2p7
>2B(v—1)y/(2ez+ B)(2ez + (v+1)B)
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& 2B8ez(v="1724+1)+ BA((v=1)2+(v+1)) >2[3(v—1)\/(2£z+ B)(ez+ (v+1)B)
&2ez(v=12+1)+ B((v=12+(v+1)) >2(v—1)/(2ez+ B)(2ez+ (v + 1)B)

Die rechte Seite dieser Ungleichung ist ohnehin grofier als Null, aber auch die linke Seite ist
hier nicht negativ: Dav > 0 und wie schon erwdhnt wegen 2.7 auch b +2ez > 0 ist, ist namlich

auch

2ez(v=T12+ 1) +B((v-T172+ (v+ 1))\>//2£Z((V71)2 + 1) +B((v—1)2+1)
v>0
=(B+2ez) (v—-12+1)
—_———
>0 >0 Vv
nicht negativ. Da beide Seiten der Ungleichung gréf8er Null sind, bleibt diese auch dann erhal-

ten, wenn man beide Seiten quadriert. Man kann also auch schreiben:

S 2ez((v=1P2+1D)+ B((v=T1724+ (v+1))? > dv—1)%2ez+pB)(2ez + (v+1)B)
422 (v—1) "+ 2v=1P2 4+ 1)+ 4Bez((v—1*+ (v=122(v+ 1)+ (v=1)2+(v+1))
BT 4 20— 12+ 1)+ v+ 1)2) > 4(v— 112 (2ez+ B)(2ez + (v + 1)B)
& 42V 22 (V: —4v +4) + 4Beviz(v —5v+6) + BAVE(VE—6v+9) > 0
& 4e2v2 2% (v—2)% + 4Beviz(v—2)(v—=3)+ BV (v—=3)* > 0
& (2evz(v—2)+ pv(v—3))? > 0

Der Ausdruck in Klammern in der letzten Ungleichung ist nichts anderes als
viv—=T1)(Amg + (v —T1)Am;),

was - wie schon gezeigt - fiir v > k > 3 immer echt positiv ist. Die letzte Ungleichung gilt also

Z'N—ZN’
ev(v—T1)

immer, dementsprechend ist auch immer groBer oder gleich Null und Z’'N — ZN’
kleiner oder gleich Null. Die Ableitung von x, nach z ist also nie positiv: Dies bedeutet anders
ausgedriickt, dass mit wachsendem z die Schnittpunkte der Sequenzen s(,) und s, 1) jeweils

ein Stiick nach links wandern.

Bislang wurden in diesem Beweis jedoch nur Sequenzen ohne Randbelegung berticksichtigt.
Wenn k gerade ist, gibt es mit der Sequenz s« ) aber auch eine Sequenz von Interesse, die eine
Kontrolle auf einem der Randfelder einsetzt. Es bleibt also fiir die Behauptung noch zu zeigen,

dass der Schnittpunkt xx ¢« kleiner ist als der Schnittpunkt xx 5« ;.
2 2 2 2
Dies wird tiber einen Umweg gezeigt. Berechne dazu

AH(x) ==H, , (x)—H (x)

%) Sikn

fir den Schnittpunkt xx 5 x ;.

Durch Einsetzen von z = ¥ — 2 in die Schnittpunktgleichung ldsst sich ermitteln, dass

(k=) et (v1)B—(v—1)/(k—2)e+B) ((k—4)e+ (v+1)B)
X%*ﬂ%*] - (k—4)ev(v—2)+BVv(v—3)

ist. Mit
vaz = mz(s(

k k
2 2
Am1 = m1(s(%)) —TTM(S(%i])) = ———



4 Reduzierung der Anzahl zu betrachtender Schnittpunkte 29

(vergleiche Beweis zu Behauptung 4.1) ergibt sich dann:

Zﬁ(x%legq) =1 +X%,2|%,1)2Am1 +(v— 1)X2%,2|%,1Am2

. ((k74)(v71)25+(v71)2[37(\;71)\/[(k74)s+f5)((k74)5+(v+])[5))2
- (k—4)ev(v—2)+Bv(v—-3)

-(—v(v%]((v + o+ (k—2)9))

)
( (k=4)e+(v+1)B—(v—1)y/((k—4)e+B) (k—4)e+(v+1)B) )2
+ —Deviv—2)TBv(v—3)

(v =1)(5 (e + (k—2)8))

1
k—4)ev(v—2)+pv(v—3

jedem Fall positiv ist, aber wieder nur das Vorzeichen des ganzen Ausdrucks von Interesse ist,

Da der in beiden Summanden des Ausdrucks auftauchende Faktor T 7z in
kann der Faktor einfach weggelassen werden. Durch Ausmultiplizieren und Wiederzusam-

menfassen ldsst sich der Ausdruck zudem noch etwas ,,vereinfachen”:

AH(xx 1) - ((k—4)ev(v —2) + pv(v—3))* =
—2(v=1)*((k=2)B8— (k=4 ae) /(v + T)B + (k — 4)e) (B + (k — 4)e)
Fe((v—12 4+ (v—T1))(k—4)((k—2)B5 — (k — 4)xe)
FB(V—1P + v+ D)V —1)((k—2)B5 — (k—4)ae)

Aus jedem der Summanden ldsst sich der Faktor (v — 1) herausziehen, am Vorzeichen des
gesamten Ausdrucks dndert sich dadurch nichts. Zudem steckt in jedem Summand auch noch
der Faktor ((k —2)pBd — (k — 4)«xe). Dieser lasst sich schreiben als (k — 2)(fd — «e) + 2xe. Fiir
diesen Ausdruck gilt aufgrund von Behauptung 2.4 aber:

(k—Z)([Sé—oca)+Zoc£:(k—Z)(—)\(l—?\)zy2+y?\(1—?\2))+\2%'\£/_/<0
<0 <0 >0 <O

Der Faktor ((k — 2)B6 — (k — 4)xe) ist also echt kleiner als Null, ein Teilen des gesamten

Ausdrucks durch ihn fiihrt dann dazu, dass sich sein Vorzeichen umdreht. Der Ausdruck

Kﬁ(x%_ 2)% 1) ist dementsprechend genau dann negativ, wenn

e - AHXx ok ) (k= 4)ev(v —2) + By(v —3))2) > 0.

Es soll also gelten, dass

2(v=1)/((v+ 1B+ (k—4)e)(B + (k—4)e)+ B((v—=1)2+(v+1))+e((v—1)2+1)(k—4) > 0
& B((v=12+v+1)+e((v=1)2+1)(k—4) > 2(v—1)/(V+ 1B + (k—4)e) (B + (k —4)e)

Beide Seiten dieser Ungleichung sind aber positiv. Bei der rechten Seite ist dies ganz offen-

sichtlich, bei der linken folgt dies aus folgender Abschitzung:

[3((\1—1)2+(v+1))+£((v—1)2+1)(k—4):\[3:)/—# B+ (k—4)e) -(v=122+1)>0

>0 >0 wegen Beh. 2.7 >0 Vv

Das Quadrieren beider Seiten ldsst die Ungleichung also bestehen.

Mit einigen weiteren Umformungen wird aus der quadrierten Ungleichung so schlief3lich:

& (B((V—UZ—(v+1))+(k—4)a((v—1)2—1))2 >0
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Kleiner Null kann der Ausdruck auf der linken Seite aufgrund des Quadrats offensichtlich nie
werden. Dass er aber sogar echt grofier als Null ist, ldsst sich durch die folgende Abschdtzung

zeigen, bei der die Monotonie von 3 und ¢ benutzt wird (siehe erneut Behauptung 2.4):

Blv—=12—=v+1)+ (k—=4e((v—1)> 1)

=v((v=3)-B +(k=4)(v=2)_e ) > (v=3) -2 - BRI = R > 0
>kt - v>k>3

T
Damit ist gezeigt, dass die Sequenz s« ) an der Stellexx 5, fiir 0 < A < 1 schon echt kleine-
re Funktionswerte annimmt als die Sequenzen s _,) und s x ;). Da aber - wie in Behauptung
4.1 gezeigt wurde - die Sequenz s ) an der Stelle x = —1 hohere Funktionswerte erreichte als
die beiden anderen Sequenzen, muss es folglich irgendwo in dem Intervall (—1,xx_x ;)

schon zu einem Schnitt gekommen sein. O

Mit den Behauptungen 4.1, 4.2 und 4.4 ldsst sich nun zeigen, dass es nicht nétig ist, alle Schnitt-
punkte zweier Sequenzen s(;) und s(j) zu betrachten, sondern dass es geniigt sich auf eine we-

sentlich kleinere Untermenge zu beschranken:

Behauptung 4.5: Es miissen nur Schnittpunkte x,, 1 fiir z < % — 1 betrachtet werden.

Beweis: In dem Intervall [—1, 0] schneiden sich nach Behauptung 4.2 zwei Sequenzen genau
einmal. Zwei Sequenzen s(;) und s(; 1), die sich um genau eine Kontrolle unterscheiden, wei-
sen dabei aber wegen Behauptung 4.1 immer das folgende Verhalten auf: Vor ihrem Schnitt-
punkt x;j;11 erzielt die Sequenz mit der zusétzlichen Kontrolle, s(; 1), die hdheren H-Werte,

nach dem Schnitt die Sequenz s;), die eine Kontrolle weniger einsetzt.

Betrachte nun den Schnittpunkt x;j; . p der Sequenzen mit i bzw. mit i+ D Kontrollen (D > 1).
Egal wo dieser Schnittpunkt genau liegt, eine andere Sequenz erreicht an dieser Stelle immer
hohere (bzw. zumindest nicht niedrigere) Funktionswerte: Lage dieser Schnittpunkt ndmlich
vor dem Schnittpunkt x;j;1 der Sequenzen mit i bzw. i + 1 Kontrollen, so wiirde die Sequenz
mit i + T Kontrollen hier wegen den Ausfiihrungen im ersten Absatz dieses Beweises hohere
Funktionswerte erreichen als die Sequenz mit nur i Kontrollen, und der Schnittpunkt dement-
sprechend kein Kandidat mehr sein konnen. Lage der Schnittpunkt x;;,p aber rechts von
Xiji+1, SO0 wiirde er wegen Behauptung 4.4 auch rechts vom Schnittpunkt der Sequenzen mit
i+D bzw. i+D —1 Kontrollen liegen. Dementsprechend wiirde die Sequenz mit i+D —1 Kon-
trollen also hier besser abschneiden als die Sequenz mit i+D Kontrollen, und der Schnittpunkt

also wieder nicht von Interesse sein kénnen. O

Die Zahl der zu tiberpriifenden Schnittpunkte wurde somit in diesem Kapitel erheblich gesenkt:
Wie gezeigt werden konnte, reicht die Betrachtung von hochstens | % | Schnittpunkten fiir die

Suche nach der Optimalstelle aus.
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5 Das Vorgehen bei der Suche nach optimalen Sequenzen

In den letzten Kapiteln wurde zunédchst die Zahl der zu betrachtenden Sequenzen und dann die
Zahl der zu iiberpriifenden Schnittpunkte betrdchtlich reduziert. Nach den in diesen Kapiteln
vorgestellten Ergebnissen wiirden somit fiir gegebenes k nur noch noch die H-Funktionen von
genau | 5 + 1] Sequenzen zur Betrachtung iibrigbleiben, die an bis zu | % + 1] Scheitel- und |5 +
1] Schnittpunkten ausgewertet werden miissten, um sicher maxs Hs(x*) = min, max, Hg(x) zu

finden.

Auch wenn das Ziel der Argumentation im letzten Kapitel nur war, irrelevante Schnittpunkte aus
dem Kreis der Kandidaten zu entfernen, wurde dabei doch implizit noch einiges mehr gezeigt.
Diese zusétzlichen Erkenntnisse, die sich aus den Behauptungen des letzten Kapitels ergeben,
sollen hier noch einmal explizit wiedergegeben und daraus ein konstruktives Vorgehen fiir die

Suche nach den optimalen Sequenzen abgeleitet werden.

Definition 5.1: Mit der Schreibweise x(,) wird der Scheitelpunkt der zu Sequenz s, gehorenden H-
Funktion bezeichnet.
Behauptung 5.2: Fiir die Scheitelpunkte gilt: —1 < x(,) < X(z41) < Ofiirz < |5 —1].

Beweis: Fiir den Scheitelpunkt der Sequenz s, ergibt sich:

Hs, (x) = (T+x)2my(siz)) + (v — Dx?ma(s())
= H;m(x) =2(1T+x)-mi(sz) +2(v—1)x-mz(sz)) =0

o —mi (s(z)) _ 1
= XE@) T o) v M), e
m1(s(z))
Da aber Hs,,(—1) = (v —1)m2(s(z)) und Hs,, (0) = my(s(,)) ist (vergleiche auch Beweis zu

Behauptung 3.5), ldsst sich der Scheitelpunkt x(,) also auch so darstellen:

X :777
(z) @ D
Fs,, (00

Da die H-Funktionen in jedem Fall nicht-negativ sind (siehe auch Behauptung 2.2), lassen sich
die Untergrenze fiir die Scheitelpunkte, x = —1, und die fiir sie nicht erreichbare Obergrenze

x = 0 unmittelbar dieser Darstellung entnehmen. Wegen Behauptung 4.1 wird der Quotient
Hs (71 )
(z)
M, (0]

nun aus der Tatsache, dass der Quotient im Nenner steht, der Zahler aber mit negativem Vor-

nun offensichtlich aber auch noch umso grofer, je grofSer z ist. Die Behauptung folgt

zeichen versehen ist. O

Behauptung 5.3: Fiir die Ableitungen der H-Funktionen nach x gelten die folgenden beiden logischen
Schliisse:
(x) <0

eH, ., (x)>0=H (x)>0  eH _ (x)<0=H,

) S(z+1)
Beweis: Bei den verbleibenden H-Funktionen handelt es sich um nach oben geoffnete Para-
beln, siehe Behauptung 2.2. Als solche gilt fiir sie natiirlich:

H;m(x) < 0,wennx < x(;), und H;m(x) >0, wenn x > X(z).
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Da wegen Behauptung 5.2 nun aber auch x,) < x(,41) ist, ergibt sich weiter:

’

H (X) >0=%X>Xz41) = X >X(z) :>H;(Z

S(z+1)

H’ z)(x)<0 :>X<X(Z) :>X<X(Z+1):>H;(

S(

(x) >0
(x) <0

)

z+1)

Somit sind beide Teile der Behauptung also gezeigt. O

Behauptung 5.4: Der Scheitelpunkt der Sequenz s o) kann nicht die gesuchte Stelle x* darstellen.

Beweis: Die Lage dieses Scheitelpunkts hdangt nicht von A oder den anderen Parametern ab,
sondern er liegt immer an einer festen Stelle. Fiir diese Sequenz gilt ndmlich z.B. nach Behaup-

tung 3.2:

Il
o

mz(S(O))
mi(s()) = 7520+ (k—2)B)

Da ma(s(o)) = 0 ist, ergibt sich aus der Darstellung des Scheitelpunkts wie im Beweis zu

Behauptung 5.2, x(;) = (1 + %ﬁ((?‘)”))’], dann aber direkt, dass dieser immer an der
Stelle x = —1 liegen muss.
Nun gilt aber weiter nach Behauptung 4.1 fiir eben diese Stelle x = —1, dass die Sequenzen hier

hohere H-Werte erzielen, je mehr Kontrollen sie einsetzen. Somit kann dieser Scheitelpunkt

aber nicht der gesuchte Punkt sein und man kann ihn bei der Uberpriifung iibergehen. O

Behauptung 5.5: Sei 1 < z < |%] — 1: Dann erreicht eine Sequenz s,y im offenen Intervall
(Xz|z+1yXz—1|z) hohere H-Werte als die anderen Sequenzen und ist an den Schnittpunkten x,,1 und

X, 1| hur ihren ,Schnittpartnern” s ., 1) bzw. s(,_yy nicht iiberlegen.

Analog dazu sind die Sequenzen (L)) und sy in den Intervallen [—1,XL%J_”L%J) bzw. (xo|1,0]
beziiglich ihrer H-Werte den anderen Sequenzen iiberlegen und an den Schnittpunkten x x|y x| bzw.

Xo|1 nur den Sequenzen s x| _yy bzw. s (1) nicht iiberlegen.

Beweis: Diese Behauptung hiangt mehr als eng mit Behauptung 4.5 zusammen und stellt sie
quasi nur in einer Form dar, in der nun nicht darauf abgezielt wird, bestimmte Schnittpunkte
aus dem Kandidatenkreis auszuschliefSen, sondern Erkenntnisse fiir die konkrete Suche nach
optimalen Sequenzen zu gewinnen. Der Beweisgang ist dabei aber natiirlich eigentlich iden-

tisch, daher wird die grundlegende Beweisidee hier auch nur noch in Kurzform présentiert:

Wie schon im Beweis zu jener Behauptung anhand der Behauptungen 4.1 und 4.2 dargelegt
wurde, gilt: Im Intervall [—1,xyi,1) ist Hs ., (x) > Hs,, (x), im Intervall (x;;11,0] dagegen

Hs .., (x) < Hs ., (x). Zudem gilt wegen Behauptung 4.4 aber auch, dass x;ji1 < xi_1}; ist.

Zusammengenommen folgt aus diesen beiden Feststellungen aufgrund der Transitivitdt der
Relationen aber direkt die Behauptung. Andere Szenarien, in denen beispielsweise davon aus-
gegangen wiirde, dass eine Sequenz s(y) im Intervall [x;|,,1,X;_1|.] hohere H-Werte als s,
erreicht, wiirden also sofort - wie im Beweis zu Behauptung 4.5 gesehen - zu einem Wider-

spruch fiihren. O
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In Abbildung 1 auf Seite 35 ist noch einmal das Verhalten der Sequenzen im relevanten Bereich
[—1,0] - und somit auch die Aussagen der Behauptungen 4.1 bis 4.5 sowie 5.3 und 5.5 - anschaulich

dargestellt.

Dariiber, wie man anhand der zuletzt vorgestellten Erkenntnisse nun nach der Stelle
argmin_ maxs Hg(x) und somit nach den optimalen Sequenzen suchen kann, gibt die folgen-

de Behauptung Aufschluf3:

Behauptung 5.6: Die gesuchte Stelle findet man, indem man die Schnittpunkte x;j;41 der Reihe nach
iiberpriift.
Die gesuchte Stelle ist dabei der Scheitelpunkt x| i |) der Sequenz s| x ), falls

fpn KLgls) > 0
ist.
Die gesuchte Stelle ist der Scheitelpunkt x (1 der Sequenz sy (fiir [ 5| —1>1>1), falls
Hy , (Xijier) < Ound Hy | (xi_qj3) > 0
ist.
Die gesuchte Stelle ist der Schnittpunkt x;;1 der Sequenzen sy und s(i41) (fiir L%j —1>1i2>0), falls

H;m (Xijix1) > O und H!

S(i+1)

(xijit1) <0
ist.

Beweis: Wie in Behauptung 5.5 gezeigt wurde gibt es fiir jede Sequenz s(,) ein Intervall, an
der die zu ihr gehdrende H-Funktion allen anderen tiberlegen ist. Dieses Intervall ist durch die
Schnittpunkte x,|,;1 und x,_1|, begrenzt, wenn 1 <z < L%J — T ist, und durch die Punkte —1

und X x|y x| bzw. o7 und 0, wenn z = | %] bzw. = 0 ist.

Wenn nun an der Intervallgrenze x,, 1 H;(Z) (Xzjz+1) < 0 ist und an der anderen Grenze
Xz 1|z H;m (xz—1]z) > 0ist, so muss es in dem dazwischen liegenden Intervall aufgrund der
Stetigkeit der Funktionen eine Stelle x geben, an der H, .., (x) = 0ist. Das Minimum der Ma-
ximumsfunktion muss also irgendwo in diesem offenen Intervall liegen, und da die Sequenz
S(z) hier echt grofiere H-Werte als alle anderen Sequenzen erzielt, kann nur ihr Scheitelpunkt

die gesuchte Stelle sein.

Fiir das Randintervall (—1,x x|_y) x ) gilt die gleiche Argumentation. Beachte, dass hier keine
Bedingung an die Ableitung an der Intervallgrenze x = —1 gestellt werden muss: Wegen
Behauptung 4.1 erreicht hier Sequenz s, « | die héchsten H-Werte, wegen Behauptung 5.2 liegt
ihr Scheitelpunkt jedoch auf jeden Fall weiter rechts, d.h. die zugehérige H-Funktion fillt an
dieser Stelle auf jeden Fall. Beachte weiter, dass das Intervall (xo)7, 0] nicht tiberpriift werden
muss, da der Scheitelpunkt der Sequenz s(y) wegen Behauptung 5.4 schon ausgeschlossen

werden konnte.

Auch die die Schnittpunkte betreffende Aussage in der Behauptung ist schnell gezeigt: Da das

Maximum einer Schar streng konvexer Funktionen selbst wieder eine streng konvexe Funk-
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tion darstellt, ist klar, dass wenn an einer Stelle x,|,.; die eine Funktion fallt und die andere
wichst, diese Stelle die gesuchte sein muss. Schliefilich gibt es an dieser Stelle nach Behaup-
und H

Stelle also nicht die gesuchte, so ergébe sich ein Widerspruch zur Konvexitit der Maximums-

tung 5.5 auch keine Funktionen, die hohere Werte erzielen als H ware die

S(z) S(z+1)7

funktion. O

Da der Arbeitsaufwand der Suche nach dieser Minimalstelle schon in den letzten beiden Kapiteln
durch den Ausschluss zahlreicher Sequenzen und in Frage kommender Schnittpunkte sehr stark
reduziert wurde, bringt Behauptung 5.6 fiir dieses Vorhaben keine wesentliche Arbeitserleich-
terung mehr mit sich. Dennoch ist sie aber von grofier Wichtigkeit: Anhand von ihr lassen sich -
wie im folgenden Kapitel zu sehen sein wird - allgemeine Aussagen tiber das Aussehen optimaler

Sequenzen herleiten, die nicht nur fiir eine konkrete Einstellung der Parameter Giiltigkeit haben.
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Abbildung 1: Das Verhalten der Sequenzen im Intervall [—1, 0]
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6 Allgemeine Aussagen iiber die optimalen Sequenzen

Im letzten Kapitel war das Ziel der Uberlegungen, eine konstruktive Vorgehensweise herzulei-
ten, mit der sich fiir gegebene Parametereinstellungen die gesuchte Stelle einfach und ohne allzu
viele Funktionsauswertungen ermitteln lasst. In diesem Kapitel soll dieses und andere der in die-
ser Arbeit vorgestellten Ergebnisse dazu benutzt werden, einige allgemeine Aussagen {iber das

Aussehen optimaler Sequenzen und ihre Abhingigkeit von den Parameterwerten zu treffen.

Die erste Aussage dieses Kapitels betrifft das Aussehen optimaler Sequenzen fiir hinreichend

grofse Werte von v:

Behauptung 6.1: Der Fall, dass xo; die gesuchte Stelle darstellt, kann nur dann eintreten, wenn v >

(k — 2)? ist. Ist v sogar grifier als (k — 1)2, so tritt er immer ein, egal welchen Wert \ annimmt.

Beweis: Wie auch schon im Beweis zu Behauptung 5.6 zu sehen war, schneiden sich die Se-

quenzen s (o) und s(7), egal welche Werte k und A annehmen, immer an der Stelle

Xnlq = —— Vvl
on [V R v

Wegen Behauptung 5.5 ist auch klar, dass alle anderen Sequenzen an dieser Stelle niedrigere

H-Werte aufweisen als die beiden Sequenzen s () und s1).

Da der Scheitelpunkt der Sequenz s (o) wie im Beweis zu Behauptung 5.4 gezeigt immer bei
X(0) = —1 (und damit auf jeden Fall links vom Schnittpunkt x|1) liegt, ergibt sich weiter, dass

die zu s (o) gehorende H-Funktion hier bereits monoton wachsend ist.

Fiir den Beweis dieser Behauptung bleibt also nach Behauptung 5.6 noch zu untersuchen,
wann die zur Sequenz s(;) gehorende H-Funktion an dieser Stelle monoton fallend ist, die

Ableitung ihrer H-Funktion nach x hier also kleiner oder gleich Null ist.

Fiir H, _ergibt sich an diesem Schnittpunkt:

S

’ Vi 1 _ —1 1 B Vv+1 B
Ho (5530 = 2655 ) o Qe+ (k=3B — 3) + 27 v =15

Diese Ableitung ist aber genau dann kleiner oder gleich Null, wenn gilt:

H;m( L\/L) §0®(2a+(k—3)5_%)_m($)6 <0

TV

Uber den hier auftretenden Quotienten % wurde in Behauptung 2.5 eine Aussage getroffen:

Danach ist er monoton in A wachsend und ist nach unten durch 1 und nach oben durch 2

begrenzt. Basierend auf dieser Erkenntnis ldsst sich nun berechnen, was fiir gegebenes k das

’

kleinstmogliche v ist, fiir das die Ableitung H, = am Schnittpunkt nicht-positiv ist: Dazu setzt

S
man in der Ungleichung die ,giinstigste” wenngleich eigentlich ausgeschlossene Wertebele-

gung A = 1 bzw. % = 2 ein und 16st die Ungleichung daraufhin nach v auf.
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Man erhilt auf diesem Wege:

k—Z—%— v—Hv(v—]] :0<:> v(k\)—f])—] :\/m
912
IS LN

(k—3)/(k—=1)24+4+(k—2)?+1
SVv= 5

Da v aber eigentlich natiirlich nur ganzzahlige Werte annehmen kann, macht es Sinn zu un-
tersuchen, welches das kleinste ganzzahlige v* ist, das tiber dem eben berechneten Wert fiir v
liegt. Um diesen Wert zu bestimmen, schétzen wir den letzten Ausdruck zunéchst nach unten

ab:

(k—3)4/(k—1)2+4+(k—2)%+1 (k—3)4/(k—=1)24+(k=2)2+1 _ (k—3)(k—1)+(k—2)2+1 _ >
2 2 2 - 2 —(k—Z)

Fiirv = (k—2)? istam Schnittpunkt xo1 die Ableitung der Sequenz sy also noch nicht fallend,
firv = (k—2)? + 1 fiir die uns interessierenden Werte von k mit k > 4 hingegen schon. Es gilt
namlich fiirv = (k —2)% + 1:

2 _ 2
(k—2)2 41> EWVOCDTHRIE DT (k2)2 41 > (k—3)/(k—1)2 + 4

= k* — 8k3 + 26k2 — 40k + 25 > k* — 8k3 + 26k2 — 48k + 45
&8k >205k > 3.

Da die von uns betrachteten Werte von k immer grofier sind als in dieser Schranke gefordert,

ist dieser Teil der Behauptung also gezeigt.

Analog zur Untersuchung, ab welchen v-Werten der Fall, dass der Schnittpunkt x¢; der ge-
suchte Punkt ist, frithestens auftreten kann, ldsst sich auch untersuchen, ob es eine Grenze
gibt, ab der er immer auftreten muss. Fiir den Quotienten % wird dazu der ,ungiinstigste”
Fall A = 0 bzw. 2 = 1 betrachtet. Analog zum zuvor gezeigten muss dazu der Ausdruck
k—3-1-— w kleiner oder gleich —2 sein. Umformen und Auflosen liefert als Losung

fiir v dann schlieflich:

V= (k—2)VKZ+4+k%—2k+2
- 2

Dieser Wert liegt fiir k > 3 zwischen den beiden folgenden ganzzahligen Schranken (k — 1)?

und (k — 1)? + 1, wie man durch folgende Abschitzungen bzw. Umformungen zeigen kann:

(k=2)VKZ+4+k?—2k+2 (k=2)k+k*—2k+2 _ 2Kk 4ky2 _ (k—1)2
2 - 2 -

=y 2
VkZ+4>k

(-2 IZFAE 242 < (} _1)2 41 & (k—2)VKZ +4 < k2 — 2k +2

= (k—2)2(k2 +4) < (k2 —2k +2)2

& kY —4Kk3 +8k? — 16k + 16 < k* —4k3 4 8k? — 8k +4

&-8k<-12&65k>3

Damit ist die obere Schwelle, ab der besagter Fall immer eintritt, also gefunden und der Beweis

somit abgeschlossen. O

Wie in der letzten Behauptung gezeigt wurde, ist es fiir sehr grofse Werte von v optimal, eine

Mischung der Sequenzen s(oy und s(7y zu verwenden, also gerade der Sequenzen, die die Kon-
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trolle seltenst bis gar nicht einsetzen. Dass sich diese Erkenntnis nun ausweiten und es sich ganz
allgemein zeigen lédsst, dass mit wachsendem Wert von v generell immer weniger Kontrollen ein-
gesetzt werden sollten, zeigen die ndchsten Behauptungen. Die erste von ihnen ist dabei eine sehr
technische. Thre Bedeutung wird schliefllich mit Behauptung 6.3 klar.

Behauptung 6.2: Bezeichne xg den Scheitelpunkt der Sequenz s, fiir gegebenes v und xg]ﬂ ! den
Scheitelpunkt derselben Sequenz, wenn nicht v, sondern v + 1 Behandlungen mit der Kontrolle verglichen

werden sollten.

(v) d X(V+1)

Analog dazu seien mit x_, und x

die Schnittpunkte der Sequenzen s,y und s,y bezeichnet,

wenn einmal v und einmal v + 1 Behandlungen mit der Kontrolle verglichen werden sollten.
Weiter seien als relative Wachstumsgeschwindigkeit die Quotienten

(v+1) (v+1)

(z) z|z+1
25— bzw. 5

X(2) z|z+1

bezeichnet, wobei aufgrund des negativen Vorzeichens aller relevanten Schnitt- und Scheitelpunkte gilt,

dass das Wachstum umso schneller ist, je niedriger der Wert des Quotienten.

Dann gilt fiir 1 < z < | %51 und 0 < i < | %53 : Ein Scheitelpunkt x ., wiichst mit wachsendem v mit

hoherer relativer Geschwindigkeit als jeder der Schnittpunkte xi)i 1.

Beweis: In der Behauptung werden nur die Schnitt- und Scheitelpunkte der Sequenzen be-
trachtet, die auf die Verwendung einer Kontrolle auf einem der Randfelder verzichten. Auch
umfasst die Behauptung nicht den Scheitelpunkt x (o), der ja - wie in Behauptung 5.4 gezeigt -

immer an der Stelle —1 liegt und somit also gar nicht wéchst.

Wegen des Hauptsatzes der Integralrechnung (siehe z.B. [Hildebrandt, 2006], Seite 289) gilt

fiir negative x) und x(*1) der folgende Zusammenhang:

e ( . ) v+41 ax (W)
In(*5-) = In(—x*1) —In(—~M) = [ —5-du
v

Aufgrund der Monotonie des natiirlichen Logarithmus ladsst sich weiter folgern: Gilt immer

ax (V) ax (V)
)1 )2

i) )
NI

i1 jo

so gilt auch

.(V+l] va+1)
i S iz
x) xV)
i iz

Anstatt als Geschwindigkeitsmaf3 fiir das Wachstum die in der Behauptung dargestellten Quo-

tienten zu verwenden, kann man also auch die Quotienten
(v) (v)

ax(z) axz|z+1
Q] = a(x bzw. Qz = (ev
(z) Xzlz41

betrachten und, wenn fiir dieses Geschwindigkeitsmaf3 die Behauptung gilt, auf das andere
Mafs schlieflen. Durch dieses ,,Auswechseln” des Geschwindigkeitsmafies erleichtern sich die

fiir den Beweis erforderlichen Berechnungen namlich erheblich.
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Um zu zeigen, dass jeder der betrachteten Scheitel- schneller in v wéchst als jeder der betrach-
teten Schnittpunkte, reicht es aus, die Wachstumsgeschwindigkeit des langsamsten Scheitel-
mit der des schnellsten Schnittpunkts zu vergleichen: Ist ersterer immer noch schneller als

letzterer, so gilt dies erst recht fiir jeden anderen Scheitel- und jeden anderen Schnittpunkt.

Der langsamste Scheitelpunkt ldsst sich durch Ableitung des Quotienten Q; nach z ermitteln:

2Q; _ —(v=1)-A-B-C
0z = (z(1+A2+ze)+Bv(z—k)+2v(B—a))2 (vz(1+A2+ez)—z(2+B+2A2+2¢ez)+(k—2)B+2x)2

mit
A=z+zA 4+2%e —(k—2—2)p —2«,
B=—((k—2)B+2x)(1 +A?+ 2ez) + Bez? und
C=(wv—=3)ez2+ AN =B +1vz—zBN +PB+3)+ v+ 1(2x+ (k—2)B).

Der Nenner dieser Ableitung ist aufgrund der Quadrate natiirlich immer positiv. Da fiir die
betrachteten Scheitelpunkte gilt, dass 1 < z < Lkz;]j , lassen sich die im Zahler vorkommenden
Faktoren A, B und C wie folgt abschétzen:
A=z+zA —i—&/g (k—2—2z)p—20 < z+zA" +ze—(k—2—2)p — 2
<ze =zf3
=(2z—k 2B—a) < B—2
(2z2—KIBp+2(B—a) < p—2x <0 (a)

<1

B=—((k—2)B4+2x)(1 +A%2+2¢ez) + Pez? < —((k—2)p+2x) (1 +A%>+2¢ez) < 0
—~—

<0 >0 >0 wegen (b)

C=(v—=3eZ2+ N =P+1vz—zBN +B+3)+v+1) 2o+ (k—2)B)
~— ~— ~—

= <8 >k
> (v—3)ez? +evz—8z+ (v+ 1)k«
> (v—3)e(51)2 + evist — 85 4 (v+ Tk (c)
>—(v=3)g (52 vkt =85l (v (k1) (d)

_ (k=1)(v(3k—1)—9k—3)
= aK

(k- 1)(k(3k—1)—9k—3)

= a% (e)
2

= BoDBR-3TH830) o fiyp g > 4,

Bei den Abschitzungen wurden dabei an den mit Buchstaben markierten Stellen die folgenden

Begriindungen gebraucht:

e Bei (a) wurde das Resultat von Behauptung 2.5 ausgenutzt.

e Bei (b) wurde ausgenutzt, dass der Ausdruck offensichtlich monoton wachsend in A
(und somit auch in ¢) ist und ebenso offensichtlich monoton fallend in z. Durch Ein-
setzen der jeweils ungiinstigsten Werte A = 0 und z = X3! gelangt man so zu einer

Abschétzung nach unten, die immer noch positiv ist.

e Auch bei (c) wurde die offensichtliche Monotonie in z ausgenutzt und z wieder durch

den ungtinstigsten Fall, z = %, ersetzt. Diese Monotonie liegt vor, da die Summanden,

in denen z auftaucht, alle kleiner oder gleich Null sind.
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e Bei (d) wurde analog dazu die Monotonie in A benutzt, um o und € - und damit nattirlich

auch den gesamten Ausdruck - nach unten abzuschétzen.

e An der mit (e) gekennzeichneten Stelle folgt die Ungleichung schliefilich daraus, dass
der Ausdruck offensichtlich in v wichst und in dieser Arbeit nur Fille berticksichtigt

werden, in denen v > k gilt, v also kleinstenfalls den Wert v = k annehmen kann.

Da die Abschitzungen also zeigen, dass A und B beide kleiner oder gleich Null sind, C aber
fuir die in der Arbeit betrachteten Werte von k positiv ist, ist auch das Produkt A - B - C positiv.
Da der ebenfalls im Zihler vorkommende Vorfaktor —(v — 1) in jedem Fall negativ ist, ist
der ganze Zdhler - und somit auch der ganze Bruch - fiir k > 4, v > k,0 < A < 1 negativ.
Der Quotient Q7 ist somit monoton fallend in z. Mit anderen Worten: Der Scheitelpunkt, der
am langsamsten wandert, ist der, den wir fiir z = 1 erhalten, also der Scheitelpunkt x () (der
Scheitelpunkt x (o) wurde in dieser Behauptung ja bewusst aufler Acht gelassen, da er gar nicht

wandert).

Auf dem selben Wege wird nun nach dem am schnellsten wachsenden Schnittpunkt gesucht.

Die Ableitung von Q; nach z ergibt dabei:

0Q2 _ —Be(2ez+b)(D+E)
0z 2(2ez+(v+1)B)2 (2e2(v—2)+B (v—3))2/(2e2+B) (2ez+B (v+1)) (/(2e2+B) (2ez+B (v+1))—(B+2ez) (v—1))2’
wobei

D =2(v—1)/(2ez+ B)(2ez + (v + 1)B)(8e3v3z3 —40e3v?23 + 64¢3vz3 — 64323 +12Be?v322
— 76Be*Vv2z? + 112Be%vz? — 144Pe222 4 2B%2eviz — 42B%ev?z + 46B%evz — 102B%¢ez
— B3v3 — 9332 + B3v —23p3)
und
E=—((v+1)p + 2¢ez)-
(V3 (2ez+B)((16e%222 +22Bez+ B?) —vPB(2ez+B)) —2(2ez+ B)(32e22? +56PBez+23p2)
+v(256€323 + 544222 +352B2ez+71B3) —v2 (1766323 +360B 222 +216B2cz+41p3))

ist.

Das Vorzeichen der Summe D + E zu ermitteln, ist aufgrund der recht komplexen Gestalt der
Summanden und vor allem aufgrund des storenden Wurzelterms in D sehr miithsam. Behelfen
kann man sich hier jedoch mit einem Trick: Anstatt wirklich die Summe D + E zu betrachten,
betrachtet man zunichst nur die Differenz D? — E2, die sich - auch wenn es die Einzelbe-
standteile nicht vermuten lassen wiirden - namlich noch recht kompakt darstellen ldsst. Wenn
fur diese Differenz nun gelten sollte, dass sie grofier Null ist, so wiirde das Vorzeichen der
Summe (D + E) dem Vorzeichen von D entsprechen. Sollte die Differenz D? — E? hingegen
kleiner als Null sein, so wiirde das Vorzeichen von E das Vorzeichen der Summe bestimmen.
Gleichbedeutend mit der Ermittlung des Vorzeichens von D + E ist also die Uberpriifung des
Vorzeichens von D? — E2 und der anschlieffenden Ermittlung des Vorzeichens des bestimmen-

den Summanden.
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Fiir D? — E? erhélt man:
D2 —E2=v2(2ez+ (v+1)B)(2ez(v—2)+B(v—3))*-F
mit
F =48Bc?v?z? — 204pB%evz — B3v3 — 7p3v2 —47B3v + 2333
+32e3v223 —128e3vz3 + 64¢€323 + 102p% ez + 144 c%2% — 288Be?vz? + 6B%eviz
Die Faktoren vZ, (2ez(v — 2) + B(v — 3))* und (2ez + (v + 1)B) sind alle grofler oder gleich
Null (letzterer wegen Behauptung 2.7). Der Faktor F ist negativ. Dies zeigt man durch eine
Abschétzung des Ausdrucks nach oben:
F = 48Be?v?z% — 204B%evz — B3v3 — 7p3v2 —47p3v 4+ 2333
—i—LZs/L((v —3)2 4+ (2v—7) +Ei§(1ozb + 144ez) — 288Be*vz? +6B%ev?z

<0 >0, wenn v>4 <0 >0 wegen 2.7 <0 <0

<0 <0
< 48perviz? —204B%evz — B3V — 7R3V —47B3v + 2333
o 48e2v22% — 204Bevz — B2V — 7p2vE —47B%v + 23p7 ()
N~

<92
< 48e?v?z? — 204Bevz — B2V — 7BV —47BZv + 92

< 48wz ypoalkdive (o)W gk g7 (e 1) Y492 (g)
< 1k 3) +1oz L= ‘kzk 5 ()PP 7O y70c 1y 90 ()
< (k= 3) +5(k—4)3 +1k0(k 1)2+43(3k—10) (l)
<0 fiir k> 4.

An den mit Buchstaben gekennzeichneten Stellen gilt die Abschédtzung jeweils wegen einem

der folgenden Argumente:

e Bei (f) wurde ausgenutzt, dass 3 immer positiv ist (siehe auch Behauptung 2.4), und das

Vorzeichen des Ausdrucks sich also nicht @ndert, wenn man durch {3 teilt.

e Bei (g) wurde der Umstand genutzt, dass alle Summanden monoton in A fallen (siehe
hierzu auch Behauptung 2.6). Fiir A = 0 erreichen alle Summanden also ihren hochsten

Wert und die Summe dieser Maximalwerte kann als Abschédtzung verwendet werden.

e Auch bei (h) wurde eine offensichtliche Monotonie ausgenutzt, diesmal jedoch die in
z. Da nur Schnittpunkte Xzlz41 Mit z < b betrachtet werden, ldsst sich also durch

—3

Einsetzen von z = X2 eine Obergrenze flnden

e Bei (i) wurde schlieSlich benutzt, dass der Ausdruck monoton in v fallend ist und der
kleinstmogliche Wert fiir v genau v = k entspricht. Dementsprechend erreicht der Aus-
druck also auch fiir v = k sein Maximum und diese Ersetzung kann zur Abschitzung
nach oben benutzt werden.

Die angesprochene Monotonie in v ldsst sich durch die Betrachtung der Ableitungen
des bei (h) gezeigten Ausdrucks nachweisen:

2
3. Ableitung des Ausdrucks nach v: % < —6“1;2”

<0
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~» 2. Ableitung des Ausdrucks nach v wird maximal fiir v = k:
A(h)  _ 6(k=2)°+14(k—2)*+(106k—210)
dZv = k2

~ 1. Ableitung des Ausdrucks nach v wird maximal fiir v = k:

9(h) 3(k—2)*+8k?(k—1)+(208k—307)
ov < - k2 <0

<0

Da in dieser Arbeit nur die Situation k > 4 untersucht wird, ist somit gezeigt, dass F und damit
auch die Differenz D? — E? negativ ist. Es geniigt daher, das Vorzeichen von E zu bestimmen,

um das Vorzeichen des Ausdrucks D + E zu erfahren.
Der Ausdruck E selbst ist aber das Produkt der folgenden beiden Faktoren:
E=—((v+1)B+2ez)-E,

wobei
(1) (11)
E=v3(2ez+ B)((16%2? + 22Bez + B?) —vB(2ez + B)) —2(2ez + B)(32e%2* + 56pez + 23p2)
+ V(2566323 + 544227 + 352B%ez + 71B3) — V2 (176632 + 360Pe%z2 + 216p2%cz + 41B3)

(111)

ist.

Der erste Faktor dieses Produkts, —((v + 1) + 2¢z), ist wegen Behauptung 2.7 und des Mi-
nuszeichens vor dem Ausdruck offensichtlich negativ. Dass aber auch der zweite Faktor, E,
negativ sein muss, ldsst sich tiber seine Aufteilung in die drei Summanden (I), (II) und (III)
zeigen. Fiir diese Summanden gilt ndmlich jeweils:
>0 wegen 2.7
——
(1) = v¥(2ez+ B) (166222 + 22Bez + B2) —vB(2ez + B))
o 16e22% +22Bez + B2 —v B(2ez + P)
—_———
v>4 >0 wegen 2.7
122 2 2.2 2
< 16e%z% +22Bez+ B? —4B(2ez+ B) = 16e%z* + 14PBez — 3P

= l4ez ([5+?£z) fﬂﬁj<0
<0 )
>0 wegen 2.7
—_———
<0

(I1) = —2(2ez + B)(32e%2? 4 56Bcz + 23p2)
=—2(2ez+ B)(16(B + Fez)? + 7B% + 12Bez + £¢?2?)

>0

11 12 7
=2 (2ez+B) (16(B+ —ez)>+7p (B + —ez) +-€22%) <0
>0 wegen 2.7

>0 >0 wegen 2.7 >0
(I11) = v(256€323 + 544222 +352R2ez+ 71B3) —v2 (1766323 + 360222 + 2162 ez +41B3)

o 256e3z3 + 544Be%2? + 352P%ez + 71B3 — v(176e323 + 360Be%z% + 216B%ez +41B3)
= 256e323 + 544pe?2? 4 352B%ez + 71P3

—v (41 (B +2ez)® — ez (25(B + 2e2)* + (B + 4¢ez)? +4(B + 3¢2)?))
- =~
>0 wegen 2.7 <0 >0
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v>3
2566323 + 544Be2z? + 352B2¢ez + 7163
—3(41(B + 2ez)® — ez(25(B + 2ez)? + (B + 4ez)? + 4(p + 3¢2)?))
= —4(13B3 +74B%ez + 134B %z + 68¢323)
= —4(13(p + 2ez)® —2ez(2(p + 3e2)? —Pez)) <0
~—_— T —  —— —

>0 wegen 2.7 >0 >0 >0

>0
Da alle drei Teilsummanden kleiner oder gleich Null sind, ist ihre Summe, E, natiirlich erst
recht negativ. Wie bereits begriindet folgt daraus nun direkt, dass der Ausdruck E und somit

auch die Summe D + E positiv sind.

Fiir den Zdhler der Ableitung % gilt also zusammengefasst:

—Be-(2ez+b)-(D+E) >0
~ ——— ——
>0 >0 wegen 2.7 >0

Da aber auch der Nenner der Ableitung in jedem Fall positiv ist, ist die gesamte Ableitung

(v+1)
Xz\z+1

grofler Null und Q, (und damit auch der Quotient ) ) folglich monoton wachsend in z.

zlz+1

Der schnellst wachsende Schnittpunkt ist also der, den man fiir z = 0 erhélt: Der Schnittpunkt

XOH'

Wenn also das relative Verdnderungsverhalten des schnellst wachsenden Schnittpunkts mit
dem des langsamst wachsenden Scheitelpunkts verglichen werden soll, miissen die folgenden

beiden Punkte betrachtet werden:

_ Vv+1

X . (k—3—1)B+2«
o = "y AT

und X(1) =~ n—5pT2a

(Siehe zur Ermittlung dieser Darstellung der Punkte auch die Beweise zu den Behauptungen
6.1und 5.2.)

Die relativen Ableitungen dieser beiden Punkte beziiglich v sehen wie folgt aus:

L vid und 1= = B )(BY(K=3)+2a(vi1)+B(k-5))
O = Son = 2 ) (VT +v—T) V= X0y T T vikv=5)pr2a) (v(k—3—1)+2av)

Sowohl ry als auch 1¢; sind ganz offensichtlich negativ. Fiir den Quotienten dieser relativen

Ableitungen ergibt sich:

von . VvV+3)((k+v—5)p +2«) . (Bv(k—3) 4+ 200v — B)
28+ vV T+v—1) (Bv(k—3)+20v+ 20+ B(k—5))
G1 GZ

Am Wert dieses Quotienten lisst sich nun ablesen, wer mit wachsendem v schneller wichst,
ob Scheitel- oder Schnittpunkt. Fiir Werte grofier 1 wire es der Schnittpunkt, fiir Werte kleiner
1 der Scheitelpunkt.

In der obigen Darstellung wurde der Quotient bereits in zwei offensichtlich positive Faktoren
G7 und G zerlegt. Im Folgenden soll gezeigt werden, dass beide Teilfaktoren jeweils kleiner

1 sind und es der Gesamtausdruck dementsprechend erst recht ist.
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Fiir G; ist dies schnell gezeigt: Der Term Bv(k—3) +2«v taucht hier in Zahler und Nenner auf.
Der Summand (k — 5), der im Nenner steht, ist fiir k > 4 aber grofier oder gleich dem —f3,
das im Zihler steht. Da auch der Summand 2« aus dem Nenner grofier als Null ist, ist klar,
dass der Zahler auf jeden Fall kleiner ist als der Nenner, und damit der gesamte Bruch kleiner

als 1 sein muss.

Der Faktor G; lasst sich nach oben abschitzen, indem man sich zunutze macht, dass nach Vor-
aussetzung v > k und nach Behauptung 2.5 fiir A € [0, 1) auch B > «ist. Durch Ersetzen des im
Ziahler auftauchenden k durch v bzw. « durch (3 ergibt sich dann die folgende Oberschranke:

Gy < v(v+3)((2v 5)[5+2<x) < v(v+3)((2v 5)B+2PB) o v(v+3)(v—3)
N 2B N v WA T v 1) " 2Bt DD (WA Tv—1) (v D (v (Vv T+v—1)
v>k ox<p

Durch einfache Aquivalenzumformungen lésst sich nun zeigen, dass diese Obergrenze fiir alle
relevanten Werte von v mit v > 4 kleiner als 1 ist:

v(v+3)(v77) <1
(v+1)( J(Vv+T4+v—T1)
(:)v(v+3)(v—f) (v+1)(v—1)x/v+1+(v+1)(v—1)2

& Svi-7v—2 ’27" 2o (v+)v=TWv+1

o BVETv2lE gy 13— 1)2

& 2(dvh — 21v3 + 62v2 — 37y — 24) > 0
&4yt — 2103 +62v2 —37v—24 >0
S4v-2"+11(v=234+v(32v—41) >0

Mit G; und G; ist aber auch der Quotient — °“ kleiner als 1. Anders ausgedriickt bedeutet
dies nun: Selbst der ,langsamste” der betrachteten Scheitelpunkte wéchst also im Verhéltnis
immer noch schneller als der ,schnellste” der betrachteten Schnittpunkte. Damit ist also die

Behauptung gezeigt. U

Die Aussage der Behauptung lasst sich folgendermaflen zusammenfassen: Scheitelpunkte konnen
mit wachsendem v Schnittpunkte iiberholen, Schnittpunkte aber keine Scheitelpunkte. Mit dieser

recht technischen Behauptung kann nun eine ganz praktische Aussage bewiesen werden.

Behauptung 6.3: Sei im Folgenden i < % —1:
o Wenn dann fiir gegebene Werte von A und v die Optimalstelle bei x;);1 liegt, so kann sie fiir grifSere
Werte von v nur an den Stellen x;j;,.1 und x5y mit j < i liegen.
o Liegt die Optimalstelle fiir gegebenes A und v bei x(y), so kann sie fiir grofere Werte von v nur an

den Stellen x;, 5, 11 und xj,) mit j1 < iundj <1iliegen.

Beweis: Damit fiir gegebene Parameterwerte x;);1 die gesuchte Stelle sein kann, muss nach

Behauptung 5.6 hierfiir gelten, dass

H;M(x( )>0 und H’ ) x™ ) <o
)

ii+1 ii+1
(1 +1)
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ist. Es gelten also die folgenden beiden Aussagen (siehe dazu auch den Beweis zu Behauptung
5.3 und bedenke, dass all diese Scheitel- und Schnittpunkte negativ sind, sich Ungleichungen

beim Dividieren bzw. Multiplizieren mit ihnen also umdrehen):

(V) ( )

(v) (i+1)
>1ur1dx+)>xm+1<:>X <T.
1|1+1 1\1+1

(v)
X =

1|1+1 &

Da durch die zu Beginn der Behauptung gestellte Forderung i < & — 1 sichergestellt ist, dass
fiir den Scheitelpunkt x(;j und den Schnittpunkt x;_;}; die Bedingung aus Behauptung 6.2

erfiillt ist, kann diese Behauptung nun entsprechend verwendet werden. Wegen ihr gilt

X(V+1) (v+1) (v+1) (v)
(1) ili+1 (i) (1)
o < T © o < T

X(1) Xi)i41 il Xii1

und folglich auch fiir v* > v (durch mehrmaliges Anwenden der Behauptung)
(v*) X X )
() i X4 (i)
o < T & e < v
(1) i+ i1 i1

Kombiniert man diese Abschédtzungen mit den obigen Aussagen, so gelangt man zu den fol-

genden beiden zu betrachtenden Szenarien: Entweder gilt auch hier, dass

(V) *)

XE:)*) <X 1\1+1 A ((vl*)) > 1 und X’ v )1) 2 X1(.h+1 A ((Lt;) <1
lh+1 1\l+1
ist, oder es tritt der Fall ein, dass
(v*) x( ) (v* ()
X(i) = 1‘1+1 < lh+l = I und X > X1\1+1 < i‘vl:)] = I

In ersterem Fall gilt 4quivalent zur obigen Szenariobeschreibung

¢ (v* (v)
HS}_V;)( 1\1+1) >0 und HS(_H)(XmH) <0

d.h. die Optimalstelle liegt nach Behauptung 5.6 fiir v* am gleichen Schnittpunkt wie fiir v.
Im zweiten Fall gilt

H o) (x ) ) <0 und H, . Yy <o,
(1)

1\1+1 i+1
(1+1)

d.h. die Optimalstelle muss nun rechts von dem Schnittpunkt x;j;; liegen, da links davon
die Funktionswerte ja noch hoher sind. Aufgrund von Behauptung 5.5 konnen rechts des
Schnittpunkts aber tiberhaupt nur Sequenzen s(,) mit z < i beziehungsweise ihre Scheitel-

und Schnittpunkte in Frage kommen. Damit ist der erste Teil der Behauptung also gezeigt.

Der zweite Teil der Behauptung folgt ganz analog: Wenn fiir ein v die gesuchte Optimalstelle

bei x ;) liegt, so gilt nach Behauptung 5.6 auch

H;(V,(( )<OundH(v)( M )>0
(i)

1\1+1 i—1[1
und damit
(v) ) x(1) v _ ) ?”3
X)) > X1 F o0 <Tund x;{) <x5; & > 1.

1\1+1 1 1 |i
Da wegen Behauptung 6.2 nun aber wiederum gilt, dass

X(y+l) (v) (v+1) (v)

(i) (1) (1) (i)
o < oo und ey <
i1 Xili41 i1 X1
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folgen fiir v* > v auch hier wieder zwei Szenarien. Beim ersten der beiden Szenarien ist

H. oy (gl 4) < 0 und H () (6(5]) > 0
(1) (1)

und die gesuchte Stelle dementsprechend nach 5.6 wieder der Scheitelpunkt der Sequenz s ;).

Beim Alternativszenario muss gelten

HS(V*>(X£\\1+)1) <0 und H ., (ng‘i) <0,
(i) (1)

was zusammengenommen aufgrund von Behauptung 4.4 einfach der zweiten Teilbedingung

¢ (v)

H (V*)(XFW) <0
S(i)

entspricht. Wenn die Ableitung der Sequenz s ;) am Schnittpunkt x;_;; aber fallt, so kann die
Optimalstelle nicht links dieses Schnittpunkts liegen. In Frage kommen also nur die Schnitt-
und Scheitelpunkte grofier oder gleich x;_;j; und das sind nach Behauptung 5.5 genau die im
zweiten Teil der Behauptung genannten mit Ausnahme von x ;). Fasst man beide Szenarien
zusammen, so ist damit auch der zweite Teil der Behauptung gezeigt und der Beweis abge-

schlossen. O

Umgangssprachlich ausgedrtickt ldsst sich die Aussage von Behauptung 6.3 also als ,Monotonie
in v* verstehen: Je grofier der Wert von v, desto niedriger die Anzahl eingesetzter Kontrollen
in den zugehorigen optimalen Sequenzen. Die in der Behauptung geforderte Beschrankung auf
Punkte x (i) bzw. xjji41 mit i < % — 1 stellt dabei nur scheinbar eine Einschrankung dar: Wie
nédmlich in den letzten beiden Behauptungen dieser Arbeit, 6.4 und 6.5, zu sehen sein wird, sind
fir k > 5 und v = k tiberhaupt nur solche Stellen relevant, d.h. die Behauptung gilt ab dieser

Mindestblocklénge von 5 immer.

Ein vergleichbares Monotonieresultat wie das in Behauptung 6.3 fiir v gezeigte existiert {ibrigens
fuir steigende Werte von A nicht, wie auch Abbildung 2 auf Seite 55 beweist. Zur Erstellung die-
ser Abbildung wurde fiir festes k und verschiedene Parameterkombinationen aus A und v mit
dem in Behauptung 5.6 vorgestellten Verfahren nach den optimalen Sequenzen gesucht. Welche
Stelle argmin  max, H(x) fiir welche Kombination der Parameter jeweils optimal war, ist in der
Abbildung vermerkt.

Wie man an dieser Grafik erkennt, scheint es fiir die meisten Werte von v nun zwar tatsichlich so
etwas wie eine ,Monotonie in A” in dem Sinne zu geben, dass mit wachsenden A meist auch die
Anzahl eingesetzter Kontrollen bei den jeweiligen optimalen Sequenzen sinkt, nur gilt dies aber
eben nicht fiir alle Werte von v: Bei dem hier betrachteten k = 5ist fiir v = 11 der Scheitelpunkt der
Sequenz s(1y sowohl fiir sehr kleine A-Werte als auch fiir Werte um 0.65 herum die Optimalstelle,

nicht aber fiir dazwischenliegende A-Werte wie zum Beispiel A = 0.4.

Im Folgenden soll nun mit Hilfe von Behauptung 6.2 untersucht werden, wie viele Kontrollen
die optimalen Sequenzen fiir gegebenes k hochstens einsetzen. Diese Untersuchung ist auf zwei

Behauptungen aufgeteilt: In Behauptung 6.4 wird ein allgemeines Ergebnis fiir Blockldngen k
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von mindestens 13 hergeleitet. In Behauptung 6.5 werden dann in Einzelbetrachtung die noch zu

untersuchenden, aber von Behauptung 6.4 nicht erfassten Fille k = 5 bis k = 12 iiberpriift.

Behauptung 6.4: Fiir i > 4 und k € [(1 — 1)2 +1,1% + 1] kommen als gesuchte Stelle nur Schnitt-
punkte x;, _1)5, mit j1 < iund Scheitelpunkte x(;,) mit jo < iin Frage. Die Obergrenze fiir die Anzahl

einzusetzender Kontrollen liegt demnach bei 1i.

Beweis: Notwendige Bedingung dafiir, dass es sich bei einem Scheitelpunkt x(;) oder einem
Schnittpunkt x;j;1 um die gesuchte Stelle handeln kann, ist, dass am Schnittpunkt x;_;}; die
zu Sequenz s(;) gehorende H-Funktion eine nicht-negative Ableitung hat. Dies sieht man, in-

dem man sich tiberlegt, welche Auswirkungen die Alternative hatte. Es gilt ndamlich:
HS(i)(XFHi) <0 = Hs(i)(xi\i+1) <0,

da wegen Behauptung 4.4 x;;11 < xi_7}; gilt und es sich bei allen noch betrachteten H-

Funktionen um nach oben gedffnete Parabeln handelt (sieche Behauptung 2.2).

Alleine die Tatsache, dass Hs,, (xi—11) < 0 ist, reicht aber nun schon aus, um den Scheitel-
punkt x(;y aus dem Kreis der Kandidatenpunkte auszuschliefien, da er damit namlich nicht die
Bedingung aus Behauptung 5.6 erfiillen kann. Aufgrund der aus der Ungleichung gezogenen
Folgerung kann aber auch der Schnittpunkt x;j;;1 die an ihn nach Behauptung 5.6 gestellten

Bedingungen nicht erfiillen und scheidet ebenfalls aus.

Um zu zeigen, dass die in der Behauptung genannten Obergrenzen tatsdchlich zutreffen,

gentigt es also zu zeigen, dass
Hs ., (xi—111) <0
ist, fallsi >4 und k € [(i — 1) +1,i? + 1.

Diese Untersuchung kann man sich nun aber unter Bertiicksichtigung der Ergebnisse aus Be-
hauptung 6.2 noch ein wenig erleichtern. Fiir einen Schnittpunkt x;_;j; und einen Scheitel-

punkt x ;) gilt fiir i < X nach dieser Behauptung nédmlich

x(v+1) (v+1) (v+1) x)

(i) i—1i 5 : (1) (i)
o < T bzw. dquivalent dazu —i < |5
(1)

i—T1Ji i—T11 i—T1]1

Dass in der hier betrachteten Situation die Bedingung erfiillt ist und i < ¥ gelten muss, sieht
man anhand von folgender Umformung, bei der man fiir k den kleinstmoglichen vorgesehe-
nen (und damit ungiinstigsten) Wert von (i — 1)? + i einsetzt:

. 2 .
i<k oicBUH o ocli2 3411 o 0<li(i-3)+

N[—=

Beachte dabei, dass im letzten Ausdruck fiir i > 3 nur positive Summanden stehen. Obige Un-
gleichung lésst sich also anwenden und man kann damit analog zum Beweis zu Behauptung

6.3 weiter folgern, dass

(v) (v+1)

X(i i 1
Hsm (xgym) <0 & Xiﬁ)m <XEB’ o dl<le o<l HSEY]*”(XEﬁH)) <0
i i—1]1 i—1]i N
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Gilt die Aussage also fiir ein v, so gilt sie folglich erst recht fiir alle nachfolgenden v*) > v.
Die Giiltigkeit der Aussage muss also nur noch fiir den ,,Worst Case” v = k gezeigt werden.

Fiir diesen erhilt man nun mit

mz(S(i)) = %(1 + iA2 + 1'.26) my (S(i)) = ](1?1(20(-1- (k—2—-1)p— mz(S(i))
und
(k1) 2e(GD)+B) (B (Kt 1) +2e(i—1))+B (k+1)+2e(i—1)
Xi—1]i = Ze(1-1)(k—2)k+B(k—3)k

(siehe dazu auch die Beweise zu den Behauptungen 4.1 und 4.4) fiir Hs  (xi—1j1):

_ 2
Hs i) (xioapi) = TRBR3) 1 2:-N(k—2)) (h1 —ha2),

wobei

hi = VB +2e(i—1))((k+1B+2e(i—1)2x+ (k—2—1)p +ilk —2)(B + (i — 1))
hy =(k—1((B+2e(i—1))(2a+ B(k—2)) — Pie(i—1)).

Der Faktor 1~ 777 istimmer positiv. Dies sieht man, indem man den Ausdruck

2
B(k—3)+2e(i—1)(k—
im Nenner niher betrachtet. Dabei kann man zunichst seine offensichtliche Monotonie in A

ausnutzen und dann verwenden, dass k in dieser Behauptung > (i — 1 )2 4 iist:

Beh. 2.4

. TN (k1) (k-3 2(i—1)(k—2 k—2)(k—3 2(i—1)(k—2
Blk—3)+2e(i—1)(k—2) > G=Dlk=3) 20-Dk2) o (ko)) 20-D(k=2)

o« k—=3-21-1) > ({i-1)2+1-3-2i+2 = i(i—3)

Diese Untergrenze ist fiir i > 4 aber positiv und dementsprechend auch der gesamte Faktor.

Weniger einfach ist es, das Vorzeichen der Differenz hy — h; zu bestimmen. Aufgrund der
Behauptungen 2.4 und 2.7 ist klar, dass beide Terme grofier oder gleich Null sind. Dadurch
ist das Problem der Bestimmung des Vorzeichens ihrer Differenz zwar nicht aus dem Weg
gerdumt, man kann nun allerdings benutzen, dass wenn h; —h, > 0 ist, auch die Differenz
h# — h3 > 0 sein muss, und sich auf dieser Weise des Wurzelausdrucks entledigen. Durch

Quadrieren und Aufteilen des Ergebnisses in zwei Summanden ergibt sich:
hi-hi=t;+t2
mit
t1 =3B +2e(i—1))((k+1)B+2e[i—1)20+ (k—2—1)p)? — (k—1)2p%%e3(i—1)?
und

t2=(B+2e(i—1) - [((k+1)B +2e(i—T1))
(3 2o+ (k—2—1)B)?+2(2a+(k—2—1)B) (k—2)i(B+e(i—1))+i? (k—2)2 (B+(i—1)e)?)
—(k=1)?2x+ Bk —2))((B +2e(i—1)) (20t + B(k —2)) — 2Bie(i—1))]

Im Folgenden wird nun gezeigt werden, dass beide Summanden t; und t, positiv sind. Be-

gonnen wird dabei mit einer Abschidtzung des Summanden t;.
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(B +2e(A—N(k+ 1P +2e(i—1))2a+ (k—2—1)p)* — (k= 1)2p%i%e2(i—1)?

w \

s . t fallend in A
alle Faktoren positiv und monoton wachsend in A monoton farenc in

X T erreicht Minimum fur A=0
erreicht Minimum fiir A=0

> 10D (0 21 4 1) (k— )2 (K2 — 20+ 1) — D0 (- 1)2¢2

o T(k=21+ 1) (k—1)?(k* —2i+ 1) — (k= 1)?(i — 1)%i?

= %(k—Zi—H)(k—i)z(k—])z—(k—])z(i—1)ziz+%(k—Zi—H)(k—iP
>0

> Hk=2i+1)(k—1)?(k—1)2 = (k—1)2(1—1)%i?

OC% (k—2i+1)(k—1)? —(i—])ziz\z/(i N2aE* —51.3+6L —7i+2)

monoton wachsend in k k>(1i—-1)2+1i
> (171)2(14,?%612771) _ (12(1—1)(1—4)+3 (i-2)i)(i-1)? >0 firr >4,

Bei dieser Abschitzung wurde benutzt, dass wie schon gezeigt i < % ist und folglich auch die

weiteren Ungleichungen
e(k—2—1)>0 e2(i—1)<k—2 ek—214+1>0

gelten. Wegen der ersten dieser Ungleichungen ist der Ausdruck 2+ (k—2—1)3 auf jeden Fall
positiv, wegen der zweiten greift bei (f +2¢(i— 1)) und ((k+ 1) + 2¢(i — 1)) Behauptung 2.7
und auch diese Ausdriicke sind demnach positiv. Da aufgrund der Behauptungen 2.4 und 2.7
aber auch die Grofien «, 3 und € monoton in A wachsen und Bzez monoton darin fillt, konnte

somit die Monotonie des Gesamtausdrucks t; fiir die Abschdtzung verwendet werden.

Auch bei der Abschdtzung von t; kann man ausnutzen, dass (3 + 2e(i — 1)) positiv ist. Da
zudem gilt, dass
(K+DB+2e(i—-1)=kp+(B+2(i—1)>kp = 2p +(k—2)B >2a+ (k—2)p
5 S
ist, gelangt man zur folgenden Untergrenze fiir t;:
>0
t2=(B+2e(i—1)) - [((k+1)B+2e(i—1))
(3 2+ (k—2—1)B)?+2(2a+(k—2—1)B) (k—2)i(B+e(i—1))+i% (k—2)2 (B+(i—1)e)?)
— (k= 1220+ Bk = 2))((B + 2e(i—1))(2ac + B(k —2)) — 2Bie(i 1))
>200+(k—2)B
x ((k+1)B+2e(i—1))-
(3 (20 (k—2—1)B)2+2(20c+ (k—2—1)B) (k—2)i( B+e(i—1))+i% (k—2)2 (B+(i—1)e)?)
— (k=122 + Bk —=2)((B +2e(i—1))(2a+ B(k —2)) — 2Bie(i—1))
> (2a+ (k—2)B)-
(3 20+ (k=2—1)B)?+2(20+ (k—2—1) B) (k—2)i(B+e(i—1))+i? (k—2)?(B+(i—1)e)?)
(k=122 + B(k—z))(((5+2£( — 1)) (20c+ Bk — 2))—213i€(i—1))
o (5204 (k=2—1)B)? +2(2x+ (k—2—1)B) (k—2) U B+e(i—1)) +i* (k—=2)2(B+(i—1)¢)?)
(k— D2((B + 2e[i— 1)(2a + Bk —2)) — 2Bic(i— 1))
=Be(i—1)(2(k —2)%1 —2(k — 2)i? + 2(k — 2)%12 — 2(k — 1)?2(k — 2) + 2(k — 1)?1)
+B2(2(k—2)2i—2(k—2)i% + (k—2)*12 — (k= 1)} (k—2)) + 3 (2a + (k —2—1)B)?
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+e2(k—222(1 =12+ ap (4i(k—2) = 2(k— 1))+ ae(i—1)4i(k —2) —4(k — 1)?)

>0 <p2 <0
>Pe(i—1)(2(k—2)21—2(k—2)i? +2(k—2)%i? = 2(k— 1)*(k —2) + 2(k — 1)?Q)

+B2(2(k—2)2i—2(k—2)i% + (k—2)%12 — (k= 1)2(k —2)) + 22+ (k — 2 —1)B)?
+ B2(4i(k—2) —2(k—1)2) + Qe [L=1) (4ilk —2) —4(k - 1?%)

<Ipe<o <0

> Be(i—1)(2(k —2)2i— 2(k — 2)i2 + 2(k — 2)212 — 2(k — 1)2(k — 2) + 2(k — 1))
+B2(2(k—2)2i—2(k—2)i* + (k—2)%12 — (k— 1)} (k—2)) + 22+ (k—2—1)B)?
+B%(4i(k—2) —2(k—1)2) + Be(i—1(2i(k—2) —2(k —1)?)

=B%(2(k—2)*1+4i(k—2) —2(k — 2)i% + (k — 2)%i* — (k — 1)%k)

t21

+Be(i—1)2((k—2)%i— (k—2)i2 + (k—2)%% + (k—1D?i+i(k—2)— (k—1)%)

t2,2

+§(Zoc+ (k—2—1)p)?

tz3
Dabei wurde an einigen Stellen das Resultat von Behauptung 2.5 verwendet: 3 ist immer
grofier oder gleich «, aber nie grofler als 2«. Beriicksichtigt man, dass zudem ¢ nach Behaup-

tung 2.4 < 0 ist, so ergibt sich daraus auch a > 1 > 0 = ae < 1pe < 0.

Alle drei Teilsummanden von t, sind monoton wachsend in A. Dies sieht man wie folgt:
e Bei t, 1 hat der Vorfaktor von 2 die folgende zweite Ableitung nach k:
—6k + 2i? +4i+4\§/—4((i—2)z +7(31—7)) <0 firi> 3.
k> (i-1)2+i
Der Vorfaktor ist also konkav in k und nimmt sein Minimum daher am Rand des zu
betrachtenden Bereichs an, d.h. entweder fiir k = (i — 1)? 4+ i oder k = i% + 1. Fiir die
beiden Randstellen ergibt sich aber:
k={—-124+1~i31—2)*+131—2+151—2)24+2(1—3)) >0 fir i>3
k=1i% +1 ~ (=2 4+6(1—224+71—4)2+(211—81)>0 fur i>4
Da der Vorfaktor also an beiden Randern nicht-negativ ist, kann er aufgrund seiner Kon-
kavitit auch dazwischen nicht negativ sein. Da nach Behauptung 2.6 2 monoton wach-

send in A ist, folgt somit auch die Monotonie des ganzen Teilsummanden t; ;.

e Der Vorfaktor von (3¢ im zweiten Teilsummanden t; ; hat als zweite Ableitung nach k:
—4({i—-1)3k—i?—2i—3) < —4(1—-1i(2i—5) < 0firi>3
~—
k>(i—1)2+i

Auch dieser Vorfaktor ist also konkav in k und nimmt sein Minimum daher fiir einen
der Randwerte von k an. Fiir diese Randstellen erhilt man:

k=@{—124+1~2(i—1i2(312(1—3)+5i+3) >0 fir i >3

k=12 +1 ~ 20— ((A—D*+51—-1)23 +7(i—1)?+2(i—2)) > 0firi >2
Da der Ausdruck an beiden Rdndern aber immer noch positiv ist, ist er es auch im gesam-
ten dazwischenliegenden Bereich. Aufgrund der ebenfalls in Behauptung 2.7 gezeigten

Monotonie von be in A ist somit auch t; ; monoton in A.
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e Bei t; 3 folgt die Monotonie direkt aus der Tatsache, dass nach Behauptung 2.4 oc und 3

beide positiv und monoton in A sind.

Der ganze Ausdruck t; =ty > +12 2 4 t3 3 ldsst sich also weiter nach unten abschétzen, indem
man fiir «, 3 und e die Werte einsetzt, die sich fiir sie fiir A = 0 ergeben. Daraus folgt:
(%)
- (3k* = 31K — 121k% — 5K° + 61°Kk? + 271%k? + 28ik? — 7k* — 301’k — 44i’k
—4ik + 15k + 3613 + 8i2 — 12i — 6)

t), > —

Der erste Faktor dieser Untergrenze fiir t;, — %7, ist auf jeden Fall negativ. Dass aber auch der

Ausdruck (x) kleiner Null sein muss, sieht man wie folgt:

124
/\
a3 ) = 72k — (18i2 +721+30) > 6(31— 7)(3i—1)>0firi> 2
= %(k monoton wachsend in k k>(i—1)2+i
=
= 3 9L ]—2(18k2—9izk—36ik—15k+613+27iz+28i—7) > 2(9i* —57i% + 9312 —291—4)

=2(9(1—4)* +87(1—4)3 +273(1—4)2 + (2831 —1108)) > O fiiri > 4

= (%) ist konvex in k und nimmt das Maximum an einer der beiden Randstellen an.
An beiden Stellen sind die Werte aber negativ:

(%) firk = (i—1)? + i

—(A—=DiI9A =2 +41(i—2)* +41(1—3)3 + 93(1 —4)% + 1971 — 747) < O fiiri > 4
(%) firk =i% + i

—BA=1)74+141—2)°+89(1—3)° +622(1 — 3)* +1592(1 — 4)° + 6237(1 — 4)?

+ 72751 — 27546) < 0 fiiri > 4

Da der Ausdruck (x) selbst an seinen Maximalstellen fiir i > 4 negativ ist, ist er es auch an allen

anderen Stellen. Somit ist gezeigt, dass t, selbst aber immer positiv ist und damit auch h —h3.

Aufgrund des negativen Vorfaktors ist Hs  (xi_11) = _k(ﬁ(kf3)+2§(if1)(k,2)) - (hy — hy)

dementsprechend immer negativ und der Beweis abgeschlossen. O

Die Obergrenze aus Behauptung 6.4 liefse sich sogar noch weiter verschérfen. Da der Beweis dann
allerdings noch unangenehmer werden wiirde, weil nicht mehr ganz so grofiziigig abgeschitzt
werden konnte, und der Zusatznutzen aber nur sehr gering wére, wird hier bewusst auf den
Beweis dieser verschérften Variante verzichtet und diese Variante nur als Vermutung gedufsert.

In ihrer schirfer formulierten Fassung miisste Behauptung 6.4 demnach wie folgt lauten:

Fiiri > 4 und k € [i* — 1,i% + 2i — 1] kommen als gesuchte Stelle nur Schnittpunkte x;, _y;, mit
j1 < iund Scheitelpunkte x(;,) mit jo < iin Frage. Die Obergrenze fiir die Anzahl einzusetzender

Kontrollen liegt demnach bei 1.
In Tabelle 2 ist fiir Blocklangen bis knapp tiber k = 100 gegeniibergestellt, wie die Obergrenzen
der Anzahl verwendeter Kontrollen nach den beiden Varianten von Behauptung 6.4 aussehen.

Behauptung 6.4 greift wie gesehen erst fiir Blocklangen k > 13. Die Fille k = 3 und k =4 wurden

bei [Kunert et al., 2010] sehr intensiv behandelt und bediirfen somit keiner weiteren Betrachtung
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Tabelle 2: Obergrenzen der Zahl zu verwendender Kontrollen fiir k > 13

Obergrenze | nach Behauptung 6.4 fiir k von...  nach verschérfter Variante fiir k von...
4 13 bis 20 15 bis 23
5 21 bis 30 24 bis 34
6 31 bis 42 35 bis 47
7 43 bis 56 48 bis 62
8 57 bis 72 63 bis 79
9 73 bis 90 80 bis 98
10 91 bis 110 99 bis 119

mehr. Der Vollstindigkeit halber sollten allerdings nattirlich auch die Félle k = 5 bis k = 12 un-
tersucht werden. Dartiber, wie in diesen die jeweiligen Obergrenzen aussehen, gibt die folgende
Behauptung Aufschlufs. Durch diese Behauptung ist dann auch der Nachweis erbracht, dass fiir
k > 5 Sequenzen mit Randbelegung tatsdchlich keine Rolle mehr spielen und Behauptung 6.3

entsprechend uneingeschrankt giiltig ist.

Behauptung 6.5: Auch fiir k < 13 lassen sich Obergrenzen fiir die Zahl der Kontrollen in den optimalen

Sequenzen angeben:

e Fiirk € [5,7] kommen als gesuchte Stelle nur Schnittpunkte x;, _y);, mit j1 < 2 und Scheitelpunkte
X(j,) mit j2 < 2 in Frage. Die Obergrenze fiir die Anzahl einzusetzender Kontrollen liegt demnach
bei 2.

e Fiir k € [8,12] kommen als gesuchte Stelle nur Schnittpunkte x;, _qj;, mit j1 < 3 und Scheitel-

punkte x(j,y mit j» < 3 in Frage. Die Obergrenze fiir die Anzahl einzusetzender Kontrollen liegt

demnach bei 3.

Beweis: In diesem Beweis wird die Argumentation von Behauptung 6.4 aufgegriffen, die acht

von ihr noch nicht erfassten Félle k = 5 bis k = 12 aber als separate Einzelfélle betrachtet.
Wie in Behauptung 6.4 dargelegt, reicht es zu zeigen, dass fiir v =k
Hs ., (xi—11) <0

ist, um die Giiltigkeit der angegebenen Obergrenzen nachzuweisen. Behauptung 6.2 ist
ndmlich auf den Scheitelpunkt x(;) und den Schnittpunkt x;_;;; wieder anwendbar, da die
in der Behauptung genannten Bedingungen fiir die hier genannten Kombinationen aus i und
k jeweils erfiillt sind. Wie ebenfalls in Behauptung 6.4 zu sehen war, geniigt es dazu wiederum

das Vorzeichen der Differenz h; — h, zu ermitteln, wobei h; und h, wie folgt aussehen:

hi = VIB+2e(i—1))((k+1B+2e(i—1) 20+ (k—2—1)p +i(k —2)(B + (i— 1))
hy =(k—1)((B+2e(i—1))2ax+ B(k—2)) — Bile(i—1)).
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In dieser Situation lidsst sich dies durch Einsetzen der Definition von «, f und ¢ und der kon-
kreten Werte von i und k erledigen. Es ergibt sich nach geschicktem Zusammenfassen dann

fir hy — h; jeweils:

Firk =5undi=2:
BRI (171 (1 — A)° + 1962A(1 — A)8 + 10519A2(1 —A)7 + 3219473 (1 —A)®
+ 604330 (1= A)% 4 7126205 (1 — \)* 4 52221A8(1 — A)3
+ 2271007 (1 — A)? + (531228 — 480077))

Firk=6undi=2:
—%(316(1 —A)? +3332A(1 — A)® + 1734672 (1 — A)7 + 52522A3(1 — A)®
+ 978950A% (1 — A)5 + 113894A5 (1 — A)* + 809008 (1 — A)3
+ 3295607 (1 — A)2 + (69768 — 638477))

Firk=7undi=2:
—EBATETAIIAT) (100(1 — A)? + 1440A(1 — A)® + 1186472(1 — A)7 + 4661673 (1 — A)°
+ T00590N* (1 — A)% + 126596A5 (1 — A)4 + 9242575 (1 — A)3
+ 3644207 (1 — A)%2 + (7136A8 — 6592)7))

Firk=8undi=3:
— OTHATA =TI (54975(1 — A)? + 524670M(1 — A)8 + 2358956A2(1 — A)7
+ 619017273 (1 — A)S 4 1012320004 (1 — A)3 + 1037544005 (1 — A)*
+ 6406416A8 (1 — A)3 4 218294477 (1 — A)2 + (373504A3 — 348480A7))

Firk=9undi=23:
— FEATIINIIA5) (47122(1 —N)° + 36882A(1 — )8 + 15841902 (1 — A)7 +401910A3 (1 —A)°
+ 640360A% (1 — A) + 640390A (1 — A)* 4 383119A6(1 — A)3
+ 123074\ (1 — A)? + (1942478 — 182400%))

Firk=10undi=3:
— (TNTAATI— 61231 (153909(1 — A)? + 1308258A(1 — A)® -+ 5449488A2(1 — A)7
+ 13539516A3 (1 — A)® + 212447927A* (1 — A)® + 2091507275 (1 — A)*
+ 1222267278 (1 — A)3 + 3723968M\7 (1 — A)2 4 (5458568 — 515328)\7))

Firk=1lundi=3:
BTN AT (95968(1 — A)° + 211248M(1 — A)® + 864916A2 (1 — A)7
213283603 (1 — A)6 + 333571504 (1 — A)5 + 326580003 (1 — A)*
18811296 (1 — A)3 + 546834N7 (1 — A)2 + (74912A8 — 71040A))

Firk=12undi=3:
ANTIIINTSTA5?) (78489(1 — A)° + 611586A(1 — A)® + 2507260A% (1 — A)7
+6265716A3 (1 — A)6 + 9954896\ (1 — A)® + 984315275 (1 — A)*
+ 565912006 (1 — A)3 + 158070477 (1 — A)2 + (203648A% — 193856A7))

Anhand dieser Darstellungen sieht man, dass all diese Differenzen h; — h, positiv sind: Die

Differenz lasst sich wie zuvor zu sehen ndmlich immer als Produkt zweier Faktoren schreiben.
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Der erste ist jeweils ein mit einem Minuszeichen versehener Bruch, dessen Nenner aufgrund
des Exponenten in jedem Fall positiv ist, und dessen Zdhler immer negativ ist. Letzteres sieht
man durch einen Blick auf die Koeffizienten: Die zu A" und A° gehérenden Koeffizienten ha-
ben alle ein negatives Vorzeichen und sind vom Betrag her ihren zu A? und A\* gehorenden
Pendants iiberlegen. Da wegen 0 < A < 1 aber gilt, dass 1 > A > A% > A3 ist, folgt daraus, dass
dieser Zahler kleiner Null sein muss. Da der Zahler aber negativ ist und der Nenner positiv,
ist auch der gesamte Bruch negativ und aufgrund des jeweils vor dem Bruch stehenden Mi-
nuszeichen der erste Faktor folglich positiv. Auch der zweite Faktor ist aber positiv: Da wegen
der gleichen Argumentation wie zuvor natiirlich auch gelten muss, dass A% > A?, ist klar, dass
dieser jeweils aus lauter positiven Summanden besteht und somit gar kein anderes Vorzeichen

haben kann.

Da h; — h; als Produkt zweier positiver Faktoren selbst nattirlich auch positiv ist, greift die-

selbe Argumentation wie in Behauptung 6.4 und der Beweis ist abgeschlossen. O

Die in Behauptung 6.5 nachgewiesenen Obergrenzen werden mit einer Ausnahme auch
tatsdchlich angenommen. Die Ausnahme betrifft die Blockldnge k = 8: In diesem Fall spielt
zwar der Scheitelpunkt x(,) fiir bestimmte A-Werte eine Rolle, nicht aber der Schnittpunkt x;,)3.

Verscharfen liese sich die Behauptung in der gewéhlten Formulierung aber nicht.



6 Allgemeine Aussagen iiber die optimalen Sequenzen

55

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

1.0

[418%

[418%

418%

[418%

[418%

Abbildung 2: Das Aussehen der optimalen Sequenzen fiir k =5 (A und v variierend)
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7 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde eine Vorarbeit von [Kunert et al., 2010] aufgegriffen und fiir den Vergleich
mehrerer Behandlungen mit einer Kontrolle im einfachen Blockmodell mit AR(1)-korrelierten
Fehlern untersucht, wo sich die Stelle befindet, an der das Maximum tiber alle H-Funktionen sei-
nen kleinsten Wert annimmt. Das Auffinden dieser Stelle ist deshalb so bedeutsam, da sich durch
sie zumindest eine Untergrenze fiir das A.-Kriterium ermitteln ldsst und sie in manchen Fillen
sogar iiber die Gestalt des optimalen Versuchplans Auskunft gibt. Bei dieser Untersuchung wur-
de dabei von denselben grundlegenden Annahmen ausgegangen, die auch [Kunert et al., 2010]
in ihrem Artikel voraussetzten: So wurde insbesondere nur die Situation betrachtet, in der die
Anzahl der Behandlungen v mindestens so grofS ist wie die Blockldnge k und die Fehler zudem
nicht-negativ und auch nicht perfekt korreliert sind, der Korrelationsparameter A des autoregres-

siven Prozesses also im Bereich [0, 1) liegt.

In Kapitel 3 konnte mit einer alternativen Darstellung der Sequenzen schnell gezeigt werden,
dass nur solche Sequenzen fiir diese Suche tiberhaupt von Relevanz sein konnen, die Kontrollen
nie in direkter Folge einsetzen und den Einsatz einer Kontrolle auf einem der beiden Randfel-
der der Sequenz nach Moglichkeit vermeiden. Durch diese Erkenntnis und die Vorarbeit von
[Kunert et al., 2010] lief$ sich die Zahl der zu betrachtenden Sequenzen erheblich reduzieren und
es konnte nachgewiesen werden, dass fiir jede bestimmte Anzahl von Kontrollen z mit z < ¥ je-

weils nur eine einzige Sequenz s, als Reprédsentant der ganzen Klasse betrachtet werden muss.

Bei der anschliefenden ndheren Betrachtung des Verhaltens dieser verbleibenden Sequenzen in
den Kapiteln 4 und 5 stellte sich heraus, dass die zu ihnen gehdrenden H-Funktionen im Intervall
[—1,0], das - wie Voriiberlegungen zeigten - iiberhaupt den einzig interessanten Bereich abdeckt,
besonderen Gesetzmaéfiigkeiten folgen: Die Scheitelpunkte x(,) dieser Funktionen liegen alle in
diesem Bereich und zwar in der immer gleichen Reihenfolge x¢), X(1), X(2) und so weiter. Je zwei
dieser Funktionen schneiden sich in diesem Intervall genau einmal. Fiir die Schnittpunkte ;5,1
zweier Sequenzen s(j) und s(j,1) konnte dabei gezeigt werden, dass diese Schnitte umso wei-
ter links im Intervall liegen, je grofer j ist, also die Reihenfolge xo;7 > xj2 > X253 usw. gilt.
Diese Erkenntnisse vereinend und dabei die Tatsache berticksichtigend, dass es sich bei allen H-
Funktionen um nach oben gedffnete Parabeln handelt, lief sich damit weiter zeigen, dass es fiir
all diese Sequenzen jeweils ein Teilintervall gibt, auf dem die jeweilige Sequenz allen anderen
tiberlegen ist, und dass diese Intervalle umso weiter rechts liegen, je kleiner die Zahl der einge-

setzten Kontrollen in der Sequenz.

Mit diesem neu gewonnenen Wissen konnte daraufhin ein konstruktives Verfahren hergeleitet
werden, mit dem sich schnell und mit nur wenigen Funktionsauswertungen die gesuchte Opti-
malstelle finden ldsst. Welche Auswirkungen eine Verdnderung der Parameter auf die Position
dieser Stelle bzw. die Zahl der in den dort optimalen Sequenzen eingesetzten Kontrollen hat,
wurde schliellich zum Abschluf$ dieser Arbeit in Kapitel 6 erforscht. Dabei konnte unter ande-

rem nachgewiesen werden, dass mit wachsendem v die Zahl der in diesen optimalen Sequenzen
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verwendeten Kontrollen monoton sinkt und sich Schwellenwerte finden lassen, ab denen die ge-
suchte Optimalstelle am Schnittpunkt x¢; liegen kann bzw. ab denen sie dort sogar immer liegen
muss. Weiter liefs sich so ermitteln, wie viele Kontrollen die optimalen Sequenzen fiir gegebenes

k hochstens einsetzen.
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