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Eine Einfihrung in unterschiedliche Darstellungen der Pauli-
Algebra: Konzeption eines Lehrbuchs

Mit Hilfe der Geometrischen Algebra kénnen mathematische und physika-
lische Modellierungen strukturell tbersichtlich und konzeptuell anschau-
lich dargestellt und verstanden werden. Insbesondere nicht-kommutative
Beziehungen lassen sind didaktisch nachvollziehbar und erstaunlich ein-
fach beschreiben. Die Geometrische Algebra wird deshalb von Didaktikern
wie David Hestenes (2003) als universelle mathematische Sprache verstan-
den, die die derzeit vorwiegend genutzte Standarddarstellung der Linearen
Algebra erganzen kann oder sogar ersetzen sollte.

Die Aufarbeitung der Geometrischen Algebra fir den schulischen und
hochschulischen Bereich sollte somit ein vordringliches Ziel der Mathema-
tik- und Physikdidaktiken sein. Ein deutschsprachiges Lehrbuch zur Geo-
metrischen Algebra fehlte allerdings bisher. Diese liefert nun das unter
www.bookboon.com/de verdffentlichte Lehrbuch (Horn 2012b), das in die
Geometrische Algebra des dreidimensionalen Raumes auf Grundlage der
Pauli-Algebra einfihrt.

1. Multi-Modaler Zugang

Eine der wesentlichen didaktischen Starken der Geometrischen Algebra
besteht darin, geometrischen und algebraischen Beschreibungen einen ge-
meinsamen Rahmen zu geben: Algebraische Zusammenhénge konnen di-
rekt in geometrische Beziehungen Ubersetzt werden. Und umgekehrt kon-
nen geometrische Sachverhalte problemlos und eindeutig in algebraischer
Form dargestellt werden. Dieser Gleichklang zwischen Geometrie und Al-
gebra fordert und erleichtert die Analyse komplexer Fragestellungen.

Unterstltzt wird dieser konzeptuelle Gleichklang durch die Mdglichkeit,
unterschiedlichen Zugangsweisen zu folgen. So kann ein Zugang tber ei-
nen algebraischen Weg flr Lernende mit abstrakt-symbolischer Vorpra-
gung erfolgen, indem ein Einstieg tber die Algebra der Pauli-Matrizen
(Horn 2012b, Kap. 2) gewahlt wird. Alternativ dazu kdnnen Lernende mit
visuell-geometrischer Vorpragung einen Einstieg Uber die Geometrie der
Pauli-Algebra (Horn 2012b, Kap. 3) erlangen. Die Erarbeitung der Matri-
zendarstellung von Kap. 2 kann dann zu einem spéteren Zeitpunkt erfolgen.

2. Kernpunkte der Geometrischen Algebra

Pauli-Matrizen reprasentieren Basisvektoren der dreidimensionalen, Eukli-
dischen Welt, in der wir ndherungsweise unter Vernachlassigung relativis-



tischer Effekte leben. Gleichzeitig reprasentieren Pauli-Matrizen Basis-
Reflexionen, also Generatoren von Spiegelungen, in dieser Welt. Die Al-
gebra der Pauli-Matrizen bildet somit den konzeptuellen Kern einer Geo-
metrischen Algebra des Dreidimensionalen. Dieser inhaltlichen Schwer-
punktsetzung folgt auch die Konzeption des Lehrbuchs mit der Diskussion
geometrischer Operanden (Horn 2012b, Kap. 3) und geometrischer Opera-
toren (Horn 2012b, Kap. 4).

3. Darstellungen der Pauli-Algebra

Bei der konzeptuellen Gestaltung des Buches wurde besonderen Wert da-
rauf gelegt, Verknlpfungen und Verbindungen zu anderen Algebren offen-
zulegen und zu hinterfragen. Die Algebra komplexer Zahlen und die reelle
Quaternionenalgebra sind als Subalgebren in der Pauli-Algebra enthalten.

Darlber hinaus ist die Pauli-Algebra zur Paravektor-Algebra und zur kom-
plexen Quaternionenalgebra isomorph. Insbesondere dieser letzte Sachver-
halt wird ausfihrlich dargestellt und in zahlreichen Beispielaufgaben auf-
gearbeitet. In diesem Kontext werden die quaternionischen Basiseinheiten
I, j und K als orientierte Einheitsflachenstlicke o,0;, 5,0« und —6,c, (Horn
2012b, Kap. 5) gedeutet.

Darlber hinaus ist es ein historischer Zufall, dass Pauli-Matrizen heute
vorwiegend als (2 x 2)-Matrizen dargestellt werden. Deshalb wird im letz-
ten Teil des Buches (Horn 2012b, Kap. 6) eine alternative Darstellung der
Pauli-Algebra durch Ss-Permuationsmatrizen eingefuhrt. Diese Darstellung
hat auch erkenntnistheoretisch einige Relevanz, da sie als eine Mathematik
ohne negative Basisgrofen (Horn 2012a) interpretiert werden kann.

4. Zielgruppen

Hauptsachliche Zielgruppe dieses Buches sind Lernende und Lehrende auf
Hochschulniveau der Anfangssemester, die einen sowohl anschaulichen
wie auch grundlegenden Einstieg in die Geometrische Algebra suchen. Sie
werden durch zahlreiche Aufgaben und Musterl6sungen bei der eigenstan-
digen Erarbeitung der fachlichen Inhalte unterstitzt.
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