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Ein Prozessmodell des schulischen Beweisens

Beweisen als zentrale Kompetenz

Mathematisches Argumentieren gewinnt im Zusammenhang mit Kompe-
tenzmodellen und Bildungsstandards (EDK, 2011; KMK, 2005) auch im
deutschsprachigen Raum an Bedeutung und wird als dialogisch konzipierte,
soziale Aktivitat verstanden. Wahrend in der Mathematik ein neuer Beweis
von der Community validiert wird und damit die Fachgemeinschaft als
zentrale Evaluationsinstanz gilt, kann im schulischen Beweisdiskurs nicht
von gleich kompetenten Diskursteilnehmenden ausgegangen werden.

Nach wie vor ungeklart ist, wie sich die in diesem Zusammenhang in der
Literatur und den Bildungsstandards verwendeten Begriffe des Argumen-
tierens, Begriinden und Beweisen zueinander verhalten. Die Kontroverse
bezieht sich dabei insbesondere auf die Beziehung zwischen Argumentie-
ren und Beweisen. Fur die einen (z.B. Pedemonte, 2007) sind diese beiden
Tatigkeiten sehr eng miteinander verbunden und folgen mehr oder weniger
ahnlichen Gesetzmassigkeiten, wahrend sie sich in den Augen anderer (z.B.
Balacheff, 1991) deutlich unterscheiden.

In Anlehnung an Duval (1991) wird ,,Begrinden* im Rahmen dieses Bei-
trags als Oberbegriff verwendet, der ein konzeptuelles Spektrum zwischen
alltagsnahem Argumentieren einerseits und formal-deduktivem Beweisen
andererseits umfasst. In diesem Begrindungsspektrum lassen sich auch die
drei von Wittmann und Muller (1988) beschriebenen Typen von Beweisen
verorten. Die beiden Autoren unterscheiden den experimentellen, den ope-
rativen oder inhaltlich-anschaulichen und den formal-deduktiven Beweis.

Unterschiedliche Beweistypen

Beim experimentellen ,,Beweis” werden Beispiele erzeugt oder Gegenbei-
spiele gesucht. Es geht dabei um das Falsifizieren oder Verifizieren einer
Behauptung, Uber deren Giltigkeit man sich nicht im Klaren ist Allerdings
kann man durch einen experimentellen ,,Beweis® nie Gewissheit bezlglich
der Allgemeingultigkeit der untersuchten Behauptung erlangen, sondern
immer nur mit konkretem Bezug auf die unmittelbar gepriften Beispiele.

Ein operativer Beweis hingegen erzeugt eine subjektive Gewissheit hin-
sichtlich der Allgemeingultigkeit einer Aussage, denn in einem operativen
Beweis werden die Struktur bzw. die mathematischen Zusammenhénge er-
kannt. Diese Beziehungen werden mittels einer Operation offengelegt und
werden dadurch ,,ablesbar* (vgl. Duncker, 1935). Auf diese Weise entsteht
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Einsicht (Wertheimer, 1964) in die Struktur. Diese Einsicht ist aber eine
vorerst subjektive, weil die Ablesbarkeit der offengelegten Beziehungen
anderen durch entsprechende Elaboration zundchst zuganglich gemacht und
kommuniziert werden muss.

Beim formal-deduktiven Beweis schliesslich wird der erkannte Zusam-
menhang nicht nur formal-symbolisch festgehalten, sondern es erfolgt auch
formal-logisches Schliessen. Der dargestellte Zusammenhang klart nicht
nur die Allgemeingultigkeit einer Aussage, sondern wird dartiber hinaus
auch von allen, welche die formal-symbolische Sprache beherrschen, ohne
weitere Elaboration verstanden.

Prozessmodell des schulischen Beweisens

Diese drei Beweistypen lassen sich in einem kognitionspsychologisch ge-
pragten Modell des schulischen Beweisens fassen (Details vgl. Brunner,
2014). Dieses Modell (vgl. Abbildung 1) unterscheidet grundsatzlich zwei
Ebenen: die soziale Ebene des Diskurses und die psychologische Ebene des
denkenden Individuums. Der individuelle Denkprozess spielt sich dabei
innerhalb eines sozialen Rahmens in einer diskursiven Situation ab. Aus-
gangspunkt des psychologischen Vorgangs ist ein spezifischer kognitiver
Konflikt, ndmlich eine Unsicherheit bezlglich der Glltigkeit einer Behaup-
tung und damit fehlende Gewissheit, die im Idealfall ein Beweisbedirfnis
erzeugt. Dieses Beweisbedirfnis kann mittels unterschiedlicher Denkpro-
zesse auf unterschiedliche Weise befriedigt werden. So kann das Experi-
mentieren mit Beispielen zu einem experimentellen ,,Beweis* fiihren und
eine empirische Gewissheit bezlglich der gepruften Beispiele erzeugen.
Die Struktur kann aber auch vom Experimentieren ausgehend durch eine
Operation grundlegend durchschaut werden, was zu inhaltlicher Einsicht
und subjektiver Gewissheit fiihren kann. Dies ist dann der Fall, wenn ein
mathematischer Zusammenhang durchdrungen wurde und mit einer Opera-
tion gezeigt werden konnte, dass etwas zwingenderweise immer so sein
muss. Die Operation als kreatives Element und ziindende ldee muss aber
Im sozialen Kontext elaboriert werden, weil sie nicht auf Anhieb fir alle
anderen nachvollziehbar ist. Moglich ist nun weiter, dass der verstandene
Zusammenhang in formal-symbolische Sprache tibertragen wird und so ein
formal-deduktiver Beweis formuliert werden kann. In diesem Fall liegt ob-
jektive Gewissheit bezuglich der Allgemeingultigkeit des aufgedeckten Zu-
sammenhangs vor, die auch von anderen sofort und direkt nachvollzogen
werden kann, sofern sie die formal-symbolische Sprache beherrschen.

Vollstandiges genetisches Beweisen beschreibt somit den Denkprozess
ausgehend von einem experimentellen Zugang Uber eine operativ erzeugte
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Einsicht bis hin zum formal-deduktiven Nachvollzug. Der fundamentale
Schritt im Erkenntnisgewinn zeigt sich dabei beim operativen Bewels.
Denn in diesem Stadium wird die mathematische Struktur inhaltlich in ih-
rem Beziehungsreichtum verstanden und erfasst.

Akzeptanz des Beweises in der Community: kollektive Gewissheit

Gewissheit tiber die Allgemeingiiltigkeit des Zusammenhangs
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Abbildung 1: Prozessmodell des schulischen Beweisens (Brunner, 2014, S. 72; hier vereinfacht)

Implikationen fur die Schule

Das in Abbildung 1 dargestellte Modell macht deutlich, dass die Schilerin-
nen und Schiler beim schulischen Beweisen auf zwei unterschiedlichen
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Ebenen unterstutzt werden koénnen: auf der psychologischen Ebene des
Denkprozesses sowie auf der Ebene des Diskurses. Auf der ersten Ebene
kann der Denkprozess durch das Modellieren einzelner Denk- und Arbeits-
schritte, durch das Verfugbarmachen von unterschiedlichen Reprasentati-
onsformen des Denkens (enaktiv, ikonisch, sprachlich-symbolisch und
formal-symbolisch), durch das Anregen und Nutzen unterschiedlicher Be-
weistypen und ein genetisches VVorgehen unterstiitzt werden. Auf der Ebene
des Diskurses erfolgt die Unterstiitzung in Abhangigkeit vom durchgefiihr-
ten Beweistyp: Wird beispielsweise ein formal-deduktiver Zugang gewahit,
was einen hohen Grad an Abstraktion und Formalisierung verlangt, so dirf-
te die Partizipation der Lernenden geringer ausfallen, als wenn experimen-
tell an Beispielen gearbeitet wird.

Darlber hinaus kann das Modell auch gezielt genutzt werden, um Bewei-
sen zu lehren und zu lernen (Details vgl. Brunner, 2014). Damit liegt ein
Modell vor, das sowohl didaktisches Potenzial aufweist, als auch einen bis-
lang erst im Zusammenhang mit Expertinnen und Experten beschriebenen
Prozess, namlich den fachlichen Diskurs in der Community (Boero, 1999),
kognitionspsychologisch und sozial zu fassen versucht.
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