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Auf der Suche nach Grundvorstellungen zum Winkel

Winkelmessung und Trigonometrie spielen eine wichtige Rolle im Geo-
metrieunterricht der Sekundarstufe und im Alltag. Untersuchungen zur
Entwicklung und Ausbildung des Winkelbegriffs zeigen, dass Schiiler
Schwierigkeiten beim Verstindnis von Winkeln und im Denken haben.
Schiilerlnnen besitzen keine adiquaten Vorstellungen zu Winkelgrofen
und Winkelkonzepten (Krainer, 1989; Mitchelmore & White 2000). In ei-
ner eigenen Studie wurden ca. 300 SchiilerInnen der Klassenstufen 5 bis 10
hinsichtlich ihrer allgemeinen Grundkenntnisse zum Thema Winkel und
speziell zur thren individuellen mathematischen Vorstellungen zur Winkel-
grofle 1° untersucht. Dabei konnten fundamentale Probleme auf Verstind-
nis- und Vorstellungsebene identifiziert werden.

Uber Vorstellungen und Begriffsbildung zum Winkel

Die systematische Begriffsentwicklung zum Winkel erfolgt in Deutschland
nach dem Grundschuliibergang. In der Grundschule lernen die SchiilerIn-
nen den rechten Winkel kennen, zu zeichnen, zu markieren und zu identifi-
zieren. Ausgehend von 5 Schuljahren nach Grundschuliibergang, in denen
die Entwicklung von Grundkenntnissen und Grundverstindnis stattfindet,
sollten SchiilerInnen ein solides Wissen und Konzeptverstindnis zum Win-
kelbegriff besitzen. Dazu gehort das Identifizieren, Markieren, Verglei-
chen, Bezeichnen, Schitzen, Messen, Zeichnen von Winkeln und Winkel-
grofen in der Ebene, Kenntnis iber Winkelarten mit entsprechend ausge-
bildeter Fahigkeit, Winkel der Ebene korrekt zu klassifizieren. Ein interes-
santer Zusammenhang lies sich in unserer Untersuchung zum Identifizieren
und Markieren von Winkeln feststellen. So konnten wir haufiger beobach-
ten, dass SchiilerInnen einen fiir sie plausiblen Zusammenhang zwischen
der Existenz eines Winkels und der Winkelmarkierung sehen. Die Schiile-
rInnen sind es gewohnt, dass Winkelmarkierungen durch einen Kreisbogen
reprisentiert werden. In ihrer Vorstellung begrenzt der Kreisbogen den
Winkel zwischen den beiden Schenkeln. Auf die Nachfrage, wo die Schii-
lerInnen anhand dieser Darstellung den eingeschlossenen Winkel erkennen
wiirden, deuteten nicht wenige auf den ,,vorderen, spitzen* Abschnitt.

Dieses Beispiel macht bereits deutlich, dass hier ein Problem zwischen ei-
nem mathematischen Konzept und der verwendeten Reprisentation exis-
tiert. Ein wesentlicher Grund fiir diese Art von Problemen besteht durch
den Fakt, dass mathematische Konzepte und Symbole von Schiilerlnnen
haufig mit einer anderen Bedeutung bzw. Vorstellung verkniipft werden
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und diese sich fundamental von der normativen Bedeutung unterscheidet.
Das Verstindnis bzw. die Vorstellung der Schiilerlnnen weicht von dem
vom Lehrer zu vermittelnden Verstdndnis ab (vom Hofe, 1998).

Um diesem Problem entgegenzuwirken, soll es den Schiilerlnnen ermog-
licht werden, zu bestimmten mathematischen Konzepten passende ,,menta-
le Modelle* zu entwickeln. Diese Modelle bzw. Grundvorstellungen kon-
nen interpretiert werden als ,,Elemente des Ubergangs zwischen mathema-
tischer und individueller Welt des Denkens “ (vom Hofe, 1998, S. 320).
Grundvorstellungen konnen nicht direkt beobachtet werden. Sie Entwi-
ckeln sich in einem konstruktiven, individuellen Prozess, der sich aus drei
Aspekten konstituiert; dem normativen Aspekt (Grundidee), dem deskripti-
ven Aspekt (individuelle Vorstellung) und dem konstruktiven Aspekt (Brii-
cke zwischen Grundidee und individueller Vorstellung).

Die normativen ldeen reprasentieren den mathematischen Kern. Beispiels-
weise kann eine Grundidee von einem 1° Winkel als ,,C)ffnungsweite“ ZW1-
schen zwei Strahlen aufgefasst werden, welche dem 360. Teil des Kreisum-
fangs eines Vollkreises entspricht. Die Offnungsweite eines 1° Winkels ist
dabei so klein, dass sich die beiden
Strahlen auf Papier nur sehr schwer
voneinander unterscheiden lassen. Erst
in einiger Entfernung vom Scheitel-
punkt wird der Unterschied erkennbar.
Aus Elemente der Mathematik, 2007
(G8): Der Winkel o (Abb. 1) hat die 0<=3/4°\
Grofe 34°. Das bedeutet: Der Winkel o Mabzahl  MaBeinheit
ist so grof3, wie 34 Winkel von 1° zu-
sammen ergeben. 34° ist ein Mal} fiir
die Offnungsweite des Winkels.

Abbildung 1: Winkel als Offnungsweite

Der deskriptive Aspekt setzt den Fokus darauf, die aktuellen mathemati-
schen Ideen und Vorstellungen der Schiilerlnnen zu beschreiben, welche
mehr oder weniger von den zu vermittelnden mathematischen Ideen abwei-
chen. Deshalb ist es im Lehr-Lern Kontext wichtig, dass der Lehrer eine
addquate Grundidee (normativ) vom 1° Winkel vermitteln kann und die
SchiilerInnen keine von der Grundidee losgeloste Vorstellung entwickeln,
wie die, den 1° Winkel als Abstand (im euklidischen Sinne) zwischen zwei
Strahlen zu verstehen, oder ihn lediglich durch ,,Spitze* und ,,Winkelmar-
kierung® zu identifizieren, wie eingangs dargestellt.

Die dritte Perspektive (konstruktiver Aspekt) setzt den Fokus auf die Wei-
terentwicklung bereits vorhandener Schiilervorstellungen, indem die Schii-
lerInnen mit neuen Lernsituationen konfrontiert werden, die es ihnen erlau-
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ben, ihre individuellen Vorstellungen zu dndern, neu aufzubauen und zu
verfeinern.

Untersuchung zu Schiilervorstellungen zur Winkelgrofle 1°

Unsere Untersuchung wurde an einem Montessori-Gymnasium in Sachsen
durchgefiihrt. Fiir den ersten Teil der Untersuchung kam ein schriftliches
Testinstrument fiir ca. 300 Schiilerlnnen der Klassenstufen 5 bis 10 zum
Einsatz. Die Testitems wurden in Anlehnung an den sidchsischen Lehrplan
entwickelt. Der Fokus lag dabei auf zwei Aspekten: (1) Abfrage von in-
nermathematischem Wissen zu stufenspezifischen, als auch stufeniibergrei-
fenden Winkel-Inhalten, sowie (2) Denkmustern und Vorstellungen zu
Winkelkonzepten. Zudem nutzten wir mit dem ,,Anna-Brief* (basierend auf
einer Idee von von Prof. Dr. Thomas Jahnke) ein spezielles Item, um auf
qualitativer Ebene Einsichten in die individuellen Denkmuster und Vorstel-
lungen der SchiilerInnen zur Winkelgrofe 1° zu gewinnen.

Die Analyse der Anna-Brief Antworten zeigte ein sehr breites Spektrum an
Vorstellungen zur Winkelgroe 1°. Zur Kategorisierung der Vorstellungen
nutzten wir induktive und deduktive Methoden. Die ,,Abstands-
Vorstellung® konnten wir so ca. 10% der SchiilerInnen (iiber allen unter-
suchten Klassenstufen hinweg) zuordnen. Diese Vorstellung wurde immer
dann zugewiesen, wenn in den verbalen Beschreibungen das Wort ,,Ab-
stand“ im Zusammenhang mit der euklidischen Abstandsmessung verwen-
det wurde (Beispiel: ,,1° = Imm*, oder ,,1° entspricht dem Abstand zwi-
schen zwei Strahlen*). Um diese Erkldrungen zu bestitigen und ein besse-
res Verstdndnis flir die individuelle Abstands-Vorstellung zu gewinnen,
wurden 9 Schiilerlnnen zusitzlich zum Test interviewt (zweiter Teil der
Untersuchung). Im Interview wurden die SchiilerInnen aufgefordert, den
Anna-Brief zunichst verbal ohne Vorlage ihrer Losung noch einmal zu be-
antworten. AnschlieBend wurde ein Anna-Video vorgefiihrt, in dem ein
junges Midchen (Anna, ca. 13 Jahre alt) beim Messen eines 1° Winkels
beobachtet werden konnte.
i

Y ‘M ‘mh‘u =S

'«= %x'"}a*\

g
5

[
/ ”(I‘Y»

Abbildung 2: Anna-Video

Im Video benutzt Anna eine Messmethode, bei der der Abstand mit Hilfe
der beiden Schenkelenden zundchst mit dem Lineal am Geodreieck be-
stimmt und anschlieBend als Winkel gedeutet wird (,,lmm Abstand bedeu-
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tet 1°°). Den Schiilerlnnen wurde vor dem Abspielen des Videos gesagt,
dass Anna diese Methode aufgrund ihrer Anna-Brief Antwort angewendet
hat. Sie wurden anschlieend dazu aufgefordert, das Gesehene zu kommen-
tieren. Uns interessierte dabei, wie die Schiilerlnnen damit umgehen, wenn
sie mit der Idee von Anna konfrontiert werden, welche implizit ihre eigene
Idee aufgreift. Die Analyse der Interview-Antworten und Anna-Video Re-
aktionen wurde mit Hilfe der Conceptual Change Theorie (Posner et al.,
1982) durchgefiihrt. Dabei konnte herausgestellt werden, ob die SchiilerIn-
nen das Gezeigte bspw. grundsitzlich ablehnen, oder es mit ihrem Ver-
standnis tibereinbringen und fiir plausibel oder als mathematisch korrekte
Moglichkeit erachten. Interessanterweise lehnten nur 3 der 9 Schiilerlnnen
die gezeigte Methode grundsitzlich ab. 2 SchiilerInnen nahmen die Metho-
de widerstandslos als korrekt an, 4 betrachteten sie als alternative Methode,
da ihnen keine mathematische Gegenargumentation moglich war. Dariiber
hinaus konnten bereits durch den Test identifizierte kritische Schiilervor-
stellungen weiter bestitigt werden, wie die Identifikation des Winkels
durch Fixierung auf die Winkelmarkierung, oder die Bestimmung der Win-
kelgroBe durch Fixierung auf den Abstands-Begriff.

Fazit

Die hier dargestellten Ergebnisse zeigen, dass die SchiilerInnen heterogene
und vom normativen Verstindnis kritisch abweichende Vorstellungen zu
Winkelgrofe- und -konzepten besitzen. Die Begriffsentwicklung von Klas-
se 5 bis 10 zum Thema Winkel erzeugt nach wie vor groBe Schwierigkeiten
im Denken. Als Konsequenz ist es den Schiilerinnen nicht méglich, die
Bedeutung eines 1° Winkels zu begreifen, sowie ihn mathematisch korrekt
zu beschreiben und zu identifizieren. Verschiedene Fehlvorstellungen be-
hindern den Aufbau adidquater Begriffsvorstellungen.
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