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Einleitung

Gitter werden seit dem 18. Jahrhundert erforscht. Mit ihrer Hilfe gelang die Losung wichtiger
Probleme aus der Zahlentheorie. Beispiele hierfiir sind der Vier-Quadrate-Satz, der 1770 von
Lagrange bewiesen wurde, und ein Beweis des quadratischen Reziprozitétsgesetzes, der im
frithen 19. Jahrhundert von Gaufs verdffentlicht wurde. Seit dieser Zeit traten Gitter in
verschiedenen Teilgebieten der Mathematik auf, aber ihr wesentliches Anwendungsgebiet
blieb die Zahlentheorie. Seit ungefidhr 20 bis 30 Jahren ist das Interesse an Gittern durch die
Informationstechnik jedoch angestiegen und sie werden auch in praktischen Anwendungen
immer wichtiger. Zum Beispiel findet man auf Gitter basierende fehlerkorrigierende Codes
heutzutage in vielen elektronischen Geréten. Ein weiteres aktuelles Anwendungsgebiet, in
dem Gitter zunehmend wichtig werden, ist die Kryptographie. Derzeit sind Kryptosysteme
wie RSA oder Diffie-Hellman sehr populér, welche auf der Zerlegung von ganzen Zahlen und
dem diskreten-Logarithmen-Problem basieren. Falls die Entwicklung von Quantencomputern
weiter voranschreitet, werden diese Probleme mit Hilfe von Shors Algorithmus in Zukunft
leicht 16sbar sein, wihrend die auf Gittern basierenden Kryptosysteme nach derzeitigem

Stand auch nicht durch Quantencomputer angegriffen werden kénnen.

Sei (L, b) ein Z-Gitter mit nicht ausgearteter, symmetrischer Bilinearform b. Das Geschlecht
Geng (L, b) besteht aus allen Gittern (M,b), deren Lokalisierungen Z, ®z M an allen Stel-
len p € P(Q) isometrisch zu den Lokalisierungen von (L, b) sind. Es kann mit steigendem
Rang sehr groff werden und interessante Gitter enthalten. Eine Methode, mit deren Hilfe
Geschlechter positiv definiter Gitter klassifiziert werden koénnen, ist die Knesersche Nach-
barmethode. Sehr groffe Geschlechter sind damit in angemessener Zeit aber nicht klassifi-
zierbar. Zum Beispiel kann das Geschlecht der geraden, unimodularen Gitter mit Rang 24
mit der Nachbarschaftsmethode klassifiziert werden (vgl. [Kne02] Seite 116). Das Geschlecht
der geraden, unimodularen Gitter mit Rang 32 enthilt bereits mehr als eine Milliarde Iso-
metricklassen (vgl. [Kin03| Seite 853) und ist deswegen nicht mehr in angemessener Zeit
klassifizierbar. Alle anderen Methoden konstruieren gezielt ein Gitter mit den gewiinschten
Eigenschaften. Anhand bekannter Resultate zeigt sich, dass die so konstruierten Gitter Au-
tomorphismen mit bestimmten Ordnungen besitzen. Dies ist héufig konstruktionsbedingt,
wie man exemplarisch anhand der auch in dieser Arbeit thematisierten Idealgitterkonstruk-
tion von Eva Bayer-Fluckiger (vgl. [BF02]) sieht. Zum Beispiel besitzt das Leech-Gitter eine
Struktur von Rang 1 iiber den Ganzheitsringen des 35., 39., 52., 56. und 84. Kreisteilungskor-
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pers. Das Coxeter-Todd-Gitter besitzt eine Struktur von Rang 1 iiber den Ganzheitsringen
des 21., 28. und 42. Kreisteilungskorpers. Damit besitzen diese Gitter auch fixpunktfreie Au-
tomorphismen der jeweiligen Ordnungen. In einigen Féllen kénnen auch Automorphismen
mit kleinerer Ordnung bei der Konstruktion hilfreich sein. Ein Beispiel hierfiir ist das neue
extremale, gerade, unimodulare Gitter mit Rang 48, das Gabriele Nebe 2014 mit Hilfe eines

Automorphismus der Ordnung 5 gefunden hat (vgl. [Neb14]).

Das Ziel dieser Arbeit ist es, Gitter mit einem Automorphismus zu untersuchen und Kriterien
zu finden, mit deren Hilfe man diese Gitter in einem Geschlecht grundsétzlich ausschlieffen
kann. Damit kann ein Erfolg vieler Konstruktionmethoden von vornherein ausgeschlossen

werden.

Sei G die zyklische Gruppe, die von einem Gitterautomorphismus der Ordnung m erzeugt
wird. Ein Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung m besitzt auf kanonische Weise
eine hermitesche ZG-Modulstruktur. Umgekehrt kann mit Hilfe der Spur aus einem her-
miteschen ZG-Gitter ein Z-Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung m konstruiert
werden. Das erste Kapitel beginnt daher mit einer Einfiihrung von hermiteschen Gittern
iber Gruppenringen und dem Zusammenhang zu quadratischen Z-Gittern mit einem Auto-
morphismus. Dabei reicht es die Gruppenringe ZG und Z,G fiir p € P(Q) zu betrachten. Sie
sind Ordnungen in den Gruppenalgebren QG und Q,G. Diese Algebren besitzen die maxi-
malen Ordnungen @ ,,,, Z[Ca] und Dy, Zp @2 Z[Ca] = DB gy, D () pzica) ZCalx, Wobei (q die
d-te Einheitswurzel ist. Falls die Gruppenordnung m eine Einheit im Gruppenring Z,G ist,
dann ist Z,G bereits die Maximalordnung. Ihre Zerlegung impliziert eine Zerlegung eines
hermiteschen Z,G-Gitters in hermitesche Z[(q].-Gitter, die im Wesentlichen sogar orthogo-
nal ist. Falls die Gruppenordnung m keine Einheit ist, dann kann der Gruppenring in die
Maximalordnung eingebettet werden. Diese Einbettung wird fiir m = p € P(Q) ganz konkret
angegeben: In diesem Fall ist das Z,G-Gitter ein Teilgitter von I' ®z,¢ L, welches wiederum
eine orthogonale Zerlegung in ein Z[(,]1 ¢, -Gitter L¢ und ein Z,-Gitter L! besitzt.

Der zweite Abschnitt beginnt mit der lokalen Theorie hermitescher Gitter. Von zentraler
Bedeutung sind dabei Arbeiten von Ronald Jacobowitz aus dem Jahr 1962 und von Larry
Gerstein aus dem Jahr 1970. Jacobowitz hat in [Jac62] Gitter iiber einem lokalen Kérper K
mit einer Involution untersucht. Gerstein hat in [Ger70] basierend auf einer Arbeit von Goro
Shimura [Shi64] Gitter iiber K x K fiir einen lokalen Kérper K untersucht. Diese Ergebnisse
werden fir K = Q[(;,]» beziehungsweise K x K = Q[(;n]x X Q[¢m]7 verwendet, um eine
besondere p-modulare Zerlegung von Z-Gittern mit einem Automorphismus zu finden. Eine

p-modulare Zerlegung wird iiblicherweise wie folgt definiert:
Proposition 1.24. Sei p eine Primzahl und L ein Z,-Gitter.

(a) Dann gibt es (p')-modulare Teilgitter L; C L, sodass:

L= | L

€L



Es kénnen nur endlich viele L; # {0} sein. Eine solche Zerlegung heifst p-modulare

Zerlegung von L.

(b) Falls L = J_ L; = J_ L 2wei p-modulare Zerlegungen sind, gilt:
=7 i€Z
(i) rangy (L;) = rang, (L) fir alle i.
Insbesondere ist |[{i € Z | L, # {0}}| = |{i € Z | L} # {0}}]

(1) Falls p # 2 ist, gilt L; = L, fiir allei € Z

Das zentrale Resultat des zweiten Abschnitts ist die Konstruktion von p-modularen Zerle-
gungen fiir Gitter mit einem Automorphismus g der Ordnung m mit p { m, fiir die zusétzlich
g(L;) = L; fiir alle ¢ gilt. Diese Zerlegung ist fiir p # 2 bis auf Isometrie eindeutig. Sei f*(p)
der Trigheitsindex des Ideals (p) in der Erweiterung Q[(,,+Cn]/Q. Als eine Folgerung aus der
Konstruktion dieser Zerlegung erhélt man die Bedingung, dass die Rénge der p-modularen
Komponenten fiir p f m ein Vielfaches von 2/ (p) sind.

Im dritten Abschnitt wird der Fall p|m genauer untersucht. Eine invariante, p-modulare
Zerlegung gibt es im Allgemeinen nicht, was man am Beispiel des Gitters A,_; sieht. Mit
Hilfe eines modifizierten Modularitétbegriffs (vgl. Deﬁnition kann aber auch fiir diesen
Fall eine orthogonale Zerlegung in orthogonal unzerlegbare Z,G-Gitter konstruiert werden:

Satz 1.52. Sei p eine ungerade Primzahl. Jeder hermitesche Z,G-Modul (L,h) kann als
orthogonale Summe von (i, j, k)-modularen Teilmoduln mit den folgenden Modulstrukturen
geschrieben werden: Ly, Lp(Cpl, ZpG, LpG & Ly, Lp|Cp) ® Zyp[Cpl, Z,G ® Ly [Cp), Z,G & ZpG,
ZpyG @ Lp[Cp) ® Ly, ZyG @ Ly G @ Ly und ZypyG @ LG ® Ly ® L.

Der Beweis verwendet Resultate von Irving Reiner, der die unzerlegbaren Z,G-Moduln ohne
eine hermitesche Form fiir |G| = p bestimmt hat und zeigen konnte, dass fiir Z,G-Moduln
ein Krull-Schmidt-Theorem gilt. Des Weiteren wird am Ende des ersten Kapitels gezeigt,
dass es fiir die Fille p = 2 und p?|m unendlich viele orthogonal unzerlegbare Summanden
von beliebig grokem Rang gibt und es wird der Spezialfall der unimodularen Z,G-Gitter

genauer untersucht.

In den ersten beiden Abschnitten des zweiten Kapitels werden Z-Gitter mit einem Automor-
phismus betrachtet, dessen Minimalpolynom das m-te Kreisteilungspolynom ist. In diesem
Spezialfall vereinfacht sich die Struktur iiber dem Gruppenring zu einer Struktur iiber Z[(,,]
und die Spur des Gruppenrings vereinfacht sich zur gewohnlichen Spur fiir Galoiserweite-
rungen. Im ersten Abschnitt werden einige notwendige Bedingungen fiir die Existenz von
diesen Gittern in einem Geschlecht formuliert. Mit Hilfe der Resultate von Ronald Jaco-
bowitz und Larry Gerstein kann ein Zwischenergebnis aus dem ersten Kapitel verbessert
werden: Es wird gezeigt, dass die Ringe der p-modularen Komponenten fiir m # p' ein Viel-
faches von 2f*(p) sind. Des Weiteren sind fiir m # 2! alle Komponenten der 2-modularen
Zerlegung gerade. Fiir m = 2! wird genau untersucht, welche hermiteschen Strukturen iiber

die Spurkonstruktion gerade Z-Gitter und welche Strukturen ungerade Z-Gitter liefern.
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Der zweite Abschnitt beschéftigt sich mit der Bestimmung der Quadratklasse der Determi-
nanten von den reskalierten, modularen Komponenten von Gittern mit einem Automorphis-
mus. Thr kann mit Hilfe des Kroneckersymbols (%) ein Wert aus {+1} zugeordnet werden.
Dieser Wert wird auch das Vorzeichen der modularen Komponente genannt. Der unterlie-
gende hermitesche Q[(,,]-Vektorraum ist durch die Dimension, die Determinante und die
Signatur bis auf Isometrie eindeutig festgelegt. Durch die Spurkonstruktion sind die Dimen-
sion, die Determinante und die Signatur des Q-Vektorraums ebenfalls festgelegt. Mit diesen
Invarianten gibt es im Wesentlichen zwei quadratische Rdume, die durch die Hasse-Invari-
ante unterschieden werden. Also kann nur ein quadratischer Raum die hermitesche Struktur
besitzen und es ergeben sich weitere Einschrinkungen fiir die Vorzeichen der modularen
Komponenten. Gabriele Nebe hat in ihrer Habilitation [Neb99] in Kapitel 3.3.2 die Inva-
rianten dieser Rdume bestimmt. Die dort verwendeten Methoden werden in dieser Arbeit
modifiziert, um damit die Vorzeichen zu bestimmen. Der folgende Satz fasst die zentralen

Resultate des zweiten Abschnitts zusammen:

Satz 2.39. Seien p € P(Q) \ {oo} und m € N mit m = p'm’ fir ein m’ > 2. Dann
besitzt die i-te, p-modulare Komponente L; eines quadratischen Z-Gitters (L,b) mit einem

Automorphismus mit Minimalpolynom ®,, das Vorzeichen

rang(L;) p—1 rang(L;
o (1) Fo - (—1)" " falls p #£ 2
pi = rang(L;)

(—1) T» falls p =2

In dem noch fehlenden Fall, in dem Einschrinkungen fiir p-modulare Zerlegungen fiir m = p*
gefunden werden sollen, muss man sich darauf beschranken, dass das Gitter als Z,-Gitter
quadratfrei ist oder als hermitesches Gitter den Rang 1 besitzt. Fiir ungerade Gitter werden
damit abschlieftend Einschriankungen fiir die sogenannte Oddity einer ungeraden, modula-
ren Komponente bestimmt. Im dritten Abschnitt wird gezeigt, wie man die Ergebnisse der
ersten beiden Abschnitte verwenden kann, um in einem beliebigen Z-Geschlecht Gitter mit
gewissen Automorphismentypen auszuschlieffen, ohne das ganze Geschlecht zu klassifizieren.
Im letzten Abschnitt werden Gitter mit einem Automorphismus konstruiert, die in einem
vorgegebenen Geschlecht liegen. Eva Bayer-Fluckiger hat in [BF02] bereits notwendige und
hinreichende Bedingungen formuliert, unter denen Z-Gitter mit einer zusétzlichen hermite-
schen Struktur iiber einem Zahlkorper von Rang 1 existieren. Sie stellt dabei unter anderem
eine Bedingung an die Determinante, die die Norm von Idealen sein muss. Durch eine ge-
schickte Wahl der Ideale wird in der vorliegenden Arbeit gezeigt, dass sogar ein Gitter mit

einem Automorphismus in einem vorgegebenen Geschlecht konstruiert werden kann:

Satz 2.57. Seien ny,;,m,ny,n_ € N mit o(m) = ny + n_ so gewdhlt, dass sie die ent-
sprechenden Eintrige eines maglichen Geschlechtssymbols sind. In diesem Geschlecht gibt es
genau dann ein ganzzahliges Z-Gitter mit einem Automorphismus, der das Minimalpolynom

d,,, besitzt, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) ny =20 und n_ =20



(i1) Falls m = ¢' eine Primzahlpotenz ist, gilt fiir die Ringe der modularen Komponenten:

2fT(p)np:  fiir p=q =2 und fir alle p € P(Q) \ {q, 0}
Npi =21 firp=q+#2

Falls m # q* ist, muss 2f+(p)|n,. fir alle p € P(Q)\ {oo} gelten. Zusditzlich muss fiir
alle p mit plm die Kettenbedingung (vgl. Definition erfullt sein.

(iii) Falls m # ¢ ist, so gilt mit a(p) = p» "™~ (pvy(m) — vp(m) — 1) + 3,50 ?E’pl) die

Beziehung:

4- Z a(p) =s ny —n_

pEP(Q)\{cc}

Im verbleibenden Teil des Abschnitts wird beschrieben, wie Z-Gitter mit einem Automor-
phismus und einem gréferen Rang konstruiert werden kénnen. Falls m keine Primzahlpotenz
ist, kann man solche Gitter leicht aus Gittern mit kleinerem Rang konstruieren. Falls m ei-
ne Primzahlpotenz ist, enthalten diese Gitter eine p-Potenz in der Determinante. Deshalb
miissen unter Umstdnden Obergitter gebildet werden. Der Nachweis ihrer Existenz ist im
Allgemeinen ein sehr schwieriges Problem, weshalb abschlieffend einige Spezialfille betrach-

tet werden, iiber die Aussagen getroffen werden kénnen.

Ich m6chte mich an dieser Stelle bei Prof. Dr. Rudolf Scharlau fiir die interessante Themen-
stellung und die Betreuung dieses Projektes bedanken. Ebenso geht mein Dank an meine
Kollegen, die mir in den vergangenen Jahren stets mit Rat und Tat zur Seite standen. Ein
besonderer Dank geht an Michael Jiirgens fiir die vielen Diskussionen und bereichernden

Tipps.
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Kapitel 1

Eine orthogonale Zerlegung von
ZipG-Gittern

Dieses Kapitel beginnt mit einer kurzen Einfiilhrung in die Theorie der hermiteschen Git-
ter iiber Gruppenringen. Es wird gezeigt, wie Z-Gitter mit einem Automorphismus und
hermitesche Gitter iiber dem Gruppenring zusammenhéngen. Des Weiteren wird eine Zer-
legung in Teilgitter iiber Ganzheitsringe von Kreisteilungskérpern konstruiert und es wird
gezeigt, unter welchen Bedingungen diese Zerlegung sogar eine Zerlegung des Gitters liefert.
Im zweiten Teil wird eine p-modulare Zerlegung von Z-Gittern mit einem Automorphismus
g konstruiert, bei der jede Komponente g-invariant ist. Dies ist an allen Primstellen mog-
lich, die nicht die Gruppenordnung teilen. Am Ende des Kapitels wird fiir |G| = p eine

orthogonale Zerlegung eines Z,G-Gitters in moglichst kleine Teilgitter konstruiert.

1.1 Hermitesche Gitter iiber Gruppenringen

Definition 1.1. Ein quadratisches Z-Gitter ist ein Paar (L,b), bestehend aus einem end-
lich erzeugten, torsionsfreien Z-Modul und einer nicht ausgearteten, symmetrischen Bili-
nearform b. Da Z ein Hauptidealring ist, ist jedes Z-Gitter frei und man kann stets eine
Basis {v1,...,v,} des Gitters wéhlen. Der Vektorraum V := Q ®z L liegt L zugrunde. Die
Skalarerweiterung Q, ®g V heifft die Lokalisierung von V an der Stelle p. Die Menge
{I1®wv1,...,1®wv,} bildet dann eine Basis von Q, ®g V. Im Folgenden werden die Elemente
1 ® v; wieder mit v; identifiziert. Der von {v1,...,v,} in Q, ®g V aufgespannte Z,-Modul
heifst Lokalisierung eines Gitters L an der Stelle p. Die Bilinearform b : V x V' — Q kann
eindeutig zu einer Bilinearform b, : (Q, ®g V) X (Q, ®g V) — Q, ®q V geliftet werden.
Falls Verwechslungen ausgeschlossen sind, wird die geliftete Form wieder mit b bezeichnet.
Die Menge der archimedischen und nicht-archimedischen Stellen sei P. Es wird grundsétzlich

angenommen, dass alle Gitter voll sind, das heifst, sie enthalten eine Vektorraumbasis.

Mit Hilfe der Lokalisierung definiert man das Z-Geschlecht eines Gitters:
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Definition 1.2. Zwei Z-Gitter (L,b) C (V,b) und (L’,b") C (V', ') heifien verwandt, falls
es fiir alle p € P(Q) eine Isometrie ¢, : (Z, ®z L,b) = (Z,, ®z L', b") gibt. Das Geschlecht
von (L,b) ist

Geng(L,b) := {(L",v) C (V',b') | (L', b') ist verwandt zu (L, b)}

Alle Q-Vektorrdume, die den Gittern eines Z-Geschlechts zugrunde liegen, sind nach dem
Lokal-Global-Prinzip von Minkowski und Hasse isometrisch. Da dieses Prinzip nicht fiir
Gitter gilt, miissen die Gitter in einem Geschlecht nicht notwendig isometrisch sein und ein
Geschlecht zerfillt in endlich viele Isometrieklassen. Sei R ein Ring mit einer Involution.
Ein hermitesches Gitter (L, h) ist ein endlich erzeugter, torsionsfreier R-Modul L mit einer
hermiteschen Form h. Das bedeutet, dass h in der ersten Komponente linear und in der
zweiten Komponente semilinear ist. Sei nun ein Z-Gitter (L, b) mit einem Automorphismus g
der Ordnung m fixiert. Es sei G := (g). Damit wird ein Z-Gitter (L, b) vermoge g.x := g(z) zu

1

einem Modul iiber dem Gruppenring ZG, der durch die Abbildung g — ¢~ eine Involution

erhélt. Die Bilinearform b kann zu einer nicht ausgearteten Form h geliftet werden:

h:LxL — ZG

m—1

) =3 Mg )

Damit ist (L, h) ein hermitesches ZG-Gitter. Umgekehrt kann aus jedem hermiteschen ZG-
Gitter wieder ein Z-Gitter mit einem Automorphismus g konstruiert werden. Mit Hilfe der

Spur

£ 7G — Z

m—1
g a;g*  —  mag
i=0

erhélt man eine symmetrische Bilinearform %toh auf L als Z-Gitter. Es enthélt einen

Automorphismus der Ordnung m.

Bemerkung 1.3. Diese Konstruktion liefert eine Aquivalenz von der Kategorie der hermite-
schen ZG-Gitter und der Kategorie der quadratischen Z-Gitter mit einem Automorphismus.
Diese bekannte Aussage findet man mit weiteren Details und der Konstruktion des Funktors
zum Beispiel in [FMG9]. Alternativ funktioniert der Beweis in der Ausarbeitung von Bjérn
Hoffmann in [Hof12| auf Seite 15 fiir den Fall 19 > |G| € P(Q) auch allgemein fiir endliche
zyklische Gruppen.

Weil die Ganzzahligkeit der hermiteschen Gitter fiir den weiteren Verlauf irrelevant ist, wird
der Faktor 1/m in die hermitesche Form hineingezogen, sodass sie Werte in %ZG besitzt.
Man kann nun auch Geschlechter von hermiteschen ZG-Gittern definieren. Im Gegensatz
zu Z-Gittern liegt ihnen im Allgemeinen kein Vektorraum zugrunde, sondern ein Modul M

iiber der Gruppenalgebra QG.
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Definition 1.4. Zwei ZG-Gitter (L, h) C (M, h) und (L', h") C (M’, ') heifen verwandt,
falls es fiir alle p € P(Q) eine Isometrie ¢, : (Z, ®z L,hy) — (Z, ®z L', hy,) gibt. Das
ZG-Geschlecht von L ist

Gengg (L, h) .= {(L',1') C (M',n") | (L', 1) ist verwandt zu (L, h)}
Bemerkung 1.5.

(a) Eine Z,G-Isometrie ¢, : (Z, ®z L,h,) — (Z, @z L', h;,) ist insbesondere eine Z,-

Isometrie. Ein Z-Geschlecht kann daher in verschiedene ZG-Geschlechter zerfallen.

(b) Jedes Z-Geschlecht enthélt nach [Kne02] Satz 21.3. nur endlich viele Isometrieklassen.
Konstruiert man aus einem Z-Gitters mit zwei Automorphismen g, g’ zwei ZG-Gitter,
so sind sie genau dann isometrisch, wenn ¢ und ¢’ konjugiert sind. Daher zerfillt die
Isometrieklasse eines Z-Geschlechts entsprechend der Anzahl der Konjugationsklassen

seiner Automorphismengruppe in viele ZG-Isometrieklassen.

Wegen der Aquivalenz der Kategorien erhiilt man durch die Untersuchung von Z-Gittern
mit einem Automorphismus gleichzeitig Informationen iiber Geschlechter von Gittern iiber
dem Gruppenring. Umgekehrt werden im Laufe der Arbeit Aussagen iiber hermitesche ZG-
Gitter und insbesondere auch iiber hermitesche Z[(,,]-Gitter verwendet, um Aussagen iiber
Z-Gitter mit einem Automorphismus treffen zu kénnen. Dies geschieht zum Beispiel mit

Hilfe von Ordnungen:

Definition 1.6. Sei R ein Dedekindring mit Quotientenkérper K. Des Weiteren sei A
eine endlich-dimensionale K-Algebra. Eine R-Ordnung ist ein Teilring A C A, der dasselbe

Einselement wie A besitzt und ein endlich erzeugter R-Teilmodul von A ist, sodass K®prA =
A ist.

Beispiele fiir Ordnungen sind die Gruppenringe ZG und Z,G, die in der Gruppenalgebra
QG beziehungsweise Q,G enthalten sind. Diese Algebren enthalten weitere Ordnungen, die
beziiglich der Inklusion geordnet werden kénnen. Die maximalen Ordnungen ergeben sich

aus der Zerlegung der Gruppenalgebren:

Proposition 1.7. Seip € P(Q). Es gilt

Q@9 QUm] = [[ Qnlr sowie Z,@zZ[Gn] = [] Zlmlx
(m)|(p) (m)|(p)

Einen Beweis der beiden Aussagen findet man in [Ser79] Kapitel II §3. Es ist von Vor-
teil, wenn man den ersten und zweiten Kreisteilungskorper mit Q identifiziert, denn viele
Behauptungen sind dann auch fiir m € {1,2} richtig und es werden Fallunterscheidungen

eingespart. Die Spur ist in diesen Fillen die Identitét und die Involution operiert trivial.
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Proposition 1.8. Die mazimalen Ordnungen T in A € {QG,Q,G} sind

D Z1Cd] falls A = QG
Dijm Zp 2 Z[Ca) = D gpy @ (rypzica) ZlCalr  falls A= Q,G

Beweis. @4 das d-te Kreisteilungspolynom. Fiir die Gruppenalgebra gilt:

QG = @Muﬁxm—l)%GBQMJ/@AXDQEGBQK”
d|m

d|m

@beaXm_l)gEBQAXbﬂ@Axﬁ9569@p®@QKd
d|m dim
@ @ Q[Cd]ﬂ'

dlm  (m)|pZ[¢d]

QG

1%

Unmittelbar aus dem Satz von Maschke folgt, dass die Gruppenalgebra in den betrachteten
Féllen stets separabel ist, das heifit L ® A ist fiir alle Kérpererweiterungen L/Q bzw. L/Q,
halbeinfach. Nach [Rei75] Theorem 10.5. auf Seite 128 sind die zugehdrigen Maximalord-
nungen dann die Maximalordnungen der einzelnen Summanden. Weil dies Kérper sind, sind

ihre Maximalordnungen die Ganzheitsringe. O

Betrachtet man die Lokalisierung an der unendlichen Stelle, so spielen die natiirlichen Ein-
bettungen o : Z[(4] < C eine wichtige Rolle. Weil die Kérpererweiterung Q[(y] : Q fiir d > 2
rein imaginér ist, operiert die Konjugation auf den Einbettungen nicht trivial und sie kénnen
zu Paaren (0,7) gruppiert werden. Der erste und zweite Kreisteilungskérper werden mit Q

identifiziert. Daher sind ihre Einbettungen p, p’ reell.

Proposition 1.9. Sei V; eine Menge, welche aus jedem Paar von FEinbettungen o,G :

Z[Ca] — C genau einen Vertreter enthdilt. Es gilt:

R? X [Tajm [1pev, C  falls 2 |m
d>2 )

R x [ajm [1sev, C  falls 21m
d>2

RG =

Beweis. Mit Hilfe des chinesischen Restsatzes folgt:

RG=RIX] [(xm 1) *PRE] Jo,x) =B D BX /irx))

d|m dlm  (T(X))|(Pa(X))

Weil die Korpererweiterung Q[¢,,]/Q separabel ist, zerfallen die Kreisteilungspolynome in
verschiedene Faktoren. Fiir d € {1,2} ist der entsprechende Summand isomorph zu R. Fiir

d ¢ {1,2} erhilt man @ Kopien von C. O

Proposition 1.10. Sei A € {ZG,Z,G} und T' die mazimale Ordnung. Es gilt

ACTCm A
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Diese Aussage findet man in [Rei75] Theorem 41.1 auf Seite 379.

Korollar 1.11. Fulls die Gruppenordnung eine Einheit ist, ist der Gruppenring bereits die

mazimale Ordnung.

Falls die Gruppenordnung keine Einheit ist, kann der Gruppenring in die Maximalordnung
eingebettet werden. Dies wird spéter fiir Gruppen von Primzahlordnung benétigt. Daher
sollen nun die Darstellungen dieser Gruppen betrachtet werden. Eine elementare Rechnung
zeigt die folgende Proposition, welche die Einbettung des Gruppenrings mit einer Gruppe

von Primzahlordnung in die Maximalordnung beschreibt:

Proposition 1.12. Seien p eine Primzahl, R € {Z,Z,} und G eine zyklische Gruppe mit
|G| = p. Der Gruppenring RG kann mittels

t:RG — R[{] xR
g = (1)

diagonal eingebettet werden und es gilt
(R[Gp] x R)/u(RG) = F), = (RG)/((1 = (p)R[Cp] x pR)

Man betrachte nun die Modulstruktur eines hermiteschen ZG-Gitters. Fiir Gruppen von
Primzahlordnung haben Diederichsen und Reiner diese Moduln bis auf Isomorphie klassifi-

ziert und eine Zerlegung in Teilmoduln angegeben:

Theorem 1.13. FEs seien G eine Gruppe mit |G| = p € P(Q) \ {oo} und M ein ZG-Modul.

Dann gibt es eine Modulzerlegung
M=M;®M;®M &I vy fir einvy € M,

wobei M, ein freier ZG-Modul, M. ein freier Z[(p)-Modul, My ein freier Z-Modul und I C
Z[p) ein Ideal ist. Diese Zerlequng ist bis auf Isomorphie eindeutig, das heifit, zu einer

weiteren Zerlegung
M = M, ® M. & M; & I'- v fir einvy € M

gibt es Isomorphismen M, = My, M{ = M, M] = My und I' = I als ZG-Moduln.

Der Gruppenring iiber endliche abelsche Gruppen ist zwar kein Dedekindring, aber er weist
viele Eigenschaften eines Dedekindrings auf und wird in der Literatur auch als “Dedekind-
like” bezeichnet. Zum Beispiel kann das Ideal I als Vertreter der Steinitzklasse von M
aufgefasst werden. Definiert man n; = dim(M;), n¢ = dim(M¢) und ny = dim(My),
so wird die Isomorphieklasse von ZG-Moduln durch das Tupel (ng4,n¢,n1, [I]) vollstandig
beschrieben. Einen Beweis des vorherigen Theorems findet man in [CR62] Theorem 74.3.
Dort wird auch ein Erzeugendensystem des Moduls M konstruiert, welches spéter noch

gebraucht wird:
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Korollar 1.14. Seien |G| € P(Q). Des Weiteren sei L ein ZG-Gitter. Dann gibt es Vektoren

U1y vy Ungtne+ng, VI, sodass

ng+ne ng+n¢+ni

M:GHBZGM@ @ Z[Cplvi @ @ Zv; &1 v
i=1

i:ng+1 i:ng+n<+1
Die Menge {v1,...,Vn,tnc+n,>v1} heifit Pseudobasis von M.

Weil Gitter iiber Maximalordnungen bessere Eigenschaften besitzen, wird im weiteren Ver-
lauf fiir R € {Z,Z,} anstelle cines RG-Gitters (L,h) das Gitter ((R[(p] X R) ®ra L, h)

betrachtet. Es zerfillt in zwei orthogonale Teilgitter:

Proposition 1.15. Sei R € {Z,Z,} und (L, h) ein hermitesches RG-Gitter. Dann gibt es
genau ein R[(p]-Gitter (LS, h%) und genau ein R-Gitter (L, b'), sodass (R[(p] x R) ®ra L =
LS 1L L' gilt.

Beweis. Man erhélt mit Hilfe der vollstdndigen Menge primitiver, orthogonaler Idempotente
(1,0),(0,1) € R[(y] x R eine eindeutige Modulzerlegung von (R[(,] x R) ®rg L in zwei
Teilgitter LS & L. Dabei ist L ein R[(,]-Gitter und L' ein R-Gitter. Die Zerlegung ist
orthogonal, denn fiir alle y € LS und z € L! gilt:

ph(y,2) =Y h(g'(y),g'(2) = Y _h(g' (W), 2) = h(>_ g'(), ) = h(0,2) =0
=0 1=0 =0

Bemerkung 1.16. Erzeugendensysteme der Gitter LS und L' lassen sich mit Hilfe der
Zerlegung aus Theorem bestimmen, denn L; kann in L' wiedergefunden werden und
L¢ sowie I in LS. Nur L, wird beim Ubergang zur Maximalordnung in zwei zueinander
orthogonale Teilgitter aufgespalten. Daher gibt es zu jedem Vektor z € L ein 3’ € LS und
ein 2’ € L' sodass z = (y/,0)+(0, 2’) ist. Fiir 1, 2o € LS L L' gilt wegen der Orthogonalitit
h(z1,22) = (hc(yﬁ, Ya), hl(zi, 23))-

Als néchstes soll wieder ein Z-Gitter (L, b) mit einem Automorphismus betrachtet werden,
der nicht notwendigerweise von Primzahlordnung ist. Fiir jedes dieser Gitter sollen Teil-
gitter bestimmt werden, die eng mit der Operation des Automorphismus zusammenhéngen.
Zunéchst wird dafiir eine Zerlegung des zugrundeliegenden Vektorraums in g-invariante Teil-

rdume benotigt. Eine solche Zerlegung heifst Primérzerlegung :

Proposition 1.17. Seien V' ein hermitescher QG-Modul und W4 := Kern(®4(g)). Dann
gilt fiir V als Q-Vektorraum

(a’) V = J_d‘m Wd
(b) Jedes Wy ist g-invariant.

(¢) Das Minimalpolynom von glw, ist ®4.
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Beweis. Aus der Zerlegung von QG =[] dim Q[¢4] kann mit Hilfe der entsprechend gew&hl-
ten, vollstindigen Menge primitiver, orthogonaler Idempotente {ey | d|m} eine Zerlegung
von V als QG-Modul konstruiert werden:

V:@edv

Da die Involution auf den Idempotenten trivial operiert, gilt fiir d # d':
h(edV, ed/V) = ed@h(v, V) =0

Mit t(0) = 0 erhélt man eine Zerlegung von V' als Q-Vektorraum in g-invariante Teilrdume:

V:J_Wd

dlm
O

Definition 1.18. Es sei (L,b) ein Gitter auf dem quadratischen Vektorraum (V,b) mit
V = Q ®z L. Des Weiteren sei g € Aut(L) mit Minimalpolynom ¢. Da |G| = m ist, ist
das Minimalpolynom ¢ von g ein Teiler von X" — 1, also ein Produkt von verschiedenen
Kreisteilungspolynomen ®; mit d|m. Nach Proposition gibt es eine Zerlegung von V in
g-invariante Teilrdume W;. Bildet man L N W;, so erhélt man Teilgitter von L. Im weiteren
Verlauf bezeichnet man mit Ly := Kern(g — 1) N L das Fixgitter von L und definiert
Ly := Kern(®4(g)) N L. Auf L, operiert g fiir d > 2 nach Konstruktion fixpunktfrei. Falls
d & {1,2} ist, kann man Ly demnach im Sinne von Proposition als hermitesches Gitter
tiber Z[(4] auffassen. Falls d € {1,2} ist, bleibt L., ein quadratisches Z-Gitter.

Bildet man die orthogonale Summe | dm Lg, so erhélt man im Allgemeinen nicht das Gitter
L, sondern ein weiteres Teilgitter von L. Dessen Index wird im Fall m = p mit der folgenden

Proposition beschrieben:

Proposition 1.19. Sei (L,b) ein Gitter mit einem Automorphismus g der Ordnung p. Des
Weiteren sei ng wie in Theorem[1.13 definiert. Dann gilt:

[L:L¢e L Ly)=pm Spmin{rangz(Ll)Jangz(Lc)}

Beweis. Nach Lemma gibt es Vektoren v; € L und ein Ideal I, sodass

Ng ng+ne ng+ne¢+ni
L= @ZGW D @ Z[Cplv; @ @ Zv; B 1 - vy
i=1 i=ng+1 i=ng+n¢+1
Da Spann{vy, n, 41, Un,4nc } € Le und Spann{vy,, 1n 11,5 Vny4netn, b © L1 primiti-

ve Teilgitter sind, geniigt es M := ¢, ZGv; zu betrachten. Nach Proposition findet
man zu jedem ZGv; ein Teilgitter ((1—(,)Z[C] x {0})v; @ ({0} x pZ)v; von Index p?. Dabei
ist ((1 —¢p)Z[¢p) x {0})v; € Kern(®,(g)) und ({0} x pZ)v; € Kern(1 — g). O
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Bemerkung 1.20.

(a) Die Determinante des Teilgitters L¢ L L; ist also um den Faktor p2"e grofer als die
Determinante des Gitters. Aus der Konstruktion der Einbettung folgt, dass sich der
Faktor gleichméfig auf Ly und L¢ aufteilt.

(b) Fiir eine beliebige Gruppenordnung m ist es schwer, den Index zu berechnen. Wegen
Proposition [I.10] ist aber klar, dass fiir die Primteiler des Indexes nur die Teiler der

Gruppenordnung in Frage kommen.

Um Z-Gitter mit einem Automorphismus zu untersuchen, betrachtet man héufig die Teil-
gitter L., eines Z-Gitters, auf dem der Automorphismus wie eine Einheitswurzel operiert.
Daher soll im Folgenden die Struktur eines Z-Gitters mit einem solchen Automorphismus
der Ordnung m genauer betrachtet werden. Dabei spielt die Spurkonstruktion von zwei Al-
gebren eine wichtige Rolle. Zum einen wird die Gruppenalgebra QG = @ dlm Q[¢q] wichtig
sein. Weil Z-Geschlechter betrachtet werden, wird an Stellen von Z lokalisiert und man erhélt
zum anderen eine Ordnung in der Q,-Algebra Q, ®qg Q[(4]. Fiir die Spur, interpretiert als
Spur der Darstellungsmatrix der Linksmultiplikation, folgt dann mit Hilfe von Proposition
direkt aus ihrer Definition:

Proposition 1.21.

(a) Fiir alle x = (za)ajm € [] Q[Ca] gilt
d|m

Spur%e(m) = Z Spurg[Cd](xd)

dlm

(b) Fiir alle x = (wﬂ)(ﬂﬂ(p) e I Qi) gilt

(m)(p)

Spurgi‘@@(@[(d](x): Z Spurgiﬂi]w(ww)
(m)|(p)

Bemerkung 1.22. Sei (L,b) ein Z-Gitter mit einem fixpunktfreien Automorphismus der
Ordnung m und Minimalpolynom ®.,,,. Fasst man L als Gitter iiber dem Gruppenring auf,
so sind bis auf L, alle Summanden der Primérzerlegung {0}. Der Automorphismus g wird
in diesem Fall mit ¢, identifiziert und L wird zu einem Z[(,,]-Modul. Die Bilinearform kann
zu der hermiteschen Form {iber dem Gruppenring geliftet werden. Geméfs Proposition [1.21]

entspricht sie in diesem Spezialfall gerade der Korperspur:

b(v,w) = t(h(v,w)) =Y Spurd“(h(v, w)q) = Spurg ) (h(v, w))
dlm

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden Gitter oder Teilgitter betrachtet, die eine zusétzliche

Struktur iiber Z[(,,] oder Z[( ]~ besitzen. Weil dabei regelméfig die Zerlegung von Idealen
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benutzt wird, soll die in vielen Lehrbiichern iibliche Notation fixiert werden. Der Tragheits-
grad eines Primideals in der Korpererweiterung Q[(,,] : Q werde mit f bezeichnet und der
Trigheitsgrad einer Zerlegung in Q[ + (] : Q mit f*. Die Verzweigungsindizes seien e

und et und die Anzahl der Primteiler wird mit » und r+ bezeichnet.

1.2 Eine g-invariante modulare Zerlegung

In diesem Abschnitt werden zunéchst einige grundlegende Definitionen eingefiihrt und mo-
dulare Zerlegungen eines Z-Gitters vorgestellt. Anschlieffend wird gezeigt, dass es zu jedem
Z-Gitter (L,b) mit einem Automorphismus der Ordnung m und an allen Stellen p { m stets
eine p-modulare Zerlegung existiert, fiir die jede Komponente invariant unter dem Automor-

phismus ist.

Definition 1.23. Es seien R ein Ring und (L, b) ein quadratisches R-Gitter. Sei

b: L — Homg(L,R)
y = b=y

Ein R-Gitter (L,b) heift 2-modular fiir ein Ideal A C R, wenn L von b bijektiv auf
Hompg(L,2A) abbildet. Falls ein Gitter R-modular ist, wird es auch unimodular genannt.
Das von {b(v,w) | v,w € L} erzeugte Ideal Scale(L) nennt man Skalenideal von L. Ist R
ein lokaler Ring, so ist Scale(L) = {b(v,w) | v,w € L}. Das von {b(v;,v;) | v; € L} erzeugte
Ideal heifst Norm von L. Auf dieselbe Art werden Scale und Norm fiir hermitesche Gitter
definiert.

Proposition 1.24. Sei p eine Primzahl und L ein Z,-Gitter.

(a) Dann gibt es (p')-modulare Teilgitter L; C L, so dass:

L= | L
i€z
Es konnen nur endlich viele L; # {0} sein. Eine solche Zerlegung heifst p-modulare
Zerlegung von L.
(b) Falls L = J_ L; = J_ L} zwei p-modulare Zerlegungen sind, gilt:
i€Z i€z
(i) rangy (L;) = rang, (L;) fir alle i.
Insbesondere ist [{i € Z | L; # {0}}| = {i € Z | L} # {0}}]
(ii) Falls p # 2 ist, gilt L; = L fir alle i € Z

Einen Beweis findet man zum Beispiel in [Kit03] auf den Seiten 79ff. Das Ziel dieses Ab-
schnitts ist es, fiir ein Z-Gitter L mit einem Automorphismus g der Ordnung m an jeder
Stelle p 1 m die Existenz einer p-modularen Zerlegung, fiir die zusétzlich g(L;) = L; gilt,

nachzuweisen.
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Definition 1.25.

a) Es sei ,b) ein Z-Gitter auf dem quadratischen Q-Vektorraum (V,b). Dann heilst
E i (L,b) ein Z-Gi fd dratischen Q-Vek V,b). D heifs
(L,b)# :={y € V | b(x,y) € Z fiir alle z € L} das duale Gitter von L beziiglich b.

(b) Es sei (L, h) ein Z[(y]-Gitter auf dem hermiteschen QI[(,,]-Vektorraum (V, ). Dann
heift (L,h)# = {y € V | h(z,y) € Z[(y] fiir alle z € L} das duale Gitter von L
beziiglich h.

Wie im ersten Abschnitt beschrieben wurde, gibt es Z-Gitter mit einem fixpunktfreien Au-
tomorphismus, die eine zuséitzliche hermitesche Struktur iiber Z[(,,] besitzen. Zu solchen
Gittern gibt also zwei duale Gitter, die sich unterscheiden kénnen. Zum Beschreiben dieses

Unterschieds wird die Differente benotigt:

Definition 1.26. Sei F': E eine Korpererweiterung mit Ganzheitsringen O und Og. Das
gebrochene Ideal D := {2 € F | Spurk(zOr) C Op} heiht der Dedekindsche Komple-

mentéirmodul. Das dazu inverse Ideal wird Differente D% := D! genannt.

Bemerkung 1.27. In dieser Arbeit werden die Differente fiir die Erweiterungen Q[(,,,] : Q,
Q[¢m] : Q[ém + Gn) und Q[¢m + ] : Q sowie fiir die Erweiterungen, die sich durch die
Lokalisierungen ergeben, benotigt. Im Folgenden werden einige Eigenschaften der Differente
und der Diskriminante aufgelistet, die im weiteren Verlauf der Arbeit verwendet werden.

Man kann sie zum Beispiel in [Lan86] ab Seite 60 finden:
(a) Fiir einen Kérperturm E C F C G gilt: D¢ = D¢ - DL,
(b) Die Primteiler von DL sind genau die verzweigten Primelemente.

(¢) Sei (p) C E ein Primideal. Bezeichnet man mit 8, C F' die Primideale iiber (p), so
gilt: DF = [[,(D> N F).

o - (=1 (¢
(d) Falls m = p' ist, gilt CD%[C V= (1= ¢V t=t=1,

(e) Falls m = my - mg mit ggT(mq,mg) =1 ist, gilt @%K’"] = (QSKMIJ) : (@g[cmz}).

(f) Es gilt Norm%(DL) = | disck |. Daher ist eine analoge Aussage von a) und b) auch fiir

die Diskriminante giiltig.

Lemma 1.28. FEs sei @g[cm} die Differente der Korpererweiterung Q[(n] @ Q. Des Wei-
teren sei (L,h) ein hermitesches Z[(y]-Gitter. Dann ist (L,b) mit b = Spurg[c"”] oh ein
quadratisches Z-Gitter und es gilt:

(L,b)* = (@)~ (L, n)*
Ist p € P(Q), so gilt fiir die Lokalisierung an der Stelle p:

(Z, ® L,b)* = (9N~ 2,) - (Z, ® L, )*
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Beweis. Die erste Formel ist wohl bekannt. Man findet sie zum Beispiel in [Sch98| auf Seite
490. Die zweite Formel folgt aus der Tatsache, dass die Gitter global {ibereinstimmen und

damit auch ihre Lokalisierungen. O

Lemma 1.29. Es seien p t m und 7 eine dber p liegende Stelle in Z[(y]. Dann wird ein
(p')-modulares, hermitesches Z[(m]--Gitter (L,h) durch b(z,y) := SpurQ[C’”]”( hz,y)) 2u

einem (p*)-modularen, quadratischen Z,-Gitter.

Beweis. Weil p t m, ist die Kérpererweiterung Q[(m]r : Q, unverzweigt. Daher ist die Dif-
ferente @gf’”]” = Z[m ] und mit Lemmafolgt, dass (L, b) genau dann unimodular ist,
wenn (L, h) unimodular ist. Des Weiteren folgt aus der Tatsache, dass die Korpererweite-
rung Q[(m]x : Q, unverzweigt ist, dass man p als uniformisierendes Element fiir beide Kérper
wihlen kann. Falls (L, h) (p!)-modular ist, gibt es eine hermitesche Form h’, sodass h = p'h’/
gilt und (L, h') unimodular ist. Nach obigen Uberlegungen muss daher b’ := SpurQ[Cm]” oh/

ebenfalls unimodular sein. Damit folgt fiir alle z,y € L:

b(z,y) = Spug™ (h(z,y)) = Spurd " (p' - ' (z,y))

= p'-Spurg Km]”( W (x,y)) =p"-b'(z,y)

Also ist (L,b) (p*)-modular. O

Die Erweiterung Z[(m]/Z[Cn + (] besitzt den Grad 2. Daher kann ein Primideal aus dem
Ring Z[(m + () iiber Z[(,,] entweder triige bleiben, zerfallen oder verzweigen. Diese drei
Fille werden im weiteren Verlauf der Arbeit abkiirzend mit der trige Fall, der zerfallende
Fall und der verzweigte Fall bezeichnet. Die Begriffe werden auch fiir die Lokalisierungen
dieser Erweiterung verwendet. Fiir hermitesche Gitter {iber den lokalen Erweiterungen gibt
es zu allen drei Féllen bereits Ergebnisse von Ronald Jacobowitz und Larry Gerstein, die

im weiteren Verlauf hdufig benutzt werden.

Definition 1.30. Sei die triige oder verzweigte Erweiterung Z[Cn]x/Z[Cm + G- gegeben.
Des Weiteren sei (L, h) ein hermitesches Z[(,]--Gitter. Eine Zerlegung

L%J_Li

€L

in (7*)-modulare Komponenten heift 7-modulare Zerlegung von L. Eine modulare Kom-
ponente heifit normal, wenn Norm(L;, h|r,) = Scale(L;, h|r,) gilt. Ansonsten heifit L; sub-
normal. Man sagt, zwei Z[(y].-Gitter | ., L; und | ,_, Li

Typ, wenn rangg | L; = rangg | L; fiir alle i € Z gilt und L; genau dann normal ist,

- sind vom selben modularen

wenn L) normal ist.

Proposition 1.31. Seien p € P(Q) \ {oo} und m € N gegeben. Die iber (p) liegenden
Primideale von Z[Cp, + G seien in der Erweiterung Z[Cm)/Z[Cm + G trige. Des Weiteren

sei w eine tber p liegende Stelle in Z[(y].
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(a) Dann gibt es zu jedem hermiteschen Z[(m)r-Gitter (L, h) eine w-modulare Zerlegung

Es kénnen nur endlich viele L; # {0} sein. Diese modularen Teilgitter L; besitzen eine

Orthogonalbasis.

(b) Zwei Z|(m]x-Gitter sind genaw dann isometrisch, wenn sie vom selben modularen Typ

sind.

Einen Beweis dieser Aussage findet man unter Verwendung von [Jac62] Proposition 4.3.
in [Jac62] Kapitel 7. Auch der verzweigte Fall wird dort in Proposition 8.1 und 8.2 in

Kombination mit Proposition 4.3 behandelt:

Proposition 1.32. Seien p € P(Q)\ {2, 00} und m := p. Die diber (p) liegenden Primideale
von Z[Cm+Cm| sind in der Erweiterung Z[Cm) ) Z[Cm+Cm] verzweigt. Seim eine iiber p liegende
Stelle in Z[Cpm).

(a) Dann gibt es zu jedem hermiteschen Z[(m)r-Gitter (L, h) eine w-modulare Zerlegung

Es kénnen nur endlich viele L; # {0} sein und fir p # 2 gilt:

_i(n—1)

L o (w2) L... L {(x2) L(x= = det(L;)) fallsi gerade
YT HG) L. LHG) LH®G) falls i ungerade

wobei H(i) mit w° skalierte, hyperbolische Ebenen sind.
(b) Zwei Z[(m]x-Gitter L und L' sind genau dann isometrisch, wenn

(i) sie vom selben modularen Typ sind und

(ii) fir m-modulare Zerlegungen L = J_ L; und L' = J_ L} gilt det(L;) = det(L’)

fir alle geraden 1.

Dyadische Stellen werden in [Jac62] Kapitel 9 bis 11 genauer untersucht. In dieser Arbeit

werden die Ergebnisse jedoch nicht benoétigt.

Definition 1.33. SeiPB C (p) C Z[(m+(m] €in Primideal, dass tiber Z[(,,] in zwei Primidea-
le 9,9; zerfillt. Des Weiteren seien 7 eine iiber p liegende Stelle und (L, h) ein hermitesches
Z[Cmlr X Z]Cm]7Gitter. Eine Zerlegung

L= | L

€L
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in (7° x 7 )-modulare Komponenten heift m-modulare Zerlegung von L. Man sagt, zwei

Z[Cmlx % Z[Cm]7Gitter | ,., Ly und | ,, L} sind vom selben modularen Typ, wenn fiir
alle 7 € Z rangz[cnl]ﬂ_xz[cm]F(Li) == rangz[cnl]ﬂ_xz[gw’/]?(Li) gﬂt.

Die folgende Proposition folgt aus [Ger70] Bemerkung 1.6. und wurde erstmals in [Shi64]

bewiesen.

Proposition 1.34. Seien p € P(Q) \ {oco} und m € N. Die dber (p) liegenden Primideale
von Z[Cm + (m) seien in der Erweiterung Z[Cn)/Z[Cm + Cm) zerfallend. Des Weiteren sei

eine iber p liegende Stelle.

(a) Dann gibt es zu jedem hermiteschen Z[(m|x X Z[(m]r-Gitter (L,h) eine (7% x 7°)-
modulare Zerlegung
L= | L

Es kénnen nur endlich viele L; # {0} sein. Diese Teilgitter L; besitzen eine Or-
thogonalbasis, und das von jedem Basisvektor aufgespannte Teilgitter, aufgefasst als

Z[Cm ]« -Gitter von doppeltem Rang, besitzt eine Gram-Matriz der Form
0 =
* 0

(b) Zwei Zlm|r X L[ m]r-Gitter sind genau dann isometrisch, wenn sie vom selben mo-

dularen Typ sind.

Proposition 1.35. Sei p { m eine endliche Stelle und (L,h) ein hermitesches ZG-Gitter.
Dann kann Z,G ®@za L in eine orthogonale Summe von Teilgittern tber Z, @z Z[(q] mitd | m
zerlegt werden und jedes solche Teilgitter besitzt eine Orthogonalbasis sowie eine orthogonale
Zerlegung in Teilgitter von Rang 1 iber Z[(4]r oder Z[Cq)x X Z|Cqlw fiir iber p liegende Stellen
7 in Z[Cq).

Beweis. Nach Korollar ist Z, G bereits die maximale Ordnung in der Gruppenalgebra
und es gilt Z,G = @y, Zp @z Z[Ca). Sei {eq | d teilt m} die zu dieser Ringzerlegung
gehorige vollstdndige Menge orthogonaler Idempotente. Mit ihrer Hilfe kann Z,G ®za L
zerlegt werden:

Z,G ®c L = @ ea(Z,G @7 L)
dlm

Diese Summe ist wegen ey = €5 orthogonal, denn fiir d # d’ gilt:
h(ed(ZpG Rza L), eq (ZpG Rza L)) = eded/h(ZpG ®za L, ZpG Rza L) =0
Jedes (L, ha) = (ea(ZpG @z L), h|ey(z,60:61)) ist nach Konstruktion ein hermitesches

Zy, ®7 ZL[(4)-Gitter. Da nach Proposition Zy @7 Z1Ca) = 11 Z[Ca]r gilt, kann man
(™1(p)
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wieder die kanonische, vollstdndige Menge primitiver Idempotente {el. | 7 teilt p} wéhlen

und damit eine Modulzerlegung konstruieren:

Ld: @ G;Ld

(m1(p)

Die Gitter e; Ly sind Gitter iiber dem lokalen Ring Z[Ca]» und es gilt rangy ; €7La =
rangy . zc, Ld- Um die Orthogonalitéit dieser Zerlegung zu untersuchen, miissen zwei Fille
unterschieden werden. Dazu betrachtet man zunichst die Primidealzerlegung von pZ[(y +
Ca) =P1-...-Poy. Weil Q[¢4] : Q[¢y + 4] eine Galoiserweiterung von Grad 2 ist, gilt fiir alle
P; entweder P,Z[Cq] = Q; oder P,Z[(4] = Q;Q; fiir ein Primideal Q; C Z[(4]. Weil p { m und
damit auch kein Teiler der Diskriminante ist, kann der verzweigte Fall nicht eintreten.
1.Fall: P,Z[(4) = Q;

Dann ist e}, = e/, und fiir 7 # 7’ folgt h(elLa, €., La) = eyel h(La,Lg) = 0. Damit gilt

sogar
Ly = J_ el Lq
(m)(p)
Nach Proposition besitzen die Z[(q].-Gitter e/ Ly eine Orthogonalbasis vx1,...,Vrn.
Dies gilt insbesondere fiir p = 2. Also hat man L in eine orthogonale Summe von Teilgittern
von Rang 1 zerlegt. Solche Teilgitter sind stets modular. Die Vektoren {(vr, ;®... Dy, ;) |
i€ {l,...,rang(L4)}} bilden dann eine Orthogonalbasis von Ly, denn es gilt fiir ¢ # j:

h((vﬂ'hi D...0 Uﬂ'r,i)ﬂ (vﬂ'hj D...D vﬂ'mj)) = (h’(vﬂ'k-,i?Uﬂ'kaj)ﬂ'k) =0

2.Fall: PZ[(4) = Q.Q:

Sei (p) = Q1. ..-Q, die Primidealzerlegung in Z[(;]. In diesem Fall operiert die Konjugation
nicht trivial auf den @;. Man kann die Ideale also zu Paaren (Q;,Q;) gruppieren. Durch
Umnummerierung wird 0.B.d.A. angenommen, dass Q; = Q;;1 und damit e; = &7 fiir alle

ungeraden i gilt. Es folgt fiir alle 4,5 € {1,...,r"} mit i # j:
h(eéi—lLdaeéde) = h(gjeéi—lLd’Ld) =Nn(0,Lq4) =0

Daher erhélt man die folgende orthogonale Zerlegung:

o+

La= J_(BIZi—lLd @ e5;La)
i=1
Jeder orthogonale Summand ef, Ly @ e, Lg ist ein Gitter iiber dem Produkt Z[(4]g, X
Z[Calg;- Mit Hilfe der Konjugation rechnet man leicht nach, dass Q[C4lg; = Q[Cdq, bezie-
hungsweise Z[(4lg; = Z[(dq, gilt. Gemif Proposition gibt es eine Basis {v; 1,...,0in}
von ey, 1 Lqund eine Basis {w; 1,...,w; , } von €}, Ly, sodass die Gram-Matrix von e}, _; Lq®

eh; L4 beziiglich der Vektoren
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{’Uiyl@o, O@Mi’l, 1)7;,2@0, O@wLQ, 71)1-7”690, 0@'[027”}

von der folgenden Form ist:

0 h(vi,l,wi,l) 0
h(wi,hvi’l) 0

0 h(vi,2, w;,2)
h(wi,zmi,g) 0

0 h(vi,n,wi,n)
h(Win, vin) 0

Damit erhélt man eine orthogonale Zerlegung von (Lg, hq) in Teilgitter der Form (T; ;, h

Ti‘j)
mit 7; ; := Spanng, XZ[Cd]@{Uivj @ w; ;}. Weil die Erweiterung unverzweigt ist, kann p
als uniformisierendes Element fiir beide Lokalisierungen Z[Ca]q, und Z[(4]g; gleichzeitig ver-

wendet werden. Da p*|h(v; j, w; ;) genau dann gilt, wenn auch p|h(w; ;,v; ;), ist (T} ;, h

Ti,j)
ein (p! x pt)-modulares Teilgitter. Die Vektoren

{(vLj Pw;D...0U+; D wrﬂj) | J€E {1, - ,rang(Ld)}}
bilden dann eine Orthogonalbasis von Ly, denn fiir j # k gilt:

h((vij ®wi; ... BV j D wpt 5), (Vg Wi @ ... DVt O Wyt i)
= (h(vij ® wigk), M(wi; ® vig))i<r<r+ =0

O

Korollar 1.36. Sei (L,b) ein quadratisches Z-Gitter mit einem Automorphismus g der
Ordnung m. Dann zerfillt L in eine orthogonale Summe von g-invarianten Teilgittern L =
J—d|m L¢, und jedes Teilgitter zerfdllt in g-invariante, p-modulare Komponenten. Fir d &

{1,2} ist die Dimension jeder Komponente ein ganzzahliges Vielfaches von 2f;r.

Beweis. Mit Hilfe des Automorphismus kann (L, b) als hermitesches Gitter iiber dem Grup-
penring aufgefasst werden. Nach Proposition kann man dieses Gitter in zueinander
orthogonale Z, ®z Z[(4)-Teilgitter von Rang 1 zerlegen. Jedes dieser Teilgitter ist eine or-
thogonale Summe von Z[(y].-Gittern oder Z[(4]r X Z[C4)7 -Gittern, die ebenfalls Rang 1
besitzen. Durch Anwenden der Spur erhdlt man nach Lemma eine orthogonale Zerle-
gung von (L,b) in modulare, g-invariante Teilgitter. Falls d ¢ {1,2} ist, ist ihr Rang im
tragen Fall f; = 2 fj und im zerfallenden Fall 2f; = 2 f;r . O
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Proposition 1.37. Seien p € P(Q) \ {oo} und (L,b) ein Z-Gitter mit einem Automorphis-

mus g der Ordnung m mit p{m. Des Weiteren seien

L= | Li= | M,

=3 =3
zwet g-invariante p-modulare Zerleqgungen. Dann gilt:

(a) Falls g fixpunktfrei operiert, gibt es eine Isometrie ¢ : L — M mit p; : Ly — M; und
gopy=wog.

(b) Falls g nicht fizpunktfrei ist, gibt es eine solche Isometrie fir p # 2.

Beweis. (a) Wie in Proposition beschrieben wurde, kann man L, aufgefasst als her-

mitesches Z,G-Gitter, in eine orthogonale Summe von Z, ®z Z[(4]-Gittern zerlegen:

L:J_edL

dlm

Fiir jedes Gitter Ly := eqL mit d > 2 gibt es dann gegebenenfalls nach einer Umnummerie-

rung eine von zwei moglichen orthogonalen Zerlegungen:

rt rt
Li= | eiLq baw. Lg= | (eh_iLa® €b;La)
i=1 i=1

Diese Zerlegung ist eindeutig, weil dies alle nicht-triviale, primitive Idempotente sind, die
ein direktes Produkt von Ganzheitsringen von Korpern besitzt. Nach Proposition [1.31] und
Proposition besitzen die Z[(4]r,-Gitter und Z[(glry,_, X Z[Cd)r,,-Gitter eine modulare
Zerlegung, deren modularer Typ eindeutig ist. Das bedeutet insbesondere, dass die Rénge

der modularen Komponenten eindeutig bestimmt sind. Seien

L%J_Li%J_Mi

€L €L

zwei g-invariante modulare Zerlegungen von (L,b). Man betrachte nun die beiden (p?)-
modularen Komponenten L; und M;. Weil die modularen Komponenten g-invariant sind,

konnen sie als hermitesche Z,G-Gitter aufgefasst und eindeutig zerlegt werden:

L; = J_ eql; und M, = J_ eqM;
d|m d|m

Dabei besitzt jedes L; 4 := eqL; und jedes M; 4 := eqM; eine Struktur iiber Z, ®z Z[(4].
Wenn man diese Gitter fiir d > 2 auf eindeutige Weise weiter zerlegt, erhélt man wieder die
beiden Fille
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T+ ’I”+
(1) Li = J_EE-Li,d und Mi = J_e;-Mi,d
Jj=1 j=1
rt rt
(2) Li= J_(e/Qj—lLi7d @ey;lig) und M = J_(e/Qj—lMi,d & €5, M;.q)
j=1 Jj=1

1. Fall: Da L; und M; (p')-modular sind, sind die Z[Cal,-Gitter e;Li_,d und e;Miyd geméfs
Lemma ebenfalls (p*)-modular. Durch

J_ ¢;Liq und J_ e M; g4

1€Z i€Z

erhélt man zwei modulare Zerlegungen des Z[(4],-Gitters e;edL, das nach obigen Uberle-
gungen eindeutig bestimmt ist. Daher sind beide Zerlegungen vom selben modularen Typ.
Also ist geméfs Proposition e;'Li,d = e}MLd und damit ist L; g = M, 4 fir d > 2.
2. Fall: Weil L; und M; (p*)-modular sind, sind die Gitter egj_1Lia®es; Ligund ey M; 4@
eh i Mi.a geméfs Lemma ebenfalls modular. Wie im ersten Fall erhdlt man durch

J_(e/zjflLi,d @ e5;L; ) und J_(e’ijlMi’d @ ey M; q)

= icZ
zwei modulare Zerlegungen des Z[Calr,; , X Z[Calx,;-Gitters e5; jeql @ ej;eqL. Also sind
beide Zerlegungen gemif Proposition [I.34] vom selben modularen Typ. Daher folgt fiir d > 2

(eh; 1 Lia® ey;Lia) = (eh; 1 Miq @ en;M; q)

Damit ist auch in diesem Fall L; 4 = M, 4 fiir d > 2.

Da g fixpunktifrei operiert, sind die Teilgitter L; 1 = M; 1 = {0}. Die Z,-Gitter L;  und M; o
sind ebenfalls trivial, wenn m ungerade ist. Falls m gerade ist, folgt aus p f m aber p # 2.
Daher gibt es nach Proposition @ eine Isometrie @; o : L; o — M; 2. Der Automorphismus
g operiert auf L; o und M; o mit dem Minimalpolynom ®o(x) = z + 1. Fiir ein v € L; 5 gilt
deshalb:

@i2(9(v)) = —pi2(v) = g(i2(v))

Insgesamt hat man also L; 4 = M, fir alle djm gezeigt. Damit ist auch L; = M; als
hermitesche Z,G-Gitter. Fasst man die Gitter wieder als Z,-Gitter auf, so besitzt der Iso-
morphismus die angegebene Eigenschaft.

(b) Weil p 1 m gilt, gibt es nach Korollar einen Isomorphismus Z,G =[], Z[¢4] und
das Gitter (L,b), aufgefasst als hermitesches Z,G-Gitter (L, h), kann zerlegt werden:

L%elLLJ_edL

dlm
d#1

Auf J_ eqL operiert g fixpunktfrei. Daher gibt es auf diesem Teilgitter nach (a) eine eindeu-
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tige, g-invariante, p-modulare Zerlegung. Der Grundring des Fixgitters e; L ist Z,. Weil g
auf e; L trivial operiert, ist jede p-modulare Zerlegung g-invariant. Jedoch ist eine modulare
Zerlegung fiir Z,-Gitter nach Proposition [[.24] nur im Fall p # 2 eindeutig. O

Proposition 1.38.

(a) Jedes hermitesche RG-Gitter (L, h) ist eine orthogonale Summe von Teilrdumen dber
R ®z Z[C4] mit dlm und jedes solche Teilgitter besitzt eine orthogonale Zerlegung in
G-invariante Teilrdume iber R von Rang 1, falls d € {1,2} ist, oder von Rang 2, falls
d & {1,2} ist. Dabei ist jeder Teilraum entweder positiv oder negativ definit.

(b) Diese Zerlequng ist bis auf Isometrie eindeutig.

Beweis. Die Einbettungen Z[(4] < C gruppieren sich fir d ¢ {1,2} zu Paaren {0,7}.
Sei V; ein Vertretersystem, welches aus jedem Paar genau eine Einbettung enthilt. Nach

R2x J] J]C falls2|m

dlm o€Vy
RG = d¢{1,2}

Rx [[ [I C falls2¢m

dlm o€Vy
d#1

Proposition [1.9] ist

und man kann sich mit Hilfe der kanonischen, vollstdndigen Menge primitiver orthogonaler
Idempotente {e, | o € {p}UV,} bezichungsweise {e, | o € {p, p'} UV} eine Modulzerlegung

von L' := R ®y L konstruieren:

e, Dey L' @ @ @ e. L' falls2|m
dlm o€Vy

e, L' @ @ @ e, L' falls 2¢m

dlm oc€Vy

&
11

Diese Modulzerlegung ist eindeutig, da die e,, €, und e, alle primitiven Idempotente sind.
Aufgrund der Wahl von V; und den Eigenschaften der reellen Einbettungen p und p’ erhélt
man e, = €5 = €, sowie e, = €, und e;, = a. Damit sind die Zerlegungen sogar orthogonal.
Jedes e, L’ ist ein hermitescher C-Vektorraum. Er ist damit diagonalisierbar und zerfillt in
eine orthogonale Summe von eindimensionalen Teilrdumen (7', h|7). Die Eindeutigkeit dieser
Zerlegung folgt daher aus dem Trégheitssatz von Sylvester fiir R und C. Fiir die Spur auf
RG gilt nach Proposition [I.9] und Proposition [[.2]] fiir alle z € RG.

(@) + (z)p + Z Z Spurg (z), falls 2 | m

SpurRG(x) — dlm o€V,
: (), +Y_ > Spurg(x), falls 2¢m
dlm oc€Vy

Die Spurabbildung der Algebra R ®z Z[(4], eingeschrinkt auf diese Teilrdume, ist gerade
die gewohnliche Spur der Korpererweiterung C/R. Daher kénnen sie als zweidimensionale

reelle Vektorrdume mit der Bilinearform Spur% oh|r aufgefasst werden. Je nachdem, ob h|r
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positiv oder negativ definit ist, ist dann auch der reelle Raum positiv oder negativ definit. Die
reellen Rdume e, L und e, L sind nach dem Trégheitssatz von Sylvester ebenfalls (eindeutig)

diagonalisierbar. O

Wie man sieht, ergeben sich Einschriankungen fiir den Teil des Gitters, auf dem g wie eine
Einheitswurzel (4 mit d > 2 operiert, denn dieser Teil l&sst sich nur in zweidimensionale,

modulare Komponenten zerlegen.

Korollar 1.39. Sei (L,b) ein Gitter mit der Signatur (ny,n_) und mit einem fizpunktfreien

Automorphismus ungerader Ordnung. Dann gilt: 2|ny und 2|n_.

Ausblick: In diesem Kapitel wurde gezeigt, dass die modulare Zerlegung eines Z-Gitters mit
einem Automorphismus der Ordnung m im Wesentlichen von den enthaltenen Idealen iiber
Z[(4) abhéngt. In Kapitel 2 wird mit ihrer Hilfe das Geschlechtssymbol bestimmt. Durch
Multiplikation von Primidealen bei der sogenannten Idealgitterkonstruktion werden spéater
in Abschnitt 2.4 Gitter konstruiert, die einen Automorphismus von vorgegebener Ordnung

sowie vorgegebene Dimensionen der modularen Komponenten besitzen.

1.3 Eine orthogonale Zerlegung im Fall p | m

In diesem Abschnitt soll der noch fehlende Fall p | m untersucht werden. Als erstes wird
fiir p = m # 2 eine orthogonale Zerlegung von A-Gitter konstruiert und eine Liste mit
moglichen Strukturen der orthogonal unzerlegbaren Summanden angegeben. Anschlieffend
wird gezeigt, dass es fiir p = 2 und p?|m unendlich viele verschiedene, orthogonal unzer-
legbare Modulstrukturen mit beliebig grofsem Rang gibt. Fiir den gesamten Abschnitt wird
A :=7Z,G und T := Z[(p]1 ¢, X Z;, definiert.

Als erstes soll die Struktur von A-Moduln geklért werden. Es gilt hier ein Krull-Schmidt

Theorem, welches in [Rei61] bewiesen wurde:

Proposition 1.40. Seien G eine beliebige Gruppe und My, ..., M,, N1,..., Ns unzerlegbare
A-Moduln mit
M @..OM. 2N, &...® N,

Dann gilt r = s und gegebenenfalls nach Umnummerierung M; = N;.

Damit zerféllt ein A-Modul stets in unzerlegbare Teilmoduln und diese Teilmoduln sind
eindeutig bestimmt. Die unzerlegbaren Darstellungen sind aber nur fiir einige bestimmte

Gruppen bekannt. Fiir |G| € {p, p?} hat Irving Reiner diese bestimmt:

Proposition 1.41. Sei |G| = p. Die unzerlegbaren A-Moduln sind bis auf Isomorphie Zy,
Z[Cpli—¢, und A.

Einen Beweis dieser Aussage findet man zum Beispiel in [HR62] Proposition 2.6. Damit

besitzt jeder A-Modul M eine Pseudobasis. Das bedeutet, es existieren Vektoren z;, y; und
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2k, sodass

M=DLn @ dy Diz

[~ J [~
=A 2Zp[Cp] SLp

Die unzerlegbaren Darstellungen der zyklischen Gruppe mit Ordnung p? iiber Z sind in
[Rei76] konstruiert worden. Mit dieser Konstruktion konnen unzerlegbare Darstellungen
dieser Gruppe iiber den die p-adischen ganzen Zahlen gefunden werden. Im weiteren Ver-
lauf werden davon aber nur die beiden unzerlegbaren Teilmoduln Z,[(,] = Z[(,]1-¢, und
Zp[Cpe] = Z[sz]l,gp,z bendtigt. Zunéchst soll fiir p = m # 2 eine orthogonale Zerlegung in
orthogonal unzerlegbare Summanden konstruiert werden. Ein einfaches Beispiel zeigt, dass
es im Allgemeinen nicht moglich ist, eine Zerlegung zu finden, die gleichzeitig eine modulare

Zerlegung des unterliegenden Z,-Moduls ist.

Beispiel 1.42. Das Gitter A,_; besitzt einen Automorphismus g der Ordnung p. Es ist als
Z[(p)-Modul von Rang 1 irreduzibel. Seine p-modulare Zerlegung enthélt aber eine unimo-
dulare Komponente vom Rang p — 2 und eine (p)-modulare Komponente vom Rang 1. Es

kann also keine g-invariante, p-modulare Zerlegung geben.

Das folgende Lemma beschreibt das orthogonale Abspalten von Teilgittern mit Rang 2. Man

kann es zum Beispiel in [Jac62] Proposition 4.2 finden und elementar nachrechnen:
Lemma 1.43. Es sei (L, h) ein hermitesches Gitter mit Basis B := {v1,...,v,}, n > 2.

Seien vy, vj, v, € B verschieden. Sind

h(vkvvi) ) h(vjavj) — h(vkavj) i h(vja vi)
h(’l)j,’l}i) . h(vi,vj) — h(’l)i,’l)i) . h(Uj,Uj)

c(v, v5,v8) ==

und

d(v;,vj, vg) =

fiir alle k & {i,j} ganzzahlig, so ist
v; L (v + c(vs, v, v)v; + d(v;, v5, vg)vj)
und vj L (v + c(vs, vj, v)v; + d(vi, v5, vg)v;)

Eine analoge Aussage gilt fir quadratische Gitter.

Nun sollen die Darstellungen von Gruppen mit Primzahlordnung betrachtet werden. Die
folgende Proposition beschreibt die Einbettung des Gruppenrings in die Maximalordnung
(vel. [Que8l] S. 161):

Proposition 1.44. Fir die Einbettung

t: A — T
g = (Cpal)

des Gruppenrings A in die Mazimalordnung T gilt:
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(a) I:=(1—g)-A+p-A=(1—CG)Z[Cli—¢, X PZy ist das mazimale I'-Ideal in A
(b) «(A)/I =T, und kann mit der Diagonale in T'/I 2 F, x F, identifiziert werden.
Beweis.

(a) ¢ bildet 1 — g auf (1—¢,,0) und Y7~ ¢ auf 377} (¢;,1) = (0,p) ab. Damit ist ¢|; der

gesuchte Isomorphismus. Sei J ein beliebiges Ideal in I'. Es kann mittels
J=(1,0)-J+(0,1)-J

in ein Produkt von Idealen zerlegt werden. Weil Z[(p]1 ¢, und Z, lokale Ringe sind, ist
J von der Form (1—¢,)? x (p)?. Zu priifen ist nun, welche Ideale in A liegen. Falls i = 0
ist, ist J = ((1,p?)), aber der Erzeuger liegt nicht in Bild(¢). Ebenso liegt fiir j = 0 der
Erzeuger von J = (((1—¢,)?,1)) nicht in Bild(z). Da (1—(p,p) = ¢t(1—g) + 32— ¢(g")
im Bild liegt, ist J fiir i = j = 1, also J = I, in A. Fiir alle weiteren ¢,j € N erhélt
man dann Ideale J G I S A. Damit ist 7 maximal in A.

(b) Die Isomorphie (Z[(p]1—¢, X Zyp)/I = F, x F, kann mit Hilfe der Restklassenkérper
elementar nachgerechnet werden. Da ¢(A)/I C T'/I ist und I ein maximales Ideal in
t(A) ist, muss ¢(A)/I isomorph zu einem echt in F), xF,, enthaltenen Kérper sein. Dafiir

kommt nur F, in Frage. O
Zur besseren Ubersicht wird im weiteren Verlauf A als Teilmenge von I' aufgefasst.

Lemma 1.45. Seixz € I'. Dann gilt:
reNesc+TeA/]

Beweis. “=" ist klar. Sei 41 € A/I vorgegeben. Dann gibt eseiny € Amit 2 +71 = y+1.
Also ist x —y € I und aus I C A folgt x € A. O

Lemma 1.46. Seien x,y € A CT so, dass % € T ist. Dann gilt sogar % € A.

Beweis. I ist ein Produkt von lokalen Ringen. Da es fiir jeden Ring eine Bewertung gibt,

kann fiir alle ¢ := (c¢,c1) € I das Tupel (v1-¢,(c¢),vp(c1)) definiert werden. Dies ist keine

(-’ﬂg,lj)
(y¢ y1)
vp(y1). Man schreibt 2 = 6,(1 — (,)% und 1 = €,p’. Mit y verfihrt man analog. Dann

ist (z¢,21) = (g—:(l — (p) Tt T, :—‘:pbm*by). Aus Proposition folgt:

Bewertung. Sei (z¢,z1) := € I'. Dann folgt vy ¢, (2¢) < vi-¢,(yc) und vp(z;) <

AJT=F,={(M\N) eF,xF, | A\eF,} = T/I

Also ist

y

k>
I
Q|
I

& &
I

s
I
Q)
Il
<
I
s A
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Da die Projektion auf die Restklasse ein Ringhomomorphismus ist, folgt daher:

T & b
=) =E)=@-=-x%
Damit ist (2¢,21) + I € A+ I und geméf Lemma [1.45[ist dann (z¢,21) € A. O

Lemma 1.47. Es sei ein A-Modul M mit der oben angegebenen Pseudobasis x;, y; und zj
gegeben. Dann kénnen einzelne Vektoren durch Linearkombinationen so ersetzt werden, dass

die neue Menge von Vektoren wieder eine Pseudobasis bildet:

/

(a) Man ersetzt x; durch x} = x; + (A¢, A\1)x; fiir ein (A¢, \1) € A. Es gilt Az = A.

/

+(
(b) Man ersetzt x; durch x| = z; + (A¢, \1)y; fir ein (A¢, A1) € A. Es gilt Az = A.
(¢) Man ersetzt x; durch x := x; + (

ey A1)z fiir ein (Ae, A1) € A. Es gilt Azl = A.

(d) Man ersetzt y; durch y)' == y; + (A¢,0)x; fir ein (A¢,0) € AN (Zp[(p] x {0}). Es gilt
Ay = Zp[Gp)-

(e) Man ersetzt y; durch y; :=y; + (Ac, M)y; fir ein (A, A1) € A. Es gilt Ay = Z,[Cp).

(f) Man ersetzt z; durch 2 = z + (0, \1)z; fir ein (0,A\1) € AN ({0} x Z,). Es gilt
Az = 7Z,.

(9) Man ersetzt z; durch z == z; + (A¢, M )z; fir ein (A, A1) € A. Es gilt Az = Z,,.

Beweis. Man kann in allen Féllen leicht zeigen, dass die neue Menge wieder ein Erzeugen-
densystem ist, denn die Vektoren liegen in M und die urspriingliche Pseudobasis kann mit
ihnen erzeugt werden. Zu zeigen ist also noch, dass man nach dem Ersetzen eines Vektors
wieder eine Pseudobasis erhéalt. Dazu bestimmt man den Isomorphietyp mit Hilfe der drei
moglichen Annullatoren (0), (®,(g)) und (g —1) :

(a) Zu jedem x; gibt es ein y; und ein 2}, sodass x; = (y;,0) + (0,z). Ebenso kann
z; = (y},0) + (0, 2}) geschrieben werden. Da z; und z; Teil einer Pseudobasis sind,
miissen y; und y; sowie z und z} linear unabhéngig sein, weil ansonsten Az;NAz; # {0}

wére. Damit konnen zwei Annullatoren ausgeschlossen werden:

p—1

D,(9)(z) = ng(% + (Ae; M)zj) = (0, p(2; + M2)))
=0

Weil 2{ und z} linear unabhéingig sind, ist (0,p(2; + A12})) # (0,0) und (®,(g)) kann

nicht der Annullator sein.

(9 - D) = (9—Dwi+ A, \)zj) = (g — Dy + Acy;), 0)

Weil g auf y; und y; nicht-trivial operiert, ist ((g — 1)(y; + A¢¥}),0) # (0,0). Der
Annullator kann also auch nicht (¢ — 1) sein. Daher muss es (0) sein und Az} = A

gelten.
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(d) Es gilt:
p—1 4 p—1 ‘ p—1 ' p—1 .
() w!) = D _g'W) =g i+ A.0x) = (g W) + A D _(g'(1)).0)
=1 =1 1=1 1=1
= (070)

Also ist Annp(y)) = (P,(g)) und das neue Erzeugendensystem eine Pseudobasis. Des
Weiteren gilt Ay} = Z[(pl1-c,-

Die Félle (b) und (c) konnen analog zu (a) bewiesen werden und die Fille (e), (f) und
(g) analog zu (d). Weil sich in keinem Fall der Isomorphietyp durch das Modifizieren eines

Vektors dndert, bilden die neuen Vektoren eine Pseudobasis. O
Lemma 1.48. Sei (L,h) ein A-Gitter. Fir Vektoren y,z € L mit Ay = Z[(]1-¢, und
Az 27, gilt: A(y + z) = A.

Beweis. A(y + z) hat den A-Rang 1 und muss nach Proposition eine der folgenden

Modulstrukturen besitzen:
Aa Z [CP] 1-¢p Zp

Da die g'(y) verschieden sind, kann die Modulstruktur nicht Z,, sein. Weil Zf:_ol g (y+z)=

Zf;ol g (y) + Zf;ol g'(z) = pz # 0 ist, kann die Modulstruktur nicht Z[(,]i—¢, sein. Also
muss A(y + z) = A sein. O
Lemma [I.48] liefert eine Methode, mit der man A-Moduln mit vorgegebener Modulstruktur

konstruieren kann. Damit sollen nun Moduln konstruiert werden, die eine weitere Eigenschaft

besitzen:

Definition 1.49. Seien 4, j, k € Ng U {—1}, sodass entweder i < j oder i = j = —1 gilt. Ein
A-Gitter L heifit (4, 7, k)-modular, wenn fiir ' ®5 L = LS | L! die folgenden Bedingungen

erfiillt sind:
(i) e Falls k # —1 ist, ist L¢ ((1 — ¢,)*)-modular.
e Falls k = —1 ist, ist LS = {0}.
(i) e Fallsi=j=—11ist, ist L' = {0} .
e Falls —1 =i < j ist, ist L' (p?)-modular.

e Falls —1 < i < j ist, gibt es ein (p’)-modulares Z,-Gitter L1 und ein (p’)-
modulares Z,-Gitter L mit L' = L} 1 L1.

Definition 1.50.

(1) U1(j) sei das Z,-Gitter mit der Gram-Matrix

()

Es kann insbesondere als (—1, j, —1)-modulares A-Gitter aufgefasst werden und besitzt
die Modulstruktur Z,,.
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(2)

(6)

(7)

Us (k) sei das Z[(p)1—¢,-Gitter mit der Gram-Matrix

((1 - Cp)k)

Es kann insbesondere als (—1, —1, k)-modulares A-Gitter aufgefasst werden und besitzt
die Modulstruktur Z[Cy]1—c, -

Es seien U3 (j) := Uy(j) und U§(k) := Uz(k) definiert. Des Weiteren seien 2’ eine Basis
von U1 (j) und {y'} eine Basis von U:,f(k) Dann besitzt das (—1, j, k)-modulare Gitter
Us(j, k) := Spann, {y’ @ 2’} nach Lemma die A-Modulstruktur A.

Ut (j) sei das Z,-Gitter, das durch die folgende Gram-Matrix definiert ist:

0 p’
p 0

Die Basis des Gitters sei {z,2'}. Des Weiteren sei US(k) := Us(k) mit Basis {y'}
gegeben. Damit besitzt das (—1, 7, k)-modulare Gitter Uy (4, k) := Spann, {y'®z', 05z}
nach Lemma die A-Modulstruktur A & Z,,.

Sei Us(k) das Z[(p]1—¢,-Gitter mit der folgenden Gram-Matrix:

0 (1-G)"
(1—-G)F 0

Es kann insbesondere als (—1, —1, k)-modulares A-Gitter aufgefasst werden und besitzt
die Modulstruktur Z[,]1—¢, ® Z[¢pli—¢, -

Seien Ul(j) := Ui(j) mit Basis {z’} und U§(k) := Us(k) mit Basis {y,5'}. Dann
besitzt das (—1, 7, k)-modulare Gitter Us(j, k) := Spann, {y’ @ 2/, y @ 0} nach Lemma
die A-Modulstruktur A & Z[(p]1—¢,

Seien Uy (i) und Uy (j) mit Basen {z} beziehungsweise {z'} gegeben. Des Weiteren sei
U7C(l<:) := Us(k) mit Basis {y,y'}. Dann besitzt Uz (4, j, k) := Spann, {y' &z, y$0,0d 2}
nach Lemmadie A-Modulstruktur ASZ[(,]1 ¢, ®Zy. Falls i # j ist, ist das Gitter
(i, j, k)-modular. Andernfalls ist es (—1, j, k)-modular.

Seien Z,-Gitter Uy () und Uy (j) mit Basen {21} beziehungsweise {24} gegeben. Man
definiert U (i) := Uy (i) L Uy(j) sowie US (k) := Us (k) mit Basis {y}, y4} Dann besitzt
das Gitter Us(i, j, k) := Spann, {y]®21, y4®2}} nach Lemmal[l.48die A-Modulstruktur
A @ A. Es ist (i, 4, k)-modular oder (—1, j, k)-modular.

Seien U} (i) mit Basis {21, 2]} und U;(j) mit Basis {25} gegeben. Des Weiteren seien
US (k) := Us(k) mit Basis {y/}, 4} und UL (i) := U} (i) L UL(j). Dann besitzt das Gitter
Ug(i, 7, k) := Spann,{y} ® 21,5 ® 25,0 ® 21} nach Lemma die A-Modulstruktur
ABASBZ,. Esist (i, ], k)-modular oder (—1, j, k)-modular.
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(10)

Seien U} (i) mit Basis {z1,2}} und U}(j) mit Basis {20, 25} sowie US,(k) := Us(k)
mit Basis {y,95} und Uiy(i) := Uj(i) L U}(j) gegeben. Dann besitzt das Git-
ter Uyg(4, 4, k) := Spann,{y] ® 21,95 ® 25,0 ® 21,0 ® 22} nach Lemma die A-
Modulstruktur AG A S Z, & Z,. Es ist (3, j, k)-modular oder (—1, j, k)-modular.

Proposition 1.51.

(a) Die A-Gitter Uy(j), Ua(k), Us(j, k) und Us(4, k) sind fir alle j,k € Ny orthogonal

unzerlegbar.

(b) Die A-Gitter Us(k), Us(j, k), Ur(j, k), Us(i, 4, k), Ug(i,7,k) und Uyo(i,j,k) sind fir

alle i, 5,k € N mit 21 k orthogonal unzerlegbar.

Beweis.

(a)

Nach Proposition[I.41]sind die Gitter Uy (j), Uz(k) und Us(j, k) unzerlegbar und damit
auch orthogonal unzerlegbar. Seien M; und My A-Moduln mit Uy(j, k) = My L Mo.
Dann ist T' ®4 Us(j, k) = (M} L M) L (MS L MS). Da US(k) = Us(k) ortho-
gonal unzerlegbar ist, muss 0.B.d.A. M = {0} scin. Damit muss aber M} = {0}
oder M{ = Spann,{z} sein, denn ansonsten erhielte man eine orthogonale Zerlegung
von Spann,{y’ @ 2’} = A. Wenn M} = {0} ist, folgt M; = {0} und damit die Be-
hauptung. Angenommen es wire M{ = Spann,{z}. Dann wiirde man von U} (i) eine

Orthogonalbasis der Form B := {z, uz + p’z’} erhalten und es folgte:
0=0b(z,uz+p'2") = ub(z,2) + W'b(z,2') = p/p’

Damit wire p/ = 0, was einen Widerspruch zur Orthogonalbasis B liefert. Also muss
M} = {0} sein und damit ist auch M; = {0}.

Der Beweis der orthogonalen Unzerlegbarkeit verlauft bei Us bis Uy dhnlich. Daher
wird dies nur fiir Ujg mit der oben angegebenen Basis gezeigt. Seien M; und M,
A-Moduln mit Uio(i, j, k) = My L My. Dann gilt T @4 Uso(i, j, k) = (M} L M}) L
(M§ L MS). Wegen 2 1 k ist US, (k) nachorthogonal unzerlegbar. Sei also 0.B.d.A.
M{ = {0}. Dann miissen 2}z, € M} liegen, weil 2, € M} oder 2, € M} eine
orthogonale Zerlegung von Spann, {y; @21} = A oder Spann, {y5®25} = A implizieren
wiirde. Analog zu (a) kann man dann zeigen, dass auch z;, zo € M3 sein miissen. Damit
ist My = {0}. O

Satz 1.52. Sei p eine ungerade Primzahl. Jeder hermitesche A-Modul (L,h) kann als or-

thogonale Summe von (i, j, k)-modularen Teilmoduln mit den folgenden Modulstrukturen ge-
schrieben werden: Zy,, Zp[Cpl, A, A®Zy, Zp[Cp]l ® Zp[Cpl, ABZy[C], AGA, ABZ,(] D Z,y,
AOADZ, und N\OADZ, DLy

Beweis. (i) Man wihlt sich geméf Proposition eine Pseudobasis:

LD L D L
~A

=Zp[C) =Ly
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Erweitert man nun den Grundring des Gitters zu I, so zerfillt gemaf Lemma das Gitter
(T ®p L, h) = (LS, k%) L (L', b'). Des Weiteren gibt es zu jedem x; ein 3/ € LS und 2} € L',
sodass z; = (y;,0) + (0, z/). Man definiert

Xi={w1,...,0p,}
Y::{ylau'ayng} v’ ::{ylla"'vy;g}
Z:={21,.. 20, } Zh={,..., 2}

) ng

Y UY” ist eine Basis von L¢ und Z U Z’ ist eine Basis von L'. Durch Ubergang zur Maxi-
malordnung erhilt man eine Zerlegung in Gitter iiber lokalen Ringen. Die Teilgitter besitzen
zwar eine modulare Zerlegung, aber die orthogonale Zerlegung der Teilgitter ldsst nur unter
bestimmten Umsténden Riickschliisse auf eine orthogonale Zerlegung von L zu. Daher wird
es das Ziel sein, die Pseudobasis von L so zu veriindern, dass beim Ubergang zu I' ®, L
moglichst viele Basisvektoren in L' und LS orthogonal zueinander sind. Damit erhilt man
dann sofort eine orthogonale Zerlegung von L.

(ii) Falls Y/ = () ist und damit auch Z’ = () gilt, folgt L = L' 1 LS. Wegen p # 2 kann man
sich eine Orthogonalbasis von L! wihlen und erhilt damit Summanden der Form Z,,. Fiir LS
kann nach Proposition [[.32] eine modulare Zerlegung gefunden werden. Demnach zerfallen
hermitesche Z[(,]1—¢,-Gitter wie (LS, h¢) stets in eine orthogonale Summe von modularen
Teilgittern von Rang 1 oder Rang 2. Da solche Gitter im Allgemeinen keine Orthogonalba-
sis besitzen, kénnen orthogonale Summanden der Form Z[(,]1 ¢, und Z[(p]1—¢, © Z[(p)1-¢,
auftreten. Im Folgenden wird also angenommen, dass Y’ # () und Z’ # () ist.

(iii) Man betrachte zunéchst die minimalen Elemente der Menge
Hy = {v,(b* (v,w)) | v,w € ZUZ'}

Die Pseudobasis von L soll so verdndert werden, dass in H;, gebildet mit Hilfe der neuen
Pseudobasis, Elemente einer bestimmten Form nicht auftreten. Falls es etwa ein Element der
Form v, (b (25, 21)) < min{v,(b' (24, 2;)), vp(b' (2k, 21)) } gibt, so ersetzt man die Vektoren z;
und z;, schrittweise durch zé’ == z;+2z, und z,;’ := zj— 2. Diese Vektoren liegen offensichtlich
in L. Weil p # 2 ist, kann man mit ihnen die urspriingliche Pseudobasis durch z; = %(z§’+z;€’ )
/i

und 2z = 5(2]

Pseudobasis. Bildet man beziiglich diesem die Menge Hj, so enthilt sie wegen v,(b'(z; +

z}) erzeugen. Nach Lemma (g) bilden auch die neuen Vektoren eine

2k 2j + 21)) = vp(bt(zj,21)) und vp(b* (25 — 21,25 — zk)) = vp(b' (25, 21)) ein minimales
Element mit der obigen Eigenschaft weniger. Wenn in H; ein Element mit der Eigenschaft
vp(b' (2], 2;,)) < min{v, (0(2], 25)), vp (0 (24, 21,)) } existiert, so ersetzt man die Vektoren z;
und z;, schrittweise durch J:;’ = x; + o1 und 2} = x; — . Auch diese Vektoren liegen
offensichtlich in L. Weil p # 2 ist, kann man mit ihnen die urspriingliche Pseudobasis durch
T = %(:c;’ + 2}) und x5 = %(x;’ — x/) erzeugen. Also bilden geméf Lemma (a) auch
die neuen Vektoren eine Pseudobasis. Weil v, (b'(2} + 2z, 2 + 2;,)) = v,(0" (2}, 2;,)) und

vp(b' (2] — 21, 25 — 2)) = (01 (2], 2;)) ist, enthélt die Menge Hi, gebildet mit der neuen
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Pseudobasis, ein minimales Element mit der obigen Eigenschaft weniger. Elemente der Form
vp(b' (2], z1)) < min{w, (b (2}, 2})), vp(b' (21, 21))} konnen nicht entfernt werden und fiihren
zu orthogonal unzerlegbaren Teilgittern, wie in Proposition [[.51] bereits erldutert wurde.

(iv) Es wird im weiteren Verlauf des Beweises davon ausgegangen, dass es in H; durch
wiederholtes Anwenden von Schritt (iii) keine Elemente mit den unerwiinschten Eigenschaf-
ten gibt. Die Pseudobasis von L soll jetzt schrittweise so verdndert werden, dass sie eine
orthogonale Zerlegung von L' in Teilgitter mit Rang 1 oder 2 induziert. Sollte es in H; ein

minimales Element der Form v, (b'(z;, z;)) geben, definiert man

" h(zi,z;)

x; :xlfmz‘j furlSZSng
vl o=y fir 1 <i<mne

123 e i h(zi,z]') . f 1 < . < . ;é .
% AT Rt 4 furl<i<mg,iFAj

Weil h(z;,2;) € {0} x Zj, ist, muss der Nenner so modifiziert werden, dass er kein Nullteiler

ist, aber im Gruppenring liegt. Nach Voraussetzung liegt h(z;,z;) im Gruppenring und es
17 .
gilt (1 —¢p,0) € I C A. Die Briiche 21 gzlz’% besitzen aufgrund der Wahl von z; Werte in
. . h(xi,z; o bt z;,z]' .
Z,,. Damit sind h(zj,z,v()+(1—)<p,0) = (0, blg%zjg) € I'. Nach Lemma |1.46| muss der Bruch sogar
in A liegen. Fiir den zweiten Bruch kann dies dhnlich nachgerechnet werden. Damit kann

durch mehrmaliges Anwenden von Lemma m (c) und (g) gezeigt werden, dass die neuen

Vektoren wieder eine Pseudobasis bilden. Des Weiteren gilt:

h(xi,zj)
h(zjv Zj) +(1- Cps 0)
h(l‘i,Zj)
h(zjazj) +(1- CZHO)

R (V)
= OV GEE) =G G )

h(z,2;) = h(z; —

Zj’zj)

= h(w;,25) — h(zj,2;)

(O’ bl(zj’ Z])) = (07 O)

h(y!,z;) = (0,0) nach Lemma [.15]
h(z;, z;)
hzg/,z‘ = hzi— v 79 Zi, %5
( ]) ( h(ZJ,Z])+(1_<p,0) J J)
= h(zi,25) - Mz, 2) h(zj, 2;)

h(zj,z;) + (1 —(p,0)
(0,8 (2, 2y)) - — Oz 2))

(1 —Gpy b1 (255 25)) (0,07 (zj,2;)) = (0,0)

Damit steht z; senkrecht auf den anderen Vektoren der Pseudobasis und man erhélt einen
orthogonalen (—1,1,(b*(z}, zj)), —1)-modularen Summanden Spann,{z;} = Z,, der sofort
abgespalten werden kann.

(v) Es werde nun angenommen, dass es ein minimales Element der Form v, (b' (2}, 2}))
gibt. Da es moglich ist, dass das zugehorige y; isotrop ist, muss sichergestellt werden, dass
nicht durch einen Nullteiler geteilt wird. Dafiir wird ein Element benétigt, das in der zweiten
Komponente Null ist, damit die orthogonale Projektion nicht verandert wird, und gleichzeitig

in A liegt. Ein solches Element ist zum Beispiel:
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) (=G,02 falls v, (RS (y5y5) + (1= Gp)) > v, (h (95, 95))
7 (1—-¢p,0)  sonst

Damit kann nun die modifizierte orthogonale Projektion der Vektoren definiert werden:

! ,_xi—mxj fir1<i<ng,i#j
vyl =y fir 1 <i<mnc

1 o h(zhm) . .

z; .—zi—mxj firl<i<mn

Die Nenner sind als Summe von Elementen des Gruppenrings selbst wieder im Gruppen-
ring. Falls h(zj,z;) € I ist, muss bl(z;,zé) € p - Z, sein. Nach Wahl von z; folgt da-
mit auch b'(z},2}) € p- Z,. Weil h(z;,x;) € A ist, muss die Restklasse in A/I gerade
(0,0) sein. Also muss auch h(z;,x;) € I sein und vi_¢,(h¢(y},y;)) > 1 gelten. Wegen
Vi, (hc(yé,y;)) > 1 folgt aus der Wahl von 0, dass v;_¢, (hg(yg-,y;-) + (1 —=¢p)) = 1 bezie-
hungsweise v1_¢, (h¢(y}, ;) + (1 — ()?) = 1 ist. Also besitzt der erste Bruch Werte in I'.
Falls h(zj,z;) ¢ I ist, muss h(x;,x;) + I von der Form (@,a) fiir a € Fj sein und damit
gilt 11, (1S (), ) = vy (b (21.21)) = 0. Also ist w1, (K (g y1) = 0 < v, (K, o))
und nach Wahl von z; auch v, (0" (2}, 25)) < vp(b' (2], 2})). Damit ist auch in diesem Fall der
erste Bruch in I'. Analog kann dies auch fiir den zweiten Bruch nachgewiesen werden. Wegen
h(z;,x;) € {0} x Z, kann der Beweis jedoch abgekiirzt werden. Mit Lemma folgt, dass
die Briiche sogar in A liegen. Durch mehrmaliges Anwenden von Lemma [1.47] (¢) und (g)
kann damit gezeigt werden, dass die neuen Vektoren wieder eine Pseudobasis bilden. Des

Weiteren gilt fiir die neue Pseudobasis:

hz! x;) = hlz;— ———297 g x.)=h(z;,x;) — ———297 Kz x;
(1‘271‘]) (I h(xj,x])-i—éj .Z‘J’I]) (gj 793]) h(.’L'j,.’E])-f-(Sj (I]a‘rj)
(he(ys, vj), b (21, 25))
= (hS(yl, o)), b (2, 25)) — ] 2 N OTRTAR N
( (yzay])v (Zmz])) (h((y;7y;),bl(2§7zé))+(5] ( (yzay])v (Z]’Z]))
he (Y}, y))
h(yglvl.j) = (hc(ylay;)vo)
hz ;) = h(z— Iz 7;) zj,25) = h(zi,25) — il ;) h(@;j, ;)

h(xj, ;) + 0; h(zj, ;) + 4,

(0.6 (.2))
R (!, ), b (2], 2
oy, 0) 0 e, =) 0y )0 2))

= (07 bl(ziv Z;)) -

Damit ist x; ein Vektor, dessen L'-Anteil zé orthogonal zu den L'-Anteilen der iibrigen
Vektoren des neuen Erzeugendensystems ist. Um eine Zerlegung in moglichst kleine Kom-
ponenten zu erhalten, wiederholt man die Schritte (iv) und (v) schrittweise fiir die iibrigen

Vektoren der Pseudobasis, bis es keine minimalen Elemente der jeweiligen Form gibt.
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(vi) Sollte es ein minimales Element der Form v,(b'(z;,2})) geben, definiert man fiir Vek-

toren v;, vj, vk, angelehnt an die Notation aus Lemma [T.43}

N(vi,v5) = (N<(v5,05), N'(vi, v5)) = h(vj,vi) - h(vi,v;) — h(vi, v;) - h(vj,v5)
d(vi,vj,0) = (cc(vi7vj,vk), el (vi,vj,v8)) = h(vg,v;) - h(vj,v;) — h(vk, v;) - h(vj,v;)
d'(vi,vj,vp) = (dc(vi,vj,vk),dl(vi,vj,vk)) = h(vg,v;) - h(v, v;) — h(vk, v;) - h(vi, ;)

Der gemeinsame Nenner N ist in diesem Fall stets ein Nullteiler. Daher muss er mit einem
Element des Gruppenrings modifiziert werden. Weil ¢/(z;, xg, x;), d (25, vk, x:), N(2, 1) €

{0} x Z,, sind, kann dies in diesem Fall leicht erreicht werden:

"o ¢/ (2, Tr,24) d' (zj,x5,2;) . . .
TS T NG a6 4 T N aori-go ok firl<isngiAk
v = fiir 1 <4 < ng

" ¢/ (25,®k,2) d'(z,xk,%i) . . . .
zi =z + N(zj,a?kJ)Jr(l o0y % + N(zj,xkj)+(1 &0y Tk firl1<i<ng,i#j

C,(Zj»fk@i)
N(zj7$k)+(1_<p70) '
des Gruppenrings selbst wieder im Gruppenring. Nach Wahl von z;, z), ist die zweite Kom-

ponente stets in Z, enthalten. Daher ist % € {0} x Z, C T und aus Lemma
7 D

[1.46] folgt, dass der Bruch sogar in A liegen muss. Dies kann analog auch fiir die anderen

Man betrachte nun den Bruch Der Nenner ist als Summe von Elementen

Briiche gezeigt werden. Nach mehrmaligem Anwenden von Lemma [1.47 (c) und (g) folgt,
dass die neuen Vektoren wieder eine Pseudobasis bilden. Des Weiteren folgt aus Lemma

[[.43] angewendet auf die zweite Komponente:
(Z]7 z) h’(l C7 ) (070) furlgzgnq,z;éj

h(zg, z!) h(1 o 0) = (0,0) fir 1 <i<mng,i#k
h(z;,y!) =(0,0) nach Lemma [[T5]
h(zk,y!) € (Z[G)i—¢, x {0}) N A nach Lemma [[.T5]
h(zj, 7)) =h(2,0)=(0,0)  firl<i<m,i#;j
h(wr,z]) =h(2%,0)=(0,0)  firl<i<m,i#k

Damit ist der L'-Anteil von Spann,{zj,z;} = A & Z, orthogonal zu den L'-Anteilen der
anderen Vektoren der neuen Pseudobasis.

(vii) Durch wiederholtes Anwenden der Schritte (iv), (v) und (vi) kann die Pseudobasis von
L so abgeéndert werden, dass sie eine orthogonale Zerlegung von L! in Teilgitter der Form
Spanng, {z;}, Spanny {27} und Spanng {z;,2;} induziert. Im weiteren Verlauf soll dies fiir
die Pseudobasis vorausgesetzt werden. Dabei kann man, wie in (iv) beschrieben wurde,
(—=1,v,(b' (24, 2j)), —1)-modulare Teilgitter des Typs Spann,{z;} = Z, unmittelbar ortho-
gonal abspalten. Die verbleibenden Vektoren der Pseudobasis spannen dann das orthogonale
Komplement auf. Sei

He = {v1_¢, (h*(v,w)) |v,w €Y UY"}

Man betrachtet wieder die minimalen Elemente dieser Menge. Falls es ein minimales Element

der Form Vl,gp(hc(yj, y;)) gibt, wird die Pseudobasis wie folgt modifiziert:
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noa_ oo h@oy) i )
o = h(y;;’(yf)#()o’p) y; fiirl<i<ng
oo Yi,Yj i ; ) )
Y=Y mGatom Y Nl <is<ngisg
2 =z fir1 <i<m

Aufgrund der Wahl von y; gilt:

h(wiy) (A5 y).0) (hc(yé,yj) 0)eT

h(yj, ;) + (0,p) — (hS(y5,95),p) hS(y;,45)

Damit liegt der Bruch nach Lemma[T.46] in A. Fiir den zweiten Bruch gilt dies analog. Also
bilden die neuen Vektoren nach schrittweiser Anwendung von Lemma (b) und (e) wieder

eine Pseudobasis, fiir die gilt:

h(zi,y; _ RS (y3,y;
Wl y5) = h(wy5) — s By, ) = (B (5], 45) — e b (y,5),0)
= (070)
h(ys,y; hé Y
Byl ys) = by u) = sy by ) = (R 05) — e RS (y;,35),0)
h(z{,y;) =(0,0) mnach Lemma/[l.I5

Damit erhélt man einen (—1,—1,v1_¢,(h¢(y;,y;)))-modularen, orthogonalen Summanden
Spanny {y;} = Z[(p]1—¢,- Das orthogonale Komplement wird von den iibrigen Basisvektoren
aufgespannt. Damit man moglichst viele Summanden mit einem kleinen Rang erhélt, wieder-
holt man diesen Schritt, bis es in H¢ keine minimalen Elemente der Form vy_¢, (h¢(y;, ;)
mit y; € Y gibt.

(viii) Sollte es ein minimales Element der Form vy _¢, (h¢(y;,yr)) geben, definiert man mit
Hilfe der Definitionen aus Schritt (vi):

"o (Y4 ,yk,Ti) . d' (y;,yk,Ti) - :
Ti =Tt N(}/(j,;k)+(0),p) Yi+ NLg}/(J‘,;k)-i-(O),p) yr firl<i<mng
v =Yt NG00 Y Ngaiop v fir 1 <i<ng i € {5k}
2l =z fiir1 <i<ng

Weil ¢ (y;, yr, zi), d' (Y5, Yk, i), N(yj, yx) € Z[(pl1—¢, X {0} liegen und y;, yr passend gewéhlt
wurden, liegen die Briiche in I' und mit Lemma[I.46)sogar in A. Daher bilden die neuen Vek-
toren nach wiederholter Anwendung von Lemma [1.47] (b) und (e) wieder eine Pseudobasis.

Des Weiteren folgt aus Lemma [1.43] angewendet auf die erste Komponente:

h(y;, ) = (0,0) fiirl<i<n,
h(yj,yi) =(0,0) fir1<i<nci¢{jk}
h(y;,z!) =1(0,0) fiir 1 <4¢ < ny,nach Lemma [[.T0]

Damit ist Spanny {y;, yx} ein (=1, —1,v1_¢, (h*(y;, yx)))-modularer, orthogonaler Summand
mit der Struktur Z[(,]1—¢, © Z[(p]1—¢,. Proposition zeigt, dass diese Teilgitter auch fiir

p # 2 keine Orthogonalbasis besitzen miissen. Falls das Teilgitter eine Orthogonalbasis
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besitzt, kann man es in zwei orthogonale Summanden der Form Z[(,]1 ¢, zerlegen. Falls in
diesem Schritt ein Teilgitter abgespalten wurde, fahrt man erneut mit (vii) fort.

(ix) Wenn es ein minimales Element der Form Vl_cp(hg(yé,y;-)) gibt, wird zum Andern
der Pseudobasis wieder ein zusétzliches Element aus A bendtigt. Denn es ist denkbar, dass
h(xj, ;) € Z[Cpl1—¢, x {0} ist, wenn das zugehdrige 2} zu einer Komponente von L' gehért,
die den Rang 2 besitzt.

5. e (0,p)*  falls v, (b' (2], 2}) + p) > v, (b' (2], 2}))
! 0,p)  sonst

Damit kann die Pseudobasis wie folgt verdndert werden:

xy .—xi—mxj fir1<i<ng,i#j
/A h(yi,zj) .. .

Y, = i*W$]‘ fir 1 <7< mn¢

Z =z fiir 1 <i<my

Da die z; € X in den Schritten (iii),(iv),(v) und (vi) so gewéhlt wurden, dass die zugehorigen

zi orthogonal zueinander sind, gilt:

h(zj,z5) +0; (Y}, 95),01(2), 25)) + 65 “he(y),v))

Damit liegt der erste Bruch in I' und nach Lemma [T.46] sogar in A. Mit einer &hnlichen
Rechnung kann dies auch fiir den zweiten Bruch nachgewiesen werden. Aus Lemma [1.47] (a)

und (d) folgt, dass die neuen Vektoren wieder eine Pseudobasis bilden.

h(zx;,z; h(x;,z;
h(xg’xj) = h(‘rl - h(mi,zj)ﬁr)zsj ‘rj7xj) = h(‘r’“mj) - h(zg,zj)]%l;j h(mj’xj)
W (9),9)
= (hg(yg,yé-) - hC(z;,ZJJ/,) hg(y;-,y;-),O) = (0,0)

h 0L _ h i,
h(yi s x5) = hlyi — m wj x5) = hys, ©5) — m h(z;, z;)

hC( U;)
= (hc(yi,y;-) - h<(z}’;§') hc(yg»,y;),O) = (0,0)

Fiir die z; = z;' konnen zwei Félle eintreten: Entweder sind alle z; orthogonal zu 2 oder es
gibt genau ein z; € Z, das nicht orthogonal zu z; ist. Falls alle z; orthogonal zu zé sind, kann
man einen (—1,v,(b' (zé-,z;)),Vl_cp(hC(y;,y;-)))—modularen, orthogonalen Summanden der
Form Spann {z;} = A abspalten. Falls es ein 2; gibt, das nicht orthogonal zu 2} ist, kann man
einen (—1,,(b' (2}, 1)), v1—¢, (h* (4}, %})))-modularen Summanden Spanny {z;, 21} = ASZ,
orthogonal abspalten. Um mdoglichst kleine orthogonale Summanden zu erhalten, muss dieser
Schritt so oft wie mdoglich wiederholt werden.

(x) Falls es ein minimales Element der Form vy _, (hc(y;-, yx)) gibt, definiert man mit Hilfe

der Definitionen aus Schritt (vi):
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"o ¢’ (x5 ,Yyr,i) ) LACTRTED) - . . .
Ti = rit 4N(gs(j,7ék>+<o)7p> i+ N ,7Lk>+<o),p> ye firl<i<mngizj
/A C(Z5,Yk,Yi X Zj,Yk,Yi - - -
Vi =it N a0r0m Yt Nt Y frl<i<neiEk
!l =z fiir1 <¢<nyg

Weil ¢ (2, yr, 2:), d' (2, Yx, ©i), N (25, yr) € Z[Cpl1—¢, x {0} liegen und v}, y. passend gewihlt
wurden, liegen die beiden oberen Briiche in I' und mit Lemma[T.46]sogar in A. Man kann auf
diese Art ebenfalls zeigen, dass die beiden verbleibenden Briiche auch in A liegen miissen.
Also bilden diese neuen Vektoren gemifs Lemma (a),(b),(d) und (e) eine Pseudobasis
von L. Des Weiteren folgt aus Lemma [1.43] angewendet auf die erste Komponente, sowie

der konstruktionsbedingten Eigenschaft b'(v,w) = 0 fiir alle v,w € Z":

h(zj, i) =(0,0) firl<i<ngi#j

h(yr,2) = (0,0) fiir 1 <i<n,

h(zj,y!) =1(0,0) firl <i<mn

h(yr,yi) =(0,0) fir1<i<mnci#k

h(yk,z) =(0,0) fiir 1 <1i < n¢, nach Lemma [[15]

Fiir h(z;, 2;’) gibt es nun wieder zwei Moglichkeiten. Falls alle z; orthogonal zu z; sind, kann
ein (—1,v,(b" (2}, 2})), 1, (hg(y;,yk)))—modularer Summand der Form Spann,{z;,yx} =
A @ Z[(p]1—¢, orthogonal abgespalten werden. Sollte es genau ein z; geben, das nicht or-
thogonal zu 2} ist, kann ein (=1, 1, (b" (2}, 21)), v1-¢, (h* (¥}, yx)))-modularer Summand der
Form Spanny{z;, yx, 21} = A @ Z[(p)1—¢, © Z, orthogonal abgespalten werden.

(xi) Falls es ein minimales Element der Form v;_¢, (h (¥}, y)) gibt, kann die Pseudobasis
folgendermafen veréndert werden:

7 ¢ (zj,@p,Tq) d'(z;,@k,@:)

zf =+ NGz o100 Li + N, r0) 1 0.p) Tk fir 1 <i<mngi¢{jk}

/A ¢ (x),xp,y) d (x;,ck,yi) .. .
Yi Yt N a0 YT Naaoiop T firl<i<ng

=z firl <i<ny

Hierbei gilt: ¢/(x;, x, z:), d' (xj, Tr, 25), N (x5, 21) € Z[Cp]1—¢, x {0}. Daher kann das Teilen
durch einen Nullteiler mittels Addition von (0,p) leicht verhindert werden, ohne dass die
Orthogonalprojektion beeinflusst wird. Bei den anderen Briichen verhilt es sich ebenso. Des
Weiteren kann leicht nachgerechnet werden, dass die Briiche aufgrund der Wahl von y und
y;, in T liegen. Weil sowohl Zahler als auch Nenner in A sind, folgt mit Lemma dass die
Briiche Werte in A besitzen. Daher bilden diese Vektoren gemif Lemma [1.47] (a) und (d)
zusammen mit z; und x; eine neue Pseudobasis von L, fiir die aus Lemma@, angewendet
auf die erste Komponente, sowie der konstruktionsbedingten Eigenschaft b!(v,w) = 0 fiir
alle v,w € Z' gilt:

h(zj,x!) = h(zg,z)) =(0,0) firl <i<mngid¢{jk}
h(zy,y!) =(0,0) firl<i<mn¢
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Fiir die zu y}; und y; gehdrenden z; und z; gibt es drei Méglichkeiten. Beide Vekto-
ren konnten etwa zu Komponenten in L' von Rang 1 gehéren und man erhilt damit
/

einen (v, (b' (2}, 2})), vp(b' (2}, 21.)), v1-¢, (h€ (¥}, y;,))) -modularen, orthogonalen Summanden

Spann  {x;, z} mit der Struktur A @ A. Sollte v, (b (2}, 2})) = v, (b' (2}, 2;,)) sein, so ist die
abgespaltene Komponente (—1,,(b' (2, 2;)), v1-¢, (h* (¥}, y;)))-modular. Falls ein Vektor
in einer Komponente von Rang 1 und ein Vektor in einer Komponente mit Rang 2 liegt,
kann ein orthogonaler Summand der Form Spann,{z;,xy,2:} = A & A & Z, abgespalten
werden. Er kann (v,(b' (2}, ), vp (b (24, 21,)), vi—¢, (h (¥}, y},)))-modular beziehungsweise
(=1, (" (24, 21)), v1—¢, (h (¥}, y;.)))-modular sein. Des Weiteren ist es denkbar, dass der
Summand (z/p(bl(z}, 2%) (b (2, 25)), l/l_cp(hc(y}, Y;,)))-modular beziehungsweise

(=1, (b" (2}, 25)), i, (h* (¥}, y3,)))-modular ist. Sollten sowohl 2} als auch z;, in Kompo-
nenten mit Rang 2 liegen, ist es maglich, einen (v, (b (2], 25)), vp (b (24, 2)), v1—¢, (B (4], 1))
-modularen oder (—1,v,(b* (2}, 21)), v1—c, (hc(yg»7 Y;.)))-modularen orthogonalen Summanden
der Form Spann, {z;, zx, 2}, 2, } = A & A & Z,, & Z,, abzuspalten.

(xii) Wenn in (vii) - (xi) ein Teilgitter abgespalten worden ist, wiederholt man die gesamte
Konstruktion solange fiir das orthogonale Komplement, bis X = {) ist. Mit Hilfe von (ii) ist

die Konstruktion dann abgeschlossen. O

Bemerkung 1.53. Proposition hat bereits gezeigt, dass es zu jeder Struktur aus der
Liste von Satz ein (4, j, k)-modulares, orthogonal unzerlegbares Gitter mit dieser Struk-

tur gibt. Damit kann die Liste nicht weiter verkleinert werden.

Es wire wiinschenswert, wenn jedes modulare Teilgitter aus dem vorherigen Satz isometrisch
zu einem U, aus Definition [1.50| ware. Das folgende Beispiel zeigt aber, dass dies nicht immer
der Fall ist.

Beispiel 1.54. Gegeben seien ein Z,-Gitter L und ein Z[(]1—¢,-Gitter LS mit den Gram-

Matrizen
o (0 1) 6 ( 0 1)
10 L (1-¢)(1—=¢)

Die Basen seien {z{,z5} und {y{,v5}. Des Weiteren seien x; := y, @ z;. Damit ist L :=
Spann, {z1, 2} nach Lemma ein A-Gitter mit der Struktur A & A. Daher kann dieses
Gitter mit Ausnahme von Ug zu keinem anderen U; isometrisch sein. Wenn L zu Uy isome-
trisch wire, dann miisste es eine Basis von L geben, die eine Orthogonalbasis von L' und
gleichzeitig eine Basis aus isotropen Vektoren in L¢ induziert. Angenommen es gibe eine
solche Basis {(v',v¢), (w',w¢)}. Dann gibt es (A}, AS), (!, u$) € A, sodass

(01, 0) = (AL, XDzt + (A3, AS) a2

(wlawc) = (Miaug)wl + (,uéhu'g)lé

Da {v!,w'} eine Orthogonalbasis von L' bilden und L unimodular ist, gilt:
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brwh,vh) = bY(AZ] + AL A2 L2
= (AP (21, 21) + (A3)?0' (25, 25) + 201 Agb' (21, 23)
= 2\

Da b'(v',v') € Z7 sein muss, folgt damit, dass auch A} € Z3 sein miissen. Weil {v¢,w¢}

eine Basis von L¢ ist, die aus isotropen Vektoren besteht, gilt:

0 = K, v8) = hS(A{y) + ASyh, Afyh + ASyh)
= XS Uh) + ASASRE (b, 1h) + AASKS (Y1, vh) + AIASKS (b, 21)

= MASL =) T = G) + ATAS + A5

Weil \! € Zs, sind, liegen sie in von 0 verschiedenen Restklassen von I'/I. Dann miissen aber
auch die )\g in von 0 verschiedenen Restklassen liegen und damit aus Z[(p]“f_cp sein. Dies

liefert einen Widerspruch zur letzten Gleichung. Also kann w¢ nicht isotrop sein.

Im Allgemeinen ist die Zerlegung aus Satz nicht eindeutig, was das folgende Beispiel
zeigt:

Beispiel 1.55. Man betrachte das Z,-Gitter (L', h') und das Z[(]1—¢,-Gitter (LS, h®) mit

den Gram-Matrizen

0 1-¢ 1-¢ 1-¢,

. (p 0) P I R R
0 p I=G 1-¢G 0 1-¢

1-¢ 1-¢ 1-¢ 0

Sind {21, 25} und {y1,y2, vy}, y5} Basen von L' und LS, so erhiilt man nach Lemma ein
Gitter L := Spann,{z] ® 4, 25 ® y3, y1, y2} mit der Struktur A® A @ Z[(p]1—¢, ® Z[(pl1—c, -
Der Beweis von Satz Wﬁrde eine Zerlegung des Typs (A @ A) L (Z[(pl1—¢, D Z[Gpl1-¢,)
liefern. Es wére in diesem Fall aber auch moglich, das Teilgitter Spann, {y] @ 21, y1} analog

zu Schritt (x) orthogonal abzuspalten. Man erhielte dann die Zerlegung (A @ Z[(p]1-¢,) L
(A S Z[Gpli¢,)-

Damit ist der Fall, dass die Gruppe G von ungerader Primzahlordnung ist, abgeschlossen.
Fir p = 2 gibt es kein vergleichbares Resultat, denn das folgende Beispiel zeigt, dass es
unendlich viele orthogonal unzerlegbare Summanden mit beliebig grofem Rang gibt. Der
entscheidende Unterschied zum Fall p # 2 liegt darin, dass es in L' Teilgitter der Form
Spann{z}, 2, } geben kann, die nicht diagonalisierbar sind. Das bedeutet, dass der Schritt
(iii) im Beweis von Satz nicht funktioniert. Weil auch L¢ unzerlegbare Komponenten
mit Rang 2 enthalten kann, kénnen diese Komponenten mit Hilfe der Diagonaleinbettung

miteinander verbunden werden.



1.3. Eine orthogonale Zerlegung im Fall p | m 41

Beispiel 1.56. Es seien Zo-Gitter L% und Lf durch die Gram-Matrizen

0 2
200

gegeben. Diese Gitter sind (2%)-modular, besitzen keine Orthogonalbasis und sind daher
orthogonal unzerlegbar. Die Basisvektoren von L} werden mit {v;, w;} und die Basisvektoren
von Lg mit {z;,y;} bezeichnet. Man definiert L' :== | " Ll und LS := | " | Lg und bildet
mit Hilfe von Lemma [T.48] das Teilgitter

L := Spann{{v; ® 0} U{w; ® zs,v;41 Syi |i€1,...n—1}U{0@®y,}} C L' L LS

Angenommen es gibe eine orthogonale Zerlegung von diesem Gitter. Dann wiirde dies eine
orthogonale Zerlegung von einem L} oder einem LZ-C implizieren. Da diese Teilgitter aber
orthogonal unzerlegbar sind, erhélt man einen Widerspruch. Somit erhdlt man orthogonal

unzerlegbare Gitter von beliebig groffem Rang.

Das Konstruktionsprinzip kann durch folgende Skizze veranschaulicht werden:

Z1 Y1 x2

’ L% [ .

Y2 Tn Yn

LéT S T

Nach demselben Prinzip kann fiir Gruppen mit nicht-quadratfreier Ordnung m gezeigt wer-
den, dass es unendlich viele orthogonal unzerlegbare Summanden mit beliebig groffem Rang
gibt:

Beispiel 1.57. Es sei p eine Primzahl mit p? | m. Damit sind die Ringe Z[(,] und Z[(,]
als direkte Faktoren in der Maximalordnung enthalten. Geméf Proposition [I.32] gibt es zu
beiden Ringen orthogonal unzerlegbare Gitter von Rang 2, wie zum Beispiel die ((1—¢,)*~1)-

modularen Gitter Lg" und die ((1—¢,2)%*~')-modularen Gitter prg mit den Gram-Matrizen:

Cp . 0 (1 _ Cp)?ifl sz . 0 (1 _ sz)%fl
(g V) e )

Die Basisvektoren von Lf’) werden mit {v;,w;} und die Basisvektoren von Lf’ﬂ mit {x;,y;}
bezeichnet. Man definiert LS := | ' | Lgp und L2 := J_Z:ll Lf”Z und bildet mit Hilfe von
Lemma, das Teilgitter

Spann{{v; ® 0} U{w; ® zs,vi1 @yi|icl,...n—2 U{0Dy,}} C L% L L%

Wie im Fall m = p = 2 kann gezeigt werden, dass dieses Gitter orthogonal unzerlegbar ist.
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Als letzte verbleibende Méglichkeit soll nun m Produkt von verschiedenen ungeraden Prim-
zahlen sein. Die Erweiterung Z[(q] : Z[¢a+¢; '] ist gemi [Was82] Kapitel 2 (an den endlichen
Stellen) unverzweigt, falls d keine Primzahl ist. Fiir Primzahlen d # p ist die Lokalisierung
ebenfalls unverzweigt, da die Diskriminante nur den Primteiler d besitzt. Daher gibt es in
diesen Féllen nach Proposition [1.3]] stets eine Orthogonalbasis. Also kann es keine zwei
verschiedenen Teilgitter Ly mit orthogonal unzerlegbaren Komponenten von Rang 2 geben.
Somit kann in diesem Fall mit der obigen Methode auch kein Beispiel fiir unendlich viele,
orthogonal unzerlegbare Gitter gefunden werden. Es ist jedoch auch nicht zu erwarten, dass
man eine dhnliche Liste mit orthogonalen Summanden wie im Fall m = p findet. Weil die
Gruppe zyklisch und damit abelsch ist, besitzt sie nur eine p-Sylowgruppe, die isomorph zu
Z/pZ ist. Also gibt es, geméfs [Jon63] Theorem 8, nur endlich viele unzerlegbare Moduln.
Thre Anzahl und auch ihr Isomorphietyp sind anscheinend noch nicht genau bekannt, sodass
dies geklart werden miisste. Klar ist aber, dass die Anzahl wesentlich hoher ist als im Fall
|G| = p, denn nur durch die verschiedenen Moglichkeiten, die man durch die héhere An-
zahl an moglichen Minimalpolynomen erhélt, bekommt man schon fiir kleine m zusétzliche
unzerlegbare Moduln. Nimmt man anschliefend noch die hermitesche Form hinzu, erhélt
man vermutlich, wie im Fall |G| = p, durch Kombinationen viele zusétzliche orthogonal
unzerlegbare Moduln. Um dies zu beweisen, kann die oben entwickelte Methode in der Form
nicht ohne Weiteres verwendet werden, da die Voraussetzung |G| = p an einigen Stellen
die Verwendung bekannter Ergebnisse erlaubte, die fiir |G| = m anscheinend (noch) nicht
existieren.

Abschliefsend soll ein Blick auf den Spezialfall der unimodularen A-Gitter fiir p # 2 geworfen
werden. Es zeigt sich, dass sich die Liste mit den Modulstrukturen orthogonal unzerlegbarer
Summanden unter dieser zusétzlichen Voraussetzung weiter verkleinern ldsst und man kann

ihre Isometrieklassen bestimmen.

Proposition 1.58. Sei (L,h) ein hermitesches, unimodulares A-Gitter. Dann gibt es ein
freies A-Gitter Ly, ein freies Z[Cpl1—¢, - Gitter Le und ein freies Zy,-Gitter Ly mit

L~L, L L 11,

Diese Zerlegqung ist bis auf Isometrie eindeutig.

Beweis. Diese Aussage folgt aus Propositionsowie [QSSS76] Satz 3.2 und Satz 3.4. Zu
priifen sind zwei Voraussetzungen fiir diese Sétze. Zum einen muss der Endomorphismenring
A := Endp (M) fiir alle A-Moduln M Rad(A)-adisch vollstédndig sein und zum anderen muss
der Endomorphismenring unzerlegbarer A-Moduln M lokal sein. Der Endomorphismenring
A ist eine Z,-Algebra und besitzt zwei Topologien. Die erste Topologie auf A wird durch
die p-adische Topologie von Z, induziert (vgl. [Rei75] S. 83). Beziiglich dieser Topologie
ist A vollstindig und hausdorff’sch (vgl. [Rei75] Korollar 6.17). Die zweite Topologie ist
die Rad(A)-adische Topologie. Mit Hilfe von [Rei75] Seite 85 folgt, dass A beziiglich dieser
Topologie ebenfalls vollstdndig und hausdorff’sch ist, womit die erste Voraussetzung gezeigt
ist. Sei A von nun an nicht lokal. Dann ist A := A/Rad(A) nach [Rei75] Theorem 6.14 kein
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Schiefkérper und enthélt deshalb ein nicht-triviales Linksideal I. Die Algebra A/Rad(A)

ist nach [Rei75] Theorem 6.15 eine endlich-dimensionale FF),-Algebra und ein links-artinscher

Ring (vgl. [Rei?d] S. 83). Weil Rad(A) = 0 ist, kann I geméf [Rei75|] Theorem 6.9 nicht
nilpotent sein. Also enthélt I gem#f [Rei75| Korollar 6.8 ein Idempotent € € I C A mit € ¢
{0,1}. Dieses Element kann nach [Rei75] Theorem 6.18 zu einem nicht-trivialen Idempotent
e € A geliftet werden. Damit erhélt man eine Zerlegung A = eA + (1 — e)A. Also ist M
zerlegbar. O

Lemma 1.59. Seien Ly ein Z,-Gitter und L¢ ein Z[(p]1 ¢, - Gitter, die als A-Gitter unimo-

dular sind. Dann gilt:
(a) Homy(L¢, A) = Homgye,}, . (L¢, (1= G)Z[Gpli—c,)
(b) Homp (L1, A) = Homg, (L1, pZ,)

Beweis. Die Abbildung

[+ Homge,), . (L¢, (1= G)Z[Gpli—¢,) — Homa(L¢,A)
e = (p0)

ist offensichtlich ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Sei 9 € Homa (L, A). Dann ist
¥ = (¢¢,0). Also gilt ¥(L¢) = (¢¥¢(L¢),0) € A. Damit folgt nach Lemma Ye(Le) =
0. Das bedeutet t¢(L¢) € (1 — ()Z[¢p)1—¢,- Also ist 9)¢ ein Urbild von ¢ und f ist ein

Isomorphismus. Teil (b) wird analog bewiesen. O

Lemma 1.60. Seien (L1, hy) und (Lo, ho) A-Gitter mit der Modulstruktur A. Dann gilt:
(L1,h1) = (Lo, ha) < (I'® Ly, hy) =2 (T'® Lo, ha)

Beweis. “=7 ist klar. Es gelte nun (' ® Ly, h1) =2 (T' ® La, he). Zu (' ® L;, h;) gibt es ein
Z[Cp)1—c,-Gitter (L§,h$) und ein Z,-Gitter (L}, b}) mit (U ® L;, hy) = (L§, hS) L (L}, b}).

791% [ 17" (R
Wie zuvor wird mit z; die Basis von (L;, h;), mit y, die Basis von (Lf,hg) und mit 2]

die Basis von (L}, b}) bezeichnet, sodass z; = (v, 2]

(LS, h$) = (LS, hS) und (L}, b1) = (L3, bL). Weil L} und L jeweils den Rang 1 besitzen, gibt

es Isometrien

) ist. Aus der Voraussetzung folgt nun

cpC:Lg — Lg cplzL% — L%
Y1 = Y 21 = 2

Dann ist die Abbildung ¢ : (L1, h1) — (L2, he) mit ¢(z1) = (0c(¥]), v1(21)) = (y5,25) =
2o ein A-Modulisomorphismus und fiir alle A, u € A gilt:

hl()\xl,uxl) = )\ﬁ(h
= Xa(h

(1,91, b1 (21, 21)) = MRS (e (1), e (1)), b5 (01.(21), 01 (1))
(yévyé)v bé(zév Zé)) = hQ()‘an /U'xQ)

N =Yy

Damit ist ¢ eine Isometrie. O
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Seien Z[(p]1—¢,-Gitter Lf und Z,-Gitter L} durch die folgenden Gram-Matrizen gegeben.

1$:(1)  18:(a)  pd:(1)  mai(a),

wobei &, € Z% \ (Z3)? ist und 0; € Z[(, + (] keine Norm eines Elementes aus Z[(,] ist.
Die Basen seien wie oben {y/} und {z/}. Dann folgt L % LS und L} % L. Also werden
die Isometrieklassen von I'-Gittern, deren Komponenten Rang 1 besitzen, von den Gittern
Lg 1 L} mit i, j € {1,2} vertreten. Aus dem vorangegangenen Lemma und aus Lemmam

folgt damit unmittelbar:

Korollar 1.61. Die Isometrieklassen von A-Gittern mit der Modulstruktur A werden von

den Gittern L; j := Spanny{y; ® z;} mit i,j € {1,2} vertreten.
Jetzt kdnnen die Ergebnisse zusammengefasst werden:

Proposition 1.62. Sei p eine ungerade Primzahl. Jedes unimodulare, hermitesche A-Gitter

(L, h) ist eine orthogonale Summe der folgenden orthogonal unzerlegbaren Teilgitter:

Zy-Gitter : (p), (6p) fiir ein & € 73\ (Z3)?
Z[Cpl1—¢, -Gitter:  H(1)
A-Gitter : Li1,L12,L21,L22

Beweis. Das Gitter (L, h) zerfallt geméft Proposition in eine orthogonale Summe
L=Ly,1 L1 1L,

Damit kann man nun jeden Summanden einzeln betrachten. Das Gitter L1, das als A-Gitter
unimodular ist, ist nach Lemma als Z,-Gitter (p)-modular. Es besitzt nach Proposition
auferdem eine Orthogonalbasis. Daher zerféllt es in Komponenten von Rang 1, von
denen es die beiden angegebenen Isometrieklassen gibt. Das Gitter L ist als Z[(p]1—¢,-
Gitter geméfs Lemma (1 — ¢p)-modular. Daher folgt aus Proposition dass L¢ eine
orthogonale Summe von hyperbolischen Ebenen H(1) ist. Das Teilgitter L, besitzt iiber
der Maximalordnung unimodulare Komponenten. Es soll nun gezeigt werden, dass L, stets
eine Orthogonalbasis besitzt. Nach Satz ist Ly orthogonale Summe von Teilgittern mit
der Modulstruktur A oder A & A. Sei nun ein Gitter L’ mit der Struktur A & A und Basis
{z1,z2} gegeben. Nach Proposition besitzt L'¢ eine Orthogonalbasis {v%,y,}. Dann
gibt es )\f, ug mit

vs = Aiyh + Ay
Vi = K5+ H5Y)
Mindestens ein Element der Menge {A$,$} und ein Element der Menge {)$, 1S} ist eine

Einheit. Man kann nach Multiplikation mit Einheiten ohne Einschrankung annehmen, dass
A$ =1 und pS = 1 ist. Ausserdem gibt es AL, pd mit A; := (AS, A1), i := (ul, ) € A. Also

177"
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konnen auch A} = 1 und pd = 1 gewiihlt werden. Damit erhilt man eine Basis von A, die

eine Orthogonalbasis von L¢ induziert:

r3 =21 + )\2332

Tq4 = 121 + T2

RS (y4, v4) und hS (4, v}) miissen minimale Bewertungen besitzen. Falls b(24, 25) oder b(2}, 2})
ebenfalls eine minimale Bewertung besitzt, kann man das Gram-Schmidt-Verfahren durch-

fithren und erhélt eine Orthogonalbasis. Ansonsten setzt man

1 falls vi_¢, (A (4, y4) + (€9)2hS (Yo, vh)) = 1
€ =
2  sonst

Dann besitzt x3 4+ ex4 in beiden Komponenten niedrigste Bewertungen:
h(ys + €h, vy + €h) = hC(ys,5) + (€)°A8 (4, )

Die Bewertung der ersten Komponente ist nach Definition von € minimal. Fiir die zweite

Komponente gilt:

bl (e ezl 2y +ezy) = bl(zh,25) + ()70 (2h, 2)) + 267D (25, 24)

Die Bewertung der zweiten Komponente ist minimal, weil die ersten beiden Summanden nach
Voraussetzung durch eine hohere p-Potenz teilbar sind und damit auch ihre Summe. Der
dritte Summand hat die Bewertung 1, also die gesamte Summe die Bewertung 1. Damit kann
man nun das Gram-Schmidt-Verfahren zum Beispiel mit der Basis {x3+ex4, 3} durchfiihren
und erhalt eine Orthogonalbasis. Damit wurde L, in eine orthogonale Summe von Teilgittern
mit Rang 1 zerlegt. Nach Korollar ist jedes Teilgitter isometrisch zu einem Lj; ;. O

Hieraus ergeben sich Auswirkungen auf unimodulare ZG-Gitter, die nach Theorem [[.13]
durch das Tupel (ng4, n¢, n1, [I]) beschrieben werden konnen. Da ihre Lokalisierung und ins-
besondere das Teilgitter L die oben angegebene Form besitzen miissen, kommt nicht jede
denkbare Struktur tatséchlich vor. Sei

S ne falls (1 =20G)
ne =
¢ ne+1  sonst

Korollar 1.63. Sei (L, h) ein unimodulares ZG-Gitter mit |G| = p. Dann gilt 2|n;..
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Kapitel 2

Rationale Invarianten
hermitescher ZG-Gitter

In diesem Abschnitt sollen die moglichen ZG-Modulstrukturen, die Gitter in einem vorge-
geben Z-Geschlecht besitzen kénnen, untersucht werden. Es zeigt sich, dass im Allgemeinen
nicht alle Strukturen, die den entsprechenden Z-Rang aufweisen, auch tatséichlich auftre-
ten. In einigen Fiéllen gibt es sogar nur die triviale Struktur, das heift, in dem gesamten
Z-Geschlecht es gibt kein Gitter mit einer gewissen Automorphismenordnung m. Dies wird
durch die Berechnung der Invarianten eines Geschlechts gezeigt, das einen fixpunktfreien
Automorphismus mit Minimalpolynom &,,, enthélt. Im ersten Abschnitt wird zunéchst ein
kurzer Uberblick iiber die Invarianten eines Z-Geschlechts gegeben. Fiir ein Z-Gitter, das
einen Automorphismus mit Minimalpolynom ®,,, besitzt, werden im Anschluss notwendi-
ge Bedingungen fiir die Rénge des Gitters und der modularen Komponenten bestimmt. Im
zweiten Abschnitt werden weitere Invarianten berechnet, indem der unterliegende Raum
fiir jede modulare Komponente mit gegebenem Rang bestimmt wird. Im dritten Teil wird
beschrieben, wie diese Resultate verwendet werden kénnen, um in einem vorgegebenen Ge-
schlecht Gitter mit einem Automorphismus auszuschliefen. Im letzten Abschnitt sollen in
moglichst vielen Fillen, die nicht ausgeschlossen wurden, solche Gitter konstruiert werden.
Weil jedes Gitter mit —id einen fixpunktfreien Automorphismus der Ordnung 2 besitzt, der
zudem keine zusétzliche hermitesche Struktur induziert, wird im gesamten Kapitel m # 2

vorausgesetzt.

2.1 Rationale Invarianten hermitescher Z[(,,|-Gitter I

In diesem Teil wird als erstes ein kurzer Uberblick iiber das Geschlechtssymbol von Z-
Geschlechtern gegeben. Anschliefend werden einige Invarianten von Geschlechtern von Z-
Gittern berechnet, die eine zusétzliche hermitesche Struktur iiber Z[(,,] von Rang 1 besitzen.

Es werden Einschréankungen fiir die Range der Komponenten einer p-modularen Zerlegung
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und die Paritdt der Komponenten einer 2-modularen Zerlegung bestimmt. Dabei zeigt sich,
dass die Moglichkeiten durch die hermitesche Struktur fiir einige Klassen von Gittern stark

eingeschrankt sind.

Gitter, die in einem Geschlecht liegen, besitzen nach Definition an jeder Stelle isometri-
sche Lokalisierungen. Das bedeutet, dass die modularen Zerlegungen von den Gittern eines
Geschlechts im Wesentlichen gleich sind. Daher kann man mit ihrer Hilfe ein Symbol definie-
ren, durch das ein Geschlecht vollstdndig beschrieben wird. In [CS99] Kapitel 15 findet man
eine ausfiihrliche Beschreibung dieses Symbols. Weil im weiteren Verlauf damit gearbeitet
wird, folgt ein kurzer stichpunktartiger Uberblick. Seien ein beliebiges Geschlecht und ein
Gitter L aus diesem Geschlecht vorgegeben. Nach Proposition gibt es an der Stelle
p € P(Q) \ {00} eine modulare Zerlegung

Zy@z L= | L
i€Z
Das lokale Geschlechtssymbol an der Stelle p ¢ {2, 00} besteht aus einer Folge, bei der in
jedem Folgenglied die folgenden charakteristischen Informationen fiir die von {0} verschie-

denen Komponenten der modulare Zerlegung eingetragen werden:

e Einen Erzeuger des Skalenideals in Form einer p-Potenz p’.

e Den Rang der Komponente n,, ;.

e Das Legendre-Symbol ¢, ; := (det(ppl’)) € {£1}, das die Quadratklasse der Deter-

minante der unskalierten Komponente angibt.

Diese Informationen fiir die i-te Komponente werden nun wie folgt notiert: (p*)i"r-i. Das
lokale Symbol an der Stelle p besteht nun aus einer Aufzéhlung der Symbole fiir die ein-
zelnen Komponenten. Die Komponenten, die {0} sind, werden nicht notiert. Das Symbol
fiir die unimodularen Komponenten kann mit Hilfe des vollstédndigen Geschlechtssymbols
rekonstruiert werden und muss daher ebenfalls nicht notiert werden. Fiir p = 2 benstigt

man etwas andere Informationen, um das Geschlecht vollstédndig zu beschreiben:

e Einen Erzeuger des Skalenideals in Form einer 2-Potenz 2°.

e Den Rang der Komponente ng ;.

det(®?” 'L
2

e Das Kronecker-Symbol €3 ; := i) ) der Determinante der reskalierten Kompo-

nente, wobei das Kronecker-Symbol an der Stelle 2 definiert ist als
(u) . 1 falls u =g 1
2/ ] -1 fallsu=g+3

27iLj, das heiftt, es muss notiert werden, ob die reskalierte Komponente

e Die Paritét von
gerade oder ungerade ist. Ein Gitter (M, b) heifit gerade, wenn b(v,v) € 2Z, fiir alle

v € M ist.
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e Falls TiLi ungerade ist, muss zusétzlich die Oddity von L; angegeben werden. Sie ist
definiert als Invariante des unterliegenden Raums Qs ®z, 2_iLi. Ist
(2°%a1,2%ay,...,2%"2iay, ) mit a; € Z} eine Diagonalisierung einer Form, dann ist
die Oddity definiert als 4k +>:2/ a; mod 8, wobei k die Anzahl der Diagonaleintriige
mit 2t o; und a; =g £3 ist.

Des Weiteren ist das 2-adische Symbol nicht eindeutig. Man kann jedoch stets eine einheitli-
che Form finden. Zusétzlich benétigt man fiir die Stelle oo noch die Signatur (r, s) des reellen
Raums R ®z L. Diese Informationen reiht man wie folgt aneinander. Falls das Gitter gerade
ist, beginnt das Symbol mit II. Sollte L ungerade sein, beginnt es mit I. Es folgt ein Index
mit der Signatur (7, s). Anschlieflend werden die lokalen Symbole fiir p # oo nacheinander
angehingt.

Wie in Definition [I.I8] bereits thematisiert wurde, besitzt ein Z-Gitter mit einem Auto-
morphismus g fiir alle Teiler d der Ordnung m Teilgitter Ly := Kern(®4(g)) N L. Bildet
man | dlm L4 erhélt man ein volles Teilgitter, aber im Allgemeinen nicht das gesamte Git-
ter. Diese Zerlegung enthélt wichtige Eigenschaften des Automorphismus und liefert spater
notwendige Bedingungen an die Existenz eines Gitters mit einem Automorphismus einer

bestimmten Ordnung.

Definition 2.1. Sei (L, b) ein beliebiges Z-Gitter mit einem Automorphismus g der Ordnung
m. Des Weiteren sei Lq := Kern(®4(g)) fiir alle d|m. Das Tupel (rangy (L, ), . . ., rang;(L1)),
wobei die Eintrédge iiber alle Teiler d von m laufen und absteigend sortiert sind, heifst der

Zerlegungstyp von g. Ein Automorphismus heifst fixpunktfrei, wenn rang; (L) = 0 ist.

Bemerkung 2.2. Nicht jedes Tupel, dass zu einem Zerlegungstyp mit dem passenden Z-
Rang gehort, kann auch tatséchlich auftreten. Sei M die Menge der Teiler d, fiir die der
entsprechende Eintrag im Tupel grofer als 0 ist. Dann ist m|kgV (M) eine notwendige Vor-

aussetzung fiir die Existenz eines Gitters mit Automorphismus der Ordnung m.

Die Z-Gitter Ly besitzen fiir d > 2 konstruktionsbedingt eine hermitesche Struktur tiber dem
d-ten Kreisteilungskorper. Deshalb werden in den néchsten Abschnitten die Invarianten von
Gittern berechnet, die eine solche hermitesche Struktur besitzen. Die Gitter L und Lo
besitzen keine zusétzliche Struktur. Deshalb liefern diese Gitter keine Einschrinkungen. Da
Z[(m] im Allgemeinen kein Hauptidealring ist, miissen Z[(,,]-Gitter nicht frei sein. Daher
werden zunéchst einige grundlegende Begriffe bendtigt. Sei R € {Z[(m], Z[¢m]x}. Zu jedem
hermiteschen R-Gitter (L,h) gibt es stets Vektoren des unterliegenden Raums vy, ..., v,
und Ideale Aq,..., A, C R mit

L= A1U1 +A2’02 =+ ... +An’l}n

Die Menge {v1,...,v,} nennt man Pseudobasis von (L, k). Das Ideal [] 4; heifit die Stei-
nitzklasse von (L, h) und (L) := []}"_, (4;A;) det((h(vi, vj)1<i j<n) ist das Diskriminan-
tenideal von (L,h). Falls der Grundring ein Hauptidealring ist, dann sind hermitesche

Gitter frei. Das heifst, man kann annehmen, dass es Vektoren vy, ..., v, gibt, sodass 4; = R
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gilt. Zwischen der Determinante von (L,b) als quadratisches Z-Gitter und dem Diskrimi-
nantenideal von (L, k) als hermitesches Z[(,,]-Gitter gibt es den folgenden, wohl bekannten

Zusammenhang:

Lemma 2.3.
a) Sei (L,h) ein hermitesches Z[(,,]-Gitter mit Rang n. Dann gilt fir b:= S wem) op
(a) ; g g purg

| det(L,b)| = | discg ™) |- Normd ! (a(L, b))

ei (L, h) ein hermitesches Z|Cp, |- Gitter mit Rang n. Dann gilt fiir b := Spurgy """ oh:
b) Sei(L,h) ein h hes Z[Cmln-G R D Zf'bsgf]h

vp(det(L, b)) = (| discd I |) - n + v (Normg " (det(L, 1))

Beweis. Einen Beweis von (a) fiir positiv definite Gitter findet man in [Jiirl5] 3.1.4. Falls
(L, b) nicht positiv definit ist, beweist man die Aussage analog. Im lokalen Fall ist die Dis-
kriminantengruppe (L, b)# /(L,b) eine p-Gruppe, deren Miichtigkeit dieselbe Bewertung wie
die Determinante besitzt. Weil Z[(,,,]» Hauptidealringe sind, kann man zusétzlich annehmen,
dass die Gitter (L, h) frei sind. Damit verlduft der verbleibende Teil des Beweises analog zu
(a). O

Bemerkung 2.4. Fir freie Gitter oder fiir die unterliegenden Rdume kann anstatt einer
Pseudobasis eine echte Basis gewéhlt werden. Dann vereinfacht sich die Formel aus Lemma
(a) 7u:

| det(L, b)| = | discg )| - Normg ") (det(L, h))

Bemerkung 2.5. Die erste offensichtliche Einschrankung fiir die Invarianten von Z-Gittern
L mit einem Automorphismus, der das Minimalpolynom &,,, besitzt, gibt es fiir den Z-Rang.
Sei {v1,...,v,} eine Pseudobasis von (L, h). Weil nach [Neu92| Satz 2.10 auf Seite 13 jedes
Ideal A; ein freier Z-Modul mit ¢(m)-Elementen ist, besitzt (L,b) den Rang n - ¢(m). Also
konnen nur Z-Gitter, deren Rang ein Vielfaches von ¢(m) ist, einen solchen Automorphismus

besitzen.

Bemerkung 2.6. Eine weitere Einschrankung fiir ein Gitter L mit einer zusétzlichen Z[(,,]-
Struktur ergibt sich aus dem unterliegenden Q[(,,]-Vektorraum. Er ist eine orthogonale
Summe eindimensionaler Unterrdume. Die Quadratklassen ihrer Determinanten wurden in
[Neb99] Satz 3.3.14 (ii) bereits berechnet. Sei n := rangy. (L, h). Dann gilt:

m™ - (Q*)? falls m eine ungerade Primzahlpotenz ist

det(L,b) € { (Q*)? sonst,

Als néchstes werden Eigenschaften der lokalen Spurkonstruktion genauer untersucht. Dafiir

wird zunéchst die Differente @g benétigt.
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Bemerkung 2.7. Sei 7 eine iiber p liegende Stelle in Q[(,,,]. Man schreibt m = pt - m/ mit
(p,m’) = 1. Fiir die Differente @gf’”]" gilt dann nach Bemerkung

m]mw m Q[Cpt] m! Q[Cpt]
@8[( ] — :D%[C ] . Z[(m]ﬂ_ — @Q @%[C ] 'Z[Cm]fr — QQ 3 Z[Cm]w

P

(1= )P et 7l ]

Weil Z[(n]x stets ein Hauptidealring ist, muss @gicm]" ein Hauptideal der Form (7?) sein,
wobei a := pt=Y (pt —t — 1) ist.

Lemma 2.8. Seien (L,h) ein hermitesches Z[(p)--Gitter, p :== 7€ € P(Q), b := Spuroh
und Z‘D&C”]" = (r®). Dann folgt:

(a) Falls (L,h) (7¢=%)-modular fiir ein i € Ny ist, dann ist das quadratische Z-Gitter
(L,b) (p*)-modular.

(b) Falls (L, h) (77)-modular fiir ein j € Z mit j > —a ist und i, € Ng mit j+a =ie+r
und 0 <1 < e sind, dann besitzt eine (p)-modulare Zerlegung von (L,b) héchstens zwei

nicht-triviale Komponenten mit den Skalenidealen (p*) und gegebenenfalls (pi*1).

Beweis. (a) Man betrachte zunéichst den Fall i = 0. Unmittelbar aus der Definition der
Differente folgt, dass (L, b) ganzzahlig ist. Sei n := rangyc ; (L, h). Weil (L, h) (DgLC"L]”)’l—
modular ist, muss Vp(Norm&C’”]“ (det(L, h))) = —v(] discg[c’"] |) sein. Damit folgt aus Lem-
ma [2.3] dass (L, b) unimodular ist.

Fiir beliebiges i betrachtet man die (7~%)-modulare Form b’ := 7~ %h. Es gilt:
b(L, L) = Spurg " (h(L, L)) = Spwd )" (w' k' (L, L)) = p' Spurg " (W'(L, L))

Aus dem ersten Teil des Beweises folgt, dass (L, Spur oh’) unimodular ist. Damit ist b (p?)-
modular und Teil (a) ist bewiesen.

(b) Sei (L, h) nun (77)-modular, wobei zunéchst j € {—a,...,—a+ e — 1} sei. Das bedeutet
i = 0. Dann ist p(DG ") 7! = (r79%) C (w7) C (1) = (DFLI") 1. Mit Teil a) folgt
Scale(L,b) C (p°). Weil die nicht-triviale Komponente von (L, b) mit dem kleinsten Skale-
nideal der nicht-trivialen Komponente von (L, b)# mit dem groften Skalenideal entspricht,
kann man analog zeigen, dass (L,b)# keine nicht-triviale Komponente mit einem gréferen

Skalenideal als (p~!) besitzt. Sei j nun beliebig. Dann gilt fiir A’ := 7~ *h:
b(L, L) = Spurg " (h(L, L)) = Spurd "/ (w'* k' (L, L)) = p' Spurg "= (W'(L, L))

Weil (L, Spur oh’) nach obigen Uberlegungen hichstens zwei nicht-triviale, modulare Kompo-
nenten mit den Skalierungen (p°) und moglicherweise (p') besitzt, kann (L, Spur oh) héchs-
tens zwei nicht-triviale, modulare Komponenten mit den Skalierungen (p*) und mdglicher-

weise (p'™1) besitzen. O
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Bemerkung 2.9. Ein (7%, 7')-modulares, hermitesches Z[(,n]x X Z[Cn]= -Gitter kann im
Sinne von Proposition als (7')-modulares Z[(,,]--Gitter mit doppeltem Rang aufgefasst
werden. Daher gilt die obige Behauptung auch fir modulare Z[(,,|» X Z[(n]7 -Gitter.

An dieser Stelle soll an die drei Fille erinnert werden, wie ein Primideal in der Erweiterung
Z[Cm) ) Z]Cm+Cm) zerfallen kann (vel. Seite. Bei der Untersuchung von Z-Gittern mit einer
hermiteschen Z[(,,]-Struktur spielen diese Fille eine zentrale Rolle. Dabei dhneln sich der
trage Fall und der zerfallende Fall, wihrend der verzweigte Fall ein vollig anderes Verhalten

zeigt.

Proposition 2.10. Seien p € P(Q) \ {00} und m € N mit m = ptm’ fiir ein m’ > 2. Die
iiber (p) liegenden Primideale in Z[Cm + (m) seien in der Erweiterung Z[Cm]/Z[Cm + Cm)
trige. Des Weiteren seien m eine iber p liegende Stelle und (L,h) ein hermitesches Z[Cm]x-
Gitter. Dann ist der Rang von jeder Komponente einer modularen Zerlegung des Z,-Gitters
(L, Spur%f”‘]" oh) ein Vielfaches von f =2f7.

Beweis. Das Z[(,,]-Gitter (L, h) besitzt nach Proposition eine Orthogonalbasis, also
eine orthogonale Zerlegung in modulare Komponenten von Rang 1. Sei (L', k') C (L, h) mit
h':= h|p: ein solches Teilgitter mit rang(L’, h') = 1. Des Weiteren seien b := Spurg, Km]” oh
und b’ := SpurQ[Cm]” oh’. Die Spurkonstruktion liefert dann gemaf Lemma ein Zp—Gitter
(L', V) mit hochstens zwei aufeinanderfolgenden modularen Komponenten. Thre Rénge kon-

nen mit Hilfe der Determinante bestimmt werden. Nach Lemma [2.3] gilt
vp(det(L', 1)) = wp((discg*™1")!) + v (NormG 1= (det (L', 1))

Die Differente @Q[C’”]“ ist ein Ideal der Form (7®). Die Diskriminante ist nach Bemerkung
.dle Norm der Differente, also Noer[C’"]“( @) = p/2. Damit gilt: f | l/p((dle C’"]”) ).
Die Determinante von (L', ') ist ebenfalls von der Form un'® fiir ein u € Z[(,,]% und ein
i € N. Ihre Norm ist dann von der Form w'p/* fiir ein v’ € Z3. Also muss vy, (detz, (L', b)) ein
Vielfaches von f sein. Weil die Differente @85”]" = (m®) nach Bemerkungeinen reellen
Erzeuger besitzt, gibt es ein (7~ )-modulares Gitter. Man kann zum Beispiel das skalierte,
hermitesche Z[(,]-- Standardgitter mit Rang 1 wihlen. Sein Spurgitter ist gemaf Lemma
@ unimodular. Mit jeder groferen m-Potenz vergrofert sich die Determinante als Z,-Gitter
in Schritten von p2/". Weil (L’,') aber hichstens zwei aufeinanderfolgende (p)-modulare
Komponenten besitzt, muss der Rang der groferen Komponente in 2f7-Schritten steigen
und der Rang der kleineren Komponente entsprechend kleiner werden. Insgesamt muss aber

der Rang beider Komponenten stets ein Vielfaches von 2f% sein. O

Proposition 2.11. Seien p € P(Q)\{ooc} und m € N mit m = p'm/ fiir ein m’ > 2. Die iber
(p) liegenden Primideale in Z[(m+Cm) seien in der Erweiterung Z[Cm)/Z[Cm~+Cm) zerfallend.
Des Weiteren seien w eine tber p liegende Stelle und (L, h) ein hermitesches Z[Cm]x X Z[Cm]7-
Gitter. Dann ist der Rang von jeder Komponente einer modularen Zerlegung des Z,-Gitters
(L, (Spurg ™™ x Spurd /=) o h) ein Vielfaches von 2f = 2f.
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Beweis. Das hermitesche Z[(n]x X Z[(m]7Gitter (L, h) besitzt nach Proposition stets
eine Orthogonalbasis und damit eine orthogonale Zerlegung in (7, 7*)- modulare Komponen-
ten von Rang 1. Sei (L', h') C (L, h) mit h’ := k|1 ein solches Teilgitter mit rang(L’, h') = 1.
Weil Z[(m]r = Z[(m]7 ist, kann es als modulares, hermitesches Z[(,].-Gitter von Rang 2

aufgefasst werden. Seine Gram-Matrix ist von der Form

0 =
* 0
Die Spurkonstruktion liefert geméfs Lemma ein Z,-Gitter (L, Spurgfm]” oh’) mit hochs-

tens zwei aufeinanderfolgenden modularen Komponenten. Thre Rénge kénnen mit Hilfe der

Determinante bestimmt werden. Nach Lemma 2.3 gilt
vp(detz, (L, Spurgf’"]” oh’)) = z/p((dlch[C’”]") )+ v (Norm [Com] " (detgye,.1, (L', R")))

Die Differente ist ein Ideal der Form (7%). Die Diskriminante ist nach Bemerkung die
Norm der Differente, also NoerK’"]"( @) = pf Damit gilt: 2f | l/p((discgf’”}")%. Auf-
grund der Gram-Matrix ist die Determinante von (L', h’) von der Form urn?® fiir ein u €

Z[(m): und ein i € N. Deshalb ist ihre Norm ebenfalls von der Form u/p?/? fiir ein v’ € Zy. Al-
so muss vy (detz, (L', SpurQK"‘]’“ oh’)) ein Vielfaches von 2f sein. Das Z[(m]x X Z[(m]7Gitter

“,w*“) besitzt ein unimodulares Spurgitter. Mit jeder grofseren

mit der Gram-Matrix (7~
m-Potenz vergrofiert sich die Determinante als Z,-Gitter in Schritten von p?f " Weil es aber
nach Lemmahéchstens zwei aufeinanderfolgende, (p)-modulare Komponenten gibt, muss
der Rang der groferen Komponente in 2f+-Schritten steigen und der Rang der kleineren
Komponente entsprechend kleiner werden. Insgesamt muss aber der Rang jeder Komponente

stets ein Vielfaches von 2f7 sein. O

Proposition 2.12. Sei p € P(Q) \ {oo}. Des Weiteren seien m € N mit m = p'm/ fiir
ein m’ > 2 und (L,b) ein Z-Gitter, das einen Automorphismus mit Minimalpolynom ®,,
besitzt. Dann sind die Ringe der Komponenten einer p-modularen Zerlegung ein Vielfaches
von 2f .

Beweis. Das Gitter (L, b) kann als hermitesches Z[(,,]-Gitter (L, h) aufgefasst werden. Die
Lokalisierung liefert ein Gitter iiber dem Ring Z;, ®z Z[Gn] = [ 7)) Z[Gm]=- Falls m keine
Primzahlpotenz ist, ist die Kérpererweiterung Z[(,,]/Z[Cm + ;1] stets unverzweigt. Seien 7/
eine iiber p liegende Stelle von Z[(,,, +¢;,!] und 7 eine iiber 7’ liegende Stelle von Z[(,,,]. Dann
ist auch die Erweiterung Z[C,n ]« /Z[Cm + ¢ | unverzweigt. Falls m = ¢t ist, betrachtet man
wegen m’ > 2 nur Stellen p # ¢. Auch in diesem Fall ist die Erweiterung Z[Cn ]« /Z[Cm+C0
unverzweigt. Mit Hilfe der entsprechenden vollstdndigen Menge primitiver Idempotente kann
das Gitter Z, ®z (L, h) analog zu Proposition orthogonal zerlegt werden. Es gibt zwei
Moglichkeiten:
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()Zy @z (L,h) = | ex(L,h) ()2, @z (L,h) = | ex(L,h) @ ex(L,h)

Im ersten Fall folgt die Behauptung aus Proposition [2.10lund im zweiten Fall aus Proposition
211 O

Bemerkung 2.13. Fiir m = p' ist die Erweiterung Q[(n]1-¢,,/Qp rein verzweigt und es
gilt f = f* = 1. Damit ist der Rang jeder modularen Komponente ein Vielfaches von f oder
fT. Im Allgemeinen ist sie aber kein Vielfaches von 2 = 2f*. Ein einfaches Beispiel hierfiir
ist das Gitter Ay € 1I(371). Es besitzt eine hermitesche Struktur von Rang 1 iiber Z[(3]
und die Determinante 3. Damit muss es in einer 3-modularen Zerlegung eine unimodulare
Komponente von Rang 1 und eine (3)-modulare Komponente von Rang 1 geben.

Fir Gitter, die eine hermitesche Struktur von Rang 1 besitzen, kann trotzdem eine Aus-
sage getroffen werden. Weil die Quadratklasse ihrer Determinante nach Bemerkung [2.6] fiir
p # 2 gleich p- (Q*)? ist und diese Gitter nach Lemma nur zwei nicht-triviale, aufeinan-
derfolgende, p-modulare Komponenten besitzen, muss die Komponente, deren Skalenideal
eine ungerade Potenz besitzt, einen ungeraden Rang besitzen. Weil der Rang des gesamten
Gitters gerade ist, muss auch die andere nicht-triviale Komponente einen ungeraden Rang
besitzen. Die Rénge kénnen aber nicht weiter eingeschrankt werden, wie man mit Hilfe der
Gitter A,_; sieht. Sie besitzen eine hermitesche Z[(,]-Struktur von Rang 1. Durch Multi-
plikation mit (1 —¢,) (1 — ) kann man zu jeder p-modularen Zerlegung der obigen Form
ein Gitter finden, das diese Zerlegung realisiert. Fiir p = 2 ist die Quadratklasse (Q*)2. Man
folgert analog, dass die Rédnge der modularen Komponenten in diesem Fall stets gerade sind,

also ein Vielfaches von 2f7.

Um die Einschrankungen der Rénge der modularen Komponenten zu erhalten, reicht die
Existenz einer hermiteschen Struktur aus. IThre konkrete Form war irrelevant. Als néchstes
werden die Paritdten im 2-adischen Geschlechtssymbol von Z-Gittern mit einer zusétzlichen
hermiteschen Struktur tiber Z[(,,] untersucht. Hierbei ist die genaue hermitesche Struktur

des Gitters entscheidend, was das folgende Beispiel zeigen soll:

Beispiel 2.14. Seien Z-Gitter mit folgenden Gram-Matrizen gegeben:

2 -1 0 1000

-1 2 -1 0 0100
Dy und 1,

0o -1 2 -1 0010

1 0 -1 2 0 0 01

Die Gitter Dy L Dy und I 1 %I, besitzen eine Struktur iiber Z[(g] von Rang 2. Das Gitter
Dy L Dy besitzt das 2-adische Geschlechtssymbol (2°){i*(21){;* und das Gitter I, 1 2, das
Symbol (2°)F4(2")1*. In beiden Fillen stimmen die Ringe und die Vorzeichen der modula-
ren Komponenten iiberein, aber nicht ihre Paritdten und Oddities. Daher wird im weiteren
Verlauf die Paritédt der modularen Komponenten von Spurgittern mit einer gegebenen her-

miteschen Struktur bestimmt.
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Definition 2.15. Sei p € P(Q) \ {oo} und E/F eine Erweiterung von nicht-archimedischen
lokalen Kérpern mit [E : Qp] < co. Fiir die maximalen Ideale 5 und Pp gilt dann PrOp =
PS. Falls (e,p) = 1 ist, heillt F/F zahm verzweigt. Andernfalls wild verzweigt.

Die folgende Proposition findet man in [Fro83] auf Seite 26:

Proposition 2.16. Sei E/F eine Erweiterung von nicht-archimedischen lokalen Kérpern

mit [E : Qp] < 00. Dann ist E/F genau dann zahm verzweigt, wenn Spure(Op) = Op ist.
Damit kann die Paritéit im Fall m # 2¢ bestimmt werden:

Proposition 2.17. Sei (L, b) ein Z-Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung m # 2
und Minimalpolynom ®,,. Dann ist die Paritdt von jeder nicht-trivialen Komponente in der

2-modularen Zerlegung gerade.

Beweis. Das Gitter (L, b) kann auch als hermitesches Z[(,,]-Gitter (L, h) aufgefasst werden.
Weil m # 2t ist, ist die Korpererweiterung Qz[Cn] @ Q2[Cm + () zahm verzweigt. Aus
Proposition [2.16] folgt, dass die Spur surjektiv auf den Ganzheitsringen ist. Damit gibt es

ein Element ¢ € Z3[(,,] mit 1 = Spur22[¢m] T (¢) = ¢+¢. Sei nun eine beliebige 2-modulare

Zerlegung gegeben:
Zo @7 L= J_ L;
=
Dann ist die reskalierte i-te Komponente 271‘L¢ unimodular und fiir jedes v € 27iLi folgt
b(v,v) = SpurgzI(h(v,v)) = Spurd (¢ +2)(h(v, v))
= Spur(@z[cm] (ch(v,v))) + Spur%z[g’"](ch(v, v))

= 2. Spur%z [C""](c- h(v,v))

Weil h(v,v) € (”Dgz[f’"]")_l und ¢ € Zs ist, muss auch ¢ h(v,v) € (C‘D%E’"]")_l sein. Also ist

2. Spurgz[g’"](c -h(v,v)) € 2Zs. O

Beispiel 2.18. Falls m = 2! ist, gibt es ungerade Gitter mit einer hermiteschen Struk-
tur iiber dem Ganzheitsring des m-ten Kreisteilungskorpers. So besitzt zum Beispiel das

Standardgitter I eine hermitesche Struktur von Rang 1 iiber Z[i].

Als néchstes wird genauer untersucht, wann ungerade Gitter auftreten kénnen. Hermitesche
Z[(m]-Gitter konnen im verzweigten Fall nach [Jac62] Proposition 4.3 als orthogonale Summe
von modularen Teilgittern von Rang 1 oder 2 geschrieben werden, wobei die Diagonaleintrage
der Gram-Matrix der Gitter mit Rang 2 eine grofere Bewertung besitzen als die beiden
anderen Eintrdge. Deshalb reicht es zu priifen, welche Skalenideale von diesen Gittertypen

ungerade Zo-Gitter liefern.

Lemma 2.19. Seien m := p* und die Erweiterung Q,[¢n]/Qp gegeben. Dann ist B := {(}, |
i €40,1,...0(m) — 1}} eine Ganzheitsbasis.
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Beweis. Das m-te Kreisteilungspolynom ist iiber Z, irreduzibel. Dies kann analog zu der
Irreduzibilitdt in Z mit Hilfe des Eisensteinkriteriums bewiesen werden. Damit folgt, dass die
Galoisgruppe der Erweiterung Q,[(,»]/Q, transitiv auf den Einheitswurzeln operiert und die
Galoisautomorphismen ebenfalls von der Form oy : (,;, — C,’ﬁl fiir 0 <k <mmit (k,m)=1
sind. Nach [Neu92] Satz 10.2 auf Seite 63 ist B eine Ganzheitsbasis der Erweiterung Q[(,,]/Q.

Die Diskriminante disc%[Cm

) kann mit ihrer Hilfe als die Determinante der Matrix (o01(CE))
berechnet werden. Weil die Galoisautomorphismen die Einheitswurzeln in beiden Erweite-
rungen auf dieselbe Art abbilden, besitzt die Matrix (o4 (¢?,)) iiber Z, dieselben Eintrige
und damit auch dieselbe Determinante. Da (p) in der Erweiterung Q,[¢,,]/Q, rein verzweigt
ist, folgt andererseits nach Bemerkung dass discg[cml Lp[Cm] = discgz m) ist. Damit
besitzt der von B erzeugte Modul dieselbe Diskriminante wie der von einer Ganzheitsbasis

erzeugte Modul. Also ist B nach [Lan86] Proposition 10 auf Seite 65 eine Ganzheitsbasis. [

Proposition 2.20. Es seien m = 2' und die Korpererweiterung Qa[Cm] @ Q2 gegeben. Sei
a so, dass die Differente ng[c’"] = (m*) mit m 1= 1 — (y, ist. Des Weiteren seien (L, h)
ein (m7)-modulares Z[(,,)-Gitter von Rang 1 und b := Spuroh. Dann ist (L,b) genau dann

ungerade, wenn j = —a + ie fir ein i € Ny ist.

Beweis. “ < “ Sei ohne Einschrinkung i = 0 angenommen. Weil der rangy. 1(L,h) =1
ist und Zs[(n] ein lokaler Ring ist, besitzt (L,h) eine Basis {v}. Nach Lemma ist
{¢¢,-v|i€{0,1,...0(m) — 1}} eine Zy-Basis. Fasst man L als Zy-Gitter mit Bilinearform
b und Automorphismus g auf, dann bildet {g’(v) | i € {0,1,...,¢(m) — 1}} eine Basis von
(L,b) und es gilt:

b(g'(v). 9 (v) = blv,v) = Spurg: " (h(v, v))

Weil h (7~%)-modular ist, folgt aus der Definition der Differente, dass (L, b) ganzzahlig ist
und dass a maximal mit dieser Eigenschaft ist. Angenommen, Spuer[C’"](h(v,v)) wére in
2Z5. Dann wire b(g%(v), ¢’ (v)) = Spurgz[g’"] (C:-Th(v,v)). Weil ¢/ eine Einheit ist, liegt
Spuer[CM] (¢t 7h(v,v)) ebenfalls in 2Z5. Das bedeutet aber, dass a nicht maximal wire und
man erhéalt einen Widerspruch. Damit sind die (7~%)-modularen Gitter ungerade.

“ = “ Weil Qa[¢n]/Q2 rein verzweigt ist, gilt bis auf Multiplikation mit Einheiten 7/ €
Q2[Cm + Gn] < 2|5. Sei (L, h) nun (7~%+27)-modular fiir ein j € {1,...,e — 1}. Dann ist
h' := (77)"'h eine (7~*+20~1)-modulare Form und nach obigen Uberlegungen ist (L, h')
ganzzahlig. Sei L = J_ Ly, eine (2)-modulare Zerlegung von (L, b). Fiir alle w € 27kLk gilt:

b(w, w)

Spurg? ] (h(w, w)) = Spurg? (Sl (27l (w, w))

Spurg (2 = G — G ) (w, )

= 2 Spurgz [l (B! (w, w)) — Spur%i Ko (¢! (w, w0)) — Spurgi [l (! (w, w))
2+ (Spurd? ) (W (w, w)) — Spurd2 (Gl (w, w))) € 22, 0

Man kann nun zu dem Beispiel zuriickkehren und die hermiteschen Strukturen der
Gitter betrachten.
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Beispiel 2.21. Sei 7 := 1 — (3. Die hermiteschen Gram-Matrizen der Gitter sind:

1 (7 0 1(1 0
DilDi: (”0” > wmd Ll (0 2)
i

Mit Q%E[Cs] = (4) sieht man, dass I als hermitesches Gitter (ng[cs])_l-modular ist und
D, Wﬁ(@%j Kﬂ)*—modular. Damit besitzen die Gitter I, L 2I, und D4 | Dy als hermite-
sche Gitter verschiedene Strukturen. Durch die Spurkonstruktion werden sie auf Z-Gitter
abgebildet die sich nur durch die Paritdt und Oddity unterscheiden.

Abschliefsend wird die Paritét im letzten Fall gepriift.

Proposition 2.22. Es seien m = 2¢ und die Korpererweiterung Qa[(m] : Q2 gegeben. Sei
a so, dass die Differente @82[@“] = (%) mit m :== 1 — (, ist. Sei (L,h) ein modulares
Z2[Cm)-Gitter mit der Gram-Matriz

C1,1 C1,2

Ci2 C2p2

wobei vx(c11) > vr(c1,2) und vr(cz,2) > vr(c12) gelte. Dann ist jede modulare Komponente

von (L, Spurgz[cm] oh) gerade.

Beweis. Sei (L, h) zunéchst (@%z[cm])_l—modular. Nach Lemma ist (L, SpuerK’"] oh)
unimodular. Des Weiteren sei {v1, v} eine Basis von (L, k). Zu einem beliebigen w € L gibt

es also \; € Z3[(] mit w = A\v; + Agvg und es gilt:

Q2 [CnL]

b(w,w) = Spuer (h(A1v1 + Agva, Ajv1 + Agvg))
= Spurd (A A h(vr,v1)) + Spurd o (A Aok (va, v2))

+ Spur%z[cm] (M A2h(vy,v2)) + Spurgz [Com] (A2 A1h(vg,v1))

Es gilt: Spurgz[cm}()\l)\igh(vl,vg)) = Spurgz[c”l]()\th(vg,vl)). Analog zur Rechnung am
Ende des Beweises von Proposition zeigt man, dass Spurg, [cm] (AjAjh(vj,v;)) € 2Zs ist.
Damit folgt b(w,w) € 2Zy. Die Rechnung zeigt des Weiteren, dass (L, h) gerade, modulare

Komponenten besitzen muss, falls es (72°~¢)-modular fiir ein i > 0 ist. O

2.2 Rationale Invarianten hermitescher Z[(,]-Gitter II

Auch in diesem Abschnitt werden Z-Gitter mit einer zusatzlichen Z[(,,]-Struktur untersucht.
Zunichst wird ein Zusammenhang zwischen den Vorzeichen im Geschlechtssymbol und den
Hasse-Invarianten des unterliegenden Raums hergeleitet. Anschliefsend werden die Réange der
modularen Komponenten eines Z-Geschlechts, fiir die im vorherigen Abschnitt notwendige
Bedingungen gefunden wurden, als gegeben angesehen und die verbleibenden Invarianten

berechnet.
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Definition 2.23. Sei K ein lokaler Korper mit Stelle p. Mit (a;,a;), wird das Hilbert-
Symbol bezeichnet. Es besitzt Werte in der Brauergruppe. Weil sie {iber lokalen Kérpern nur
zwei Elemente besitzt, kann sie wie {iblich mit {41} identifiziert werden. Ist (a1, as,...,ay,)
eine Diagonalisierung einer quadratischen Form iiber einem lokalen Koérper, so bezeichnet

sp({a1,az,...,an)) == [];-;(as, a;), die Hasse-Invariante.

Bemerkung 2.24. Einige Autoren wie zum Beispiel O’Meara bilden das Produkt iiber
alle ¢ < j. Dies kann zwar andere Werte fiir die Hasse-Invariante liefern, aber sie erfiillt in
beiden Fillen ihren Zweck und kann die beiden moglichen quadratischen Vektorrdume mit
derselben Dimension und derselben Determinante unterscheiden. Auch wenn einige konkrete
Formeln etwas anders aussehen, stimmen praktisch alle Sétze, die fiir eine Definition gelten,
modifiziert ebenfalls fiir die andere Definition. Weitere Details zu den Unterschieden und

zur Umrechnung findet man in [Ger0§| auf Seite 87.
Proposition 2.25.

(a) Sei K ein lokaler Korper mit nicht-archimedischer Stelle p. Dann sind zwei (regulire)
quadratische K -Vektorraume (V,b), (V' V') genau dann isometrisch, wenn die folgen-

den Bedingungen erfillt sind:

e dim(V,b) = dim(V', V),
o det(V,b) = det(V', V') und
o sp(V,0) = 5, (V', )

(b) Sei L : K eine quadratische Korpererweiterung lokaler Korper iiber nicht-archimedisch-
en Stellen und L besitze eine Involution mit Fixkorper K. Zwei hermitesche L-Vektor-
raume (V, h), (V' ') sind genau dann isometrisch, wenn die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

e dim(V,h) = dim(V',h') und
e det(V, h)/Normk (L*) = det(V’, h')/ Norm¥% (L*)

Beweis. Teil (a) wird in [O’M63| Theorem 63:20 bewiesen. Weil K ein lokaler Kérper mit
nicht-archimedischer Stelle ist, ist jede 5-dimensionale quadratische Form iiber K isotrop
(vgl. [O’M63] 63:19). Damit folgt Teil (b) aus [Sch85| Seite 351 Beispiel 1.6 (ii). O

Man sieht, dass ein hermitescher Raum iiber lokalen Kérpern nur durch die Dimension und
die Determinante bis auf Isometrie eindeutig festgelegt wird. Durch die Spurkonstruktion
sind die Dimension und die Determinante des Q,-Vektorraums ebenfalls festgelegt. Mit die-
sen Invarianten gibt es im Wesentlichen zwei verschiedene quadratische Raume, die durch
die Hasse-Invariante unterschieden werden (vgl. [O’M63] 63:22). Weil es unter gewissen Vor-
aussetzungen einen Zusammenhang zwischen den Hasse-Invariante und den Vorzeichen im
Geschlechtssymbol gibt, liefert dieses Prinzip Einschrénkungen fiir die Vorzeichen und die
Oddity im Geschlechtssymbol von Z-Gittern mit einer Z[(,,]-Struktur. Diese Voraussetzun-

gen sollen zunéchst genauer untersucht werden.
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Proposition 2.26. Sei (L,b) ein ganzzahliges Gitter auf dem quadratischen Raum (V,b)
und p € P(Q) \ {00, 2} mit p fdet(L,b). Dann gilt

sp(L,b) =1

Beweis. Sei (a1p®, asp®, ..., a,pb") eine Diagonalisierung iiber Z, mit p { a;. Da L ganz-
zahlig ist, muss b; > 0 sein, und weil p t det(L), folgt b; = 0. Damit ist

sp(L) = H(ai7aj)p =1

O

Die Hasse-Invariante an den Stellen 2 und oo kann man nicht auf diese Art bestimmen, denn
in beiden Féllen gibt es Rdume mit derselben ungeraden Determinante und verschiedenen

Invarianten.

Beispiel 2.27.

82(<3,3,3>) =-1 # 1= 82(<27, 1, 1>)
soo(<37373>) =1 # -1= soo(<_37 _373>)

Definition 2.28. Ein Z-Gitter heifit lokal quadratfrei, wenn in seiner modularen Zerle-
gung alle Komponenten mit den Skalenidealen (p?) fiir i ¢ {0, 1} trivial sind. Ein Z,-Gitter
mit dieser Eigenschaft nennt man quadratfrei. Ein Z-Gitter heifst quadratfrei, wenn es an
jeder Stelle lokal quadratfrei ist. Ein Gitter (L,b) mit p(L,b)# C (L,b) heifit p-elementar.

Die folgende Proposition stellt einen Zusammenhang zwischen dem Vorzeichen der (p)-
modularen Komponente eines quadratfreien Gitters und der Hasse-Invariante des unter-

liegenden Raums her.
Proposition 2.29.

(a) Es seip eine ungerade Primzahl. Dann ist die Hasse-Invariante eines Z-Gitters (L, b)

mit dem lokalen Geschlechtssymbol (p°)c»-0mv.0(pt)r1me1 ynd ny, 1 > 0 gleich

p—1 "p,1(np1-1) Np,1
Lo — epa(—1)=T 72— (1%) falls ny 1 #n
SP( ? ) - ,np.171 p;l"np,l("p,171)
€1 (-1)= 2 fallsnp,1=n
wobei n := rang, (L) und ¢ := d;ﬁfﬁ;b) sind.

(b) Besitzt (L,b) die Signatur (t,u), dann ist

s = (7 'u,('u,z—l)
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Beweis. Sei nj,; # n. Zur Berechnung von s, fiir p < oo bestimmt man eine p-adische

Diagonalisierung der Form mit Hilfe des Geschlechtssymbols:

<51p7pa"'7p350717"'71>
——

np,1 - mal

wobei d; geméf der Definition des Geschlechtssymbols fiir p # 2 genau dann ein Quadrat
ist, wenn €,1 = +1 ist. Die Quadratklasse von &y ist ¢d; - (Q*)2. Damit kann nun die

Hasse-Invariante berechnet werden:

np,1(np,1—-1)

(p,p)p  ° (81, )t (p, So)prt - (81, 00)p

L e (8 ()
p p
N i <51> . (C)W
p p

p—1 "p.1(np,1—1) c "p,1
= (-1~ 2 cep1 | -

p

Sp

Falls n, 1 = n ist, so ist die Diagonalisierung der Form

<51papa cee ap>

wobei d; wie oben definiert ist. Die Berechnung von s, verlduft analog. Die Hasse-Invariante
Stelle —1 berechnet man mit Hilfe der Diagonalisierung, die man direkt aus der Signatur

(t,u) ablesen kann:

u(u—1)
2

Damit folgt se = (—1) O

An der Stelle 2 gibt es im Allgemeinen keinen solchen Zusammenhang. Man kann jedoch die
Ergebnisse iiber die Paritdt des Spurgitters anwenden, um Aussagen iiber spéter relevante

Spezialfille treffen zu kénnen.

Bemerkung 2.30. Sei 7 eine dyadische Stelle. Ein Z[(,,].-Gitter (L,h), das fiir m # 2¢
nicht (7+¢%)-modular ist, muss gemif Proposition m gerade modulare Komponenten be-
sitzen. Des Weiteren ist der Rang jeder modularen Komponente ein Vielfaches von 2f7.
Fiir den trigen und zerfallenden Fall folgt dies aus den Propositionen und Im
verzweigten Fall sei (L, h) ein Gitter {iber dem Ring Zs ® Z[(,] von Rang 1. Es ist also
die Lokalisierung eines globalen Z-Gitters. Daher besitzt es dieselbe Determinante wie das
Z-Gitter, also nach Bemerkung ein Quadrat. Weil (L, h) nach Lemma [2.8 nur zwei auf-
einanderfolgende modulare Komponenten besitzt und der Z-Rang von L gleich p(m) =5 0
ist, miissen beide modularen Komponenten einen geraden Rang haben. Also ist jede mo-

dulare Komponente von (L, Spur oh) orthogonale Summe von hyperbolischen Ebenen und
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moglicherweise einem geraden, anisotropen Gitter von Rang 2.

Fiir die relevanten Félle kann man damit einen Zusammenhang zwischen den Vorzeichen
im dyadischen Geschlechtssymbol quadratfreier Gitter und der Hasse-Invariante des unter-
liegenden Qs-Vektorraums herstellen. Zunéchst bendtigt man das folgende Lemma, das mit

vollstandiger Induktion direkt aus der Definition hergeleitet werden kann.

Lemma 2.31. Seien (V;,b;) quadratische Q- Vektorrgume. Dann gilt:

n

SP(J_ Vi) = Hsp(vi) ‘ H(det(Vi%det(Vj))p

i=1 i<j

Proposition 2.32. Die Hasse-Invariante eines Zo-Gitters (L,b) mit dem Geschlechtssymbol

€2,0M2,0 7€2,1M2,1
1 2y

I , wobei ng 1 > 0 ist, lautet

n2_2n

s(L)={ @0 DT Jallsnay <n
(_1) 8 falls No1=mn

Beweis. Sei A das Zs-Gitter mit der Gram-Matrix:

()

WEeil die modularen Komponenten skalierte, gerade, unimodulare Z,-Gitter sind, ist jede zu

einem der folgenden Gitter isometrisch (vgl. [Kit03] Theorem 5.2.5):

AlHL. . .1H
HI1IHL...lH

Im ersten Fall ist das Vorzeichen —1 und im zweiten Fall entsprechend +1. Insbesondere
sind die Rénge der modularen Komponenten gerade. Die Hasse-Invariante der modularen
Komponenten kann mit Hilfe von Lemma unter Verwendung von sy (H) = 1 = so(2H)
und s3(A) = —1 = —s5(?A) berechnet werden. Sei m der halbe Rang der modularen Kom-

ponente. Dann gilt:

s LHL...LH) = (-1)™%

se(ALHL... Ll H) = _(_1)M
HCHLZHL ... L2H) = (~1)™%
SZ(QAJ‘QHJ—~--J_2H) _ (—1)%

Damit folgt die Behauptung fiir n = ny ;. Fiir no; < n wendet man anschliefend noch
einmal Lemma 2.31] an. O

Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, wird fiir ng g = 0 im Folgenden €3 g = 1 gesetzt.
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Lemma 2.33. Seien (L,b) C (L’,b) zwei quadratfreie Z,-Gitter auf dem Q,-Vektorraum
(V,b) mit det(L,b) = det(L’,b) - p* fiir i =4 0. Dann besitzen die Geschlechtssymbole beider

Gitter dieselben Vorzeichen.

Beweis. Seien (p®)c»0mr.0 (pl)er1me1 und (p0)r0™p0 (pt)ra"s die lokalen Geschlechtssym-
bole von (L,b) und (L', b) und n := rang(L, b). Dann gilt nach Proposition und Propo-
sition die folgende Beziehung:

1 npa(ngi—1) Ny,
o1 = splLib) (1) ()™

’

= s,(L',b)- (—1)’%1‘7" = (%) i e, falls p#£2
71,2— n
€20= s2(L,b)-(—1) = €50 falls p =2
Die iibrigen Vorzeichen erhilt man mit dem gleichen Schluss fiir die reskalierten Dualgitter
P(L' b)#* CPL,b)7*. O

Bemerkung 2.34. Als Konsequenz aus dem Lemma ergibt sich, dass sich die modularen
Komponenten der beiden Gitter um eine gerade Anzahl hyperbolischer Ebenen unterscheiden

miissen.

Proposition 2.35. Seien p € P(Q) \ {oo}, m € N mit m = p'm/ fiir ein m’ > 2. Des Wei-
teren seien (') C Z[Cm + Cm| ein Primideal diber (p), sodass (1) := (7')Z[(m] ebenfalls ein
Primideal ist, und (L, h) ein hermitesches Z[(m]x-Gitter mit Rang 1. Das lokale Geschlechts-

symbol von (L, Spur%f’”]" oh) sei (pt)erinei(ptth)eritimoitr  Dann sind die Vorzeichen:

"p,i

(=(=1)"=" 1) falls p # 2
€ 7 - Mp,i
P (-1)77 fallsp =2
Co eI pallsp o
e (-1) =i fallsp=2

Beweis. Aus Lemma folgt mit b := SpulrgicmLr oh, dass (L,b) hochstens zwei nicht-
triviale, aufeinanderfolgende (p)-modulare Komponenten mit den Skalenidealen (p’) und
(p*1) besitzt. Man kann ohne Einschriinkung i = 0 annehmen. Um fiir p = 2 Aussagen mit
Hilfe der Diskriminantengruppe treffen zu kénnen, ist es notig, anstelle der Bilinearform b die
quadratische Form ¢(x) := %b(w, x) zu betrachten. Weil nach Lemma jede Komponente
einer (2)-modularen Zerlegung gerade ist, besitzt ¢ Werte in Z,. Da rang(L, h) = 1 ist, muss
(L, h) modular sein. Sei Scale(L,h) = (7*) fiir ein & und ’DSEM]" = (7®) fir ein a. Dann
muss —a < k < —a + e gelten. Falls sogar —a + 2 < k < —a + e gilt, betrachtet man das
skalierte Gitter (L', h) := (77 1L, h). Fiir dieses Gitter gilt:

(L'.q) = (L',h) 2 (L,h) = (L,q)

Die quadratischen Gitter sind nach Konstruktion quadratfrei und ihre Determinanten un-
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terscheiden sich nach Lemma um NOI"III%LC"L]W(WQ) = p?f, wobei f = 2fT gerade ist.
Damit folgt aus Lemma dass beide Gitter dieselben Vorzeichen besitzen. Daher kann
man ohne Einschrinkung annehmen, dass k —a € {0,1} ist. Falls k — a = 0 gilt, ist das
Spurgitter (L, q) nach Lemma ein unimodulares Z,-Gitter, dessen unterliegender Raum
nach [Neb99] Seite 59 hyperbolisch ist. Deshalb ist auch (L,q) hyperbolisch. Fiir gerade
k — a ist die (p)-modulare Komponente nicht-trivial, aber stets hyperbolisch, weil sich die
modularen Komponenten der Gitter nur um eine gerade Anzahl an hyperbolischen Ebenen
unterscheiden. Daraus folgt, dass die Vorzeichen der nicht-trivialen Komponenten an der
Stelle 2 stets + sind. Fiir p # 2 besitzen die nicht-trivialen Komponenten die Determinan-
te (—1)f7 = 1 fiir ein j. Die Vorzeichen sind daher stets +1. Falls k —a = 1 ist, besitzt
das Gitter (L, q) eine nicht-triviale, (p)-modulare Komponente. Seine Diskriminantengrup-
pe (L,q)#/(L,q) ist ein f-dimensionaler F,-Vektorraum, der nach [Neb99] Seite 59 von der
Form (IFp[Cm/],SpurgZ[CM'H""](axf)) fiir ein a € Fp[Cns + (] ist. Dieser Raum ist nach
[Neb99] Satz 3.3.4 nicht hyperbolisch. Aus dem Henselschen Lemma (vgl. [Kne02] Satz 15.6)

folgt, dass die (p)-modulare Komponente von (L, q) ebenfalls nicht hyperbolisch ist. Also ist

das Vorzeichen €s 1 stets —1. Fiir p # 2 besitzt die (p)-modulare Komponente die Determi-
nante 5(—1)% fiir ein § € Z7\ (Z3)?. Sie ist genau dann kein Quadrat, wenn (—1) ein Quadrat
ist oder fT = % gerade ist. Fiir p # 2 ist das Vorzeichen also €, 1 = f(fl)pz;l'ﬁ. Ob der

erste oder der zweite Fall eintritt, hingt davon ab, ob der Bruch ";’1 gerade oder ungerade

ist. Daher decken die Ausdriicke €, = (—(—1)prl'f+)%7fy1 und €21 = (—1)n27)1 beide Fille
ab. Das Vorzeichen der anderen Komponente erhélt man, indem man den Beweis fiir das
reskalierte Dualgitter ”(L, b)# wiederholt. O

Gitter mit einer hermiteschen Struktur mit beliebigem Rang besitzen im trigen Fall nach
Proposition fir alle p € P(Q) \ {oo} eine Orthogonalbasis. Damit kann dieser Fall auf
Proposition [2.35 zuriickgefiihrt werden und man erhilt das folgende Korollar.

Korollar 2.36. Seien p € P(Q) \ {oo}, m € N mit m = p'm/ fiir ein m’ > 2. Des Weiteren
seien (') C Z[Cm + (m) ein Primideal diber (p), sodass (7')Z[Cm] ebenfalls ein Primideal ist.
Dann besitzt ein quadratisches Z-Gitter (L,b) mit einem Automorphismus mit Minimalpo-
lynom ®,, das lokale Geschlechtssymbol (p¥)c»-0mw.0 (pt)ranos  (pi)rimei. Die Vorzeichen

sind:

DT falls p £ 2
(1) 7 fallsp =2

Proposition 2.37. Seien p € P(Q)\{oo}, m € N mit m = p'm/ fiir ein m’ > 2. Des Weite-
ren seien (7') C Z[Cm + G ein Primideal iiber (p), sodass (7')Z[Cn) = (7)(7) fiir ein Prim-
ideal () ist, und (L,h) ein hermitesches Z|(m)r X Z[(m]7-Gitter mit Rang 1. Dann besitzt
(L, (Spur%z[f’"’]" X Spur%z[f’"]?) o h) das lokale Geschlechtssymbol (p')v-imw.i(piTh)epitanp.it,

Dabei sind beide Komponenten stets hyperbolisch und die Vorzeichen sind:
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{ (—1)%1% falls p # 2

€Eps =
P +1 falls p =2
(—1)%F "5 falls p £ 2
6
Pt +1 fallsp =2

Beweis. Man kann (L,h) auch als Z[(,].-Gitter mit Rang 2 auffassen. Aus Lemma
folgt mit b := Spurgf’”}" oh, dass (L,b) hochstens zwei nicht-triviale, aufeinanderfolgende
(p)-modulare Komponenten mit den Skalenidealen (p*) und (p‘*!) besitzt. Man kann ohne
Einschrénkung ¢ = 0 annehmen. Um fiir p = 2 Aussagen mit Hilfe der Diskriminantengruppe
treffen zu konnen, ist es notig, anstelle der Bilinearform b die quadratische Form ¢(x) :=
1b(z, z) zu betrachten, die nach LemmaWerte in Z,, besitzt. Darang(L, h) = 1 ist, muss
(L, h) modular sein. Sei Scale(L, h) = (r*, %) fiir ein k und D" x DE™ = (ze,77)
fiir ein a. Dann muss —a < k < —a + e gelten. Falls sogar —a + 2 < k < —a + e gilt,
betrachtet man das skalierte Gitter (L', h) := ((z~1,7—1)L, h). Fiir dieses Gitter gilt:

(L',q) = (L',h) 2 (L,h) = (L,q)

Die quadratischen Gitter sind nach Konstruktion quadratfrei und ihre Determinanten un-
terscheiden sich nach Lemma um Norm&q’"]” (m?) - Norm%f”h(ﬁ) = p*/. Damit folgt
aus Lemma dass beide Gitter dieselben Vorzeichen besitzen. Daher kann man ohne
Einschrankung annehmen, dass k — a € {0,1} ist. Falls k — a = 0 gilt, ist das Spur-
gitter (L, ¢) nach Lemma ein unimodulares Z,-Gitter auf dem hyperbolischen Raum
(vgl. [Neb99] Seite 59). Deshalb ist auch (L, q) hyperbolisch. Fiir gerade k — a ist die (p)-
modulare Komponente nicht-trivial, aber stets hyperbolisch, denn die modularen Kompo-
nenten beider Gitter unterscheiden sich durch eine gerade Anzahl an hyperbolischen Ebenen.
Damit sind die Vorzeichen der nicht-trivialen Komponenten an der Stelle 2 stets +1. Fiir
p # 2 besitzen die nicht-trivialen Komponenten die Determinante (—1)2/7 = 1 fiir ein
j. Die Vorzeichen sind daher stets +1. Falls k — a = 1 ist, besitzt das Gitter (L,q) eine
nicht-triviale, (p)-modulare Komponente. Seine Diskriminantengruppe (L, q)* /(L, q) ist ein
2 f-dimensionaler Fp-Vektorraum, der nach Konstruktion hyperbolisch sein muss. Also folgt
aus dem Henselschen Lemma (vgl. [Kne02| Satz 15.6), dass die (p)-modulare Komponente
von (L, q) ebenfalls hyperbolisch ist. Fiir p = 2 ist e 1 = 1. Fiir p # 2 ist die Determinante

(—1)%. Sie ist genau dann ein Quadrat, wenn (—1) ein Quadrat oder n, 1 =4 0 ist. Also

ist ep1 = (—1)%% Das Vorzeichen der anderen Komponente erhdlt man, indem man
den Beweis fiir das reskalierte Dualgitter #(L,b)# wiederholt. O

Gitter mit einer hermiteschen Struktur mit beliebigem Rang besitzen auch im zerfallenden
Fall nach Proposition fiir alle p € P(Q) \ {0} eine Orthogonalbasis. Damit kann dieser
Fall auf Proposition zuriickgefiihrt werden.
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Korollar 2.38. Seien p € P(Q) \ {00}, m € N mit m = p'm/ fir ein m’ > 2. Des
Weiteren seien (7') C Z[Cm + G| ein Primideal iiber (p), sodass (7')Z[(m] = (m)(7) fiir
ein Primideal (m) ist, und (L,h) ein hermitesches Z[(m)x X Z[¢ml|7 Gitter. Dann besitzt
(L, (Spur%f’"]’r X Spurgf’”]?) o h) das lokale Geschlechtssymbol (p¥)cr-omw.0(pt)eranp

(p?)erimwi . Dabei sind beide Komponenten stets hyperbolisch und die Vorzeichen sind:

1

(—1)%'%% falls p # 2
€pq =
P +1 falls p=2

Die Ergebnisse fiir Z,-Gitter mit einer zusétzlichen Z[(,,]. oder Z[(m]x X Z[{m]7 -Struktur
kann man nun in dem folgenden Satz zusammenfiihren, um eine Aussage iiber die Vorzeichen
im Geschlechtssymbol von Z,-Gittern mit einer zusétzlichen Z, ®7Z[(,,] -Struktur treffen zu
konnen. Diese Gitter treten als Lokalisierungen von Z-Gittern mit einem Automorphismus

mit Minimalpolynom &, auf.

Satz 2.39. Seien p € P(Q) \ {0} und m € N mit m = p'm’ fiir ein m’ > 2. Dann besitzt
ein quadratisches Z-Gitter (L,b) mit einem Automorphismus mit Minimalpolynom ®,,, das
lokale Geschlechtssymbol (p@)cr-omw0(pt)erines  (pi)erimed. Die Vorzeichen sind:

€p,i

(—1)F - (—1)5= T fallsp # 2
(—1)°7 falls p =2

Beweis. Das Gitter (L,b) kann als hermitesches Z[(,,|-Gitter (L, h) aufgefasst werden.
Die Lokalisierung liefert ein Gitter iiber dem Ring Z;, ®z Z[Gn] = [](1)(p) Z[Cm]~- Falls m
keine Primzahlpotenz ist, ist die Korpererweiterung Z[(,n]/Z[Cm + ¢,1] stets unverzweigt.
Damit ist auch die Erweiterung Z[Cn)x/Z[Cm + ¢}« unverzweigt. Falls m = ¢' ist, be-
trachtet man wegen m’ > 2 nur Stellen p # ¢. Auch in diesem Fall ist die Erweiterung
Z[Cm)n/Z[Cm + ¢t |w unverzweigt. Mit Hilfe der entsprechenden, vollstéindigen Menge pri-
mitiver Idempotente kann das Gitter Z, ®z L wie im Beweis zu Proposition @ orthogonal
zerlegt werden. Es gibt zwei Moglichkeiten:

DZp@z L= | exL ()2, 2L | exL®exl

Im trégen Fall folgt die Behauptung aus Korollar Im zerfallenden Fall folgt die Be-
hauptung aus Korollar 2.38] O

Im tragen und zerfallenden Fall ist das Vorzeichen einer p-modularen Komponente demnach
unabhéngig von allen anderen Stellen. Der verzweigte Fall verhélt sich anders. Dort kann
es zu festem Rang und fester Determinante zwei verschiedene hermitesche Formen geben,
deren Spurformen zu quadratischen Formen fithren, die sich nur durch die Hasse-Invariante

unterscheiden.
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Beispiel 2.40. Man betrachte das Z-Gitter Ag, welches die Gram-Matrix

2 -1 0 0
-1 2 -1 0 0
0o -1 2 -1 0 0
o 0 -1 2 -1 0
0 0o -1 2 -1
0

besitzt. Es liegt im Geschlecht I1g(77!) und besitzt einen Automorphismus der Ordnung 7.
Das Gitter *4 liegt wegen (2) = —1 und () = 1 in dem Geschlecht I15(3t67+1), das Gitter
"Ag in Ig(7754971) und das Gitter 2!Ag in 1I5(3767549F1). Damit folgt:

A L TAg € T11(37077%4971) und A L 'Ag € 1T15(370770491)

Offensichtlich besitzen beide Gitter einen fixpunktfreien Automorphismus der Ordnung 7
und ihre modularen Komponenten besitzen dieselben Rénge, aber im Gegensatz zum triagen

und zerfallenden Fall sind die Vorzeichen nicht eindeutig festgelegt.

Das Gitter in obigem Beispiel besitzt zwei entscheidende Eigenschaften. Es ist nicht qua-
dratfrei und sein Rang als hermitesches Gitter ist grofer als 1. Betrachtet man aber Gitter,
die Rang 1 besitzen oder quadratfrei sind, kann man die Vorzeichen mit Hilfe der Hasse-
Invarianten bestimmen. Dafiir muss zunéchst die Hasse-Invariante an allen von p verschie-

denen Stellen berechnet werden:

Lemma 2.41. Seien p € P(Q) \ {oo} und (L,b) ein Z-Gitter, das einen Automorphismus
g mit Minimalpolynom @, besitzt. Falls p = 2 ist, seit > 1. Des Weiteren sei (dt,d™) die
Signatur von (L,b) und n = rang;(L,b). Dann gilt:

) %Jrﬁﬂ% 1 S (O 1 9
s5p(L,b) = (=1) ) Iier@ip.oo} (= )yl(dem N falls p #
(=17 [Ler@\ 2,00y (1) 7@ fallsp=2

Beweis. Sei | € P(Q) \ {2,p,00}. Des Weiteren sei ({°)comuo(jl)eania  das lokale Ge-
schlechtssymbol von (L,b). Mit seiner Hilfe kann man unmittelbar eine Diagonalisierung
der Form ablesen. Durch Skalieren der Basisvektoren von modularen Komponenten erhélt
man ein quadratfreies Gitter. Seine (p)-modulare Komponente besitzt den Rang n2,1 =
> iczM,2i+1 und das Vorzeichen 6;,1 := [l;ez €1,2i41- Mit Hilfe von Proposition und
Satz kann man damit die Hasse-Invariante s;(L,b) berechnen.

(L) = (pF Ryt Ly

" vy (det(L.b)

= (_1)f<z):(_1) 1)

Fiir I = oo gilt nach Proposition Seo(L,b) = (71)%. Damit folgt die Behauptung fiir
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p = 2 aus der Produktformel fiir die Hasse-Invariante (vgl. [O’M63| Theorem 72:1).

Zuletzt wird so(L,b) fiir p # 2 berechnet. In diesem Fall sind nach Proposition alle
Komponenten einer 2-modularen Zerlegung von (L, b) gerade. Wie zuvor kann das 2-adische
Geschlecht (20);7°"*°(21)7*"*" ... von (L, b) durch Skalieren der héheren modularen Kom-
ponenten zu einem quadratfreien Geschlecht auf demselben Raum reduziert werden. Man
definiert n’270 = Y ez 2 und €y := [[;cy €12, Dann ist die Hasse-Invariante sy(L,b)
nach Proposition [2.32] und Satz [2:39]

(L) = o (-1)TFT = (-7 (1)
_ (_1) uz(detf((sz,)b))Jrn ' (_1 n(n—2)
Aus der Produktformel fiir die Hasse-Invariante folgt die Behauptung. 0

Bemerkung 2.42. Das obige Resultat kann man auch mit etwas mehr Aufwand unter
Verwendung von [Neb99] Satz 3.3.14 (iii) erhalten.

Damit kann man nun im verzweigten Fall die Vorzeichen fiir Gitter berechnen, die an der

Stelle p lokal quadratfrei sind:

Proposition 2.43. Seien p € P(Q) \ {oco} und (L,b) ein Z-Gitter, das einen Automor-
phismus g mit Minimalpolynom ®,. und das lokale Geschlechtssymbol (p°)cr-ome.0 (pl)eranva

besitzt. Falls p = 2 ist, sei t > 1. Des Weiteren sei (d*,d™) die Signatur von (L,b) und

n :=rangy(L,b). Mit c:= pif’ﬁﬁ% gilt fiir p # 2:

p—1 "p1—1  n(n—2) n d_ vy (det(L,b))
pol.lpls ooy on g s H nlden:)
1 = (_1) 3 2 g T T2 (_1) )

LeP(Q)\{p,o0}
;)
€ = € -
p,0 p,1 p

Fiirp =2 undng o = 0 oder nay = 0 gilt fiir das Vorzeichen der nicht-trivialen Komponente:

C
w3

Falls na9 > 0 und naqy > 0 ist, gilt:

n(n—2)

d_
o0 = (D= I
1eP(Q)\{2,00}
c
€21 = €20 (5)

Beweis. Die Berechnung von ¢, folgt fiir p # 2 aus Lemma [2.41] und Proposition [2.29}

v (det(L,b))
F{)

oo p1(np1—1)
€p71 _ SP(L,b) . (_1)PT1.7L;; 1 nQp 1

-1 d vy (det(L,b))

n(n—2 —
R R R H (=1)" 70

LeP(Q)\{p,o0}

p—1 "p,

= (-1) =z~

1
2
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Aus der Definition des Geschlechtssymbols folgt damit die Behauptung fiir €, . Aus der
Definition folgt auch das Vorzeichen im Fall p = 2 und ng o = 0 oder ny; = 0. Falls ng g > 0

und ng;1 > 0 ist, kann man das Vorzeichen mit Hilfe von Proposition 2.32] berechnen.

n(n—2)

€20 = s2(L,b)-(-1) F
vy (det(L,b))

= (,1)%#% H (=1)" 7@
1eP(Q)\{2,00}
c
€21 = €20 (§>

O

Bemerkung 2.44. Falls (L, h) den Rang 1 besitzt, kann man damit die Vorzeichen nicht
quadratfreier Gitter bestimmen. Denn das zugehorige Z[(,,]-Gitter besitzt nach Lemma
nur zwei aufeinanderfolgende, nicht-triviale, modulare Komponenten. Damit kann dieser Fall

auf den quadratfreien Fall zuriickgefiihrt werden.

Also sind nun die Vorzeichen im Geschlechtssymbol von Gittern mit einem Automorphismus
mit Minimalpolynom ®,, in Abhéngigkeit von den Réngen der modularen Komponenten
bestimmt. Abschlieffend soll die Oddity fiir ungerade Gitter im dyadischen lokalen Sym-
bol bestimmt werden. Gerade modulare Komponenten besitzen stets die Oddity 0. Daher
spielt sie nur bei ungeraden modularen Komponenten eine Rolle. Wann diese auftreten kén-
nen, wurde bereits in Abschnitt [2.1] untersucht. Nach Proposition [2.17 kénnen solche Gitter

héchstens fiir m = 2! auftreten und auch dort nur fiir einige hermitesche Strukturen.

Bemerkung 2.45. Seien m := 2! und (L, h) ein hermitesches Z[(,,]-Gitter. Die Lokalisie-
rung ist ein Gitter iiber Zg ® Z[(n] = Z[Gn]1-¢,,- Nach [Jac62] Proposition 4.3 kann man
diese hermiteschen Gitter in eine orthogonale Summe von modularen Gittern von Rang 1
oder Rang 2 schreiben. Ungerade Gitter kénnen nach Proposition [2.20] und Proposition [2.22]
—a-tie)

mit 7 := 1 — (,, nur bei (7 -modularen, hermiteschen Gittern von Rang 1 auftreten.

Deshalb kann man sich bei der Berechnung der Oddity auf diesen Fall beschrénken.

Proposition 2.46. Sei (L,b) ein ungerades, unimodulares Zo-Gitter von Rang 2 mit De-

terminante d und Hasse-Invariante s. Dann ist (L,b) isometrisch zu (s, sd).

Beweis. Ungerade Gitter besitzen eine Orthogonalbasis, die um Einheiten abgeéndert wer-
den kann. Daher kann man annehmen, das (L, b) von der Form (a1, as), wobei a; und as aus
einer der vier Quadratklassen stammen, die durch 1, 3,5,7 oder —7, —5, —3, —1 représentiert
werden. Von den 16 Gittern besitzen einige dasselbe Vorzeichen und dieselbe Oddity. Daher

sind sie isometrisch.

s=+41: (1,1) =(5,5)
(1,3) ==(3,1) =(5,7) ==(7,5)
(1,5) = (5,1)
(1,7 =2(7,1) =(3,5) ==(5,3)
s=-=1: (3,3) =(7,7)
(3,7) =(17,3)
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Man sieht, dass jede Isometrieklasse durch (s, sd) vertreten wird. O

Proposition 2.47. Seim = 2t fiir eint > 1. Sei (L, h) ein (7%7¢)-modulares Z[(,,]-Gitter
mit Rang 1. Sein (2)-modulares Spurgitter (L, Spurg[c’”] oh) besitze die Determinante d und

die Hasse-Invariante S. Dann ist seine Oddity

fallst =2 und S =1
fallst=2 und S = —1
fallst=3 und S =1
fallst =3 und S = —1
fallst >3 und S =1
fallst >3 und S = —1

B O O R O N

Beweis. Man kann ohne Einschrinkung ¢ = 0 annehmen. Man setzt b := Spurg[c’”] oh. Fiir
t = 2 folgt die Behauptung aus Proposition Falls t = 3 ist, muss rangy, (L, b) = 4 sein.
Die Determinante d muss nach Bemerkung[2.6/ein Quadrat sein. Deshalb ist die unterliegende
Form nach [Ger08] Proposition 4.24 genau dann anisotrop, wenn S = 1 ist. Weil ungerade
unimodulare Zs-Gitter eine Orthogonalbasis besitzen, kann man nach [Kit03] Proposition
5.2.3. fiir S = 1 das gerade Gitter A und fiir S = —1 eine hyperbolische Ebene H abspalten.
Also gibt es ein Gitter (L', b") von Rang 2 mit &’ := bz, mit

(L) =A L (L',V) falls S =1
(L,b) =H L (L',¥) falls S =—1

Falls S =1 ist, muss det(L’, ") = 3 gelten und damit folgt so(L',0") = s2(A)-S-(3,3)y = 1.
Aus Proposition folgt dann, dass (L', ") isometrisch zum Gitter (1, 3) ist. Seine Oddity
ist 4. Weil A als gerades, unimodulares Z,-Gitter die Oddity 0 besitzt, muss auch (L,b)
die Oddity 4 besitzen. Falls S = —1 ist, muss det(L’,d’) = —1 gelten und damit folgt
so(L' V) = so(H) - S - (—1,—1)2 = 1. Also muss (L', b') nach Proposition isometrisch
zu (1,—1) sein und damit die Oddity O besitzen. Weil auch H als gerades, unimodulares
Zo-Gitter die Oddity 0 besitzt, muss (L,b) die Oddity 0 besitzen. Falls ¢ > 3 ist, kann man
(L, b) nach [Kit03] Proposition 5.2.3. als Summe (L”,b”) L | H schreiben, wobei b” := b|r
und rangy, (L",b") = 4 ist. Die Anzahl der hyperbolischen Ebenen ist % =2t=2 2
Weil ¢t > 3 ist, ist die Anzahl also stets kongruent zu 2 mod 4. Damit folgt wie im Beweis
von Proposition dass sa( | H) = —1 ist. Auklerdem ist det( | H) = 1. Damit folgt
s(L",0") = —s(L,b) , det(L",b") = det(L,b) und oddity(L"”,b") = oddity(L,b). Damit
kann dieser Fall auf den Fall t = 3 zuriickgefiihrt werden. O

2.3 Mogliche ZG-Strukturen in Z-Geschlechtern

In diesem Abschnitt wird anhand von Beispielen gezeigt, wie man die Ergebnisse von Kapitel
2.1 und 2.2 verwenden kann, um Automorphismen mit gewissen Zerlegungstypen oder sogar

ganze Automorphismenordnungen in Z-Geschlechtern auszuschliefsen.
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Beispiel 2.48. Das Geschlecht I1;4(777) enthiilt keine Gitter mit einem Automorphismus
der Ordnung 11 oder 13.

Beweis. Angenommen, es gibe in diesem Geschlecht ein Gitter (L, b) mit einem Automor-
phismus der Ordnung 11. Dann miisste sein Zerlegungstyp (1,4) sein. Weil der Triagheitsin-
dex f*(7) = 5 ist, miisste L1; nach Propositionund Bemerkungdas Geschlechtssym-
bol I114(1171) besitzen. Dann wiirde aber das Fixgitter L; den Rang 4 und eine (7)-modulare
Komponente von Rang 7 besitzen. 4 Ebenso zeigt man, dass es in diesem Geschlecht kein

Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung 13 geben kann. O

Beispiel 2.49. Das Geschlecht 11;12(117°) enthilt keine Gitter mit einem Automorphismus
der Ordnung 7 oder 13.

Beweis. Angenommen, es gibe in diesem Geschlecht ein Gitter (L,b) mit einem Auto-
morphismus der Ordnung 13. Dann miisste sein Zerlegungstyp (1,0) sein, das heifit, es gilt
L = Ly3. Nach Bemerkung [2.6] miisste die Quadratklasse der Determinante 13 sein.4

Angenommen, es gibe in diesem Geschlecht ein Gitter (L,b) mit einem Automorphismus
der Ordnung 7. Dann muss der Zerlegungstyp (2,0) oder (1,6) sein. Der Typ (2,0) lie-
fert nach Satz[2.39] einen Widerspruch zum Vorzeichen. Falls der Automorphismus den Typ
(1,6) besitzt, ist Ly wegen f(11) = 3 aus dem Geschlecht I1(771) oder 1I5(771117%). Die
Vorzeichen ergeben sich aus Satz [2:39 und Proposition [2.43] Damit muss das Fixgitter aus
g(7¢1117°) oder 1I5(7<!) sein. Weil man mit Ly 1 L; dann aber ein Teilgitter mit Index 72
erhélt, muss anschliefend noch das entsprechende Obergitter gebildet werden. Die Obergit-
ter entsprechen den total isotropen Untergruppen der Diskriminantengruppe. In diesem Fall
gibt es genau dann ein Obergitter, wenn die Form (—7,7) isotrop ist, wobei § genau dann
ein Quadrat ist, wenn € = +1 ist. Weil 7 2, 3 ist, ist die Form genau dann isotrop, wenn §
ein Quadrat und e = 1 ist. Weil es aber nur ein Geschlecht (p)-elementarer Gitter gibt und
diese aber nach [CS99| Seite 386 das Symbol II5(7~1) besitzen, kann es kein Gitter mit dem
Symbol IIg(771) geben. Das andere denkbare Symbol ist ein mit 11 skaliertes, elementares
Gitter. Weil (1—71) = 1 ist, gibt es auch kein Gitter, das dieses Symbol besitzt, und man erhalt
einen Widerspruch. 4 O

Bemerkung 2.50. Die Geschlechter in den beiden vorangegangenen Beispielen wurden von
Rudolf Scharlau mit Hilfe des Programms TN, welches von Rudolf Scharlau und Boris Hem-
kemeier entwickelt worden war (vgl. [HS04]), vollstdndig klassifiziert. Mit diesem Resultat

koénnen die Beispiele nachgepriift werden.

An dieser Stelle soll auch ein Beispiel fiir ein Geschlecht gegeben werden, bei dem es kein

Gitter gibt, das einen Automorphismus mit einer gewissen Ordnung m ¢ P(Q) besitzt.

Beispiel 2.51. Das Geschlecht des Gitters Fg besitzt keinen Automorphismus der Ordnung
15.

Beweis. Das Geschlecht von Es besitzt nur eine Isometrieklasse (vgl. [Kne02| 28.13). An-

genommen, Fg besitzt einen Automorphismus der Ordnung 15.
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Dann muss dieser wegen des Ranges den Typ (0,1, 1,0) haben. Also existiert eine Zerlegung
von Eg in zwei Teilgitter L L L, die jeweils den Rang 1 besitzen. Nach Bemerkung [2.6]sind
die Quadratklassen ihrer Determinanten 5 - (Q*)? und 3 - (Q*)2. Nach der Determinanten-
Indexformel kann (L5 L L3) dann aber kein Teilgitter von Fp sein. O

In der Praxis zeigt sich, dass es fiir m ¢ P(Q) haufig nicht moglich ist, alle Zerlegungstypen

auszuschliefien. Daher wird im folgenden Beispiel eine Struktur iiber Z[(,,] ausgeschlossen.

Beispiel 2.52. Das Geschlecht II54(3765767%4) ist das einzige Geschlecht quadratfreier
Gitter mit Determinante 3% - 56 . 74, das einen Automorphismus mit Minimalpolynom ®5;
enthalt.

Beweis. Zu der gegebenen Determinante existieren acht mogliche Geschlechtssymbole, die
sich nur durch die Vorzeichenkombinationen unterscheiden. Schliefst man von den Vorzeichen
auf die Hasseinvariante, so verstofen vier Geschlechtssymbole gegen die Produktformel und
konnen deshalb keine Gitter enthalten. Satz [2:39] besagt nun, dass von den verbleibenden
vier Geschlechtern nur eines ein Gitter mit einem Automorphismus mit Minimalpolynom
®y; besitzen kann. Mit Hilfe von f(3) = 6, f(5) = 6 und f(7) = 1 berechnet man das
Symbol Ilgy(3+65-67+4). O

Mit den Methoden aus den Abschnitten2.IJund 2:2]erhélt man Bedingungen an das Teilgitter
1 dlm.d1 L4, auf dem der Automorphismus operiert. Dies erlaubt dann Riickschliisse auf das
Fixgitter, sofern es denn iiberhaupt existiert. Diese Riickschliisse konnen einen Widerspruch
liefern, weil es kein Gitter mit den berechneten Eigenschaften gibt. Dies hidngt aber vom

Einzelfall ab. Allgemeine Aussagen kann man hierbei nicht treffen.

Bemerkung 2.53. Sei (L,b) ein Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung m € N.
Die folgenden Faktoren begiinstigen den Ausschluss von Gittern mit gewissen Automorphis-

menordnungen in dem Geschlecht von (L, b).

e Das Fixgitter hat einen kleinen Rang. Die aufgestellten Bedingungen an das Fixgitter
liefern dann eher einen Widerspruch (vgl. Beispiel |2.48)).

e Der reelle Trigheitsindex f* ist fiir moglichst viele Primteiler der Determinante groR.

Dies schrankt die Moglichkeiten fiir die Rdnge der entsprechenden modularen Kompo-

nenten ein (vgl. Beispiel und Beispiel [2.49)).

e Die Automorphismenordnung m besitzt wenige Teiler. Dies reduziert zu Beginn die
Anzahl der méglichen Zerlegungstypen. (vgl. Beispiel und Beispiel [2.49).

e Der Rang des Gitters ist im Vergleich zur Automorphismenordnung klein. Auch dies
reduziert die Anzahl der moglichen Zerlegungstypen (vgl. Beispiel [2.51)

e Die Determinante enthélt viele Teiler. Von allen denkbaren Vorzeichenkombinationen
kann fiir jeden Zerlegungstyp hochstens eine Kombination zu einem Geschlecht mit

einem Gitter mit Z[(]-Struktur gehéren (vgl. Beispiel2.52)).
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2.4 Konstruktion von Gittern mit einem Automorphis-

mus

In diesem Abschnitt wird eine Methode zur Konstruktion von Gittern mit vorgegebenen
Zerlegungstypen vorgestellt. Zusammen mit den bisherigen Ergebnissen des Kapitels werden
in Spezialfiillen exakte Aussagen zur Existenz von Gittern mit einem Automorphismus in

einem vorgegebenen Geschlecht getroffen.

Klar ist, dass der Rang eines Z-Gitters (L,b) mit einem Automorphismus mit Minimal-
polynom @, nicht kleiner als ¢(m) sein kann. Also ist der erste Schritt die Konstruktion
von solchen Gittern mit Rang ¢(m). Eva Bayer-Fluckiger hat in [BF02] unter allgemeineren

Voraussetzungen notwendige und hinreichende Bedingungen fiir ihre Existenz gefunden.

Theorem 2.54. Seien K ein algebraischer Zahlkérper mit einer Involution und F der Fiz-
kérper. Die Primideale B1,...,B, C Ok seien die Teiler der Differente @g mit ungeradem
Exponenten. Sei s die Anzahl der reellen FEinbettungen von F, die zu kompleren Einbet-
tungen von K fortgesetzt werden. Des Weiteren seien n := [F : Q], ny,n_ € N\ {0} mit
ny+n_=2nunddeZ\ {0} mit d/|d] = (-1)"-.

Es gibt genau dann ein ganzzahliges Gitter iber K mit der Determinante d und der Signatur

(ny,n_), wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:
(I) (ny,n_)>(n—s,n—s)und (ny,n_) =2 (n—s,n—3)

(II) |d] = N(B1... B )N(Q1...Q4)N(J)? , wobei Qj ... Q, gebrochene Ideale in O sind,
die trage in der Erweiterung K/F sind, und J ein beliebiges gebrochenes Ideal in Ok

15t.
(III) Falls in der Erweiterung K/F kein Ideal verzweigt, gilt: 4a =g ny —n_

Dieses Theorem kann fiir Gitter mit einer hermiteschen Z[(,,]-Struktur modifiziert werden,
sodass man entsprechende Gitter mit einem vorgegebenen Geschlechtssymbol findet. Weil

Z-Geschlechter betrachtet werden, bendtigt man eine zusétzliche Definition:

Definition 2.55. Sei (L,b) ein Z-Gitter, das einen Automorphismus mit Minimalpolynom
®,, besitzt. Aukerdem seien Scale(Z, ® L,b) = (p*), Rx_1 := 0 sowie ¢; > 0 und R; €
{0,...,e—1}, sodass ;J’Lr — R,_1 = ¢;e + R;. Man sagt, dass (L,b) die Kettenbedingung

Mp,i

an der Stelle p erfiillt, wenn TP >e— R;_; fir alle 7 > k gilt.

Bemerkung 2.56. Fiir p { m ist e = 1. Damit ist die Kettenbedingung in diesem Fall
stets erfiillt. Sie ist jedoch wichtig, wenn m keine Primzahlpotenz ist und eine Stelle p mit
p|m betrachtet wird, denn nach Lemma und Bemerkung kann das Spurgitter eines
modularen Z[(,,].-Gitters oder eines Z[(pn]x X Z[(m]7 -Gitters zwei aufeinanderfolgende,

modulare Komponenten besitzen.

Satz 2.57. Seien np;,m,ny,n_ € N mit o(m) = ny + n_ so gewdhlt, dass sie die ent-

sprechenden Eintrage eines maoglichen Geschlechtssymbols sind. In diesem Geschlecht gibt es
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genau dann ein ganzzahliges Z-Gitter mit einem Automorphismus, der das Minimalpolynom

D, besitzt, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:
(i) ny =20 und n_ =2 0

(i1) Falls m = q* eine Primzahlpotenz ist, gilt fiir die Ringe der modularen Komponenten:

2f*(p)lnpi  fir p=q =2 und fiir alle p € P(Q) \ {g, o0}
Np; =2 1 firp=q+#2

Falls m # q* ist, muss 2 (p)|n,,; fir alle p € P(Q)\ {oo} gelten. Zusditzlich muss fir
alle p mit plm die Kettenbedingung erfillt sein.

(iii) Falls m # ¢ ist, so gilt mit a(p) = p» "™~ (pvy(m) — vp(m) — 1) + 3,50 ?E’pl) die

Beziehung:

4- Z a(p) =sny —n_

pEP(Q)\{cc}

Beweis. Seien die Bedingungen (i),(ii) und (iii) erfiillt. Zu zeigen ist, dass die Bedingungen

(I),(I1) und (III) mit K = Q[(] erfiillt sind. In der Erweiterung Q[(]/Q[Cn + ] wird jede

reelle Einbettung von Q[(, + (] komplex fortgesetzt. Deshalb folgt (I). Um (II) zu zeigen,

muss man die Ideale 9B;, Q; und J geschickt wihlen. Die Erweiterung Q[ ]/Q[Cm + (] ist
genau dann verzweigt, wenn m eine Primzahlpotenz ist. Daher sind fiir m # gt die Ideale
in der Differente QS[C’"] = Ul : @8[@”“’"] - Z[¢m] vom zerfallenden Typ PP oder

Q[€771+C7n]
vom tragen Typ PB. Im verzweigten Fall ist die Differente stets die Potenz von (1 — (). Der

Exponent ist fiir p = 2 gerade und fiir p # 2 ungerade. Wie zuvor miissen der verzweigte
Fall und der unverzweigte Fall getrennt behandelt werden. Sei nun p € P(Q) \ {oo} so,
dass die iiber (p) liegenden Ideale in der Erweiterung Q[¢,n]/Q[¢m + Gn] unverzweigt sind.
Falls die Primideale der Differente vom zerfallenden Typ PP sind, definiert man zunichst
eine Menge von Idealen J), o, welche das Inverse von genau einem Vertreter von jedem Paar
B,P enthilt. Falls die Primideale der Differente vom triigen Typ sind, definiert man eine
Menge von Idealen @), o, die aus den Inversen dieser Ideale besteht. Fiihrt man nun mit der
Menge dieser Ideale die Idealgitterkonstruktion nach Bayer-Fluckiger durch, erhdlt man ein
Z-Gitter, das an der Stelle p unimodular ist. Seien nun p so, dass der trage Fall eintritt,
sowie k der kleinste Index mit np, > 0 und rpp = np; — LWJ - e(p)f(p). Dann
wiihlt man iiber (p) liegende Ideale Q! , := {Q%% | i € {1,...,| =% ]}}. Der Exponent

e(p)f(p)
legt die modulare Komponente des Spurgitters fest, die hiermit konstruiert wird. Falls p|m,

e(p) (h+1)= 755
[ E(P)p.r"'zp)
Zusammen mit Q;,k sei die Menge dieser Ideale @, . Bildet man mit den Idealen aus den

kann e(p) > 1 sein und man bendtigt gegebenenfalls ein weiteres Ideal 9

Mengen Qo und @, . das Idealgitter und identifiziert die Stellen mit den Primidealen Q, ;,
so zerfallt seine Lokalisierung (Z, ®z L,h) = J_(er,iL,h|6priL) konstruktionsbedingt
in modulare, hermitesche Z[(x]q, ,-Gitter. Ihre Spurgitter sind nach Lemma fiir ¢ <
Porol (p*)-modular und fiir i > Fono;
Zu i = (#ﬂpﬂ gehdrige Spurgitter eine (p*)-modulare Komponente vom Rang 7, und

| unimodular. Falls r,; > 0 ist, muss das
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eine (p**!)-modulare Komponente vom Rang e(p)f(p) — rpx besitzen, welche es nach der
Voraussetzung (ii) auch gibt. Damit wurden die ersten Ideale so gewihlt, dass der Rang
der modularen Komponente mit dem grofiten Skalenideal genau ny, ;. ist und der Rang der
folgenden Komponente e(p) f(p) — rp,x- Nach diesem Prinzip wéhlt man die weiteren Ideale
so aus, dass die modularen Komponenten des Spurgitters die angegebenen Rénge besitzen.
Sei Qp := UJ; Qp,i- Im zerfallenden Fall nehmen Ideale der Form R, ; - R, ; den Platz der
Qp,; ein. Thre Wahl erfolgt nach demselben Prinzip. Wéhlt man fiir jedes entsprechende
p und i aus jedem Paar R, ; - R,,; genau ein Ideal aus und multipliziert diese, so erhélt
man das Ideal J aus der Idealgitterkonstruktion. Falls m = ¢’ ist, kann das Spurgitter
an der Stelle ¢ nur zwei aufeinanderfolgende, modulare Komponenten besitzen. Man kann
dies durch Multiplikation mit einem geeigneten Ideal der Form (1 — ¢,)’ mj erreichen,
wovon ein Faktor zu J hinzugefiigt werden kann. Damit besitzen die gewéhlten Ideale nicht
nur die richtige Norm. Sofern auch die Bedingung (III) erfiillt ist, besitzen die modularen
Komponenten des Spurgitters von dem zugehorigen Idealgitter die vorgegebenen Ringe und
erfiillen die Kettenbedingung. Also ist die Bedingung (II) erfiillt. Die Bedingung (I11) ergibt

Mp,i

sich aus (iii) durch das Z&hlen der gewéhlten Ideale. Fiir festes p gibt der Bruch i - 7y die

Anzahl der benétigten Ideale an, um eine modulare Komponente mit dem Skalenideal (p*)
und dem Rang n,,; zu konstruieren. Hinzu kommen p*»(™~1(pv,(m) — v,(m) — 1) Ideale,
um die Differente auszugleichen.

Sei nun umgekehrt ein Gitter (L,b) mit einem Automorphismus mit Minimalpolynom ®,,
gegeben. Dann folgt (i) aus Korollar und der erste Teil von (ii) aus Proposition 2.12]
und Bemerkung Man kann das Gitter (L, b) als hermitesches Gitter (L,h) auffassen.
Wie in Proposition beschrieben, zerfillt (Z, ®z L, h) in eine orthogonale Summe. Es
gibt die beiden Falle:

Z, @z L= | exL ()2, @202 | exL@exL

Jedes Z[(m]r und jedes Z[(m)r X Z[(m]7 - Gitter besitzt nach den Propositionen und
eine orthogonale Zerlegung in modulare Komponenten. Gemé$ Lemma [2.8] besitzen
ihre Spurgitter wiederum hochstens zwei aufeinanderfolgende, modulare Komponenten. Des
Weiteren erfiillt es konstruktionsbedingt die Kettenbedingung. Deshalb erfiillt auch (Z, ®
L, b) als orthogonale Summe solcher Gitter die Kettenbedingung. Zu dem Gitter (L, h) gibt es
nach Theorem Ideale, die die Bedingung (III) erfiillen. Analog zu obigen Uberlegungen

kann man iiber die Paritdt ihrer Anzahl die Bedingung (iii) verifizieren. O

Bemerkung 2.58. Im vorherigen Satz werden nur Bedingungen an die Rénge formuliert.
In den Abschnitten 2.I] und 2.2 wurde bereits gezeigt, dass die iibrigen Invarianten durch
die Rénge und die Existenz eines Automorphismus bereits festgelegt sind. Die Vorzeichen
sind in Satz und Proposition bestimmt worden. Weil der Rang des hermiteschen
Gitters 1 ist, ist damit auch die Paritdt geméf den Propositionen und bestimmt.
Die Oddity fiir die ungeraden Gitter wurde in Proposition [2:47] bestimmt.

Damit kann nun der Fall, in dem die Automorphismenordnung m keine Primzahlpotenz
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ist, genauer behandelt werden. Falls das Minimalpolynom zusétzlich ®,, ist, dann besitzt
der Automorphismus eine Struktur {iber dem Ganzheitsring des m-ten Kreisteilungskorpers.

Dieser Fall kann auf den vorherigen Satz zuriickgefithrt werden.

Satz 2.59. Seien m € N\ P(Q), n,; die Ringe der Komponenten einer p-modularen Zer-
leqgung und (ny,n_) die Signatur. In einem Geschlecht mit diesen Invarianten gibt es ein
ganzzahliges Z-Gitter mit einer Struktur iber Z[(,] von Rang N, wenn die folgenden Be-

dingungen erfillt sind:
(i) ny =20 und n_ =2 0

(ii) Es gilt 2f(p)|np,: fir alle p € P(Q) \ {oo}. Zusditzlich muss fir alle p mit p|m die
Kettenbedingung erfillt sein.

(iti) Mit a(p) :== N - p"»™ = (py,(m) — vp(m) — 1) + 3,y - 75 gilt die Beziehung:

4. Z a(p) =g ny —n_

peP(Q)\{oc}

Beweis. Ein Gitter aus dem Geschlecht mit den gegebenen Bedingungen kann als orthogo-
nale Summe von Gittern in kleineren Geschlechtern mit dem Rang ¢(m) aufgeteilt werden,
die die Bedingungen von Satz [2.57] erfiillen. Damit existiert ein Z-Gitter mit einer Struktur
iber Z[(n)]. O

Falls die Automorphismenordnung m = ¢’ eine ungerade Primzahlpotenz ist, dann kann

man Gitter mit einer Z[(,,]-Struktur nicht zwangslaufig auf diese Art konstruieren:

Beispiel 2.60. Das gerade, unimodulare und positiv definite Gitter Fg besitzt eine Struktur
iber Z[(5] von Rang 2. In jeder orthogonalen Summe von zwei Idealgittern aus Satz m

muss aber 52 ein Teiler der Determinante sein.

Durch das Bilden von Obergittern kann man auch andere Gitter erhalten. Sie entsprechen
bijektiv den total isotropen Untergruppen der Diskriminantengruppe. In dem vorherigen
Beispiel zeigt sich, dass das Gitter Fg ein Obergitter von Ay 1 Ay ist. In der allgemeinen
Situation gibt es zwei Probleme. Zum einen kénnen die Diskriminantengruppen sehr grofs
werden. Die total isotropen Untergruppen sind dann auch nicht mit Hilfe von Computern
zu bestimmen. Zum anderen muss ein Obergitter keinen Automorphismus von diesem Typ
besitzen. Deshalb werden nun die beiden interessantesten Spezialfille betrachtet und es wird
versucht allgemeine Aussagen herzuleiten. Der erste Spezialfall sind die positiv definiten,
geraden, unimodularen Gitter. Ihr Rang n ist bekanntermafen durch 8 teilbar (vgl. [Kne02]
Satz 26.7).

Proposition 2.61. Sei n = 2(q — 1) fir eine Primzahl ¢ mit ¢ =4 1. Dann gibt es im
Geschlecht der geraden, unimodularen, positiv definiten Gitter von Rang n mindestens ein
Gitter mit einem fixpunktfreien Automorphismus der Ordnung q und mindestens ein Gitter

mit einem Automorphismus, der die Ordnung q und Fizpunkte besitzt.
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Beweis. Um ein Gitter mit einem fixpunktfreien Automorphismus der Ordnung ¢ zu kon-
struieren, wahlt man sich zwei beliebige Gitter L1, Lo aus dem Geschlecht Gen(A,_1) mit
jeweils einem Automorphismus g;,gs der Ordnung ¢. Das Geschlechtssymbol dieses Ge-
schlechts elementarer Gitter ist nach [CS99] Seite 386 Theorem 13 stets II,_1(g*!). Also
ist die Diskriminantengruppe von L; L Ly ein quadratischer F,-Vektorraum von der Form
(1,1). Weil ¢ =4 1 ist, muss dieser Raum stets hyperbolisch sein und eine total isotrope,
selbst-orthogonale Untergruppe U besitzen. Also besitzt Ly L Lo ein Obergitter M. Es
muss konstruktionsbedingt gerade und unimodular sein. Der fixpunktfreie Automorphismus
h = g1 L go von Ly L Ly kann zu einem Automorphismus des Dualgitters (L, L Lg)#
fortgesetzt werden. Er operiert damit auf der Diskriminantengruppe und seine Ordnung ist
ein Teiler von ¢q. Weil g aber die Ordnung der orthogonale Gruppe des hyperbolischen, zwei-
dimensionalen F,-Vektorraums nicht teilt (vgl. [Kne02] (13.3) 1) ) operiert h trivial auf der
Diskriminantengruppe. Damit gilt h(M) = M und h|,s ist ein fixpunktfreier Automorphis-
mus von M.

Seien Ly, Ly nun Gitter aus dem Geschlecht Gen(A4,_1), sodass L, einen Automorphismus
der Ordnung ¢ und Lo keinen solchen Automorphismus besitzt. Dann beweist man analog
zu obigen Uberlegungen, dass es ein Obergitter von L; L Ly mit einem Automorphismus
desselben Typs gibt. O

Bemerkung 2.62. Man kann héufig viele weitere Gitter mit einem Automorphismus der
Ordnung ¢ konstruieren, indem L; und Ly die Isometrieklassen des Geschlechts Gen(Ay—1)
durchlaufen, wobei mindestens ein L; einen Automorphismus der Ordnung ¢ besitzt. Zum
Beispiel besitzt das Geschlecht 1I15(1371) insgesamt 6 Isometrieklassen von Gittern, von
denen aber nur das Gitter A5 einen Automorphismus der Ordnung 13 enthélt. Falls L alle
Isometrieklassen des Geschlechts durchlduft, dann erhdlt man durch Bilden von Obergittern
von Ao L L insgesamt 6 gerade, unimodulare Gitter mit dem Rang 24 und einem Auto-
morphismus der Ordnung 13. Dabei ist das Obergitter von A1 | A1 das einzige mit einem
fixpunktfreien Automorphismus. Es kann aber grundsétzlich weitere Gitter mit einem Au-
tomorphismus des gesuchten Typs geben, die mit dieser Methode nicht konstruiert werden

konnen. In diesem Beispiel ware dies das Leech-Gitter.

Bemerkung 2.63. Die konstruierten Gitter mit einem fixpunktfreien Automorphismus
besitzen die Automorphismen ¢; @ id und id @go. Deshalb enthélt die Ordnung der Auto-
morphismengruppe den Faktor ¢2. Das Leech-Gitter zum Beispiel enthilt nur den Faktor
13, aber nicht 132.

Proposition 2.64. Sei n = 4(q¢ — 1) fir eine ungerade Primzahl q. Dann gibt es im Ge-
schlecht der geraden, unimodularen, positiv definiten Gitter von Rang m mindestens ein

Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung q.

Beweis. Analog zum vorherigen Beweis wihlt man sich Gitter Ly, Ls, L3, L4 aus dem Ge-
schlecht Gen(4,-1) € II,_1(¢?') mit € = (=1)*=". Jedes L; besitze einen Automorphis-
mus ¢; der Ordnung ¢. Dann ist die Diskriminantengruppe ein quadratischer, vierdimen-

sionaler F,-Vektorraum. Weil seine Determinante konstruktionsbedingt ein Quadrat ist,
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muss er hyperbolisch sein und deshalb einen zweidimensionalen, total isotropen und selbst-
dualen Unterraum enthalten. Deshalb gibt es ein gerades, unimodulares Obergitter M. Mit
{h1@ha@®hs@hy | h; € {id, g;}} gibt es mindestens ¢* verschiedene Automorphismen. Weil
¢ ein exakter Teiler der Ordnung der orthogonalen Gruppe von der Diskriminantengruppe
ist (vgl. [Kne02] (13.3) 1) ), miissen einige Automorphismen trivial auf der Diskriminanten-
gruppe operieren. Diese Automorphismen lassen sich zu Automorphismen von M mit der

Ordnung ¢ fortsetzen. O

An dieser Stelle wird ein weiterer Modularitdtsbegriff eingefiihrt, welcher auf Heinz-Georg
Quebbemann zuriickgeht. Er sollte nicht mit dem in Definition eingefiihrten Begriff der

2A-modularen Gitter und insbesondere der (p)-modularen Z-Gitter verwechselt werden.
Definition 2.65. Ein Z-Gitter (L,b) heift p-modular, wenn ?(L,b)* = (L,b) ist.

Der zweite interessante Spezialfall sind die positiv definiten, p-modularen Gitter mit einem

Automorphismus, welche als néichstes untersucht werden.

Proposition 2.66. Sei n = 2(¢ — 1) fiir eine ungerade Primzahl q. Des Weiteren sei
p € P(Q)\{2,q,00}. Dann gibt es im Geschlecht der geraden, p-modularen, positiv definiten
Gitter von Rang n genau dann mindestens ein Gitter mit einem fizpunktfreien Automorphis-
mus der Ordnung q und mindestens ein Gitter mit einem Automorphismus, der die Ordnung

q und Fixpunkte besitzt, wenn (%”) =1 ist.

Beweis. Man wahlt sich ein beliebiges Gitter L; aus dem Geschlecht des Gitters A,_; €
I,—1(g%t) mit €,1 = (—1)% und ein beliebiges Gitter Lo aus dem Geschlecht des ska-
lierten Gitters PA,_; € I1,_q (g2 p11) mit e, = (—1)"z" (%) = (%) und €, = (%)7
wobei L oder Ly einen Automorphismus der Ordnung ¢ besitzt. Analog zum Beweis von Pro-
positionkann man zeigen, dass jedes Obergitter mit Index ¢ p-modular ist und ebenfalls
einen Automorphismus der Ordnung ¢ besitzt. Daher ist die Existenz eines Obergitters dqui-
valent zu der Existenz eines p-modularen Gitters mit einem Automorphismus. Die Diskrimi-
nantengruppe von L; L Ly ist eine orthogonale Summe eines quadratischen IF,-Vektorraums
und eines quadratischen F,-Vektorraums von der Form (0p,d), wobei § = (—1)% ist. Es
gibt genau dann ein Obergitter mit dem Index ¢, wenn (6p,d) isotrop ist. Dies wiederum
ist genau dann der Fall, wenn die Determinante 62p in derselben Quadratklasse wie (—1)
liegt. Dies ist dquivalent zu der Bedingung (%) = (—1)%. Dieser Ausdruck kann mit Hil-

fe des Ergidnzungssatzes zum quadratischen Reziprozitédtsgesetz zu (‘Tp) = 1 vereinfacht

werden.

Proposition 2.67. Sein = 4(q — 1) fir eine ungerade Primzahl q. Dann gibt es im Ge-
schlecht der geraden, p-modularen, positiv definiten Gitter von Rang n mindestens ein Gitter

mit einem Automorphismus der Ordnung q.

Beweis. Man wahlt sich L1, Ly € Gen(A,—1) und L3, Ly € Gen(PA,_1). Mit dieser Wahl

der Gitter verlduft der Beweis analog zum Beweis von Proposition [2.64} O
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Bemerkung 2.68. Wenn man in den obigen Beweisen die Gitter A,_; durch ein Gitter,
das in Satz [2.57] konstruiert wurde, ersetzt oder Fixgitter aus einem beliebigen Geschlecht
wahlt, kann man in Einzelfdllen auch Gitter mit einem Automorphismus von Primzahl-
ordnung konstruieren, die nicht unimodular oder p-modular sind. Entscheidend ist, dass der
entsprechende Teil der Diskriminantengruppe eine total isotrope Untergruppe der passenden
Ordnung besitzt und ein Automorphismus mit der passenden Ordnung auf dem Obergitter

fortgesetzt werden kann.

Fazit und Ausblick

Im ersten Kapitel konnte gezeigt werden, dass jedes Gitter mit einem Automorphismus der
Ordnung m an allen Stellen mit p { m eine besondere p-modulare Zerlegung besitzt, bei der
jede Komponente invariant unter dem Automorphismus ist. Fiir p = m gibt es im Allge-
meinen keine solche Zerlegung. Es konnte jedoch gezeigt werden, dass es fiir jedes solche
Gitter eine orthogonale Zerlegung in orthogonal unzerlegbare Teilgitter mit insgesamt zehn
moglichen Strukturen gibt. Diese Zerlegung ist zwar nicht eindeutig, aber der angegebene,
konstruktive Beweis liefert stets eine Zerlegung in dieselben Isomorphietypen. Fiir die Falle
p?|m und p = 2 wurde dariiber hinaus dargelegt, dass es unendlich viele orthogonal unzerleg-
bare Gitter mit beliebig grofsem Rang gibt. Man kann mit Hilfe des angegebenen Verfahrens
auch noch viele weitere Familien von orthogonal unzerlegbaren Summanden finden. Daher
ist es in diesen Fillen wohl nicht moglich, eine iibersichtliche Liste der moglichen Struktu-
ren von orthogonalen Summanden anzugeben. Fiir den verbleibenden Fall, bei dem m eine
quadratfreie natiirliche Zahl, aber keine Primzahl ist und p|m gilt, konnte keine Aussage
getroffen werden. Einige Beispielrechnungen fiir den Fall m = p- ¢ fiir eine Primzahl ¢ legen

die folgende Vermutung nahe:

Vermutung. Die Anzahl der mdglichen orthogonalen Summanden ist endlich, aber sehr

viel grofker als im Fall p = m.

Falls m eine Primzahl ist, dann setzen sich die zehn bereits erwdhnten mogliche Strukturen
von orthogonal unzerlegbaren Gittern aus orthogonal unzerlegbaren Z,- und Z,[(,]-Gittern
zusammen. Das grofste Gitter besitzt eine Pseudobasis mit Rang 4 iiber dem Gruppenring.
Falls m nun zusammengesetzt ist, dann besitzt die Maximalordnung €D Z[(4], mehr Fak-
toren. Damit kénnen durch Kombination von orthogonal unzerlegbaren Z[(4],-Gittern weit
mehr als zehn orthogonal unzerlegbare Gitter gefunden werden, sodass in diesem Fall kein
praktikables Ergebnis zu erwarten ist.

In den ersten beiden Abschnitten des zweiten Kapitels wurden die moglichen Invarianten
eines Geschlechts berechnet, das einen Automorphismus mit irreduziblem Minimalpolynom
besitzt. Dabei wurden im ersten Abschnitt Einschrdnkungen an den Rang und die Paritét
der modularen Komponenten bestimmt. Im zweiten Abschnitt wurden die Rédnge der modu-
laren Komponenten als gegeben vorausgesetzt. Damit konnten die Vorzeichen und die Oddity

bestimmt werden. Es zeigte sich dabei, dass die Invarianten durch die Range der modularen
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Komponenten und die Existenz von einem Gitter mit einem solchen Automorphismus bereits
vollstandig festgelegt sind. Anhand von Beispielen wurde im Anschluss gezeigt, wie man in
vorgegebenen Geschlechtern bestimmte Zerlegungstypen oder ganze Automorphismenord-
nungen ausschliefen kann. Im letzten Abschnitt wurden dann Gitter mit einem irreduziblen
Minimalpolynom mit Hilfe der Idealgitterkonstruktion konstruiert. Falls der Rang des Git-
ters @(m) ist, konnten notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines
Gitters mit einem Automorphismus mit Minimalpolynom ®,, angegeben werden. Fiir Git-
ter mit einem groferen Rang ist das Kriterium dann nicht mehr exakt. Eine Aufgabe fiir die
Zukunft wére es, sich in Proposition von der Bedingung p|m fiir zusammengesetzte m
loszul6sen und eine Basis mit dhnlichen Eigenschaften zu finden. Sofern dies gelingt, liegt

die folgende Vermutung nahe:

Vermutung. In Satz gilt ebenfalls die Umkehrung.
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