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1 Einleitung

If your result needs a statistician then

you should design a better experiment.

(Ernest Rutherford)

Auch in Zeiten von Big Data unterliegen viele (praktische) Experimente nach wie vor
Beschrankungen in der Anzahl der Versuche. Es ist nicht kostensensibel, einen Versuch
in der Landwirtschaft auf sehr vielen Flachen durchzufithren und es ist ethisch nicht zu
vertreten, eine klinische Studie - egal ob an Tieren oder Menschen geforscht wird - grofer
als notwendig zu planen.

Durch geeignete Konstruktion der Versuche aus einem Experiment so viel Information

wie moglich zu erhalten: das ist das Ziel der statistischen Versuchsplanung.

In Crossover Experimenten werden einer Untersuchungseinheit - im Unterschied zu klas-
sischen Experimenten- mehrere Behandlungen nacheinander verabreicht. Diese Designs
haben ein breites Anwendungsfeld. So finden sie in der Sensometrie, dem Messen von
Geschméckern, in der Medikamentenentwicklung, aber auch in den Agrarwissenschaften
Anwendung. Einen Uberblick iiber die Geschichte von Crossover Designs bieten Jones
und Kenward (2003, Abschnitt 1.4).

Der grofse Vorteil dieser Experimente liegt in der Reduktion der benétigten Einheiten um
die gleiche Anzahl von Resultaten zu erhalten. So ergeben sich in einem Crossover Design
mit zwei Perioden doppelt so viele Ergebnisse bei der gleichen Anzahl von Probanden.
Insbesondere in Situationen, in denen es komplizierter ist, Einheiten zu gewinnen (sei es
in der Pharmazie bei einer seltenen Krankheit oder in der Landwirtschaft die fehlende
Méglichkeit, neue Versuchsfelder zu erhalten), ist dies ein grofer Vorteil gegeniiber tradi-
tionellen Experimenten. Zusétzlich ist zu hoffen, dass die Varianz des Fehlers verkleinert

wird, da der Fehler innerhalb einer Untersuchungseinheit kleiner sein kann als zwischen
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Tabelle 1.1: Design d; mit n = 6 Einheiten und t = p = 3 Behandlungen und
Perioden. Die Perioden stehen in den Spalten.

W N | o
DN QO | >0
W = DO o
— W DO >0
DO — | >o
— N | ~Ho

den Einheiten. So ist gut vorstellbar, dass zwei Personen den Geschmack von Speisen un-
terschiedlich bewerten, in der Abstufung verschiedener Produkte aber konsistent bleiben
oder dass zwei (chronisch) Kranke sehr unterschiedlich auf zwei Medikamente reagieren,
sich aber Effekte der Behandlungen messen lassen. Insbesondere in klinischen Studien ist
dieses Verhalten sehr haufig zu beobachten, beispielsweise in Versuchen mit wiederholten
Messungen. (Jones und Kenward 2003, S. 4)

Der grofse Nachteil von Crossover Designs ist die Moglichkeit eines Nachwirkeffektes, d.h.
der Effekt einer Behandlung auf die nachwirkende(n) Periode(n). Dieser Effekt wird als

carryover-Effekt bezeichnet.

Zum Beispiel werden im Design d;, welches in Tabelle 1.1 gezeigt wird, sechs Personen
jeweils drei Behandlungen verabreicht. In der zweiten und der dritten Periode konnen
carryover-Effekte auftreten, zum Beispiel kann die Bewertung von Behandlung 3 bei der
zweiten Person durch den Eindruck von Behandlung 1 aus der ersten Periode verzerrt
sein. Das konkrete Design d; ist schon in einigen Aspekten optimal: jede Person erhélt
jede Behandlung gleich hiufig (genau einmal), in jeder Periode wird jede Behandlung
gleich héufig verabreicht (zweimal) und jede Behandlung folgt jeder anderen Behandlung
gleich héufig (ebenfalls zwei mal). Damit diese Aspekte auch nach einer Randomisation
erhalten bleiben, bedarf es einiger Einschrénkungen. So konnen hier beispielsweise nicht

alle Behandlungen zufillig auf die einzelnen Personen verteilt werden.

Die Modellierung der carryover-Effekte kann auf unterschiedlichste Arten erfolgen. In
dieser Arbeit wird die Situation betrachtet, bei der der carryover-Effekt nur auf die néchste
Periode wirkt. Die am héufigsten gewéahlte Methode ist es, den Effekt als additiven Effekt
ins Modell aufzunehmen. In diesem Modell hat jede Behandlung einen speziellen carryover-
Effekt, unabhéngig vom Haupteffekt der Behandlung oder der Behandlung auf die sie
trifft.
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Da diese Art haufig als zu vereinfachend angesehen wird, gibt es eine Reihe weitere
Modellansétze fir die carryover-Effekte.

Eine dieser Varianten ist das Modell mit self-und-mixed-carryover-Effekten, welches von
Afsarinejad und Hedayat (2002) vorgestellt wird. In diesem Modell hingt der carryover-
Effekt davon ab, ob eine Behandlung auf sich selbst oder auf eine andere Behandlung
folgt.

Eine weitere Variante ist das Modell mit proportionalen carryover-Effekten, welches von
Kempton, Ferris und David (2001) eingefiihrt wird. In diesem Modell ist der carryover-
Effekt einer Behandlung in der Gréfte proportional zum Haupteffekt der Behandlung,
d.h. eine besonders stark wirkende Behandlung hat auf die nachfolgende Behandlung
einen besonders groften Effekt.

In der Analyse dieser Experimente, die in der Regel durch eine Varianzanalyse erfolgt,
werden fiir jedes dieser Modelle fiir die Schatzung der carryover-Effekte Freiheitsgrade
beno6tigt. Da insgesamt nur n — 1 Freiheitsgrade zur Verfiigung stehten, fehlen diese zum
Schétzen der Fehlervarianz. Ozan und Stufken (2010) vergleichen einige dieser Varianzen
in verschiedenen Modellen und zeigen, dass die Varianz der Schétzer immer anwéchst,
wenn carryover-Effekte vorliegen, dieses Wachstum aber durch eine gute Anordnung der
Behandlungen und geeignete Modellierung minimiert werden kann. Deswegen empfehlen
sie, in jeder Situation den carryover-Effekt mit ins Modell aufzunehmen und die Schétzer
immer zu adjustieren.

Auf der anderen Seite existieren nicht-statistische Methoden, die den carryover-Effekt
minimieren. Die bekannteste sind die wash-out Perioden, Zeiten ohne Behandlung, in
denen der Effekt der Vorbehandlung abklingen soll. In Kunert und Sailer (2006) und
anderen Aufsidtzen werden Bedenken gedufsert, dass die Anpassung und Modellierung
immer komplizierter werdender carryover-Effekte dazu fiihrt, dass eine verniinftige,
Jtraditionelle” Versuchsplanung mit verniinftiger Randomisation ins Hintertreffen gerét
und stattdessen entweder systematische Designs oder nur aus einer sehr beschrankten
Auswahl von moglichen Designs gezogen wird. Insbesondere fiir die Anwendung in der
klinischen Forschung liefert Senn (2002) ’5 reasons for believing the simple carryover

model is not useful’.

Wiéhrend zahlreiche Aufsétze zur optimalen Versuchsplanung (zum Schétzen der Behand-
lungseffekte) in den verschiedensten Situationen existieren (einen Uberblick liefert unter

anderem das Buch von Bose und Dey (2009)), gibt es bis heute kaum Arbeiten zum
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Thema Modellmisspezifikation im Bereich von Crossover Designs. Offen bleibt die Frage,
welche Auswirkungen carryover-Effekte haben, die nicht im Modell vorkommen.

In der Versuchsplanung wird haufig der Mean Squared Error (M SFE), die Summe der
Varianz der Schétzer und der quadrierten Verzerrung der Schétzer verwendet, um Misspe-
zifikation zu messen. Der M SE wurde von Box und Draper (1959) fiir response surface
Designs eingefiihrt und im Nachfolgenden auch fiir andere Designs benutzt. David und
Kempton (1996) benutzen den MSFE fiir Crossover Designs, vergleichen jedoch nur
verschiedene Ansitze der Randomisation. Eine wichtige Vorarbeit ist die Arbeit von
Azais und Druilhet (1997). In diesem Aufsatz werden verschiedene Designs danach be-
wertet, welche Verzerrung die Schatzer haben, wenn die carryover-Effekte vernachlassigt
werden. Allerdings beschriankt sich diese Arbeit auf die Verzerrung des Designs und
vergleicht somit nur Designs mit gleicher Varianz untereinander. Die vorliegende Arbeit

verallgemeinert das Vorgehen.

Héufig wird in Crossover Studien mehr dariiber nachgedacht, welches Modell zur Mo-
dellierung der Effekte angemessen ist, und weniger dariiber, wie man diese Effekte
vermeiden kann. Ziel dieser Arbeit ist es aufzuzeigen, dass eine sorgfiltige Vermeidung
von carryover-Effekten sinnvoll ist und dass eine Analyse in einem kleineren Modell

lohnenswert ist.

Nach dieser Einfithrung werden im folgenden Kapitel Notationen dieser Arbeit fest-
gelegt und einige bendtigte mathematische Grundlagen vorgestellt. Weiterhin werden
die Modellierungen von Crossover Experimenten sowie die Grundlagen approximativer
Versuchsplanung und des Optimalitétsbegriffs allgemein eingefiihrt.

Im Kapitel 3 wird der M S E zunéchst allgemein und dann speziell fiir Crossover Designs
eingefiihrt. Weiter wird in diesem Kapitel die M S E-Optimalitéat definiert.

Im darauffolgenden Kapitel werden M S E-optimale Plane fiir das additive Modell be-
rechnet und die Effizienz von optimalen Versuchsplidnen zum Schétzen von Behandlungs-
effekten errechnet.

Diese Ergebnisse werden in den darauf folgenden drei Kapiteln erweitert. Zunachst wird
im Kapitel 5 das Modell um einen Periodeneffekt erweitert und es wird eine andere
Definition von M S E-Optimalitiat vorgeschlagen. Im darauf folgenden Kapitel werden
dann verschiedene weitere Modellierungen des carryover-Effektes betrachtet.

Fiir eine andere Klasse von Designs, die circular Designs, werden in Kapitel 7 M SE-

optimale Versuchsplane berechnet.
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Eine Zusammenfassung der Arbeit sowie ein Ausblick auf offene Fragestellungen schliefst
die Arbeit ab.

Die Berechnungen und Grafiken dieser Arbeit wurden, sofern sie computergestiitzt durch-
gefithrt wurden, mit R 3.2.4 (R Core Team 2016) (vorrangig Grafiken und Simulationen)
und Matlab R2013a (MATLAB 2013) (vorrangig Ableitungen, Vereinfachungen von

Gleichungen, Berechnen von Nullstellen) durchgefiihrt.
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In diesem Kapitel werden das Modell von Crossover Designs allgemein und die Notation
der Arbeit festgelegt. Daneben wird das Konzept optimaler Versuchsplanung generell

und approximativer Designs eingefiihrt.

2.1 Notation

In der optimalen Versuchsplanung wird Matrixalgebra verwendet. Sei A eine Matrix und
sei AT die transponierte Matrix. Ist die Matrix symmetrisch mit den Dimensionen ¢ x ¢
und sind alle Eintrige reell, schreibt man: A € R™*. Die der Grofe nach geordneten
Eigenwerte einer symmetrischen Matrix A werden \;(A),1 < i <t genannt. Analog dazu
werden die Singuldrwerte einer beliebigen Matrix B o;(B) genannt. Die Spur einer Matrix
wird mit tr(A), der Rang einer Matrix mit rk(A) bezeichnet.

Sei weiter A™1 die regulire Inverse einer Matrix, A~ eine generalisierte (g-)Inverse und
AT die (eindeutige) Moore-Penrose-(Pseudo)inverse. Fiir Moore-Penrose-Inverse gilt:
At = (ATA)T AT = AT (AAT)T

Es wird mit im(A) = {y : 3z € R* with Az = y} das Bild und mit ker(A4) = {z : Az =0}
der Kern von A bezeichnet. Die Projektion in dem Bildraum im(A) wird mit w(A) =
A (ATA)" AT, die orthogonale Projektion in den Kern von AT mit w*(A) = I — w(A)
bezeichnet.

Mit I,, wird die n x n Einheitsmatrix bezeichnet. 1, ist ein Vektor von Einsen der Lange p,
1,x; eine p x j Matrix von Einsen. Der Vektor /;; ist t-dimensionaler Vektor mit Eintrag
1 an Stelle 7, —1 an Stelle 7 und 0 sonst.

Das Kroneckerprodukt zweier Matrizen A und B wird mit A ® B bezeichnet.

Eine Matrix A € R wird genau dann vollstdndig symmetrisch genannt, wenn zwei

reelle Zahlen existieren a und b so, dass A = al; +b1,17 gilt. Ist b = — %, so folgt direkt,
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dass gilt: rk(A) = ¢t — 1 und dass alle Eigenwerte ungleich Null, d.h. die ersten ¢t — 1
geordneten Eigenwerte, identisch sind. Fiir diese gilt dann: \;(A) = aVi € {1,...,t — 1}.
(Puntanen, Styan und Isotalo 2013, Formel 22.8)

Sind A und B vollstiandig symmetrisch, so sind es auch A™ und AB. Eine vollstindig
symmetrische Matrix A mit Zeilen- und Spaltensumme 0 kann als A = %Ht mit
H, =1 — %1,51? geschrieben werden. Es kann leicht gezeigt werden, dass in diesem Fall

2.2 Das Modell eines Crossover Experiments

Héufig werden zur Modellierung von Crossover Experimenten lineare Modelle benutzt.
In den meisten Anwendungen wird ein Blockeffekt angenommen. Zum Beispiel ist in
der Sensometrie durch den personlichen Geschmack eine Adjustierung fiir eine Person
notwendig. Der carryover-Effekt wird hdufig additiv modelliert. Auch in dieser Arbeit
wird zunédchst vom additiven Effekt ausgegangen. In spéteren Abschnitten werden die
Modelle auf andere carryover-Effekte erweitert.

Sei € ,,, die Menge von Crossover Designs mit ¢ Behandlungen, n Einheiten (Blocken,

Personen) und p Perioden. Es ergibt sich das folgende Modell:
Yij = K+ Bi + Tagig) + Qagig-1) + - (2.1)

Dabei ist y;; das Resultat der j-ten Periode der i-ten Einheit, u das allgemeine Mit-
tel, 8;,1 < i < n der Einheiteneffekt fiir die i-te Einheit, 74; ;) der Haupteffekt der
Behandlung, die der i-ten Einheit in der j-ten Periode verabreicht wurde, g4(; ;—1) der
carryover-Effekt der Behandlung der Vorperiode und €;; der Fehlerterm. In der gesamten
Arbeit wird angenommen, dass der Fehler den Erwartungswert 0 und Varianz oI, hat,
d.h. nicht nur die Einheiten sind unabhéngig, sondern auch die Beobachtungen innerhalb
einer Einheit sind unabhéngig.

In dieser Modellierung wird angenommen, dass der carryover-Effekt oq¢; ;1) fiir jede
Behandlung verschieden sein kann (und insbesondere auch unabhéngig vom Haupteffekt
der selben Behandlung), der Effekt aber auch nicht davon abhéngt, welche Behandlung
in der jetzigen Periode verabreicht wird.

Haufig existieren Mittel, den carryover-Effekt zu minimieren oder gar ganz zu eliminieren.
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Der bekannteste Weg sind wash-out Perioden, d.h. Zeiten, in denen keine Behandlung
erfolgt und somit die Einheit die Vorbehandlung ,vergessen” kann. Gibt es keine solche
Effekte, so vereinfacht sich das Modell (2.1) zu:

Yij = + /67, + Td(i,5) + €ij- (22)

Analog zu Kunert (1983) wird Modell (2.1) feiner als Modell (2.2) genannt. Das zweite
Modell wird kleiner genannt, da es weniger Parameter enthélt. Der grofe Vorteil dieses
zweiten Modells ist, dass keine carryover-Effekte geschétzt werden miissen und somit
keine Freiheitsgrade dafiir verbraucht werden. Insbesondere wenn das Experiment nur
aus wenigen Versuchen besteht, kann dies die Schiatzung der Fehlervarianz verbessern

und damit die Power eines Tests erhohen.

In Matrixform kann das Modell (2.1) wie folgt geschrieben werden:
Y=pu+BB+Tyr+ Lso+c¢.

Dabei sind Y = [y11, 12, - - - ,ynp]T und p = 1,,p Vektoren der Lénge np, B =1, ® 1,
eine np x np-Matrix der Einheiten und g =[5y, .. ., ﬁn]T der Vektor der Einheiteneffekte.
Weiter ist Ty eine np x t-Matrix, die an der Stelle (7, j) = 1 ist, wenn in der Periode, die
zu 1 korrespondiert die Behandlung j verabreicht wurde und 0 sonst. Die Matrizen Ly
und o sind vom Modell der carryover-Effekte abhéngig. Im additiven Model ist L, eine
np x t-Matrix, die in den (p-i+ 1)-ten (i =0,...,n — 1) Zeilen 0 ist und in den anderen
Zeilen j die (j — 1)-te Zeile von T, enthiilt. o = [y, ..., 0¢T ist der zugehorige Vektor der
carryover-Effekte der einzelnen Behandlungen. Die Notationen in den anderen Modellen

wird in den Kapiteln, die sich mit den Modellen beschéftigen, beschrieben.

2.3 Theorie approximativer Designs

In der Versuchsplanung existieren (mindestens) zwei Herangehensweisen ein (optima-
les) Design zu planen. Die erste Herangehensweise ist die exakte Versuchsplanung. In
dieser werden fiir eine spezifische Situation mit einer gegebenen Anzahl von Einheiten,
Behandlungen und Perioden Designs berechnet und mit allen moglichen Designs, die in

der Situation ebenfalls mdoglich sind, verglichen. Zum Beispiel ist das Design d; in Tabelle
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Tabelle 2.1: Das Design d; in der Notation approximativer Designs

p _([123] [132] [213] [231] [312] [321])
'Y \1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1.1 ein exaktes Design fiir t = 3 Behandlungen, p = 3 Perioden und n = 6 Einheiten.
Es existieren viele Aufsétze zu exakten crossover-Desings, z.B. Cheng und Wu (1980),
Kunert (1983) oder Stufken (1991).

Die andere Herangehensweise ist die von approximativen Designs. Diese wurden zuerst
in der Doktorarbeit von Kirstine Smith (verdffentlicht als Smith (1918)), einer Dokto-
randin Karl Pearsons (cf. Kiefer 1959; Guttorp und Lindgren 2009) entwickelt und sind
verbreitet in der Versuchsplanung fiir Regressionsmodelle. Bei diesem Ansatz werden
Versuchsplidne als Wahrscheinlichkeitsmafse betrachtet und die Wahrscheinlichkeit (bzw.
in der praktischen Umsetzung die relative Haufigkeit) einzelner Versuchspunkte wird
betrachtet. Approximative Designs wurden von Kushner (Kushner 1997; Kushner 1998)
fiir Crossover Designs eingefiihrt und werden seitdem viel genutzt (vgl. Kunert und
Martin 2000; Kunert und Stufken 2002; Hedayat und Stufken 2003; Hedayat und Yang
2006; Zheng 2013). Diese Designs werden haufig als Matrix der Versuchspunkte und
der relativen Haufigkeiten angegeben. So kann zum Beispiel das Design d; dargestellt
werden wie in Tabelle 2.1. Diese Darstellung bedeutet, dass jede Sequenz (z.B. [123])
einen Anteil von 1/6 im Versuchsplan hat. Im Unterschied zu exakten Designs benttigen
approximative Versuchspline keine Anzahl von Einheiten bzw. Versuchen. Um aus einem
approximativen Versuchsplan einen exakten Versuchsplan zu erhalten, wird die Anzahl
der Einheiten, die eine bestimmte Sequenz ¢ erhalten durch Multiplikation des Anteils
mit der Gesamtzahl der Einheiten ermittelt, dass heifst n; = nm;, wobei 7; der Anteil
der Sequenz i im Design ist. (Im Beispiel d; wire n; = n = 7 = 6m; = 1Vi.) Sind diese
Zahlen ganzzahlig, so fallen das approximative und das exakte Design zusammen. Ist
dies nicht der Fall, so ist das approximative Design nicht erreichbar. Héufig werden dann
Effizienzen berechnet, die angeben, wie gut sich ein konkretes, realisierbares Design im

Vergleich zum optimalen, aber nicht erreichbaren, Design verhélt.
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2.4 Theorie optimaler Versuchsplane

Die zentrale Aufgabe statistischer Versuchsplanung ist die Maximierung der Information
aus einer begrenzten Anzahl von Versuchen. Die Information wird iiber die Varianz der
sich ergebenden Schétzer gemessen. Daher ist es in aller Regel das Ziel, Schatzer mit
der geringsten Varianz zu erhalten. Da die Probleme in aller Regel mehrdimensional
sind, ldsst sich die minimale Varianz nicht einfach definieren. Es muss daher festgelegt
werden, was niedrigste Varianz meint. Ublicherweise wird die Kovarianzmatrix mit Hilfe
der Informationsmatrix bestimmt, da haufig lineare Modelle angenommen werden (vgl.
Rao 1965, S. 184).

Im Modell 2.1 ergibt sich die gemeinsame Informationsmatrix von Behandlungs- und
carryover-Effekten zu (vgl. Bose und Dey 2009, S. 15):

TP Wt (B)Ty TF wh (B) Ly
Lg (,<.1L (B) Td LZ; (,L)L (B) Ld

Mg M2
M,y = .,
Mao1 = Mgy Mgz

Es ist bekannt, dass My, die Informationsmatrix fiir die Behandlungseffekte im Modell
ohne carryover-Effekte ist und dass sich mittels des Schurprodukts Mg11 — Mgi1oM ;50 M a1
die Informationsmatrix zum Schétzen des Haupteffektes im Modell mit Storfaktoren B
und L4 berechnen lasst (vgl. Kunert 1983).

Eine iibliche Beschrankung ist die auf Designs, bei denen alle Behandlungskontraste
schéitzbar sind, dass heifst, fiir die gilt rk(My1) =t — 1. Dies bedeutet, dass ein Design
verbunden ist. Diese Designs ermoglichen im Allgemeinen aber nicht, die Behandlungsef-
fekte einzeln erwartungstreu zu schétzen (Shah und Sinha 1989, S. 2). Da gilt 7,1, = 1,
und 1,,, im Bildraum von B liegt, folgt, dass M1 Zeilensumme 0 hat.

Um festzustellen, ob ein Design d; besser als d5 ist, ist es notwendig ein Kriterium in den
reellen Zahlen zu finden, welches jedem Design einen Wert zuweist und eine Ordnung
ermoglicht. An diese Kriterien werden verschiedene Anforderungen gestellt.

Kiefer (1975) gibt dafiir drei Eigenschaften an. Danach ist eine Abbildung ®(A) : M — R,
mit M dem Raum nicht-negativ definiter Matrizen mit Zeilen- und Spaltensumme 0 ein

Optimalitatskriterium, wenn es folgende drei Eigenschaften erfillt:
1. ® ist konvex,

2. ®(bA) ist nicht-wachsend in b fiir ein Skalar b > 0,

10
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3. @ ist gegeniiber Zeilen- und Spaltenvertauschungen invariant.

Fiir diese Eigenschaften lassen sich eine Reihe von Kriterien erzeugen. Fiir die Matrix
A wird in der Regel die Kovarianzmatrix gewahlt, da die Varianz minimiert werden
soll. Zumeist gibt es aber eine dquivalente Definition, welche auf die Informationsmatrix
(deren Eintrége die Reziproken der zugehorigen (Co-)Varianz sind) angewandt werden
kann. Ein Design d; heifit besser als dy, wenn @ (Ay,) < ¢ (Ay,) gilt.

Die wichtigsten Kriterien sind das A- und das E-Kriterium. Fiir das A-Kriterium wird
die Spur der Kovarianzmatrix minimiert. Dieses Kriterium lésst sich als mittlere Varianz
der Kontrastschétzer interpretieren. (Pukelsheim 1993, S. 137)

Beim FE-Kriterium hingegen wird der maximale Eigenwert der Varianzmatrix minimiert
bzw. der kleinste positive Eigenwert der Informationsmatrix maximiert. Dieses Kriterium
lésst sich als das Minimum der maximalen Varianz aller Kontraste interpretieren. (Shah
und Sinha 1989, S. 10)

Neben diesen beiden Kriterien existieren eine Reihe weiterer Kriterien, von denen das
bekannteste die D-Optimalitat ist, die das Produkt der £ — 1 von 0 verschiedenen Eigen-
werte der Informationsmatrix maximiert und héufig mathematisch gut zu untersuchen ist.
Dieses Kriterium minimiert das Volumen des Konfidenzellipsoiden fiir die Schétzer, wenn
Normalverteilung angenommen wird. Da bereits diese Interpretation schwer vorstellbar
ist, wird sich im Folgenden auf das A- und E-Kriterium beschrankt.

Mit dem Satz von Kiefer (1975) wurde gezeigt, dass in vielen Situationen die optimalen
Designs optimal fiir beide Kriterien (und jedes weitere Kritierum, welches die genannten
Eigenschaften erfiillt) sind. Daher werden héufig universell optimale Designs angegeben.
Kiefer (1959) hat ebenfalls gezeigt, wie sich die Ergebnisse von approximativer und
exakter Versuchsplanung verbinden lassen.

In der Versuchsplanung wird die Suche optimaler Designs héufig auf kleinere Klassen von
Designs, zum Beispiel periodenbalancierte Designs, eingeschrénkt. Dabei heifst eine Klasse
A C Qy,,, vollsténdig beziiglich eines (in diesem Fall: zu minimierenden) Kriteriums @,
wenn fiir jedes Design d € Oy, ,, gilt: 3d* € A: & (Ag) < ¢ (Ay), mit Ay und Ag- die zu
d bzw. d* gehorenden Matrizen, fiir die das Kriterium & definiert ist.(vgl. Pukelsheim
1993, S. 324).
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2.5 Optimale Designs zum Schétzen der Haupteffekte

2.5 Optimale Designs zum Schatzen der
Haupteffekte

Im Modell ohne carryover-Effekte (Modell (2.2)) liegt die Situation eines einfachen
Blockmodells mit den Untersuchungseinheiten als Blocken vor. Die optimalen Designs
zum Schétzen von Haupteffekten sind fiir diese Situation bekannt. In Shah und Sinha
(1989, S. 17 f.) wird gezeigt, dass balanzierte Blockpline (BBD) (fir p < t) bzw.
balanzierte unvollstandige Blockpline (BIBD) (fiir p < ¢) universell optimal sind. In
diesen Designs treten alle Behandlungen so héufig wie moglich und vor allen Dingen so
gleichméfig wie moglich auf. Dies bedeutet, dass sich die Haufigkeit der Behandlungen
sich nur um maximal 1 unterscheiden und die Anzahl der Untersuchungseinheiten, die
eine Behandlung erhalten, fiir alle Behandlungen gleich ist. Zusétzlich ist die Anzahl
der Blocke, in denen zwei Behandlungen auftreten fiir alle Paare von Behandlungen
gleich. Spezialfille von balanzierten Blockpldnen sind die lateinischen Quadrate sowie die
Williams-Designs. (Diese weisen zusétzlich eine optimale (gleichméfige) Verteilung auf die
verschiedenen Perioden auf und sind daher sogar in einem Modell mit Periodeneffekten
optimal.) Die Exisistenz von balanzierten Blockplédnen ist an bestimmte Anzahlen von
Behandlungen, Perioden und Untersuchungseinheiten gekniipft. Auf eine Darstellung von
optimalen Designs in der exakten Designtheorie in Situationen, in denen diese Designs
nicht existieren, wird an dieser Stelle verzichtet. Einige dieser Ergebnisse kénnen in
verschiedenen Lehrbiichern (z.B. Shah und Sinha (1989)) oder Ubersichtswerken (z.B.
Morgan (2015)) nachgeschlagen werden.

Ein Vorteile von approximativen Designs ist die Moglichkeit, immer eine Situation
zu schaffen, in denen solch ein optimales Design existiert. Dieses ist dann optimal.
Insbesondere fiir den Fall ¢ < p existieren mehrere Sequenzklassen, aus denen das
optimale Design bestehen kann. Eine formelbasierte Darstellung wird nach Einfiihrung
der untersuchten Behandlungssequenzen im spéteren Verlauf der Arbeit gegeben.

Die optimalen Designs zum Schitzen der Haupteffekte im Modell mit carryover-Effekten

werden in den jeweiligen Abschnitten der dazugehorigen Modelle vorgestellt.
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3 Der Mean Squared Error als Mals

fur ein Design

Der Mean Squared Error (M SFE) wird in der Versuchsplanung schon lange Zeit verwendet.
Ende der 1950er-Jahren fithren Box und Draper (1959) ihn fiir response surface Modelle
ein. In ihrem Aufsatz berechneten sie optimale Designs fiir die Prognose zukiinftiger
Werte fiir den Fall, dass das angenomme Modell falsch ist. In diesem Fall bedeutet das,
dass der Grad des Polynoms in Wirklichkeit hoher ist als der Grad des Polynoms im
gewahlten Modell. Da dadurch die Schétzer verzerrt werden, ist eine reine Betrachtung der
Varianz der Schétzer nicht sinnvoll und so wird der M SFE, der sowohl die Verzerrung als
auch die Varianz betrachtet, als Kriterium fiir einen optimalen Versuchsplan eingefiihrt.
In der Folge wurde diese Idee haufig abgewandelt und es wurden verschiedenste Kriterien
wie z.B. C-beschrankte D-optimale Designs (Stigler 1971) entwickelt.

Azals und Druilhet (1997) betrachten die Verzerrung als Maf fiir Crossover Designs. Hier
tritt Verzerrung der Schétzer auf, wenn carryover-Effekte nicht ins Modell aufgenommen
werden, aber in Wirklichkeit vorhanden sind. Sie berechnen die Verzerrung und entwickeln
ein Optimalitatskriterium auf Basis dieser Verzerrung. Wird die Klasse der konkurrienden
Designs auf solche mit einer vorgegebenen Varianz beschriankt, so ist das Design mit
der geringsten Verzerrung ebenfalls das mit dem geringsten M SE. Azais und Druilhet
(1997) beschrénken sich auf Designs mit einer vorgegebenen Kovarianzmatrix. Da in der
vorliegenden Arbeit die Varianz nicht fest ist, verallgemeinert sie diese Ergebnisse. Im
nichsten Abschnitt wird die Berechnung des M SFE fiir ein allgemeines Design hergeleitet.
Danach wird im Abschnitt 3.2 gezeigt, dass symmetrische Designs eine vollstéandige

Klasse bilden und daher eine Beschrankung auf die Klasse dieser Designs sinnvoll ist.
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3.1 Berechnung des MSE

3.1 Berechnung des MSE

Der MSE eines Schitzers ist definiert als die Summe der Varianz des Schétzers und der
quadrierten Verzerrung. Er wird héufig benutzt, um verschiedene Schétzer zu vergleichen.
Die Idee des M SFE ist, dass ein Schéatzer, der geringfiigig verzerrt ist, aber eine kleine
Varianz hat, erstrebenswerter sein kann als ein erwartungstreuer Schétzer mit hoher
Varianz. Mit Hilfe des M SE wird die mehrdimensionale Optimierung von Varianz und
Verzerrung des Schétzers ein eindimensionales Problem. Damit konnen mehrere Schétzer
bewertet werden und es ist moglich, sie untereinander zu ordnen.

Wie GEP Box schon sagte, ist das grofe Problem der modellbasierten Analyse, dass
alle Modelle falsch, aber manche niitzlich sind. So ist es im Fall von Crossover Designs
zum Beispiel gut moglich, dass ein carryover-Effekt gar nicht (mehr) existiert, da genug
Vorkehrungen getroffen wurden, ihn zu vermeiden. Dies wiirde dann zu einem unnétigen
Verlust von Freiheitsgraden fithren. Genauso ist es aber auch méglich, dass carryover-
Effekte existieren, in der Modellierung jedoch nicht bedacht werden. In diesem Fall sind
die Schétzer fir die Behandlungseffekte verzerrt. Eine dritte - in dieser Arbeit nicht
betrachtete - Moglichkeit ist, dass die carryover-Effekte falsch, d.h. zu einfach oder zu
kompliziert modelliert wurden.

In response surface Modellen ist der M SE weit verbreitet. Erstmals wurde er von Box
und Draper (1959) fiir die Vorhersagewerte eines angepassten Modells eingefiihrt. Im
Gegensatz dazu werden in dieser Arbeit die Schétzer der Behandlungskontraste betrachtet.
Da die Varianz der Behandlungseffekte eine Matrix ist, muss ein (univariates) Kriterium
fiir die Varianz entwickelt werden. Analog zu Box und Draper (1959) wird in dieser
Arbeit die mittlere Varianz betrachtet.

Die optimale Versuchsplanung fiir crossover Versuchspléne reduziert sich zumeist auf das
optimale Schéitzen von Behandlungseffekten in einem als korrekt unterstellten Modell.
Nur wenige Arbeiten verfolgen andere Ziele, der wichtigste Aufsatz stammt von Azais
und Druilhet (1997). In ihrer Arbeit betrachten sie die Verzerrung der Schétzer. Diese
Arbeit wird hier mittels des M SE erweitert.

Eine iibliche Einschrankung ist die auf Designs, fiir die alle Kontraste (im Modell ohne
carryover-Effekte) schétzbar sind. Dies ist gleichbedeutend mit der Einschriankung, dass
rk(Mgp) =t — 1 gilt, da Myy; (mit der Notation wie in Abschnitt 2.4) die Informations-
matrix der Haupteffekteschitzer im Modell ohne carryover-Effekte ist. (Kiefer 1975)
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3 Der Mean Squared Error als Mak fiir ein Design

Der MSE ist die erwartete quadrierte Abweichung der Schétzer. Konkret wird diese

jedoch nur von einem Kontrast 7; — 7; betrachtet. Mit dem Verschiebungssatz gilt:

L (Tz/—\Ta — (1 — Tj))2 = Var (Tz/—\% — (1 — Tj)) + (E (Tz/—\Tg — (1 — Tj))>2
=Var (TZ—/\TJ) + <E (7’1/—\7'] — (7 — 73)))2
Mit Mg, = TF wt (B) Ty gilt, dass
Var(n/—\Tj) = UQEiTjMJH&j
ist.
Die erwartete Verzerrung errechnet sich nach Hedayat, Raktoe und Federer (1974) (mit der

Wahl der Moore-Penrose-Inverse als g-Inverse und unter Ausnutzung der Eigenschaften

von wt (B)) zu
lij (TalTWl (B) Td)+ Tfw" (B) Fyo = li; (Man1)" Mapao.

Im Modell mit carryover-Effekten ergibt sich dann insgesamt fiir den M SE des unkorri-

gierten Schétzers fiir jedes Paar 7'1/—\7'] mit @ < j:
E (Ti — 7']' — (7'1' — Tj)) = JQKg;M(;ilgij + (gzj;MJilMdeQ) .
Der MSE kann umgeschrieben werden zu:

— 2
FE (Ti — Tj — (Ti — Tj)) = O-QtT(Mjiléijgz;) + QT (MngM;ilgijgz;M;ilMde) 0.

Mit
t—1 t
=1 j=i+1

ergibt sich der M SFE fiir die Summe aller Elementarkontraste, wenn iiber alle Behand-

lungspaare gemittelt wird, zu

2

1 (a%r (MjllHt) + QTMgiZM(ﬁHtM;ElMan) .
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3.1 Berechnung des MSE

Da M1 Zeilen- und Spaltensumme 0 hat, gilt:
Mj, 1 = (M£1Md11)+ M1, =0
und der Ausdruck vereinfacht sich zu

t_il (otr (M) + 0" Mg, M M Mai20) - (3.1)
Der M SE hangt vom wirklichen, aber unbekannten Vektor der carryover-Effekte o ab.
Es ist sogar moglich, dass das blofe Vertauschen zweier Eintrége o; und p; dazu fiihrt,
dass ein Design d besser oder schlechter wird. Diese Problematik ist &hnlich zu der in der
optimalen Versuchsplanung fiir die Schéitzung von Behandlungskontrasten. Dort minimiert
beispielsweise ein A-optimaler Versuchsplan die mittlere Varianz aller Kontraste und ein
FE-optimaler Versuchsplan minimiert die maximale Varianz der Behandlungskontraste. In
vielen Fillen ergibt sich, dass ein optimaler Versuchsplan optimal fiir sdémtliche iiblichen
Kriterien ist (Kiefer 1975).

Es ist sinnvoll, den Einfluss der carryover-Effekte zu reduzieren. Dafiir wird jeweils der
schlechtest mégliche Fall fiir gegebenes 6 = o7 o betrachtet. In Analogie zum E-Kriterium
wird dieser Wert M SEg s(d) genannt. Zur weiteren Vereinfachung wird der Vorfaktor
vernachléssigt und der M SEg s5(d) berechnet sich wie folgt:

MSEgs(d) = max (o%tr (M) + 0" Mg, M M, Myi20)
=g e

= o%tr(M) + M (Mg M M, Maio) - (3.2)

Ein Versuchsplan d; wird besser als ein anderer Versuchsplan dy im M SEfg s-Kriterium
genannt, wenn der M SEg s von d; kleiner ist. Da sich die Arbeit in Hauptsache auf das
M SEp s-Kriterium beschrankt werden die Begriffe M S E-optimal und M S Eg s-optimal

synonym verwendet. Daher ergibt sich folgende Definition:

Definition 3.1. Sei d € ,,,,. Fiir gegebene carryover-Effekte oo = § heifit ein
Versuchsplan d* € ), , M .SFE-optimal genau dann, wenn

MSEps(d*) = min (MSEgs(d)).

dEQt,n,p
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3 Der Mean Squared Error als Mak fiir ein Design

Wiéhrend die Berechnung des M SFE eines Designs von zwei unbekannten Parametern ¢
und o? abhingt, hingt der Vergleich zweier Versuchspline nur vom Quotienten % ab.

Daher wird ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen, dass o2 = 1 gilt.

3.2 Vollstandigkeit kleinerer Klassen von Designs

Wird eine Klasse von Versuchsplanen gefunden, die vollsténdig ist, so ist es moglich, die

Untersuchung auf diese Klasse zu beschranken.

Im Folgenden wird gezeigt, dass perfekt symmetrische Designs eine solche vollsténdige

Klasse bilden. Dafiir werden diese Designs zunéchst definiert.

Definition 3.2. 1. Ein Design d heifst symmetrisch, wenn fiir alle My;;. 4, j € {1,2}
gilt: Mgy;; ist vollstandig symmetrisch.

2. Ein symmetrisches Design d heifst perfekt symmetrisch, wenn alle Behandlungsse-
quenzen, die sich nur in den Behandlungsnamen unterscheiden, jeweils gleich haufig

in d auftreten.

Fiir symmetrische Designs gilt, dass das Maximum in Gleichung (3.2) angenommen
t
wird, wenn o71; = 0 gilt. In diesem Fall ist oTp = o" Hyo = > (p; — p)*. Fiir perfekt

symmetrische Designs gilt, dass der Anteil von Sequenzen, die sfc:ﬁ nur in der Benennung
der Behandlungen unterscheiden, gleich ist. Zum Beispiel gilt fiir t = 3,p = 3, dass
die Sequenzen [122], [133], [211], [233], [311] und [322] gleich hdufig vorkommen. Kushner
(1997) zeigt, dass sich zu einem beliebigem Design eine perfekt symmetrische Version
erzeugen lasst. Die folgende Behauptung zeigt, dass der M.SE eines beliebigen Designs d
durch eine untere Schranke abgeschétzt werden kann, die von symmetrischen Designs

angenommen wird.

Behauptung 3.3. Sei d € Q,,,, beliebig. Dann gilt fir den MSE(d)

(t— 1)2 (tr(Ma2))?
MSE(d) > tr(Ma1) * 5(tT(Md11))2

mit Gleichheit genau dann, wenn Mgy und Mgo vollstindig symmetrisch sind.
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3.2 Vollstandigkeit kleinerer Klassen von Designs

Beweis. Es ist bekannt, dass

t—1)°
tr (Mgy,) = W
gilt. Dies folgt sofort aus Proposition 1 in Kiefer (1975), angewendet auf das A-Kriterium.
Die untere Schranke fiir \; (MdTuMJHMJHMdu) ergibt sich wie folgt:
zundichst gilt Ay (M7, Mf L Mj Mao) = Ay (Mg, Mao M7 ,MJ;,) (vgl. Puntanen, Styan
und Isotalo 2013, Formel 22.14).
Da M My, Mo = TFw (B) Ty (TTw (B) Ty) " Tfw" (B) Ly =
TTwt (B)wh (B) Ty (TIw* (B)w* (B) Ty) " TTwt (B)w* (B) Ly =

.

v~

(wt(B)Ta)"

(w0t (B)Ta) " (w0t (BYTa) " (w0 (B)Ta)=(wt (BYTu) "
TTwh (B)wt (B) Ly = My gilt, folgt

Mo My = Mgy M Mao Mo M My, . (3.3)

Da fiir einen beliebigen t-dimensionalen Vektor k& mit k7k = 1 und eine symmetrische
Matrix A

0=k'(A—A)k < max K'Ak — KT Ak = M (A) — kT Ak = KT (A (A) ] — A)k
=1

gilt, folgt:
M£1Md12M£2M;11 <A (MjlldeMdTmMJll) I

in der Lowner-Ordnung und somit (unter Verwendung von (3.3))
M1y My Mayo Mgy Mgy Mgy = Mo My < Mayy Mayn A (Mg Mo My, My, -
Dies impliziert die gleiche Ordnung fiir alle Eigenwerte, d.h. V1 < i <t gilt:

i (Mdlegig) <N (Mg Marn) M (M(ElMdlegigMjn) .
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3 Der Mean Squared Error als Mak fiir ein Design

Da fir 1 <i<t—1 X\(Mg1) > 0 und somit A\;(Mg11Mg1) > 0 gilt, kann geschlossen

werden, dass

Ni(MoME
/\1(MJ11Md12M£2MJ11)> ( a2 dlz)

— = Qe 3.4
— Ni(Magin Ma) (3:4)

Betrachte die Singulédrwerte von Mo
01(Mag12) > ... > 01-1(Ma2) > 0¢(Mg12) = 0.

Aus der Singularwertzerlegung folgt

Ul(Mdm)
t?”(Mdlz) =tr G )
Ut—l(Md12>
Ut<Md12)

mit G einer orthonormalen Matrix. Daher gilt

t
Zaz Md12 gzz

i=1

tr(Mgi2)| =

Z Md12 ‘gzz

mit g;; dem (4, j)-ten Eintrag von G. Da G eine orthonormale Matrix ist, sind alle |g;;| < 1
und es folgt die Von-Neumann-Ungleichung fiir Spuren und Singuldrwerte (Horn und

Johnson 2013, S. 551)

t

|tr(Ma2)| < Zai(MdIQ)- (3.5)

=1

Ist es moglich, dass
0i(Marz) _ [tr(Maro)|

Ni(Ma1) tr(Ma)

firalle 1 <7 <t—1 gilt?
Dann wiirde gelten:
t—1 t—1

S 0 (Mypa) < w2l 5=y

i=1 tr(Man) i=1
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3.2 Vollstandigkeit kleinerer Klassen von Designs

Da 0,(Mg12) = 0 und A\;(Mg1) = 0 sind, bedeutet dies

~+

Z Ui(MdIQ) < |tT(Md12)|.

i=1
Das aber widerspricht Gleichung (3.5). Somit existiert ein iy, fiir das gilt

Tio (Mar2) S [t (Mg12)|
Nig(Ma11) = tr(May)

Es gllt )\i(MdllMdll) = ()\i(Mdn))z und )\i(MdIZMdj?LQ) = (O'i<Md12))2. Durch Einsetzen
in Gleichung (3.4) ergibt sich

(04 (Mar2))? S |tr(Mao)|?
(Nig(Ma11))? = (tr(Magi1))?*

/\I(MdTmMjnMjnMdm) >

Es ist einfach zu zeigen, dass bei vollstdndiger Symmetrie von My und My5 Gleichheit
gilt. [l

Somit geniigt die Analyse symmetrischer Designs als vollstindige Klasse. Da zu jedem
symmetrischen Design ein perfekt symmetrisches Design mit gleichen Spuren von My;q
und Mo konstruiert werden kann, ist sogar die Beschréankung auf perfekt symmetrische
Designs moglich. Dadurch ist es moglich, den M SFE als Funktion von Spuren und nicht
von Matrizen zu berechnen, was die Berechnung stark vereinfacht. Fiir ein beliebiges
Design d sei qq4;; = %tr (Mgij) ,1 <i<j <2 definiert. Kushner (1997) zeigt, dass sich

die gemeinsame Informationsmatrix der Behandlungs- und carryover-Effekte wie folgt

M, n <Qd11 lez) ® H,.

darstellen lésst:

t—1 gd21 4422

Weiter gilt fiir (perfekt) symmetrische Designs, dass die Spur eines Designs gg4; als

gewichtetes Mittel der Behandlungssequenzen eines Designs dargestellt werden kann.

Sei d ein Design mit [ verschiedenen Behandlungssequenzen si,...,s; und zugehorigen
!
Anteilen 7, ..., 7y, mit ) 7, = 1, dann gilt:
j=1

!
Qdij = Z Qi (Sk)Tsy.
k=1
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3 Der Mean Squared Error als Mak fiir ein Design

wobei g;;(sy) die entsprechende Spur der Informationsmatrix einer Sequenz bzw. eines
Designs mit n = 1, welches nur aus aus der Behandlungssequenz s; besteht, ist.

Dies vereinfacht die Berechnung der unteren Schranke des M SFE und es gilt:

MSE@) > 1= e (q‘m>25.

N gdi1 qd11

21



4 Optimale und effiziente Designs
fir das additive Modell

Nachdem im vorherigen Kapitel die Beschrénkung auf (perfekt) symmetrische Designs
gerechtfertigt wurde, werden in diesem Kapitel optimale Designs fiir das additive Modell
bestimmt. Wie in der approximativen Versuchsplanung iiblich wird anschlieffend die
Effizienz betrachtet. Dafiir wird der Begriff der M S E-Effizienz eingefiihrt und die Effizienz
fiir drei wichtige Versuchspldne berechnet. Zuletzt werden zwei Beispiele fiir MSFE-

optimale Designs berechnet.

4.1 Optimale Designs fiir das additive Modell

Der M SE eines symmetrischen Designs héngt nur von den Behandlungssequenzen und
ihren Anteilen im Design ab. Es ist bekannt, dass alle Behandlungssequenzen innerhalb
einer symmetrischen Gruppe (d.h. alle Sequenzen, die sich nur dadurch unterscheiden,
dass die Namen der Behandlungen verschieden sind) die gleichen Werte ¢;;(s) haben, so
dass nur Repréasentanten fiir ganze Sequenzklassen betrachtet werden miissen. In dieser
Arbeit werden die Begriffe Sequenz und Sequenzklasse daher synonym gebraucht, sofern
es nicht explizit anders gekennzeichnet ist. Fiir eine beliebige Behandlungssequenz s
berechnen sich ¢q1(s) und ¢2(s) wie folgt (siehe z.B. Kushner 1998 oder Bose und Dey
2009):

1 < 1 t
au(s) =p =23 fim und qras) = <sz + oty =D f§m> .
m=1 f—

Dabei bezeichnet f,,, die Haufigkeit von Behandlung m in der Sequenz, f,;, ist die
Héufigkeit der Behandlung, die in der letzten Periode verabreicht wird und By ist die
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4 Optimale und effiziente Designs fiir das additive Modell

Tabelle 4.1: Werte fiir ¢11(s) und ¢2(s) fiir die betrachteten Behandlungssequenzen

Sequenz 11 (s) q12(5)
S1 p—1 (1—=p)/p
So (p —p— 2)/p 0
S3 ((p* =)t — p + %)/ (pt) (p(L—=p) + (r = 1)(r —1))/(pt)
S4 ((p* =)t =p*+72)/(pt) | (pt(p —1t) +p(1 —p)+ (r = 1)(r —1))/(pt)

Anzahl der Perioden, in denen die Behandlung der Vorperiode wiederholt wird.

Es sollen vier besondere Behandlungssequenzen s; — s4 betrachtet werden:

Dabei ist 0 < r < t. Die Behandlungssequenzen s; und s, sind nur im Fall p < ¢ mdoglich
und sz und s4 sind fiir den Fall p > ¢. In den letztgenannten Behandlungssequenzen treten
nicht notwendigerweise alle Behandlungen gleich haufig auf. Es wird jedoch angenommen,
dass sich die Haufigkeit der Behandlungen in den Sequenzen s3 und s4 nur um maximal
1 unterscheidet. Da die Haufigkeit der letzten Behandlung von besonderem Interesse ist,
wird angenommen, dass die letzte Behandlung in s, ((p — r)/t + 1)-mal verabreicht wird.

Die Werte q11(s) und ¢5(s) fiir diese Sequenzen sind in Tabelle 4.1 zu schen.

Ein Design, welches nur aus Sequenzen einer Sequenzklasse s; besteht, wird mit d;,
bezeichnet. Einige bekannte Designs aus der exakten Versuchsplanung kénnen als Design
der Form d,; dargestellt werden. So sind lateinische Quadrate und auch Williams-Designs
Design vom Typ d;, fiir t = p und n entsprechend. Weiter ist das extra-period-Design,
welches in vielen Situationen optimal ist, ein Design vom Typ d;, fiir p <t bzw. vom
Typ ds, fir p=1¢+ 1.

Fiir die Berechnung optimaler Designs werden die zwei Félle p > ¢ und p < t unterschieden.
Zunéchst wird der Fall p > t betrachtet:

Zunéchst zeigt sich dass ein symmetrisches Design, welches nur aus den Sequenzen s3 oder

s4 oder einer beliebigen Mischung aus beiden Sequenzen, universell optimal zum Schéitzen
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4.1 Optimale Designs fiir das additive Modell

der Behandlungseffekte im Modell ohne carryover-Effekte ist, da es die Eigenschaften an

ein balanziertes Blockdesign erfiillt.

Fiir das Modell mit carryover-Effekten gibt Kushner (1998) Bedingungen an, die ein
universell optimales Design erfiillen muss. In der folgenden Behauptung wird gezeigt,
dass eine konkrete Mischung aus s3 und s4 diese Bedingung erfiillt und somit universell
optimal zum Schéitzen der Behandlungskontraste ist. Es zeigt sich weiter, dass dieses

Design sogar verzerrungsfreie Schétzer liefert und damit auch den M SFE minimiert.

Behauptung 4.1. Sei p >t und Ay, die Menge aller (approximativer) Designs mit t
Behandlungen und p Perioden.

Sei d* das Design, welches zum Anteil

(r—=1@—-r)+plp-1)
pt(p — 1)

71:1—

aus Sequenzen sz und zum Anteil m19 = 1 — w1 aus Sequenzen sy besteht. Dann gilt:

1. d* ist universell optimal zum Schdtzen der Behandlungseffekte im Modell mit und

ohne additive carryover-Effekte .

2.Vd € Ay, : MSE(d) > MSE(d").

Beweis. 1. Das Design d* erfiillt die Bedingungen von Theorem 3 in Kushner (1998).

2. Da d* ein balanziertes Blockdesign ist, ist es universell optimal im einfachen
Blockmodell (Shah und Sinha 1989, S. 17 f.). Daraus folgt, dass tr(My;;) maximal
ist und dadurch maxgea, , qa11 = qa=11-

Mit gg+10 = 0 folgt die Behauptung.
O

Es kann im Folgenden gezeigt werden, dass das Design d* nicht nur universell optimal,
sondern auch bias-optimal im Sinne von Azais und Druilhet (1997) ist. Sie definieren
bias-Optimalitat analog zum Vorgehen in der ,,gew6hnlichen” optimalen Versuchsplanung.
Hier heifit ein Design bias-optimal, wenn die Verzerrungsmatrix eines Designs, M}, Mo
fiir ein gewisses Funktional ® unter allen konkurrierenden Designs den minimalen Wert

liefert. Analog zu Kiefer (1975) finden die Autoren Bedingungen, die ein Design fiir
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4 Optimale und effiziente Designs fiir das additive Modell

eine ganze Reihe von Funktionalen bias-optimal werden lassen. Im Fall p < t ist das

bias-optimale Design noch einfacher zu bestimmen, wie die folgende Behauptung zeigt.

Behauptung 4.2. Sei d* € Y ,,,. Im Fallp <t sei d* so, dass es nur aus Sequenzen s,
besteht. Im Fall p >t sei d* wie in Behauptung 4.1.
Dann folgt: d* ist universell bias-optimal im Sinne von Azais und Druilhet (1997).

Beweis. Fiir symmetrische Designs gilt (mit der Definition von My wie in Azais und
Druilhet (1997)) My = (Tfw* (B) Ta)" Thw" (B) Ly = 2 H, = Mj;, My und somit
tr(Mq) = (t —1)12. Da M, und insbesondere M- vollstindig symmetrisch sind und da

in beiden Féllen gg+12 = 0 ist, folgt die Behauptung. m

Da sich das Finden von optimalen Designs auf das Minimieren des ersten Summanden
des M SFE und damit das Maximieren von ¢4 zuriickfithren lésst, ergibt sich im Modell
ohne carryover-Effekte fiir den Fall p < ¢ das universell optimale Design zum Schétzen
der Behandlungseffekte als d;,, d.h. das Design, dass nur aus Sequenz s; besteht, da s;
¢11(s) maximiert.

Fiir das Modell mit carryover-Effekten gibt Kushner (1997) Bedingungen an, die ein
universell optimales Design erfiillen muss. In Kushner (1998) wird dann gezeigt, dass ein
Design, welches zum Anteil 7 =1 — m aus Sequenzen s; und zum Anteil 7, = 1 —m

aus Sequenzen sy besteht, universell optimal ist.

Ist das bias-optimale Design einfach zu bestimmen, so ist im Fall p < t das M S E-optimale
Design deutlich komplizierter zu bestimmen. Die folgende Schranke hilft, die Klasse der

konkurrierenden Designs einzuschranken.

Behauptung 4.3. Sei p <t und sei s eine beliebige Sequenz:

t
m=1

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass nur die

Behandlungen 1,...,[ in der Sequenz auftauchen. Dann gilt: [ < p. Fiir 1 < m < p sei
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4.1 Optimale Designs fiir das additive Modell

P P
am = fsm — 1 definiert. Dann gilt 21 fsm = p und somit 21 am = 0. Sei M* = {m :

fsm > 2} die Menge aller Behandlungen, die mehrfach auftreten. Es gilt:
P

Y= (am+1?= > (an+1)7+ Y (an+1)%

m=1 meM* megM*

p
Aus Y apm= >, am+ >, anp=0f7flgt > amn=— > anm.
m=1

= meM* megM* meM* mgM*
Weiter ist bekannt, dass
D Gz ) anz B
meM* meM*
und damit
IR PIEHEY
gilt.

Zusammen ergibt sich

D= (an+1+ ) (an+1)

m=1 meM* m¢M*
:Za?n—l—ZZam—i—Zl
meM* meM* meM*
—i—Zaf,ﬂ—?Zam—i-Zl
m¢M* m¢M* mgM*
=p+ Y an,+ Y. a),
meM* mgM*
> p+2B;.

Mit diesem Ergebnis kénnen untere Grenzen fiir ¢;1(s) und ¢y2(s) berechnet werden:

Behauptung 4.4. Sei B, die Anzahl der Perioden bei Sequenz s, in denen die Behand-

lung der Vorperiode verabreicht wird. Dann gilt fir jede Behandlungssequenz s:

1 2
Q11(8)Sp—]—)(va?Bs):p—l—;Bs
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4 Optimale und effiziente Designs fiir das additive Modell

p—1
qi2(s) < (Bs — 1) T

Wird B(d) eines Designs d als das gewichtete Mittel B(d) =" Bsm(s) definiert, gelten

diese Grenzen ebenfalls analog fiir das Design d. ’

Beweis. Die Abschétzung fiir g1 (s) folgt durch Einsetzen des Ergebnis der vorherigen
Behauptung.

Fiir die Abschéitzung von ¢p2(s) unterscheide zwei Félle.
Sei zunédchst By > 1:

Seien a,, und M* wie in der Behauptung zuvor definiert und sei zusétzlich a;, = fs;, — 1.

p
Es gilt: > a, > Bsund Y. a,, =0, sowie Ym € M* : a2, > a,, und Ym ¢ M* : a?, >

meM* m=1 "
—a,y,. Es ist
1< 1 3
q12(s) = Bs — — Z(1+am)2—(1+atp) =B, — - p—1+Za§—atp .
p m=1 p m=1
Da die letzte Behandlung mindestens einmal auftritt, gilt a,, > 0.
Fall 1: Cltp =0
1 "L, 1 2
= qia(s) =B~ - [p—1+> a2 —a, | <B,——(p—1) - =B, (vgl. Beh. (3.3))
p — p p
-2 -1 -2 -2 -2
P fp P P P2 _PTf(p )
p p p p p

Fall 2: a;, = 1

1 P 1 -2
m=1

Fall 3: a;, > 2

1 2
:>Q12(S):Bs—5 p—1+2am+atp(atp—1)

m#ty >1
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4.1 Optimale Designs fiir das additive Modell

~1 1
:Bs—p——— Zafn—{— Z afnJratp
p P\ enr- meM*\{tp}
p—1 1
<Bg—— —— Z(—am)—l— Z U + ay,
p L yys meM*\{tp}
~1 1
cn- Y e X )
p p meM* meM*
—1 1 —1 2
=B, - (2% a.)<B -5,
r o \", 5. poop
_p=2p pml_pm2p
P P P

Also gilt fiir B, > 1, dass
qu(S) S T(Bs - 1) S —(Bs - 1)7

da B, —1>0.

Sei nun B, = 0. Dann ist

1< 1
Q12(s) = —5 (Z(l +a’m)2 —(1 +atp)> = —5 p—1+ Z a?n ‘f'afp — Gy
m#ty

——
>0

m=1

Da a;, > 0 und a;, € Ny ist, gilt afp — az, > 0 und daher insgesamt

ms) < —(p = 1) = (B - ).
[l

Mit dieser Vorarbeit konnen nun M S E-optimale Designs fiir den Fall p < ¢ berechnet
werden. Zunéchst wird der Spezialfall p = 2 betrachtet. Da hier nur zwei mogliche Klassen

von Behandlungssequenzen existieren, ergibt sich das folgende Resultat:
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4 Optimale und effiziente Designs fiir das additive Modell

Behauptung 4.5. Sei 2 = p <t und sei Ao die Menge aller (approximativer) Designs
mit t Behandlungen und 2 Perioden.
Definiere ds, als ein symmetrisches Design, welches nur Sequenzen s; = [1, 2] enthdlt.
Dann gilt:

min MSE(d) = MSE(dy,).

deAt’Q

Beweis. Es gilt:

Msp(@ > L=V (i>25 _ =17 Z—i(s

2T nT

mit 7 dem Anteil von Sequenzen s;. Damit folgt die Behauptung unmittelbar. O

Auch im Fall p > 3 kann die Untersuchung auf Designs, die nur aus den Sequenzen s;

und s, bestehen, beschriankt werden. Das zeigt die folgende Behauptung.

Behauptung 4.6. Sei 3 < p <t und sei A, die Menge aller (approximativer) Designs
mat t Behandlungen und p Perioden.
Sei B(d) = > m(s)Bs, die durchschnittliche Anzahl der aufeinanderfolgenden Behandlun-

gen je Ez’nhe;t im Design. Dann gilt Vd inA\,,,
1. Ist B(d) > 1: MSE(d) > MSE(ds,).
2. Ist B(d) < 1:

(t—1?%  (qaz\’ (t—1)? eL(B(d) 1)\
WD = S (lel) = n (p— 1- %B(d)) ! <p— - ﬁB(d)> ’

mit Gleichheit, wenn das Design symmetrisch ist und nur aus Sequenzen s1 und So
besteht.

Beweis. Aus Behauptung 4.4 ist bekannt, dass gg11 < p—1— %B(d) und gg12 < (B(d) —

p—1
l)p.
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4.1 Optimale Designs fiir das additive Modell

Ist B(d) > 1, sosind g1 <p—1-— % und (gq12)? > 0. Das bedeutet, dass fiir jedes
Design d mit B(d) > 1 gilt:

MSE(d) >

wobei d, das Design ist, dass nur aus Sequenzen s, besteht.
Ist B(d) <1, so gilt g2 < 0 und der M SFE(d) ist minimal, wenn gg12 so grof wie moglich
ist. Die Maxima in Behauptung 4.4 werden aber von Designs angenommen, die nur aus

Sequenzen s; und sy bestehen.

Fiir ein Design d, welches zum Anteil m aus Sequenzen der Klasse s; und zum Anteil
1 — 7 aus Sequenzen der Klasse sy besteht, gilt: B(d) =1 — . Mit gg1; =7 (p—1) +
(1 —m) (p —1- %) und qgi0 =7 (%) folgt die Gleichheit. Damit folgt die Behauptung.

]

Es ist bekannt, dass das Design d;, universell optimal zum Schétzen der Behandlungs-
effekte ist, wenn § = 0 ist. Damit ist es an diesem Punkt auch M SFE-optimal. Da der
Einfluss der Verzerrung im Bereich um 6 = 0 gering ist, ist es wahrscheinlich, dass dieses
Design auch in einem (kleinen) Bereich um 0 M S E-optimal sein. Dieser Bereich wird in

der folgenden Behauptung berechnet.

Behauptung 4.7. Sei 3 < p <t und sei A;, die Menge aller (approximativer) symme-
trischen Designs mit t Behandlungen und p Perioden.

Definiere ds, als das symmetrische Design, das nur aus Sequenzen s; besteht.
. —1)2p2 )
Dann gilt Vd € Ay ,: Ist 6 < W’ dann ist MSE (ds,) < MSE (d).

Beweis. Sei d ein Design mit dem Anteil 7 fiir Sequenzen s; und dem Anteil (1 — 7) fiir
Sequenzen ss. Definiere v = % Eine optimale Mischung beider Sequenzen kann mit

Hilfe der Ableitung des M SE nach m gefunden werden. Diese Ableitung ergibt sich zu:

OMSE  2(m(p—1)%(p+1)(p— 2)6 — vp*(p — 1) + 2v(1 — 7)p)
or (P* —p+2m —2) '

Durch Nullsetzen der Gleichung ergibt sich fiir festes 6 ein minimaler M SE, wenn gilt:

o vp(p+ D(p —2)
—2vp+0(p—1)*(p+1)(p —2)

= 7" (9).
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4 Optimale und effiziente Designs fiir das additive Modell

Die Ableitung von 7*(d) nach 0 ist:

or*(6)  —(up(lp—Dp+1)(p—2))?

a8 (2up —d(p—1)2(p+ 1)(p—2))*

Da die Ableitung negativ ist, sinkt das optimale 7 mit wachsendem 4.

Fur )
5 vp

T -+ p-2)

gilt m = 1.
Weiter gilt fiir die Ableitung an der Stelle 7 = 0:

OMSE (d) B —(2vp)

or |,y (—pP2+p+22~ "

Somit ist die Ableitung m € [0, 1) negativ, da die erste Nullstelle fiir § < d; grofker als 1
ist. Damit gilt fiir § < 07, dass der M SFE(d) sinkt, wenn 7 wichst und damit 7 = 1 den
minimalen M SFE fiir alle Mischungen liefert. O]

Fiir groferes ¢ ist das optimale Design eine Mischung aus Sequenzen s; und ss.

Korollar 4.8. Sei 3 < p <t und sei A, die Menge aller (approxzimativer) Designs mit
t Behandlungen und p Perioden.

Sei d* ein symmetrisches Design mit Sequenzen s; mit Anteil

. (t=1°p((—p)+2)
2t —1)2p—nd(p—1)°(p+1) (p— 2)

™

und Sequenzen so mit Anteil 1 — 7*.
Dann gilt Vd € Ay ist

(t—1)%p°

O Dt )2

— 5,

so folgt
MSE (d*) < MSE (d) .

Beweis. Es geniigt zu beweisen, dass die Mischung von 7* Sequenzen s; und (1 — 7*)

Sequenzen mit sy die beste unter allen Mischungen dieser Sequenzen ist. Sei m der Anteil
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4.2 M S E-FEffizienz verschiedener Designs

von Sequenzen $; in einem beliebigem Design und sei (1 — 7) der Anteil von sq. Definiere

vi= % Die Ableitung des M SFE dieses Designs nach 7 ergibt sich (wie in Behauptung
4.7) zu:
OMSE _ 2(r(p—1)*(p+1)(p—2)d —vp?(p — 1) + 2v(1 — 7)p)
omr (p? —p+ 21 —2)3 '
Nullsetzen und Lésen nach 7w ergibt 7*. O]

Es lasst sich feststellen, dass 7* sinkt, mit wachsendem ¢ aber immer grofser als 0 bleibt.
Am Punkt § = m ist 7 = 1 und da 7* nicht kleiner als 0 wird, existiert immer
ein giiltiges Design.

Beim Betrachten von 7* wird der Einfluss von n deutlich. Klar héheres n wird bei
gleichzeitigem Festhalten samtlicher anderer Parameter sowohl d;, das heiftt, der Punkt,
bis zu dem das Design d;, M SFE-optimal ist, verringert als auch, dass der Anteil an
Sequenzen s, im M SFE-optimalen Design steigt. So ist fiir die Situation ¢t = p = 3
01 = %, d.h. fiir n = 10 ist das Design dg, bis § = 9/20 = 0.45 optimal, wihrend es
bei Verdoppeln von n nur noch bis § = 9/40 = 0.225 optimal ist. Der optimale Anteil
der Sequenz s; an der Stelle 6 = 1 betragt in dieser Situation 7* = % und somit fiir
n=10 7" = % ~ 0.16 und fiir n = 20 7" = % ~ 0.08 gilt. (Der Anteil fallt nicht linear
in n.) Da in der Arbeit approximative Designs betrachtet werden sollen und damit n in
gewisser Art beliebig ist, wird der Schwerpunkt der Betrachtung auf 6 gelegt. Ein anderes
n andert nur die Anteile der Sequenzen fiir festes §, nicht aber die Sequenzen oder den

Verlauf der Anteile der Sequenzen iiber §.

4.2 MSE-Effizienz verschiedener Designs

Da im Normalfall die M S E-Optimalitét bei der Wahl des Designs keine (entscheidende)
Rolle spielt und deswegen nicht nur M S FE-optimale Plane gew&hlt werden, ist es sinnvoll,
die Effizienz eines Designs zu betrachten. Als Effizienz wird das Verhéltnis zwischen dem

optimalen (minimalen) MSE und dem MSE des vorliegenden Designs bezeichnet. Da
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4 Optimale und effiziente Designs fiir das additive Modell

der M SE minimiert wird, die Effizienz aber iiblicherweise zwischen 0 und 1 liegen soll,

wird die Effizienz eines Versuchsplans d wie folgt definiert:
Eff(d) = MSE,,/MSE(d).

Im Folgenden wird die Effizienz fiir die Falle p < ¢ und p > ¢ von je drei verschiedenen

Versuchsplénen untersucht: dy, bzw. d,,, ds, bzw. d,, und d,p;, den optimalen Plan zum

Schitzen der Behandlungseffekte im Modell mit carryover-Effekten. Weiter sei wieder
(t=1)

V= —"
n

Auch hier werden zwei Fille unterschieden. Zunéchst sei p > t. Der optimale M SE héangt
(wie in Behauptung 4.1 gezeigt) nicht von ¢ ab. Er berechnet sich zu:

pt(t — 1)
n((t—1)p2+r2—tr)

MSEopt -

Offensichtlich gilt
Eff(dopt) = 17

da das M S FE-optimale und das optimale Design zum Schétzen der Behandlungseftekte
nach Behauptung 4.1 identisch sind.
Fir das Design d,, berechnet sich der M SE zu:

pt(t —1)° Llelp =) + (= r)(r = 1))?
n(t —1)(p? —r?) (p? =12 4t(r —p?))?

MSE(d,,) =

Damit berechnet sich die Effizienz zu:

€q
A

MSE,  pt(t—1)2((t—1)p* +r(r—t))

= MSE(ds,) eq+on(lp—r)(p+r—1)+t(r—1))2

Eff (ds,)

Liegen keine carryover-Effekte vor, d.h. ist § = 0 hat dieser Plan Effizienz 1 (da er in
diesem Fall optimal ist). Die Effizienz dieses Designs geht mit wachsendem ¢ gegen 0.
Fiir das Design d, berechnet sich der M SE zu:

pt(t —1)° Lyl =t —1) —plp—1) +ptp —1))*

MSE(d,,) = n((t —1)p? +r2 —tr) (p? — r2 +t(r — p?))?
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Damit errechnet sich die Effizenz zu:

. MSEopt . (F]
- MSE(d,,) eq+on((t—1Dp2+ (1 —2)p+ (r—t)(r —1))2

Eff(ds,)

Die Effizienz verhalt sich analog wie die von d,,, insbesondere ist sie 1 fiir 6 = 0.

839

Betrachte nun p < t¢. Zunéchst sei § € [0,0;). Offensichtlich gilt hier

Eff(ds) = 1.
Es gilt:
v
MSE,,; = MSE(ds,) = + —
" (@) (p—1) p?
Fir das Design ds, berechnet sich der MSFE zu:
vp
MSE(ds,) = ———F——.
AT

Damit berechnet sich die Effizienz zu:

_ MSEy _ (0(p—1)+p*0)(p* —p—2)
Bfftda) = MSE(d;,) vpP(p — 1) '

Die Effizienz wichst mit 6 und betragt 1 — 2/(p(p — 1)) an der Stelle 6 = 0.

Das optimale Design im Model mit carryover-Effekten, das Kushner-Design, besteht aus

1
t(p—1)
verwechseln mit dem M .S E-optimalen Design, welches zu M SE,, fihrt. Der MSE des

Kushner-Designs d,,: berechnet sich zu:

einer Mischung von 7 =1 — Sequenzen s; und 1 — 7w Sequenzen S,. Es ist nicht zu

ptp—1lo_ (p— 1)2(t — pt + 1)

MSE(dopt) = pt(p _ 1)2 —9 (pt(p — 1)2 - 2)2

Damit berechnet sich die Effizienz zu:

EI o) = 75500
(wp?+6(p—1)) (plp—1)°t—2)°
-1 (-1 ((p—1t-1)75+upt(p(p—1)°t—2))
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An der Stelle § = 0 betrigt die Effizienz 1 — 2/(pt(p — 1)?), die sowohl von ¢ als auch p
abhéngt, aber nah an 1 (und somit nah am Wert des M S E-optimalen Designs) ist.

Betrachte nun ¢ > ¢;. Es ergibt sich nun, dass der optimale M SFE von ¢ abhéngt. Mit

der Mischung der Sequenzen s; und s, wie in Korollar 4.8 ergibt sich:

pv (pv)?

MSE,, = .
P At ) —2) 0P 2P tp -2

Dadurch errechnet sich die Effizienz des Designs d, zu:

MSEp _ wp® (p—1)° (p* —p—2) 6 — vp)
MSE(ds,) ~ d(p—1)(p+1)° (p—2)° (wp> +3(p— 1))

Eff(ds,) =

Die Effizienz féllt rasch gegen 0, wenn § wachst.
Genau umgekehrt verhélt sich die Effizienz von Design d, , da der Anteil von Sequenzen
so im M SFE-optimalen Design mit wachsendem ¢ steigt. Die Effizienz berechnet sich

zu:

MSEoy _ | vup
MSE(ds,) o(p—1)*(p+1)(p—2)

und strebt gegen 1 fiir grofses 4.

Eff(d82> =

Die letzte, aber bedeutendste Effizienz, ist die Effizienz des universell optimalen Designs

zum Schétzen der Behandlungseffekte. Diese berechnet sich zu:

MS Eop _ ((p — 2p? +p)t—2)2
MSE(doy)  6(p—1)°(p—2)*(p+1)°
y vp (op—(p—1)°(p—2) (p+ 1))
(L=p)(t(L—p)+1)*5—opt(p(p—1)*t—2)

Eff (dopt) -

Die Effizienz wéchst zunéchst mit d bis zu einem Punkt, an dem d,,; der M SE-optimale
Plan ist. Dieser Punkt existiert nach Korollar 4.8. Danach fallt sie, aber nicht so schnell
wie die Effizienz von ds, .

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass das optimale Design zum Schétzen der
Behandlungseffekte hoch effizient im Sinne des M SFE ist - zumindest solange  klein

genug ist.
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4.3 Anwendung an zwei Beispielen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der vorherigen Abschnitte an zwei Beispielen

angewandt.

Zunéachst wird der Fall p > t betrachtet. Mit der Behauptung 4.1 folgt, dass das M SE-
optimale Design ein optimales Design zum Schitzen der Behandlungseffekte ist. Wie
in Beispiel 4.6.4 aus Bose und Dey (2009) sei p = 6 und ¢ = 3. Dann existiert ein
exaktes optimales Design fiir n = 54. Mit Behauptung 4.1 ist 7 = 4/9, d.h. es gibt 24
Behandlungssequenzen aus der Klasse s3 = [123123] und 30 Behandlungssequenzen aus
der Klasse s, = [112233].

In Abbildung 4.1 auf der ndchsten Seite sind die Effizienzen dieser drei Designs dargestellt.
Die Effizienz von dg, als auch von dj, féllt schnell, wenn § steigt, aber die Effizienz von
ds, ist immer geringer als die von dg,. Da das M .SE-optimale und das optimale Design
zum Schéitzen der Behandlungseffekte zusammenfallen, hat dieses Design Effizienz 1.

Liegen keine carryover-Effekte vor, ist also 6 = 0, so haben alle Designs die Effizienz 1.

Folglich lautet hier die Empfehlung, das optimale Design d,,; zu benutzen, da es in jeder
Hinsicht, d.h. sowohl zum Schétzen der Behandlungseffekte im Modell mit und ohne
carryover-Effekte als auch im Sinne des M S'E optimal ist. In dieser Situation besteht d,,
(nach Behauptung 4.1) zum Anteil 7 = 4/9, d.h. 24 Behandlungen, aus Sequenzen der
Art [123123] und zum Anteil 5/9, d.h. 30 Einheiten, aus Sequenzen der Form [112233].

An dieser Stelle sei auf den Unterschied zwischen symmetrischen und perfekt symmetri-
schen Designs verwiesen. In Cheng und Wu (1980) wird in Gleichung (3.1) ein Design
fiir t = 3 und p = 6 angegeben, welches nur 9 Einheiten benotigt, symmetrisch ist und
sich genauso wie das eben beschriebene Beispiel verhélt. Es besteht jedoch aus drei
Sequenzklassen, neben Sequenzen sz und sy zusitzlich Sequenzen der Art [122331]. Das
Design ist jedoch nicht perfekt symmetrisch, da beispielsweise die Sequenz [322113] nicht
auftritt, jedoch eine Vertauschung der Behandlungsnamen von [122331] ist. Somit zeigt
sich, dass die Beschrinkung auf perfekt symmetrische Designs in der exakten Versuchs-
planung zu einer Vergroferung des Experiments fithren kann. Da in der Arbeit jedoch nur
approximative Designs betrachtet werden und daher n lediglich in Beispielen benétigt
wird und die praktische Relevanz in der Effizienz der Designs liegt, ist die Beschrankung

auf perfekt symmetrische Designs sinnvoll.
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Abbildung 4.1: M SE-Effizienzen fiir die Designs ds, (durchgezogene Linie), dj,
(gestrichelte Linie) und d,p: (gepunktete Linie) fiir die Parameter
p==6,t=3,n=>54und § € [0, 1].

Sei nun p < ¢t mit p = 3 und ¢ = 4. In Bose und Dey (2009) wird in Beispiel 4.6.2 ein
exaktes Design fiir n = 48 vorgeschlagen, welches zum Anteil %, d.h. 42 Einheiten, aus
Behandlungssequenzen s; = [123] und zum Anteil %,d.h. 6 Einheiten, aus Sequenzen sy =
[122] besteht. Aus den Behauptungen 4.7 und 4.8 ist bekannt, dass die optimale Aufteilung
der Sequenzen von 0 und ¢ abhéngt. Der Wert 6; berechnet sich zu 5225 = 22 ~ 0.21.
Der M S E-optimale Anteil von Behandlungssequenzen s; ist in Abbildung 4.2 auf der
ndchsten Seite dargestellt. Der optimale Anteil fallt stark mit gréfer werdendem 6y, wird
aber nie 0. An der Stelle 6 = 1 ist der optimale Anteil noch bei 0.15. Mit diesem Wissen ist
es moglich, die Effizienzen der drei konkurrierenden Designs zu berechnen. Diese sind in
Abbildung 4.3 auf Seite 39 abgebildet. Es ist nicht iiberraschend, dass die Effizienz von d,
mit ¢ wichst und dass die Effizienz von d,, mit wachsendem ¢ sinkt. Der interessanteste
Verlauf ist der des optimalen Designs zum Schéitzen der Behandlungseffekte. Hier steigt
die Effizienz zunachst auf 1 an, fallt danach aber wieder ab. Dabei hat d,,; eine hohere

Effizienz als d,,. Da der optimale Anteil von s;, m im Bereich (0, 1] liegt, gibt es eine
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4.3 Anwendung an zwei Beispielen

Stelle 0, sodass die Designs d,, und d,,; Effizienz 1 haben, aber keine Stelle, sodass gilt:
Eff(ds,) =1.

1.0

0.8
\

0.4

0.2

0.0 0.2 04 06 038 1.0

Abbildung 4.2: Anteil 7 der Sequenzen s; in Abhéngigkeit von ¢ fiir p = 3,t =4
und n = 48.

Es zeigt sich wieder, dass optimale Designs zum Schéatzen der Behandlungseffekte im
Modell mit und ohne carryover-Effekte sehr effizient im Sinne des M SFE sind, solange

klein ist.
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4 Optimale und effiziente Designs fiir das additive Modell

0.95
\

Effizienz
0.85
\

0.75
|

0.65

Abbildung 4.3: M SE-Effizienzen fiir die Designs ds, (durchgezogene Linie), d;,
(gestrichelte Linie) und d,p: (gepunktete Linie) fiir die Parameter
p=23,t=4,n=48 und 0 € [0, 1]. Die vertikale, gestrichelte Linie
markiert den Punkt d;.

39



5 Erweiterung des Modells und
MSE 4 s-Optimalitat

In diesem Kapitel werden die Methoden der vorherigen Kapitel erweitert. Zunéchst
wird gezeigt, dass die erarbeiteten Ergebnisse auch auf ein Modell mit Periodeneffekten
iibertragbar sind. Danach wird mit der M SFE4-Optimalitit ein weiteres Konzept der
M S E-Optimalitat vorgestellt.

5.1 Optimale Designs fiir das Modell mit

Periodeneffekten

In der Praxis werden héufig neben Einheiten- auch Periodeneffekte betrachtet. So ist es
in der Sensorik bekannt, dass insbesondere die erste Periode anders bewertet wird als
spitere Perioden. Wird das Modell um einen Periodeneffekt erweitert, so erweitert sich
das Modell (2.1) zu

y=p+ Pa+ BB+ Tyt + Lap + ¢,

wobei a der Vektor der Periodeneffekte und P = 1,, ® I, die zugehdrige Designmatrix ist.
Die Informationsmatrix des Modells kann dann (mit einem Argument von Kunert und

Martin (2000)) wie folgt geschrieben werden:

Mg = T{w* ([P, B) Ty
Mde = HthdTWL ([P, B]) Ta
My = H,LYw* ([P, B)) LqH,
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5 Erweiterung des Modells und M SE 4 s-Optimalitat

Es gilt fiir den M SE(d) eines (perfekt) symmetrischen Designs:

MSE(d) = (t—1)° +5<"(]‘:4d12)>2.

tT’(MdH) tT(Mdll)

Dadurch éndern sich die Berechnungen der Spuren tr <Md11> und tr (Md12> fir dieses
Modell. Insbesondere ist es nicht mehr moglich, die Spuren eines Designs als gewichtete
Spuren der Behandlungssequenzen darzustellen. Nach Cheng und Wu (1980) konnen

diese Spuren wie folgt berechnet werden:

¢t p ¢
~ o 1 2 1 2
tr(Ma1) == nqa1 = nqa1 — - E E L + _np ;_1 o

i=1 k=1
und
t

Lp
) ] 1 - )
tr(Ma2) = nqaz = nqaz — - SN lairla + o > raitar

i=1 k=1 1=1

Dabei bezeichnet [4;, die Haufigkeit von Behandlung i in Periode k, Zdik die Haufigkeit
von Behandlung ¢ in Periode k — 1, wobei gilt lNdﬂ = 0, ry; die Haufigkeit von Behandlung
1 und 74 die Haufigkeit von Behandlung ¢ in den ersten p — 1 Perioden. ¢g;1 und gg12
sind die entsprechenden Werte aus dem Modell ohne Periodeneffekte.

Beispiel 4.6 in Kunert (1983) zeigt, dass nicht-symmetrische Designs existieren, fiir die
Mo = 0, aber Mo # 0 gilt. Weiter gilt, dass tr(]\7[d12) # tr(Mg2) nur erreicht werden
kann, wenn tr(Mg1) < tr(Myy) gilt. Somit vergroRert sich die Varianz der Schétzer
im Design in jedem Fall und es folgt direkt, dass fiir sehr kleine carryover-Effekte (und
insbesondere fiir den Fall nicht-existierender carryover-Effekte) die optimalen Designs im
Modell ohne Periodeneffekte optimal bleiben.

Da fiir perfekt symmetrische Designs V1 < ¢ < p,1 < k < p : lgp = % und V1 <
Pi<pl1<k<p:luy= prfil gilt, folgt direkt tr(Ma1) = nqqyy und tr(Mgs) = 1 qaro.
Deswegen gelten fiir den Fall p > t die Ergebnisse aus Behauptung 4.1 auch fiir das

Modell mit Periodeneffekten.

Erneut ist der Fall p < ¢t komplizierter. Zunéichst wird gezeigt, dass fiir eine grofe

Klasse von Designs der Verlust in der Spur tr(Mdn) grofer als der mogliche Gewinn fiir
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5.1 Optimale Designs fiir das Modell mit Periodeneftekten

|tr(Myy5)| ist. Hier bezeichnen Gewinn und Verlust jeweils den Unterschied zum (perfekt)

symmetrischen Design.

Behauptung 5.1. Sei Qt,n,p die Menge aller Designs mit t Behandlungen, n Einheiten
und p Perioden, fiir die gilt, dass alle Behandlungen gleich hdaufig auftreten, d.h. rqg =
1 <i<t.

Ist d € Q) s0 gilt, dass

tr (Tjw (w™ (B) P) Ty) > |tr(HLjw (w™ (B) P) Ty)|.
Beweis. Aus der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung ist bekannt, dass |Gai2| < v/qa11Gao2-
Analog gilt fiir den orthogonalen Projektor @ = w (w* (B) P) = w* (B) —w* (BP) =
S PP — 1,10

tr (T; QTy) tr (H,LjQLqH,) > |tr(H, L QTy)|*.

Es ist weiterhin bekannt, dass tr (Tg QTd) der Verlust in My;; und [tr(H,FFQTy)| der
Gewinn in Mdlg ist. Somit reicht es zu zeigen, dass tr (TfQTd) > tr (HtLdTQLdHt) gilt.
Es gilt:

t
TdQTd =— ZZ ld” ldj —%Z(Tdi—fd.y

=1 j5=1
t p—1 t -
tr (H,LYQLaH,) =~ Z S (layy — 1ag)” - n—p Z (Fai — Ta.)”
i=1 j=o
1 t p B ) 1 t o
:E Z Z (ldij — ld~j) — n— Z (sz' — T’d.)
i=1 j=1 P
1 o 2 2 o _
- Z (ldzp ld p) + n_p Z (rdz - fd ) (ldzp ld p)
i=1 i=1
1 < _ L2
o ; (laip = lap)
1 t
=tr (TdTQTd) TL_p Z(p + 1) (ldzp ldp)z
i=1
2 « _
—i—n—p;(mz Ta.)(laip — la.)
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5 Erweiterung des Modells und M SE 4 s-Optimalitat

Fiir rg; = “2,1 <@ < ¢t gilt:

2 < B
n_p ;(Tdi — Fd-)(ldip - ld> =0
und daher:
1 & B
tr (H,LYQLyH,) — tr (Tf QTy) = o > (p+1) (laip — lup)> < 0.
=1
O

Mit diesem Ergebnis kann nun gezeigt werden, dass fiir jedes Design d aus der Klasse
aller Designs, in der jede Behandlung gleich haufig auftritt, immer ein symmetrisches
Design d* gefunden werden kann, welches eine kleinere oder gleich grofte Verzerrung hat

und dessen Varianz ebenfalls nicht grofser ist.

Behauptung 5.2. Set 3 < p <t und sei At,p die Menge aller perfekt symmetrischer

(approzimativer) Designs mit t Behandlungen und p Perioden.

. . RN 2
Dann gilt: Vd € Q,,, 3d* € Ay, mit (%) > (gj’;—ﬁ) und qge11 > Gau1. Fir d* gilt
dann: MSE(d*) < MSE(d).

N2 P
Beweis. Fall 1: (‘”—12> > (l) )
4qd11 p

Definiere d,, als das perfekt symmetrische Design, das nur Behandlungssequenzen s;

enthélt. Dann gilt:
2 2 - 2
() - () < ()
dd,, 11 p ddi11

Mit gai1 < a1 < G, 11 folgt die Behauptung.

N 2
Fall 2: (@) < <l> und gg12 > 0.

qd11 p
Dann folgt B; > 1 und damit g1 < g1 < dd,,11 Mit ds, dem Design, dass nur aus

|>Q

NG . 2
Sequenzen s, besteht. Da d,,12 =0 folgt: < 312) > <qd—212> und Qds,11 = qdi1- Damit

11 = \ddsy11

Ky

folgt die Behauptung.

N 2
Fall 3: (?Uﬂ) < <l> und gg12 < 0.

dd11 p
Sei dy das perfekt symmetrische Design, das aus Behandlungssequenzen s; mit Anteil
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5.1 Optimale Designs fiir das Modell mit Periodeneftekten

T = |qu12|]% und Behandlungssequenzen s, mit Anteil 1 — 7 besteht.

Dann gilt nach Konstruktion |ggi2| = |qay12| und ga,11 =p—1 — 1% + %.

Die Spuren G411 und |gai2| konnen in die aus dem Modell ohne Periodeneffekte (die ’alten’

Spuren) und die Verdnderung durch den Periodeneffekt aufgespalten werden. Es ergeben
sich dann a1 = qa11 — qai1,airs und |Gara| > |qarz2| — |qar2,air¢|- Mit Behauptung 5.1 ergibt
sich: 0 <'|qai2,diff| < Garn,aifs-
Es reicht ¢q11 < Ga,11 zu zeigen. Es gilt
. 2 2|qq N
Qay11 — Ga1 =p—1——+ M — qad11
p p—1

2 2
>p—1— Z_? + ]: (’%12! - \qdm,diff!)

— qq11 + qa11,diff

2 ol +p—3
-1 qd12| — qd11 p—1
2

p—1

2
ZP—1—1—9+ |qa12,dif f|

2
Zp—1—1—9+ |qa12] — qan

Ist d eine (beliebige) Mischung aus Behandlungssequenzen s; und s, ergibt sich
2 ol 2yl
— 412l — 49511 = - — P
p—1 da =

und mit Behauptung 4.4 folgt:

2
p—1

2

|qa12] — qa11 > - —p+1
p

fiir (ein beliebiges) Design d. Insgesamt gilt

Qdo11 — Gan1 = 0

und damit folgt die Behauptung. ]

Somit koénnen die Berechnungen fiir das Modell ohne Periodeneffekte auf eine grofse
Klasse von Designs im Modell mit Periodeneffekt ausgeweitet werden. Es bleiben jedoch

zwei offene Fragen.
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5 Erweiterung des Modells und M SE 4 s-Optimalitat

Fiir p = 2 lasst sich der vorherige Beweis nicht tibertragen. Hedayat und Zhao (1990)
fiihren ein Verfahren ein, welches das Problem von optimalen Versuchspldnen im Cros-
sover Design auf ein einfaches Blockdesign iibertriagt. Auch dieses Verfahren ist nicht
iibertragbar und so bleibt die Problemstellung fiir p = 2 eine offene Frage fiir die Klasse
aller Designs bei denen alle Behandlungen gleich hiufig auftreten.

Ohne diese Einschrinkung kann gezeigt werden, dass die Vollstandigkeit perfekt symme-
trischer Designs nicht vorliegt. Fiir den Fall p = 2 existieren, symmetrische, aber nicht
perfekt symmetrische Designs, deren Schétzer im Modell mit Periodeneffekt erwartungs-
treu sind (vgl. Hedayat und Zhao 1990; Kunert 1983). Diese Designs kénnen dadurch
konstruiert werden, dass in der ersten Periode nur eine Behandlung auftaucht und in der

zweiten Periode jede Behandlung gleich haufig. So ein Design sei

A A A A

dlz
A A B B

fiir p =t = 2 und n = 4. Die Perioden entsprechen hier den Zeilen. Fiir dieses Design
gilt im Modell mit Periodeneffekt: ngq 12 = 0, wahrend fiir das zugehorige perfekt

symmetrische Design

A A B B
d2 =
A B A B
Nqay12 = NQGa,12 = —1 gilt. Es kann kein perfekt symmetrisches Design mit gg2 = 0

gefunden werden. Es gilt weiter fiir d; ngg,11 = 1. Fiir ein perfekt symmetrisches Design
fallen die Werte aus dem Modell und ohne Periodeneffekt zusammen. Damit ergibt sich
fiir ein perfekt symmetrisches Design d,;, welches zum Anteil 7 aus der Sequenz s; = [12]
und zum Anteil 1 — 7 aus der Sequenz sy = [11] besteht, fiir den M SE (vgl. Behauptung
4.5) firt =p=2und n = 4:

t-12 1. 1 1

1
5= — 4L 5> =
nm +45 47r+46_4(1+5)

MSE(d,) =
wiahrend fiir d; gilt (da Mgy, und Mo vollstédndig symmetrisch sind):

MSE(dy) =1
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5.2 MSE 4 s-Optimalitét

gilt. Somit gilt fiir § > 3: MSE(dy) < MSE(d,) und die Vollstdndigkeit perfekt sym-
metrischer Designs ist fiir p = 2 widerlegt. Dieses Design widerspricht jedoch nicht der

Vollstéandigkeit fiir die Klasse der Designs, in der jede Behandlung gleich héufig auftritt.

Ebenso offen bleibt die Frage, ob die symmetrischen Designs eine vollstandige Klasse
fir simtliche Designs sind. Es ist zu beachten, dass sich die Beispiele von Kunert (1983)
allesamt auf den Fall p > t beziehen und daher an dieser Stelle zu keinen Problemen

fihren.

5.2 MSEA(;—Optimalitéit

Der bisherige Ansatz der M SEpg s-Optimalitat lasst sich als Minimum des maximalen
MSE interpretieren und hat somit die selbe Idee wie die E-Optimalitdt beim Suchen
optimaler Designs fiir Behandlungseffekte. Azais und Druilhet (1997) présentieren einen
anderen Ansatz, indem sie die mittlere Verzerrung iiber alle o; fiir die § = o H,o; gilt,
betrachten. Auf den M SE iibertragen lésst sich das MSE 4 s-Kriterium fiir ein Design,

deren Informationsmatrix im Modell ohne carryover-Effekte Rang ¢ — 1 hat, wie folgt

definieren:
1 t—1
MSEAﬁ(d) = Uth(M;EI) + (5; Z )\i(Mc%iZM(jllMJllMdl?)'
i=1
Da

tf
M (Mg MG M Mag) <Y N(Mg M M M)

=1

—

gilt, folgt mit der Abschiatzung aus Behauptung 3.3

(t — 1)2 —|—6 1 (tT(Mdlg))Q

MSE4s(d) = tr(Myi) t—1(tr(Mg1))?

Fiir (perfekt) symmetrische Designs berechnet sich der M SE 4 5 zu

(t—1) (5(?57“(Md12))2

MSEas(d) > tr(Mai) + (tr(Mai1))?’
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5 Erweiterung des Modells und M SE 4 s-Optimalitat

da alle Eigenwerte identisch sind.

Somit kann nur gezeigt werden, dass ein symmetrisches Design maximal die (¢t — 1)-fache
quadrierte Verzerrung eines beliebigen nicht-symmetrischen Designs mit gleichen Spuren
M1 und My hat. Insbesondere gilt aber weiterhin, dass die Varianz eines Designs mit

gleicher Spur My;; durch das symmetrische Design minimiert wird.

Fiir den Fall p > t lésst sich einfach zeigen, dass symmetrische Designs eine vollstdndige
Klasse unter allen moglichen Designs bilden, da hier Designs konstruiert werden koénnen,
die die Varianz der Schéitzer minimieren und deren Schéitzer erwartungstreu sind. Es

ergibt sich ein weiteres Korollar zu Behauptung 4.1:

Korollar 5.3. Sei p > t und Ay, die Menge aller (approximativer) Designs mit t
Behandlungen und p Perioden.

Sei d* das Design, welches aus Sequenzen sz mit Anteil

(r=1—-r)+plp-1)
pt(p — 1)

7'('1:1—

und aus Sequenzen sy mit Anteil m1o = 1 — w1 besteht. Dann gilt:

Vd € At,p : MSEA(d) > MSEA(d*)

Beweis. Folgt direkt aus Behauptung 4.1, da g4+10 = 0 gilt und d* universell optimal ist,

d.h. g411 maximiert. O

Fiir p < t ist die Vollstandigkeit symmetrischer Designs ein offenes Problem. Es ist
zu beachten, dass die Varianz eines symmetrischen Designs immer maximal so grofs
ist wie die eines nicht-symmetrischen Designs bei gleicher Spur. Daher ist maximal ein
Gewinn in der quadrierten Verzerrung moglich. Ebenso macht die Vorstellung, dass
in einem symmetrischen Design Ausreifer des M SE, s in beide Richtungen vermieden
werden, da jede Behandlung und auch jeder carryover-Effekt gleich haufig auftreten,
die Optimalitdt von symmetrischen Desigs glaubwiirdig. Es ist somit plausibel, dass
symmetrische Designs auch im Falle der M SE4 ;-Optimalitat eine vollsténdige Klasse
bilden. Simulationen bestétigen diesen Eindruck, dass die untere Schranke fiir den M SE 4
eines beliebigen Designs d die eines symmetrischen Designs mit gleichen Spuren von Mg

und Mgy ist. Dieses Verhalten lasst sich auch im Fall p > t beobachten, gleichwohl hier die
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5.2 MSE 4 s-Optimalitét

Vollstandigkeit symmetrischer Designs bereits durch die Konstruktion verzerrungsfreier
Designs begriindet ist. Insbesondere fiir die nicht-symmetrischen Beispiele aus Kunert
(1983) wird die Schranke fiir symmetrische Designs eingehalten.

Eine Beschrankung auf symmetrische Designs kann zusétzlich durch die Optimalitat
dieser Designs in nahezu allen relevanten Optimalitatskriterien gerechtfertigt werden.
Die Ahnlichkeit der unteren Schranken fiir das MSF 4,6- und M SEg s-Kriterium fiihrt
dazu, dass sich samtliche Ergebnisse aus dem vorherigen Kapitel iibertragen lassen.
(Wobei 6 durch (¢ — 1) ersetzt werden muss.) Insbesondere die Beschréankung auf die
Behandlungssequenzen s; und s, bzw. s3 und s, ist auch hier moglich. Da fiir die
Behandlungseffekte in der Regel universell optimale Designs gefunden werden, die dann
sowohl E- als auch A-optimal sind, ist auch die Berechnung der Effizienzen (und damit

der Schlussfolgerungen) iibertragbar.

Neben dem A- und dem E-Kriterium existieren noch weitere Optimalitatskriterien wie die
D- oder MV -Optimalitit. Fiir viele dieser Kriterien gilt die universelle Optimalitat fiir
die Schétzer der Behandlungseffekte nach Kiefer (1975). Fiir diese Optimalitétskriterien
ist bislang kein M S E-Pendant entwickelt worden. Da die Interpretation von M .S Eg s und
MSFE, ;s allerdings bereits die praktisch relevanten Félle (Minimierung des durchschnitt-
lichen oder des maximalen M SE) abdeckt, findet eine weitere Beschéftigung hiermit an
dieser Stelle nicht statt. Stattdessen werden im Folgenden verschiedene Modellierungen

des carryover-Effekts betrachtet.
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6 Weitere Modellierungen des

carryover-Effektes

Das additive Modell, das bislang betrachtet wurde, ist fiir viele Anwendungen auf Grund
der Simplizitdt des Modells, nicht angemessen. Daher wurden weitere Modelle entwickelt,
carryover-Effekte zu modellieren. In diesem Kapitel werden die Ergebnisse des Kapitels 4

auf andere Modellierungen des carryover-Effektes tibertragen.

6.1 Modell mit proportionalen carryover-Effekten

Wurde bislang der carryover-Effekt unabhéngig vom (direkten) Behandlungseffekt der
selben Behandlung betrachtet, ist eine Idee, dass Behandlungs- und carryover-Effekt
einer Behandlung proportional zusammenhéngen. Kempton, Ferris und David (2001)
greifen diese Idee auf und schlagen das Modell mit proportionalen carryover-Effekten
vor. In diesem Modell ist der carryover-Effekt proportional zum Behandlungseffekt der

Behandlung, die in der Vorperiode verabreicht wurde, d.h. das Modell 2.1 wird zu
Yij = M+ a; + B + Tagij) + KTagj—1) + €ij (6.1)
bzw. in Matrixschreibweise
Y =pu+ Pa+ BB+ Tyt + kLT + €.

Dabei ist k € R der Proportionalitatsfaktor. Insbesondere in der Sensometrie ist dieses
Modell sehr plausibel. So kann der starke Geschmack eines Produkts starker auf die

nachsten Produkte wirken als wenn iiberhaupt gar keine Geschmacksnerven angesprochen
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6.1 Modell mit proportionalen carryover-Effekten

werden. Da x € R ist, schliefst dies insbesondere negative x (d.h. ein grofser Haupteffekt
fithrt zu negativem carryover) und |k| > 1 (d.h. der carryover-Effekt ist grofer als der
Haupteffekt) ein. Fiir beide Félle gibt es plausible Anwendungen. Das Hauptproblem
dieses Modells ist, dass es nicht mehr linear fiir die Schatzung der Haupt- und carryover-
Effekte ist. Durch die Nicht-Linearitit ist zum Beispiel das A-Kriterium abhéngig von

den wahren Behandlungsparametern und dem Proportionalitdtskoeffizienten.

In der Literatur finden sich verschiedene Moglichkeiten, mit diesem Problem umzugehen.
Kempton, Ferris und David (2001) schlagen vor, statt des A-Kriteriums den Erwar-
tungswert des A-Kriteriums zu verwenden. Dieses Kriterium nennen sie I A. Hierfiir
benétigt es Vorwissen bzw. Annahmen iiber die Verteilung von Behandlungseffekten und
Proportionalitéatskoeffizient. Alternativ schlagen sie das M A-Kriterium vor, das (analog
zum E-Kriterium) den maximalen Wert fiir das A-Kriterium betrachtet. Dieser Ansatz
wird auch von Bailey und Kunert (2006) verfolgt. Dabei beschrénken sie sich auf den
(praktisch relevanten) Fall, dass |x| < 1 gilt. Sie zeigen, dass ein vollsténdig balanziertes
Design , d.h. heifsit ein Youden-Design, bei welchem zuséatzlich die carryover-Effekte in
den Blocken sowie im gesamten Design als auch die Anzahl von Behandlungen in denen
zwei voneinander verschiedene Behandlugen in den (p — 1)-sten Perioden auftreten gleich
ist, optimal im Sinne des I A-Kritierums fiir einen beliebigen Proportionalitéatsfaktor ist,
wenn die Klasse der konkurriende Designs auf alle Designs, bei denen keine Behandlung
direkt wiederholt wird, eingeschrankt wird. Ohne diese Einschriankung sind diese Designs
fiir einen grofen Bereich von |k| optimal. Im Gegensatz zu Bailey und Kunert (2006)
setzen Bose und Stufken (2007) voraus, dass k bekannt ist und berechnen dann optimale
Designs. Durch das Fehlen der Linearitét ist es nicht moglich, einen Plan zu finden, der
unabhéngig vom Proportionalitatskoeffizienten optimal ist, sondern nur Pléne, die in
Abhéngigkeit von k optimal sind. Bose und Stufken (2007) geben fiir ganz konkrete
Fille von p und t optimale Designs an. Es zeigt, sich dass bereits fiir relativ simple Fille
wie p = 4,t = 2 unterschiedliche Designs optimal (fiir negativen Proportionalitétsfaktor
das Design, dass nur aus Sequenzen der Klasse [1122] besteht; fiir positiven Propor-
tionalitatsfaktor, das Design, dass nur aus Sequenzen der Klasse [1212] besteht) sind.
Zheng (2013) verallgemeinert diese Ergebnisse und entwickelt Designs, die A-optimal
unabhéngig von x sind und erweitertet fiir die anderen Optimalitédten die Bereiche von &,
fiir die ein Design optimal ist. Dafiir gibt er Bedingungen an, die denen von Kushner

(1997) ahneln. Sein Vorgehen ist dabei bayesianisch, da eine a priori Verteilung des
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6 Weitere Modellierungen des carryover-Effektes

Proportionalitatskoeffizienten in die Kriterien aufgenommen wird. Er zeigt, dass die
universell optimalen Designs zum Schétzen der Behandlungseffekte fiir einen grofen
Bereich des Proportionalitatskoeffizienten optimal bleiben, unabhéngig davon, welches

Design gewéhlt wird.

Das Modell mit proportionalen carryover-Effekten lédsst sich als Spezialfall des additiven
Modells, fiir das p = k7 gilt, ausdriicken. Dieser Zusammenhang ermoglicht es, die
Ergebnisse des vorherigen Kapitels auf dieses Modell zu iibertragen. Dabei ist zu beachten,
dass die Berechnung der carryover-Effekte sowie von optimalen Designs fiir das Modell
mit carryover-Effekten durch die Nicht-Linearitdt deutlich erschwert wird, die Definition
von Mgy;; und somit auch der Spuren g4;; jedoch identisch bleiben. Fiir den M SE bedeutet
dies, dass der M SE nun als schlechtest méglicher Fall fiir & = (k7)7(k7) = £26 und nicht
mehr fiir § = o’ o definiert wird. Es ergibt sich

MSE(d) = max (o’tr (Mj,) + (k7)" M, M MG Maio (k7))

b=(k7)T (k7)

= o%tr(My,,) + oM (Mho M M M) - (6.2)

Analog zum additiven Modell gilt hier fiir (perfekt) symmetrische Designs, dass das

Maximum angenommen wird, wenn 177 = 0 und damit k2777 = k277 H,1 gilt.

Fiir den Fall zweier Behandlungen, ¢ = 2 ist das Modell mit proportionalen carryover-
Effekten ein Spezialfall des additiven Modells (Bailey und Kunert 2006). Daher kann

t > 3 angenommen werden. Die Behandlungssequenzen seien wie zuvor definiert.

Durch das Ubertragen der Ergebnisse des vorherigen Kapitels ergeben sich folgende

Ergebnisse:

Behauptung 6.1. Seip >t und sei A, die Menge aller (approximativer) Designs mit
t Behandlungen und p Perioden.
Setr d* das Design aus Behauptung 4.1, das heifit, das Design, welches aus Behandlungs-

sequenzen sz mit Anteil

(r=1@—-7r)+plp-1)
pt(p — 1)

771:1—

und aus Behandlungssequenzen s, mit Anteil w9 = 1 — w1 besteht.

Dann gilt:

o1



6.1 Modell mit proportionalen carryover-Effekten

1. Vd € Ay MSE(d) > MSE(d")

2. d* ist universell optimal im Modell ohne carryover-Effekte und &, 5,-optimal im
Modell mit proportionalen carryover-Effekten. &, y, ist dabei die von Zheng (2013)
vorgeschlagene Variante der E-Optimalitit, wobei g eine a priori- Vertellung der
Behandlungseffekte und \g der Proportionalitdtskoeffizient ist. Dieses Kriterium
mazximiert den minimalen Eigenwert der verschieden von Null ist, wobei diese Werte

dann tber die a priori-Verteilung g integriert werden.

Beweis. 1. Folgt aus Behauptung 4.1, da gg4<12 = 0 und ¢4+1; maximiert wird.
2. Folgt mit Korollar 2 in Zheng (2013) und Behauptung 4.1.

]

Somit lassen sich zumindest fiir den Fall p > t Designs finden, die sowohl im Modell
mit als auch ohne carryover-Effekte optimal zum Schétzen der Behandlungseffekte
und zudem M SFE-optimal sind. Es ist zu beachten, dass nur fiir den Spezialfall der
&y 2-Optimalitét das optimale Design zum Schatzen der Behandlungseffekte nicht vom

Proportionalitéitskoeffizienten abhéangt.

Auch fiir den Fall p < t lassen sich die Ergebnisse nahezu vollstandig tibertragen. Zunéchst

gilt firp=2<t:

Behauptung 6.2. Sei 2 =p <t und sei A5 die Menge aller (approxzimativer) Designs
mit t Behandlungen und 2 Perioden.

Definiere dg, als ein symmetrisches Design, welches nur Sequenzen s; = [1, 2| enthdlt.

Dann gilt:
min MSE(d) = MSE(ds,).
deA¢ 2
Beweis. Folgt mit Behauptung 4.5, wenn ¢§ := 0 gilt. [

Fiir 3 < p <t lassen sich ebenfalls die Ergebnisse des additiven Modells {ibertragen. Es
gilt:
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6 Weitere Modellierungen des carryover-Effektes

Behauptung 6.3. Sei 3 < p <t und sei A, die Menge aller (approximativer) Designs
mat t Behandlungen und p Perioden.

Definiere ds, als das symmetrische Design, das nur aus Sequenzen sy besteht.

Dann gilt Vd € Ay : Ist § < %, dann ist MSE (ds,) < MSE (d).

Beweis. Folgt mit Behauptung 4.7, wenn 6 := 0 gilt. O]

Auch fiir groferes 6 lasst sich die entsprechende Behauptung umformen zu:

Behauptung 6.4. Sei 3 < p <t und sei A, die Menge aller (approximativer) Designs
mit t Behandlungen und p Perioden.

Sei d* ein symmetrisches Design mit Sequenzen s; mit Anteil

- (t =11 —p)+2)
2(t—1)p—né(p—1)*(p+1)(p—2)

und Sequenzen sy mit Anteil 1 — 7*.
Dann gilt Vd € A ,: Wenn

; (t—1)%p*

O e T =D 51 : MSE (d*) < MSE (d).

Beweis. Folgt mit Behauptung 4.8, wenn ¢ := 5 gilt. O

Fiir die Effizienzen der verschiedenen Designs gilt, dass simtliche Ergebnisse aus Abschnitt
4.2 fiir den Fall p > t auf das Modell mit proportionalen carryover-Effekten iibertragbar
sind. Dabei muss nur § durch 0 ersetzt werden. Da zudem in diesem Fall Ef f (dopt) =1
gilt, wird auf eine ndhere Betrachtung in diesem Fall verzichtet.

Dasselbe gilt ebenfalls fiir den Fall p < ¢, wenn Optimalitat &, ,,-Optimalitat bedeutet.
Da nur diese unabhéngig vom (unbekannten) Proportionalitétskoeffizienten ist, ist diese
Wahl aber sinnvoll und passend zur M .S Eg-Optimalitiat. Daher konnen auch hier die

Ergebnisse aus Abschnitt 4.2 iibertragen werden, wenn 6 durch § ersetzt wird.

In der Anwendung lassen sich die Beispiele von Abschnitt 4.3 komplett iibertragen. Durch
den Proportionalitdtskoeffizienten werden die Grenzen und die Anteile verdandert, der
Verlauf bleibt aber gleich. Da an dieser Stelle kein zuséatzlicher Nutzen entsteht, wird auf

eine konkrete Berechnung verzichtet.
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6.2 Modell mit self- und mixed-carryover-Effekten

Zusammenfassend lasst sich fiir das proportional carryover-Modell festhalten, dass das
universell optimale Design aus dem Modell ohne carryover-Effekte empfehlenswert ist, so
lange der Proportionalitatskoeffizient betragsméfig klein ist. Ist der Koeffizient grof, so
sollte der carryover-Effekt ohnehin ins Modell mit aufgenommen werden und die Frage
nach der M SFE-Optimalitit stellt sich nicht. In diesem Fall sollte das optimale Modell

zum Schétzen der Behandlungseffekte benutzt werden.

6.2 Modell mit self- und mixed-carryover-Effekten

Einer der grofiten Nachteile des (gewohnlichen) additiven Modells ist, dass es nicht darin
unterscheidet, ob eine Behandlung wiederholt oder eine andere Behandlung verabreicht
wird. Senn (2002, Abschnitt 10.3.2) weist darauf hin, dass diese Annahme kontrér zur den
Grundannahmen der Pharmakokinetik ist. Ein Ausweg bieten Afsarinejad und Hedayat
(2002): Sie schlagen das Modell mit self- und mixed-carryover-Effekten vor. Im diesem
Modell unterscheidet sich der carryover-Effekt fiir eine Behandlung, je nachdem ob die
Behandlung wiederholt wird (dann tritt der self-carryover-Effekt auf) oder ob eine andere
Behandlung verabreicht wird (dann tritt der mixed-carryover-Effekt auf).

In Matrixschreibweise ergibt sich das Modell:
Y =pu+ Pa+ BB+ Tyt + Ggy + Sq€ + ¢, (63)

mit p, P, B und T,; wie zuvor und G4 und S; den Designmatrizen fiir den mixed- bzw.
den self-carryover-Effekt. Es gilt Ly = Sq + Gg.

Auch fiir dieses Design existieren Ergebnisse fiir optimale Designs. Afsarinejad und
Hedayat (2002) geben einige (exakte) Designs zum Schétzen der Behandlungseffekte an.
Diese Ergebnisse werden durch Kunert und Stufken (2002) fiir approximative Designs
erweitert. Sie zeigen, dass fir 3 < p < 2t und ¢t > 3 ein Design, welches nur aus
den Sequenzen s; bzw. sz besteht, universell optimal ist. Hedayat und Stufken (2003)
vergleichen Optimalitdt und Effizienz verschiedener Designs fiir das additive Modell
und das Modell mit self- und mixed-carryover-Effekten. Dabei stellen sie fest, dass
die optimalen Designs sehr verschieden sind und empfehlen, ein Design zu wahlen,
welches effizient fiir verschiedene Modelle ist. Hedayat und Yan (2008) und Wilk und

Kunert (2015) berechnen optimale Designs mit autoregressiven Fehlern. Auch hier sind
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6 Weitere Modellierungen des carryover-Effektes

die optimalen Designs aus Kunert und Stufken (2002) fiir einen groken Bereich des
Autoregressionsparameters optimal. Druilhet und Tinsson (2014) betrachten die Summe
von self- und Behandlungseffekt, den totalen Effekt, der sich bspw. als Effekt eines
Medikaments, das durchgehend eingenommen wird, motivieren lasst. Hierbei verwenden

sie jedoch zusétzlich noch die Struktur von circular Designs.

Da L, = G4+ Sy gilt, lassen sich einige Ergebnisse des additiven Modells iibertragen.
Die gemeinsame Informationsmatrix der drei Arten von Effekten ldsst sich wie folgt

darstellen:

Mgy Mgz Mas

My = | Mgy Mazz M3

Mgz Mazz M3
Tiwt([BP)T; Tywt([BP)Gy Tjwt([BP]) Sy
= | Gt ([BP) Ty Gw*([BP])Gy Gw ([BP])Sq
Stwt ([BP)Ty; Swt([BP))Gy Syw([BP])Sa

Da Ly = G4+ Sy ist, gelten die Abschéatzungen aus Behauptung 3.3 im Modell ohne
Periodeneffekt und aus Behauptung 5.2 fiir das Modell mit Periodeneffekt weiter. Insbe-
sondere bleibt die Vollstindigkeit der Klasse der symmetrischen Designs erhalten. Dabei
ist zu beachten, dass sich My und folglich auch ¢412 aus dem additivem Modell hier
auf zwei Summanden verteilen. Die Beschrédnkung auf symmetrische Designs ergibt eine
deutliche Vereinfachung der Berechnung des M SE. Sei q4; = tr(M;;), dann berechnet

sich der M SFE fiir ein symmetrisches Design zu

_ (t - 1)2 qdi12 ? qd129413 qdi13 2
MSE(d) = + 01+ 2 5 O+ | — | 9o, (64)

N a1 qdi11 9411 qd11

mit 0y =" Hyy, 02 = E"Hy& und 615 = 4" H,E.

Die Berechnung der Spuren fiir die Behandlungssquenzen (und damit auch fiir die
Spuren der Informationsmatrix eines Designs d) ¢11($), ¢12(s) und ¢i3(s) &hnelt denen des
additiven Modells. Es gilt, dass ¢1(s) identisch bleibt und dass sich g2(s) des additiven
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6.2 Modell mit self- und mixed-carryover-Effekten

Modells in ¢12(s) + qi3(s) aufspaltet. In Kunert und Stufken (2002) werden die Spuren

fiir die einzelnen Sequenzen berechnet. Es ergeben sich:

t
1
qi(s) =p— ’ > f
m=1

Q12(3) = _;9 Z fs,mfs,m

m=1
t t

QI3(S) =pP—- 1 - Zfs,m - % Zfs,mfs,m

m=1 m=1

mit fs,,, der Haufigkeit der Behandlung m in der Sequenz, fsym die Haufigkeit, mit der
der mixed-carryover-Effekt von Behandlung m in der Sequenz s auftritt und f;,m die
Haufigkeit, mit der der self-carryover-Effekt von Behandlung m in der Sequenz s auftritt.
Es gilt, dass ¢11(s) und ¢i3(s) immer grofer oder gleich 0 sind und dass ¢13(s) = 0 genau
dann gilt, wenn kein self-Effekt auftritt, d.h. keine Behandlung in der néchsten Periode
wiederholt wird. Weiter gilt, dass gi2(s) kleiner oder gleich 0 ist und (analog zu ¢3(s))
¢12(s) = 0 genau dann gilt, wenn kein mixed-carryover-Effekt auftritt, das heifst, wenn in
jeder Periode die selbe Behandlung verabreicht wird. Daher gilt, dass ¢12(s) ¢13(s) kleiner
oder gleich 0 ist. Es ist zu beachten, dass im Allgemeinen nicht ¢g12qq13 = >, q12(5)q13(8)

gilt.

Das Finden optimaler Designs ist dadurch deutlich erschwert, da nicht nur drei Parameter
betrachtet werden, sondern zusétzlich d,5 sowohl positiv als auch negativ sein kann. Daher
gibt es hier erneut eine starke Abhangigkeit vom konkreten Aussehen der carryover-
Effekte. Da eine Beschriankung auf festes 01, do sowie 15 im Allgemeinen zu speziell ist
und in der Praxis untauglich ist - dafiir miisste das konkrete Aussehen der self- sowie der
mixed-carryover-Effekte bekannt sein - und auch die Effizienz eines Versuchsplans von
dann drei unbekannten Parametern abhéngt, erfolgt im Folgenden eine Beschriankung

auf Spezialfille.

Gilt v = &, d.h. sind die self- und die mixed-carryover-Effekte identisch, so ergibt sich
das additive Modell und die Ergebnisse fiir dieses Modell gelten fort.
Neben diesem gibt es zwei weitere Spezialfille von besonderer Bedeutung, die in den

nachsten Abschnitten untersucht werden.
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6 Weitere Modellierungen des carryover-Effektes

Zum Ersten der Fall, wenn der carryover-Effekt nur auftritt, wenn die nachfolgende
Behandlung die gleiche ist. Das heifst, im Modell (6.3) ist v = 0. Dieses Modell wird
decay-Modell genannt (vgl. Ozan und Stufken 2010).

Da in diesem Modell zwei Terme des M SFE 0 werden, vereinfacht sich die Berechnung

M S E-optimaler Designs.

Behauptung 6.5. Sei d € A, wobei A, die Menge aller (approzimativer) symmetri-
scher Designs mit t Behandlungen und p Perioden ist. Dann gilt fiir das decay-Modell:

1. Istp<t:MSFE (ds;) = min MSE(d).

deAt,p

2. Istp>t: MSE (ds,) = min MSE(d).

dEAt,p

¢
. . 2 . . . . .
Beweis. Da die Behandlungssequenzen s; und s3 ) f7,, minimieren, maximieren dj,

m=1
bzw. ds, qa11- Da gqi3 = 0 fiir beide Designs gilt, folgt die Behauptung. O

Der andere Spezialfall ist das no-carryover-into-self-Modell. In diesem Modell tritt der
carryover-Effekt nur auf, wenn die néchste Behandlung verschieden von der gerade
verabreichten Behandlung ist. Analog zum decay-Modell bedeutet dies, dass & = 0 im
Modell (6.3) gilt und daher der MSE nur von g4; und g2 abhéngt. Es ist zu beachten,
dass das Maximieren von ¢;1(s) und Minimieren von |gi2(s)| (und somit auch von (gg1)?
und (gg12)?) entgegenlaufen, da qi1(s) |qi2(s)| nur zugleich maximiert oder minimiert

werden konnen.

Sei zunéchst p < t. Wie zuvor kann die Klasse der konkurrierenden Sequenzen stark

eingeschrankt werden.

Behauptung 6.6. Seip <t und sei S = {s1,...,5,-1} die Menge der Behandlungs-
sequenzen sj, 1 < j <p—1 mit s; = [1,...,p—j,p—j+1,...,p—j—|—1l], d.h. in den

7 mal
ersten p— 7 Perioden unterscheidet sich jede Behandlung von den anderen wdhrend in den

letzten 7 Perioden eine weitere Behandlung fortlaufend wiederholt wird. Dann gilt: das
M S E-optimale Design im no-carryover-into-self-Modell ist eine Mischung von héchstens

zwel Elementen aus S.
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6.2 Modell mit self- und mixed-carryover-Effekten

Beweis. Zunichst gilt, dass fiir eine beliebige, aber feste, Sequenz s der Wert von |q12(s)]
minimiert werden kann, wenn die Behandlungen so geordnet werden, dass moglichst viele
Behandlungen auf sich selbst folgen und dass Behandlung ¢ + 1 mindestens so haufig
wie Behandlung ¢ vorkommt. Die dabei entstehende Sequenz hat den gleichen Wert fiir
qu1(s).

Im zweiten Schritt kénnen Dopplungen in den Perioden 1 bis p — 7 durch andere, nicht
in der Sequenz s vorkommende, Behandlungen ersetzt werden. In diesem Schritt bleibt
¢12(s) konstant, ¢11(s) wird aber maximiert. Somit ergeben sich die Sequenzen s; € S.
Somit ergibt sich eine vollstiandige Klasse durch Designs, bei denen jede Sequenz aus S
ist.

Im néchsten Schritt wird die Klasse weiter auf Designs, die nur aus zwei Sequenzen von

S bestehen, beschrénkt. Mit steigendem j = f,,, sinken sowohl g;;(s) als auch |gi2(s)|.

2
Die Ableitung des Quotienten QQ? = (Zﬁ—gi;) nach f, lautet:

0Q*> —2

8fs,tp (fs,tp +p - 1)3

Das bedeutet, der Quotient Q)? sinkt mit steigendem fst,- Da der Einfluss von Q? mit
wachsendem ¢§; wéchst, ist die Betrachtung von s; € S sinnvoll.

Wihrend q2(s) linear in f;,, fallt, fallt ¢11(s) quadratisch. Dadurch wird fiir gegebenes
qa12 die Groke gq1; maximal, wenn d aus einer Mischung aus zwei Sequenzen s, und sgyq
besteht, fir die g12(sx) < qai2 < q12(Sg+1) gilt. Wird hier bspw. s, durch s;_; ersetzt, so
erhoht sich der Anteil von s, im Design J, damit g, = gq12 erreicht werden kann. Das
fiihrt aber dazu, dass ¢z, < qai1 gilt, obwohl ¢i1(sk—1) > q11(sx) gilt. Die Uberlegung
kann ganz analog fiir das Ersetzen von si,; durch s, o gefiihrt werden. Somit gilt, dass
jede Sequenz s; € S (und damit das Design, welches nur aus Behandlungssequenzen s;
besteht) fiir mindestens einen Wert ¢; (fiir ¢ = p — 1 ist dies evtl. co) M .S E-optimal ist.
Damit kann die Suche nach optimalen Designs auf die Klasse von Designs, die nur aus

den Sequenzen s; und s;41,7 € {1,...,p — 2}, bestehen, beschrankt werden. O

Mit diesem Wissen ist es nun moglich, optimale Designs zu berechnen. Das Vorgehen ist

dabei algorithmisch.

Behauptung 6.7. Sei p < t. Sei d € A, mit Ay, der Menge aller (approzimativer)
Designs mit t Behandlungen und p Perioden. Sei S = {si,...,s,—1} die Menge der
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6 Weitere Modellierungen des carryover-Effektes

Behandlungssequenzen s; mit s; = [1,...,p—j,p—j+1,....p—j+ U Dann ergibt sich

~
7 mal

das M S E-optimale Design im no-carryover-into-self-Modell durch folgenden Algorithmus:
1. Berechne fir alle s € S den Wert MSE(ds), d.h. den MSE des Designs, das nur

aus Behandlungssequenzen s; besteht. Wiahle k, so dass gilt: ds, = arg migl MSE(dy).
se

2. Definiere Sy als die Menge aller approximativer Designs mit Sequenz s,y mit Anteil
m und Sequenz sy mit Anteil (1 — ) und Sy als die Menge aller approzimativer

Designs mit Behandlung s, mit Anteil m und Sequenz g1 mit Anteil (1 — ).

3. Berechne das minimale M SE(d) fiir sowohl d € S als auch d € Sy. Das Minimum
dieser beiden ist der minimale MSFE und das zugehérige Design d das MSE-

optimale Design.

Dieser Algorithmus ermdoglicht, M .S E-optimale Designs fiir das no-carryover-into-self
Modell fiir gegebene Parameter zu berechnen. Es scheint, als wére fiir die meisten Werte

von ¢ ein Design, welches nur aus einer Sequenz besteht M .S E-optimal.

Im Fall p > t bleibt die Struktur von S #hnlich. Die Uberlegungen aus dem Beweis
von Behauptung 6.7 konnen auf diesen Fall {ibertragen werden. Sei s € S so, dass die
Behandlung in der letzten Periode mindestens so haufig wie jede andere Behandlung
verabreicht wird. Zur Maximierung von ¢5(s) bei gleichbleibendem ¢ (s) werden samt-
liche Wiederholungen einer Behandlung hintereinander ausgefiihrt. Die so transformierte
Sequenz kann dann im folgendem bei gleichbleibendem g;2(s) so verbessert werden, dass
alle Behandlungen in den ersten Perioden p — j Perioden so gleichméfig wie moglich
vorkommen, dass heifst, unterscheiden sich die Behandlungshéaufigkeiten zweier Behand-
lungen um mehr als 1, so ist eine Behandlung, die haufigerer in der Sequenz vorkommt
gegen eine der weniger haufigen auszutauschen.

Somit ergibt sich fiir jede Behandlungshaufigkeit der Behandlung in der letzten Periode
[st, eine Sequenz, die in die Menge der konkurrierenden Sequenzen aufgenommen wird.
Beispielsweise ist fiir p = 8 und ¢ = 3 die minimale Héaufigkeit der Behandlung in der letz-
ten Periode f,,, = 3und S = {[11222333], [11223333], [12233333], [12333333], [12222222] }.
Mit dieser Menge kann nun der Algorithmus von Behauptung 6.7 angewendet werden.

Es ergeben sich dhnliche Ergebnisse wie im Fall p < ¢.
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Wie bereits gesehen, hiangt das M .S E-optimale Design im no-carryover-into-self-Modell
stark von 9; ab und eine Reihe von Sequenzen kann fiir einzelne Werte von ¢; optimal sein.
Fiir das self- und mixed-carryover Modell existieren nur wenige Ergebnisse fiir optimale
Designs. Es ist jedoch festzustellen, dass héufig ein vollstdndig balanciertes (’strongly
balanced’) Design (universell) optimal ist.

In der Praxis kann héufig angenommen werden, dass ¢; klein ist. (Anderenfalls ist
eine Auswertung ohne carryover-Effekte nicht zu empfehlen und die M .S E-Optimalitit
verliert an dieser Stelle einen Teil ihrer Berechtigung.) Fiir kleines d; gilt jedoch, dass d,

M S E-optimal ist. In der folgenden Behauptung wird diese Grenze berechnet.

Behauptung 6.8. Seip <t und sei A;,, die Menge aller (approximativer) Designs mit

t Behandlungen und p Perioden. Im no-carryover-into-self-Modell gilt dann:

(p(t—1))°
0 < :MSE (dy,) < MSE(d)Vd € A;,.
1_n(p2_3p+2) ( 1)— () t,p
Beweis. Da fiir 9y = 0 ds,- M SE-Optimal ist, folgt mit Behauptung 6.7, dass fiir 4,
nahe 0 das M S FE-optimale nur aus Sequenzen s; und s, € S besteht. Daher kann fiir
gegebenes 0, der Anteil 7,,; von Sequenzen s; berechnet, der den M SE(d) minimiert.
Es ergibt sich als Ableitung
Omopt _ —(np(t —1)*(p* — 3p +2)%)

961 (=2p(t —1)2+ 61 (n(p? —3p+2)))>

Da die Ableitung negativ ist, folgt, dass 7, mit steigendem ¢; sinkt. Losen der Gleichung
(p(t=1))* —

nach 4, so dass m,, = 1 gilt, ergibt §; = SR )

Neben den zwei Spezialféllen des decay und no-carryover-into-self-Modells, die die mehr-
dimensionale Optimierung auf ein eindimensionales Problem zuriickfithren, sind M SE-
optimale Designs fiir das Modell mit self- und mixed-carryover-Effekten nur sehr schwer
zu bestimmen. Aus der Berechnung des M SE (Gleichung (6.4)) ist ersichtlich, dass der
MSE(d) (und damit auch das optimale Design) von ¢y, d12 und ds sowie von qg11, qa12
und ¢413 abhéngen. Wahrend 6; und ¢, sowie ihre korrespondierenden quadratischen
Terme positiv sind und somit die Suche nach optimalen Designs in eine Richtung lenken,
kann d15 sowohl positiv als auch negativ sein. Daher kann unter Umsténden ein grofser

Wert von |qq12| oder |gq13| wiinschenswert sein, sofern der andere Term klein bleibt. Dies
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widerspricht jedoch den Uberlegungen, die bislang getiitigt wurden.

Selbst fiir den Fall ;5 = 0 ist das sich ergebende Modell eine Mischung der beiden
untersuchten Spezialfidlle. Wie gesehen werden kann, sind in beiden Modellen zum Teil
vollig andere Behandlungssequenzen optimal. Daher sollte die Suche nach optimalen
Designs fiir allgemeines 0, d12 und 6o mit Hilfe von Algorithmen erfolgen.

Es scheint somit nicht sinnvoll nach allgemeinen Lésungen zu suchen. Im Folgenden
werden zwei spezielle Situationen betrachtet. Diese sind t > p=3 und t > p = 4, da
diese vermutlich fiir die Anwendung von hochstem Interesse sind. Gerade im Bereich der
Pharmazie, aber auch in der Sensorik sind Experimente mit fiinf oder mehr Perioden
kaum durchfiihrbar.

Tabelle 6.1: Werte von ¢11(s), ¢12(s) und ¢i3(s) fiir die vier moglichen Sequenzen
p=3undt>p.

S Q11(5) %2(5) Q13(8)
23] 2 | 2/3] 0
122] | 4/3 | -1/3 | 1/3
[121] 4/3 -1 0
112 | 4/3 | 2/3 | 1/3

Im Fall p = 3 existieren nur vier mogliche Sequenzen. Diese und die Spuren ihrer
Informationsmatrizen sind in Tabelle 6.1 abgebildet. Es ergibt sich, dass das MSE-
optimale Design in den meisten Féllen (zumindest wenn 015 < 0) eine Mischung aus s; =
[123] und so = [122] ist, da diese entweder |g12(s)| oder |gi3(s)| minimieren und zugleich
¢11(s) maximieren. Ist d;5 hingegen positiv konnte es sein, dass fiir bestimmte Variationen
von 7 and & weitere Sequenzen (insbesondere [121], welches g412 und gleichzeitig gg13
verringern wiirde) im optimalen Design vorkommen. Da dieser Term als Kovarianz
aufgefasst werden kann, scheint die Annahme 4,5 > 0 realistisch. Ein Produkt welches
stark nachwirkt, wenn es auf andere Produkte trifft, hat wahrscheinlich auch starke
Nachwirkungen, wenn auf sich selber trifft.

Fiir die Spezialfille des decay- sowie des no-carryover-into-self-Modells konnen konkrete
Grenzen berechnet werden. Fiir das decay-Modell folgt aus Behauptung 6.5, dass ein
Design, welches nur aus den Sequenzen [121] (fiir ¢ = 2) oder nur aus Sequenzen [123] (fiir
t > 3) besteht, optimal ist. Fiir das no-carryover-into-self-Modell kann der Algorithmus

aus Behauptung 6.7 konkret umgesetzt werden. Es ergibt sich:
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6.2 Modell mit self- und mixed-carryover-Effekten

Behauptung 6.9. Seip =3 <t und sei A3 die Menge aller (approximativer) Designs

mit t Behandlungen und 3 Perioden. Dann gilt im no-carryover-into-self-Modell:
1. Pir 6, < 200 6y, 0 MSE(s,,) < MSE(d)Vd € A 3.

_1)2 _1)2 . . _1)\2
2. Fdr% < 0 < w : Sei d* das Design, dass zu m = %—1

Anteilen aus Sequenzen s; und zu m = 1 — m; Anteilen aus Sequenzen so besteht.

Dann ist: MSE(d*) < MSE(d)Vd € A 3.

3. Fir 6, > =00 — 5, - MSE(d,,) < MSE(d)Vd € Ays.

Beweis. Die Werte ergeben sich durch Ableiten des M SE. Dass nur die Sequenzen s; und
o betrachtet werden, folgt mit der Minimierung von g;5(s) bei gleichzeitiger Maximierung

von ¢q1(s) fiir alle Sequenzen aufer s;. O

Ist p > t, so bedeutet dies, dass p = 3 und ¢ = 2 ist. Damit sind nur noch die unteren

drei Sequenzen aus Tabelle 6.1 moglich. Es ergibt sich:

Korollar 6.10. Seip =3 >t =2 und sei Ay 3 die Menge aller (approzimativer) Designs
mit 2 Behandlungen und 3 Perioden. Sei s; = [122]. Dann gilt im no-carryover-into-
Modell: MSE(ds,) < MSE(d)Vd € Ags.

Beispielhaft seien im Folgenden p = 3, t = 4 und n = 10. Neben den Ergebnissen,
die nur aus einer Sequenz unabhéngig von d; bestehen, ist hier vor allen Dingen das
no-carryover-into-self-Modell von groferem Interesse. Es gilt, dass fiir 6; < 81/20 das
Design, das nur aus s; = [123] besteht, optimal ist. Fiir §; > 27/5 hingegen ist das Design

optimal, das nur aus Sequenzen s, = [122] besteht. Fiir ein d;, welches dazwischen liegt,

27
1061 —27

Abbildung 6.1 auf der nichsten Seite dargestellt.

ergibt sich als optimaler Anteil von s; m = — 1. Der Verlauf dieses Anteils ist in

Wird der Fall von 4 Perioden betrachtet, so ist die Optimierung komplizierter. Wie in
Tabelle 6.2 auf Seite 64 gesechen werden kann, optimieren verschiedene Sequenzen gi1(s),
¢12(s) und ¢y3(s). Daher kann das optimale Design in Abhéngigkeit von 47, do und ;o
aus einer Mischung verschiedener Sequenzen bestehen.

Fiir das decay-Modell sind Designs, die nur aus den Behandlungssequenzen [1212] (fiir
t =2), [1231] (fiir t = 3) bzw. [1234] (fiir ¢ > 4) bestehen M S E-optimal. Dies folgt direkt
aus Behauptung 6.5.
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Abbildung 6.1: Anteil der Sequenz s; = [123] im no-carryover-into-self-Modell fiir
p = 3,t = 4 und n = 10. Die gestrichelten Linien markieren die
Grenzen, bei denen das M .S E-optimale Design aus nur einer Sequenz
besteht.

Fiir das no-carryover-into-self-Modell konnen konkrete optimale Designs mit Hilfe des

Algorithmus berechnet werden. Es ergibt sich:

Behauptung 6.11. Sei p = 4 und sei Ay die Menge aller (approximativer) Designs

mit t Behandlungen und 4 Perioden. Dann gilt im no-carryover-into-self-Modell:
1. Seit =2. Sei s; = [1122] und sy = [1222]. Dann gilt:
a) Fir 6, < 202 VMSE(d,) < MSE(d)Vd € A 4.
b) Fiir @ < 6 < @ . Sei d* ein Design, das zum Anteil m =

4(t—1)2
—2t2 4+ 4t+51n—2

besteht. Dann gilt: MSE(d*) < MSE(d)Vd € Ay 4.

— 1 aus Sequenz s1 und zum Anteil T = 1 — w1 aus Sequenz sy

¢) Fir & > =00 MSE(d,,) < MSE(d)Vd € Ay,
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6.2 Modell mit self- und mixed-carryover-Effekten

Tabelle 6.2: Werte von ¢11(s), q12(s) und ¢3(s) fiir einige mogliche Sequenzen fiir
p=4undt > p.

S q11(8) | q2(8) | qu3(s)
[1234] | 3 | -3/4| 0
[1233] | 5/2 -1/2 1/2
[1231] | 5/2 -1 0
[1212] 2 -7/4 0
[1122] 2 -1/2 1
[1222] | 3/2 -1/4 1/2

2. Seit =3. Sei s; = [1233] und sy = [1222]. Dann gilt:
a) Fir 6, < 20 VMSE(d,,) < MSE(d)Vd € Ay

b) Fir % < 0 < @ . Sei d* ein Design, das zum Anteil m =

8(t—1)2 ; — 1 _
—TeE a1 ous Sequenz s; und zum Anteil mo = 1 — w1 aus Sequenz

Sy besteht. Dann gz’lt: MSE(d*) < MSE(d)Vd € A 4.

¢) Fir 8, > 200 . MSE(d,)) < MSE(d)Vd € A
3. Seit=4. Sei s; = [1234] und so = [1233] und s3 = [1222]|. Dann gilt:
a) Fir o, <220 MSE(d,,) < MSE(d)Vd € A, 4.

12 , . , .
b) Fir t3—nl) < 0 < 10(1;_711) . Sei d* ein Design, das zum Anteil m =
% — 2 aus Sequenz s1 und zum Anteil m19 = 1 — m aus Sequenz So

besteht. Dann gilt: MSE(d*) < MSE(d)Vd € A, 4.

¢) Fir W <5 < 200 \1GE(d,,) < MSE(d)Vd € Ay

d) Fir % < 6 < 24(; P . Sei d* ein Design, das zum Anteil m =

8(t—1)2 ; _ 1 _
TePrasa—is — 1 aus Sequenz sy und zum Anteil mo = 1 — w1 aus Sequenz

s besteht. Dann gilt: MSE(d*) < MSE(d)Vd € Ay 4.

e) Fird, > 2 MSE(d,,) < MSE(d)Vd € Ay

Beweis. Die Werte ergeben sich durch Ableiten des M SE. Die jeweils betrachteten

Grenzen ergeben sich aus den Anforderungen an S. O
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Abbildung 6.2: Anteile der Sequenzen s; = [1234] (durchgezogene Linie) und sy =
[1233] (gestrichelte Linie) im no-carryover-into-self-Modell fiir p =
4,t = 5 und n = 10. Die vertikale gestrichelten Linie markiert die
Grenze 01, bis zu der das M S E-optimale Design nur aus Sequenzen
s1 und sy besteht. Der zu 1 fehlende Teil ist der Anteil von s;3 =
[1333].

Sei nun beispielsweise t = 5, p = 4,n = 10. Dann gilt fiir 6; < %, dass das Design, welches

nur aus $; = [1234] besteht, M S E-optimal ist. Fir ?—g‘ <0 < ? ist eine Mischung aus

Sequenzen [1234] mit Anteil m = — 2 und Sequenzen s, = [1233] mit Anteil

55,5
1 — 7, optimal. Fiir den verhédltnisméfig grofsen Bereich von % < 01 < 32 ist dann das
Design, welches nur aus Sequenzen s, besteht, optimal. Fiir den Bereich 32 < §; < %,
welcher nur von theoretischem Interesse ist, da in diesem Fall der carryover-Effekt in
jedem Fall mit modelliert werden sollte, ist eine Mischung aus Sequenzen s, mit Anteil
=91— — 1 und Sequenzen s3 = [1222] mit Anteil 1 — m M SE-optimal. Schlieflich
ist fir 99 > %

Anteile ist in Abbildung 6.2 abgebildet.

Ty =

das Design, das nur aus sz besteht, M.SFE-optimal. Ein Verlauf dieser
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6.3 Modell mit links- und rechtsseitigem carryover-Effekt

Es zeigt sich somit, dass fiir alle praxisrelevanten Félle eine Mischung aus s; und s
M S E-optimal ist.

Jenseits dieser Betrachtung zeigt sich in den Beispielen die Komplexitat beziiglich einer
allgemeinen Betrachtung. So ist fiir den Fall p = 3 fiir negatives 05 klar, dass das M SFE-
optimale Design aus Sequenzen s; = [123] und sy = [122] besteht, da alle diese Sequenzen
fiir ¢11(s), q12(s) und auch g3(s) jeweils die beiden besten Werte annehmen. Das Verhéltnis
dieser Sequenzen héngt von 1, 05 und d;2 ab, sodass eine Optimierung kompliziert ist. Fiir
d12 > 0 hingegen ist zusétzlich die Sequenz [112] optimal, da sie das Produkt ¢i2(s)q13(s)
minimiert und damit unter allen Designs, die nur aus einer Behandlungssequenz bestehen,
das Produkt ¢412¢413 minimal ist. Von einer weiteren Berechnungen allgemeiner optimaler

Designs wird auf Grund der Komplexitéit abgesehen.

6.3 Modell mit links- und rechtsseitigem

carryover-Effekt

Ein klassisches Anwendungsgebiet der Versuchsplanung ist die Landwirtschaft. In diesem
Bereich gibt es mindestens zwei mogliche Arten, carryover-Effekte zu betrachten. Zunéchst
kann der zeitliche Aspekt betrachtet werden. Eine Fruchtfolge oder auch das Aufbringen
von Pflanzenschutzmitteln kann unter Umstédnden nicht nur auf die gerade wachsenden
Pflanzen sondern auch auf die nachfolgenden Pflanzperioden wirken. Dieser zeitliche
Aspekt lésst sich sinnvoll durch ein Crossover Modell darstellen. Hierfiir ist die Anwendung
der Methoden der vorangegangenen Abschnitte moglich.

Insbesondere in der Landwirtschaft ldsst sich das Modell mit links- und rechtsseitigem
carryover-Effekt aber auch sehr gut als rdumlicher carryover-Effekt motivieren. So ist es
moglich, dass sowohl die Bepflanzung der benachbarten Felder Einfluss auf das eigene
Feld hat (insbesondere was die Konkurrenz um Néhrstoffe und Sonnenlicht angeht) als
auch, dass auch hier z.B. Diingemittel, die auf ein Feld aufgetragen werden, Einfluss auf
die benachbarten Felder haben. Somit konnen sowohl links- als auch rechtsseitige Effekte

auftreten und das Modell wird zu

Yij = b+ o + B + Taij) + Pdij—1) T Kdgij+1) T Eij- (6.5)
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6 Weitere Modellierungen des carryover-Effektes

In Matrixnotation ergibt sich
Y =p+ Pa+ BB+ Tyt + Wyp + Rgk + ¢,

mit W, der Matrix der Behandlungen in der vorangegangen Periode/im Plot links zum
gerade betrachteten und p dem Vektor der carryover-Effekte fiir den linksseitigen Effekt
und R, der Matrix der Behandlungen in der nachfolgenden Periode/im Plot rechts zum
gerade betrachteten, x dem Vektor der carryover-Effekte fiir den rechtsseitigen Effekt
und den restlichen Notationen wie zuvor. Dabei miissen x und p nicht identisch sein. Ist
z.B. die Hohe einer Pflanze und der daraus resultierende Schatten der hauptsichliche
Faktor fiir die Nachbarfelder, so ist der Effekt auf eine Seite deutlich starker als auf die

andere.

Besag und Kempton (1986) schlagen vor, die Modelle von Crossover Designs auf land-
wirtschaftliche Versuche anzuwenden. Optimale Designs werden fiir einige konkrete Félle
von t,p und n von Druilhet (1999) berechnet. In der approximativen Designtheorie
nutzen Kunert und Martin (2000) die Methode von Kushner (1997) und verallgemeinern
sie fiir das Modell mit links- und rechtsseitigen carryover-Effekten. Es zeigt sich, dass
die optimalen Designs sehr verschiedenen aussehen, aber fiir p > 4 in der Regel zwei
Sequenzen benotigt werden: zum einen die Sequenz, in der in jeder Periode eine andere
Behandlung verabreicht wird und zum anderem die Sequenz, in der am Anfang und am

Ende jeweils eine Behandlung wiederholt wird.

Die Berechnung des M SFE verlauft analog zu der Berechnung des M .SE im Modell mit
self- und mixed-carryover-Effekten, nur dass hier statt S; und G4 W, und Ry benutzt

werden. Die Informationsmatrix lasst sich daher schreiben als:

Mg = | Magr Maea Myos
Tc/le‘ ([BP])Ty TC/le‘ ([B P]) Wy Téwj‘ ([B P]) Ra

= | Wjwt (BP) Ty, Wit (BP)W, Wjw* ([BP))R,
Ry ((BP) Ty Ryw* ([BP)Wa Ry ([BP]) Wy
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6.3 Modell mit links- und rechtsseitigem carryover-Effekt

Ebenfalls analog zum Modell mit self- und mixed-carryover-Effekten ist die Vollstandigkeit
symmetrischer Designs weiterhin gegeben. Dadurch ergibt sich die starke Vereinfachung

der Informationsmatrix zu

n qd11 4412 4413
Mg = 771 | Qe a2 dazs | © H,
qd31  4d32 4433

mit qq;;(d) = tr(Mg;). Dabei unterscheiden sich g412 und g3 von denen im Modell mit
self-und mixed-carryover-Effekten.

Der M SE(d) symmetrischer Designs lasst sich, analog zum additiven Modell, wobei Mg

durch [Mg19Mg5])"T und 7 durch [p k] ersetzt wird wie folgt berechnen:

_ 2 2 2
MSE() = =Y +<Qd”) 51+2(Qd122qd13) 512+(%) 5. (6.6)

N gdqin qdi11 411

Dabei sind 6; = p'Hyp, 612 = k' Hyp und 6y = k' Hik.

Da auch hier die Berechnung des M SFE sowohl von p und s und zuséatzlich von der
Kovarianz der beiden Vektoren abhéngt, ist eine allgemeine Berechnung nur schwierig

durchzufiithren.

Die Werte von ¢11($), qi2(s) und ¢i3(s) lassen sich wie folgt berechnen: ¢q1(s) und g12(s)
unterscheiden sich nicht vom gewohnlichen additiven Modell, ¢13(s) ist die Umkehrung

von ¢2(s). Wie in Kunert und Martin (2000) ergeben sich die Werte daher zu:
1
ms)=p—=Y_ fi,
pm:l
1 t
Q12(s) = » (PBS + fot, — Z f32m>
m=1
1 t
q13(8> = ]_9 (pCs + fS,tl - Z f32,m> ’
m=1

wobei f,, die Hiufigkeit von Behandlung m in der Sequenz ist, f,,, die Haufigkeit der
Behandlung die in der letzten Periode verabreicht wurde, f,;, die Héufigkeit der Behand-

lung die in der ersten Periode verabreicht wurde, B, die Anzahl der Perioden, in denen
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6 Weitere Modellierungen des carryover-Effektes

die Behandlung aus der vorangegangen Periode wiederholt wurde und C die Anzahl der
Perioden, der die selbe Behandlung wie in der darauffolgenden Periode verabreicht wird.
Zu jeder Behandlungssequenz gibt es einen ,Zwilling”, der sich ergibt, wenn die Behand-
lungen in umgekehrter Reihenfolge verabreicht werden. Sei s der Zwilling von Behandlung

s. Dann gilt:

Wie zuvor soll sich die Untersuchung auf Spezialfille beschranken.

Zunéchst sei kK = 0. Dies ist gleich bedeutend damit, dass kein carryover-Effekt von der
rechten Seite auftritt und somit das Modell das additive Modell wird, welches in Kapitel
4 ausfiihrlich behandelt wird.

Ein weiterer Spezialfall ist p = 0, d.h. es gibt keinen carryover-Effekt von der linken Seite
bzw. von der vorangegangenen Periode. Dieser Fall kann insbesondere dann auftreten,
wenn der carryover-Effekt in rdumlichen Zusammenhéngen modelliert wird. Dadurch, dass
fiir jede Sequenz ein Zwillinge gefunden werden kann und dieses Modell im Wesentlichen
eine Umkehrung des additiven Modells ist, sind die Ergebnisse fiir dieses Modell hier
anwendbar, wenn so durch S, = [1,1,...,p| ersetzt wird, da diese Sequenz ¢;3(s) = 0

gilt.

Neben den Féllen, dass sich die links- und rechtsseitigen carryover-Effekte auf das Modell
der einseitigen Effekte beschréankt, ist ein wichtiger Spezialfall, dass k = p gilt, dass heift,
dass die links- und rechtsseitigen carryover-Effekte gleich grof sind. Offensichtlich gilt in

dieser Situation: ; = do = 612 und die Berechnung des M SE vereinfacht sich zu:

_1)2 2
MSE(d) = (t—1) 4 (Qd12 + Qd13> 5. (6.7)
N qd11 qdi11

Durch die Linearitat der Spuren ist ggi2 + qaiz = Y 7s (q12 () + qu3 (s)) und es gilt:

1 é 1 ’
q12(8) + qua(s) = » (PBS + foty — Z ffm> + » (pos + fotn — Z fs2m>
m=1 m=1
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6.3 Modell mit links- und rechtsseitigem carryover-Effekt

1 t
= 5 (p(Bs +Cs) +fs,t1 +fs,tp — 2Zfs2,m> :

m=1

Fiir eine Sequenz s gilt By, = C, da fiir direkt wiederholte Behandlungen jeweils genauso
héufig der linke wie der rechte Nachbar identisch ist, kann dieser Ausdruck noch weiter

vereinfacht werden zu :

1 t
G12(8) + qu3(s) = » (2sz + for T fop — 2 Z fs2m> -
m=1

Es ist leicht zu sehen, dass in diesem Fall gilt:

3Bs; — 2
P

q12(8) + qu3(s) <2Bs — 2 — (6.8)

Ist B(d) die durchschnittliche Anzahl wiederholter Behandlungen je Behandlungsein-
heit, so lasst sich die Abschédtzung (analog zu Behauptung 4.4) auch auf ein Design d

iibertragen.

Tabelle 6.3: Werte von ¢11(s), q12(s) + ¢13(s) fiir die drei mogliche Sequenzen fiir
p=3.

s ‘ q11(s) ‘ q12(8) + q13(5)

23] | 2 —4/3
[122] | 4/3 ~1/3
[121] | 4/3 —6/3

Auch hier sollen wieder die Falle p > ¢ und p < t unterschieden werden. Zunéchst wird
aber noch der Fall p = 3 betrachtet. Die Werte von ¢;1(s) und ¢i2(s) + ¢i3(s) sind in
Tabelle 6.3 zu sehen. Es folgt:

Behauptung 6.12. Seip = 3, t > 2 beliebig und sei A3 die Menge aller approximativer
Designs mit 3 Perioden und t Behandlungen. Sei sy = [123] und sy = [122]. Weiter seien
ds, bzw. dg, die Designs, die nur aus Behandlungssequenzen s; bzw. sy bestehen. Dann

qilt:
1. Seit =2, dann gilt: Vd € Ny 3 : MSE(d) > MSE(ds,).

2. Seit > 3. Dann gilt:
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6 Weitere Modellierungen des carryover-Effektes

a) Firs < 25U vd e Ay, : MSE(d) > MSE(d,,).

20n
b) Fir % < 0 < W . Sei d* das Design, das zum Anteil m =
5(t—1)2 1

S Earsen D) — 3 0US Behandlungssequenzen s; und zum Anteil 1 — 7w aus

Behandlungssequenzen sy besteht. Dann gilt Vd € Agy : MSE(d) > MSE(d").

¢) Firé > vae Ay, MSE(d) > MSE(dy,).
Beweis. Der erste Punkt ergibt sich durch Ausschluss der Sequenz s; fiir ¢ = 2 und von
[121] allgemein, da [121] von [122] geschlagen wird.

Der zweite Punkt ergibt sich durch Optimieren des M SFE. O]

Sei im Folgenden immer p > 4. Zunéchst wird der Fall p > ¢ betrachtet, wobei die Falle
p>t+2und p =t—+ 1 unterschieden werden. Fiir den Fall p > ¢ 4 2 lassen sich Designs

finden, fiir die 412 + gq13 = 0 bei maximalem qg41; gilt. Es gilt:

Behauptung 6.13. Sei p > t 4 2 und sei Ay, die Menge aller approximativer De-
signs mit p Perioden und t Behandlungen. Seien die Behandlungssequenzen s; =
[1...tl...t... 1. tlo..rf mit 0 < r <t wund sy = [1...12...2...t...t] so, dass
in der zweiten Sequenz die Behandlungen 1 und t hdufiger, also 2= + 1- mal auftreten
und alle Behandlungen so gleichmdf$ig wie méglich vorkommen, d.h. jede Behandlung
mazximal einmal mehr als die Behandlung, die am seltensten verabreicht wurde. Sei d*

das Design, das zum Anteil

plp—1) = (r=t)(r —1)
pp—r)(p—1)

T=1-—

aus Sequenzen s; und zum Anteil 1 — m aus Behandlungssequenzen so besteht. Dann gilt
im Modell mit links- und rechtsseitigem carryover-Effekt, wenn die beiden Effekte gleich
sind:

Vd € A, : MSE(d") < MSE(d).

Beweis. Es ist offensichtlich, dass beide Sequenzen ¢i;(s) maximieren und somit auch

qq11 maximiert wird. Da gg+12 + qq+13 = 0 gilt, folgt die Behauptung. O
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6.3 Modell mit links- und rechtsseitigem carryover-Effekt

Es ist zu beachten, dass neben diesen Sequenzen immer eine auch mindestens eine weitere
Sequenz existiert, fiir die ¢11(s) und gi2(s) + q13(s) identisch sind. Dies trifft insbesondere

auch auf die Zwillingssequenzen zu.

Tabelle 6.4: Werte von ¢11(s), q12(s) + qi3(s) fiir zwei mogliche Sequenzen und

p=t+1.
S ‘ qu1(s) ‘ q12(8) + qu3(s)
[1...tt] t—2/(t+1) | —-1/(t+1)
1. t—1t—1] | t—4/(t+1) | 2—4/(t+1)

Fiir den Fall p =t + 1 gibt es diese Moglichkeiten nicht mehr. In Tabelle 6.4 sind die
Werte fiir zwei Sequenzen s; = [1...¢t] und sy = [11...¢t—1¢—1] abgetragen. Es ist klar,
dass s1 ¢11(s) maximiert und s, den néchstgrofseren Wert fiir ¢11(s) annimmt. Weiterhin
ist es moglich, eine ,Hybridsequenz” § aus bestimmten Anteilen s; und sy zu erzeugen,
fir die ¢12(3) + ¢12(8) = 0. Diese Sequenz ist nicht eine einzelne Sequenz sondern streng
genommen ein Teil des gesamten Designs, welcher nur aus 2 Sequenzen besteht. Dank
der Linearitdt der Spuren ist aber eine Betrachtung dieses Designs als einzelne Sequenz
moglich.

Neben diesen beiden Sequenzen lassen sich noch weitere Sequenzen betrachten, die
ein groferes q12(s) + qi3(s) als so aufweisen. Werden fiir diese Sequenzen analog zu ss
Hybridsequenzen §, bestehend aus s; und dieser Sequenz, so gebildet, dass q12(5)+¢12(5) =
0 gilt, so dass das zugehorige ¢11(5) kleiner ist als das der Hybridsequenz, welche sich

aus s; und sy zusammensetzen. Dies wird in der Folgenden Behauptung bewiesen.

Behauptung 6.14. Seip=t+1. Sei sy =[1...tt], sa=[11...t — 1t —1]. Sei z; eine
Sequenz, in der j—mal eine Behandlung aus so zu einer anderen Behandlung gedndert
wird, die bereits in sy vorkommt. Sei d* das Design aus s; und sy so, dass qg<12+ qg+13 = 0
qilt. Sei d; das Design aus sy und z; so, dass qa;12+qd;13 = 0 gilt. Dann gilt: gg11 = qa;11-
Beweis. Zunéchst gilt: qi2(s2) + qi3(s2) = 2 — t_%. Es gilt fiir s; qi2(2;) + qi3(z;) <
22+ )+ 1) + (A +J) — 2t +5+2))) = 25 — LE + 2 und qu(z) < ¢t - 22D,
Es geniigt, die Ungleichung fiir diese Grenzen zu zeigen, da fiir einen kleineren Wert von
q12(zj) + q13(2;) gilt, dass der Anteil 7 von s; sinkt und damit g4, fallt. Sei d; nun also

das Design, das zum Anteil 7 = 1 — aus s; und zum Anteil 1 — 7 aus Sequenzen

B T
@G
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6 Weitere Modellierungen des carryover-Effektes

z; besteht. Fiir j = 0 ergibt sich das Design d*, mit gg«12 + gg4=13 = 0. Die Ableitung von
qa;11 eines solchen Designs nach j ergibt sich zu

a1 —2

8i (122 +t—1)

Die Ableitung ist offensichtlich negativ und kleiner 0 fiir 7 = 0. Damit folgt die Behaup-
tung. O

Somit kann die Suche fiir optimale Designs im Fall p = ¢ + 1 auf s; und sy beschrankt

werden und es gilt:

Behauptung 6.15. Seip =t+1 und sei Ay 4y1 die Menge aller approximativer Designs
mit t + 1 Perioden und t Behandlungen. Sei sy = [1...tt] und sy = [11...t — 1t —1].
Sei d* das Design, das zum Anteil

2(t — 1) tt—1)%(t+1)(2t2 +t —5)

= —

ot —1 (26— 1)(2(t — D2(t+ 1) — ont (465 — 11t + 5))

aus Sequenzen s1 und zum Anteil 1 — m aus Behandlungssequenzen sy besteht und sei
ds, das Design, das nur aus Sequenzen sy besteht. Dann gilt im Modell mit links- und

rechtsseitigem carryover-Effekt, wenn beide Effekte gleich sind:
1. Fir§ < CELEBED) g e A,y : MSE() > MSE(d,,)

nt(2t24+t—>5)

_1)3(42
2. Fiir § > 38 o d € Ayyyy - MSE(d) > MSE(d")
Beweis. Folgt direkt mit der vorherigen Behauptung durch Optimieren des MSE fiir

die zwei Sequenzen. O

Tabelle 6.5: Werte von ¢11(s), ¢12(s) + qi3(s) fiir zwei mogliche Sequenzen und
4<p<t.

s L an(s) | @a(s) +ais(s)
p—1 (2—2p)/p
(2p—4)/p
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6.3 Modell mit links- und rechtsseitigem carryover-Effekt

Der letzte betrachte Fall ist 4 < p < t. In diesem Fall werden zwei spezielle Sequenzen
s;=[1...pJund sy = [11...p—1p—1] betrachtet. In Tabelle 6.5 auf der vorherigen Seite
sind die Werte ¢11(s) und ¢12(s) 4 ¢13(s) fir diese beiden Sequenzen abgetragen. Zunéchst
wird gezeigt, dass die Sequenzen s; und s, eine vollstindige Klasse von Sequenzen

bilden.

Behauptung 6.16. Sei 4 <p <t. Sei A, die Menge aller approzimativer Designs mit
t Behandlungen und p Perioden. Sei B(d) die durchschnittliche Zahl der Perioden je
Behandlungseinheit, in der die Behandlung der Vorperiode wiederholt wird. Dann gilt
Vd e Ay y:

3B(d)—2\ 2
(t-1)° (Qd12 + qd13)2 (t—1)? 2B(d) — 2 — 2£0=2
MSE(d) > + 5> I 5
()= nqdi a1 “nlp—1-2B(d)) p—1— %B(d)

p

mit Gleichheit fir ein symmetrisches Design, welches nur aus den Sequenzen sy = [1. .. p|
und so = [112...p —2p — 1 p — 1] besteht.

Beweis. Die erste Ungleichheit folgt mit Behauptung 3.3. Fiir die zweite Abschitzung
betrachte fiir festes B(d) zwei Fille.

Fall 1: Sei B(d) > %. Sei d das Design, dass zum Anteil 7 = 2’;;_23 aus Sequenzen s;
und zum Anteil 1 — 7 aus Sequenzen sy besteht. Dann gilt: ¢;, = % > qq11, da

B(d) > 3222 und gy, + 15 = 0. Damit folgt MSE(d*) < MSE(d).

qd11
minimiert, wenn sowohl: 412 + q413 als auch gg;; maximiert werden. Ein Design, welches
B(d)
T2
nimmt die oberen Schranken aus Korollar 3.3 bzw. aus Gleichung (6.8) an. Damit folgt

2
Fall 2: Sei 0 < B(d) < %. Dann gilt: gg12 + gai3 < 0 und daher ist wird (qd12+qd13>

zum Anteil 7 = 1— aus Sequenzen s; und zum Anteil 1 — 7 aus Sequenzen s, besteht,

die Behauptung. O]

Korollar 6.17. Sei 4 < p <t. Seit A, die Menge aller approzimativer Designs mit t
Behandlungen und p Perioden und seien s; und sy wie zuvor. Dann gilt im Modell mat

gleichem links- und rechtsseitigem carryover-Effekt:

1. Fiir§ < 2n(p_q2)<(g;;>_23p_4) . MSE(d,,) < MSE(d). Es gilt:
46 (t—1)?
MSE(d,) = — + ~—
() p* np-1)

74



6 Weitere Modellierungen des carryover-Effektes

2. Fir 6 > Qn(p_pf)((';;;)_z?)p_ ik Sei d* eine Mischung aus Sequenzen s, zum Anteil

p(i;ftlf)igszgff@;13§?§:fﬁi§i§i§21ff =+ % und aus Sequenzen so zum Anteil 1 — 7.

Dann gilt: MSE(d*) < MSE(d). Es gilt:

m =

—p(t = 1)*(p(t = 1)* + n(2p = 3)(p — )(=2p" + 3p+4))

MSE(d") =
SE(d") on?(—2p3 + 5p? +p —4)

Beweis. Folgt direkt aus Behauptung 6.16 und Optimieren der Sequenzen s; und s,. [
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Abbildung 6.3: Effizienz des optimalen Designs zum Schétzen der Behandlungsef-
fekte im Modell mit identischem links- und rechtsseitigen carryover-
Effekt fiir ¢t = 4, p = 2,n = 10. Die gestrichelten Linien markieren
die Grenzen fiir 6 im M S E-optimalen Design.

Zum Schétzen der Behandlungseffekte haben Kunert und Martin (2000) in den Theoremen
1 bis 4 optimale Designs angegeben. Diese sind nur fiir den Fall p = 3, = 2 mit dem
M S E—optimalen Design identisch.

Sei t > 3 und p = 2. Das optimale Design zum Schéitzen der Behandlungsfehler besteht

jeweils zur Hélfte aus Sequenzen [122] und [112]. (Im Fall von gleichem links- wie
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6.3 Modell mit links- und rechtsseitigem carryover-Effekt

rechtsseitigem Effekt ist dies kein Unterschied zum Design, welches vollstandig aus einer
dieser Sequenzen besteht.) Das M S E-optimale Design héngt von § (und damit auch
von n und t ab). Sei daher t = 4, n = 10. Dann gilt mit Behauptung 6.12 fiir § < %,
dass ds;, M SFE-optimal ist, fiir 6 > g—g, dass das Design, welches nur aus ss besteht
M S E-optimal ist und dazwischen, dass eine Mischung der beiden Sequenzen optimal ist.
In der Abbildung 6.3 auf der vorherigen Seite ist die Effizienz fiir das optimale Design
eingezeichnet. Es zeigt sich, dass es sehr schnell von 2/3 bei § = 0 auf 1 fiir den Bereich

fiir o > g—g steigt.
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Abbildung 6.4: Effizienz des optimalen Designs zum Schétzen der Behandlungsef-
fekte im Modell mit identischem links- und rechtsseitigem carryover-
Effekt fiir t =2,p =4,n = 10.

Werden die Parameter umgekehrt, ist also ¢ = 2 und p = 4, so ergibt sich ein anderes
Bild: Das optimale Design zum Schétzen der Behandlungseffekte verliert mit wachsendem
d an M SE-Effizienz (vgl. Abbildung 6.4). Das M S E-optimale Design besteht zu einem

Viertel aus Sequenzen [1212] und zu drei Vierteln aus Sequenzen [1122], wéhrend das
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6 Weitere Modellierungen des carryover-Effektes

universell optimale Design nur aus Sequenzen der zweiten Art besteht.

Effizienz
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Abbildung 6.5: Effizienz des optimalen Designs zum Schétzen der Behandlungsef-
fekte im Modell mit identischem links- und rechtsseitigen carryover-
Effekt fir t = 3,p = 4,n = 10. Die gestrichelte Linie markiert
§=1/3.

Fiir t = 3, p = 4 ergibt sich ein leicht anderes Bild. Optimal zum Schéatzen der Behand-
lungseffekte ist in diesem Fall nach Kunert und Martin (2000) das Design, welches zur
Hilfte aus der Sequenz [1233] und zur Hilfte aus der Sequenz [1123] besteht. Fiir 6 < ¢
ist dieses Design auch MSFE-optimal und hat damit Effizienz 1. Fiir hoheres ¢ besteht
das M S E-optimale Design fiir gleiche links- und rechtsseitige carryover-Effekte zusétzlich
aus Sequenzen [1122]. Diese haben jedoch asymptotisch nur einen Anteil von 20%, wobei
dieser Anteil mit § steigt. Dadurch erklart sich die sehr hohe Effizienz auch fiir grofseres
0 in Abbildung 6.5.

Fiir p =4 und t > 4 geben Kunert und Martin (2000) Designs an, die approximativ

optimal sind, aber nicht realisierbar sind. Sei ¢ = 4. Dann ist ein Design, welches zum
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Abbildung 6.6: Effizienz des optimalen Designs zum Schétzen der Behandlungsef-
fekte im Modell mit identischem links- und rechtsseitigen carryover-
Effekt fiir t = 4,p = 4,n = 10. Die gestrichelte Linie markiert
d = 3/20.

Anteil m = %ﬁ aus der Sequenz s; = [1234] und zum Anteil 1 — 7 aus der Sequenz
So = [1122] besteht, optimal zum Schétzen der Behandlungseffekte. Diese Sequenzen treten
auch im M S FE-optimalen Design auf, wobei fiir § < % das M S E-optimale ausschlieflich
aus Sequenzen s; besteht. Es ergibt sich, dass das Design, welches optimal zum Schétzen
der Behandlungseffekte ist, an mindestens einer Stelle 6 auch M .S E-optimal ist. Daher
erklart sich der Verlauf der Effizienz, der in Abbildung 6.6 zu sehen ist.
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7 Circular Designs

Neben anderen Modellierungen des carryover-Effektes ist auch die Betrachtung anderer
Designs moglich. Eine wichtige Klasse von Designs sind die circular Designs, die ihre An-
wendung eher in agrarwissenschaftlichen Versuchen haben und mathematisch vorteilhafte

Eigenschaften besitzen.

7.1 Modell und Stand der Forschung

In einem circular Design werden (in Abhéngigkeit des Modells) am Anfang (und evtl. zu-
sitzlich oder nur am Ende) zusétzliche Versuche durchgefiihrt, die nicht in die Auswertung
einflieRen. Diese Versuche heifsen ,boarder plots” oder (insbesondere bei nur linksseitigen
carryover-Effekten) Priaperioden. Die Versuche, die in die Auswertung einfliefsen, werden
innere Versuche genannt. In den ,boarder plots” wird immer die Behandlung verabreicht,
die in der letzten bzw. ersten Periode ohne die Randperioden verabreicht wird, wobei
am linken Rand die letzte innere Behandlung und am rechten Rand die erste innere
Behandlung wiederholt wird. Da sich die Behandlungen kreisformig anordnen lassen, bei
dem zufallig eine Behandlung als Start verwendet wird, erklart sich der Name circular

Designs.

Als Beispiel sei der Versuchsplan dy, der in Tabelle 1.1 in der Einleitung dargestellt wurde,
als circular Design mit ,boarder plots” am Anfang und am Ende in Tabelle 7.1 auf der
nachsten Seite dargestellt. Dieses Design ist in einem Modell mit links- und rechtsseitigen
carryover-Effekten sinnvoll. Sind im Modell nur Effekte von der Vorperiode zu erwarten,
so wird nur eine Praperiode eingefiihrt. Im Beispiel wiirde dann die letzte Zeile gestrichen.
Analog wiirde beim Erwarten von nur rechtsseitigen carryover-Effekten die erste Zeile

gestrichen werden und nur eine Nachperiode durchgefiihrt werden.

79



7.1 Modell und Stand der Forschung

Tabelle 7.1: Design d; als circular Design mit Randbehandlungen vor und nach dem
Versuch. Die Behandlungen zwischen den gestrichelten Linien sind die
inneren, fiir die Auswertung relevanten, Versuche.

|

|

I DN W | >0

WIN — W N >

l\'J‘»—‘CO[\'J‘H >0

o' = 0! ol o

=l W =l o o

W DN 1o o

Der grofse Vorteil dieser Designs ist, dass nun in jeder der Perioden, die fiir die Auswertung
relevant sind, ein carryover-Effekt auftritt. Durch die Auswahl der Behandlung in der
Préaperiode ergibt sich, dass jede Behandlung genauso oft als carryover-Effekt auftritt
wie sie als Behandlungseffekt auftritt. Somit kann die Matrix der carryover-Effekte L,
durch eine geeignete Permutationsmatrix II wie folgt dargestellt werden: Ly = I, ® I1 - T}
(Kunert 1984). Damit lésst sich die gemeinsame Informationsmatrix der Behandlungs-

und carryover-Effekte wie folgt darstellen:

[ My Mgz
M, .

_Md21 - Md12 Md22
TT W (B)T; TTw' (B) Ly
|LEwt (B)Ty LYw"(B)Lq
[ TTLL (BT TT Wt (B) I, @ 11 - T}
(Lo -T)Tw (B)Ty (I, oO-T)Tw-(B)I, I -Ty|

Somit gilt fiir die Spuren: g1 = qg22. Fir ein Design mit Periodeneffekten sieht die

Informationsmatrix genauso aus, nur das B durch [B P]| ersetzt wird.

Fiir circular Designs wurden einige optimale Designs gefunden. In Magda (1980), Kunert
(1984), Druilhet (1999) und Bailey et al. (2017) werden jeweils optimale Designs in
grofen Klassen von konkurrierenden Designs angegeben. In all diesen Aufsétzen werden
zumeist Sequenzen mit direkt aufeinanderfolgenden Wiederholungen von Behandlungen
ausgeschlossen. Es zeigt sich, dass in der Regel die optimalen Designs zum Schétzen der

Behandlungseffekte auch optimal zum Schétzen der carryover-Effekte sind. Optimale
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7 Circular Designs

Designs sind solche, in denen die Behandlungen gleich haufig auftreten und, je nach Mo-
dell, auch alle Behandlungspaare gleich héufig nacheinander auftreten. Dabei werden die
Paare jeweils korrespondierend zum carryover-Effekt im Modell betrachtet. In der Klasse
aller Designs, bei denen sich keine Behandlungen wiederholen, sind diese Designs auch
zum Schétzen der Summe von Behandlungs- und carryover-Effekt optimal, wie Druilhet
und Bailey (2004) zeigen. Fiir AR-Prozesse wird in Filipiak und Markiewicz (2005) die
Optimalitat dieser Designs in einer grofsen Klasse von Designs gezeigt. Hingegen werden
in Druilhet (1999) Designs présentiert, die nicht aus der Klasse der nachbarbalancierten
Designs stammen, aber die optimalen Designs aus dieser Klasse verbessern. Somit sind die
gefundenen Designs nicht in der Klasse aller méglichen Designs optimal. Jaggi, Varghese
und Gupta (2007) finden optimale Designs fiir eine Klasse, die auch gleiche aufeinander-
folgende Behandlungen zulésst. Auch fiir das Modell mit Interaktionen zwischen den
Behandlungen sind Designs optimal, die Behandlungen wiederholen (Druilhet 2016).

In Azais und Druilhet (1997) zeigen die Autoren, dass zirkulédre nachbarbalancierte Block-
designs in einer eingeschrinkten Klasse von Designs auch bias-optimal sind. Gleichzeitig
wird in dem Aufsatz gezeigt, dass diese Designs nicht in der Klasse aller Designs universell

bias-optimal sind.

7.2 MSE-optimale circular Designs

Im Folgenden soll das additive Modell betrachtet werden. Der mathematische Vorteil des
Designs ist, dass gg11 = qa22 gilt. Damit ist keine Unterscheidung bzgl. des Periodeneffektes
notig und es gilt:

Korollar 7.1. Fiir ein beliebiges Design d € € ,,, gilt fiir den MSE(d) von circular

Designs:

(t—1) (tr(Mai2))?
MSE(d) > tr(Ma) T 5(t7"(Md11))2

mit Gleichheit genau dann, wenn Mgy und Mgo vollstindig symmetrisch sind.

Beweis. Fiir das additive Modell ohne Periodeneffekt folgt dies direkt aus Behauptung 3.3.
Fiir das Modell mit Periodeneffekt kann mittels Behauptung 5.1 fiir ein beliebiges Design
|Gar2| < Ga11 geschlossen werden. Damit folgt direkt ¢r (TdTQTd)2 > |tr(H,FTQT,)|? und
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7.2 MSE-optimale circular Designs

damit gilt Behauptung 5.2 in diesem Modell ohne die Einschrénkung auf die Klasse aller

Designs, in denen alle Behandlungen gleich haufig auftreten. O

Dadurch geniigt es, die Klasse der perfekt symmetrischen Designs zu betrachten. Fiir das
additive Modell ergeben sich fiir eine Sequenz s die folgenden Werte fiir die Spuren der

Informationsmatrix:
1
ms)=p—=> I,
p m=1
1
q12(s) = Bs — ]3 Z fsg,ma
m=1

wobei By und f;,, wie zuvor definiert sind. Dabei bleibt fiir eine Sequenz s die Spur
¢11(s) identisch zum nicht-zirkuldrem Fall und die Berechnung von ¢5(s) unterscheidet
sich nur durch die nun fehlende Korrektur um die Haufigkeit der letzten Behandlung,
da auch die letzte Behandlung einen carryover-Effekt fiir die erste innere Behandlung
erzeugt. Es lassen sich jetzt M .S FE-optimale Designs finden. Dabei wird wieder zwischen

den Fallen p > t und p <t unterschieden.

Tabelle 7.2: Werte fiir ¢;1(s) und g12(s) fiir die Behandlungssequenzen s3 und s, im
zirkuldren Modell.

Sequenz ‘ q11(s) ‘ q12(s)
53 ((p* = r)t —p*+1%)/(pt) —(p* —r* +tr)/(pt)
54 ((p* =)t =p*+72)/(pt) | (P*t —p* = pt* + 1> —1t)/(pt)

Sei zunéchst p > ¢. Dann ergeben sich fiir die Behandlungssequenzen s; und s, (wie auf
Seite 23 definiert) die Werte ¢1(s) und ¢i2(s) wie in Tabelle 7.2. Damit gilt fir p > ¢:

Behauptung 7.2. Seip >t und sei A, die Menge aller (approximativer) Designs mit
t Behandlungen und p Perioden.

Sei d* das Design, welches aus Sequenzen ss mit Anteil

p2—7"2—|—tr

m =1
' pt(p —t)
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7 Circular Designs

und aus Sequenzen sy mit Anteil 19 = 1 — m; besteht. Dann gilt
Vd e Ay, MSE(d) > MSE(d").

Beweis. Folgt direkt mit gg+12 = 0 und ¢11(s3) = q11(s4) = max ¢11(s), mit S der Menge
se

aller Behandlungssequenzen mit ¢ Behandlungen und p Perioden. ]

Fiir den Fall p <t gilt, dass die Klasse der zu untersuchenden Sequenzen ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit auf jene Klasse reduziert werden kann, in der alle Behandlungen
am Ende der Sequenz wiederholt werden, sofern es eine Wiederholung gibt. Diese Ein-
schrankung dient jedoch nur zur Vereinfachung der Schreibweise, da es im zirkuléren
Design die Stelle der Wiederholung nicht von Bedeutung ist. Dies bedeutet, dass fiir die
Klasse von Sequenzen {[1,2,3,3],[1,3,3,2],[3,3,1,2]} gilt, dass all diese Sequenzen gleich
gut im Sinne des M SFE fiir ein Design sind. (Und somit die Kardinalitét der Mengen der
optimalen Sequenzen vergrofert wird.)

Wichtig ist jedoch, dass bei gleicher Anzahl des Auftretens der verschiedenen Behand-
lungen fs1,..., fs+ die Spur ¢i(s) fiir alle diese Behandlungssequenzen gleich ist, gi2(s)
jedoch am grofiten, wenn moglichst viele gleiche Behandlungen nacheinander verabreicht
werden. Da ¢j2(s;) unabhéngig von p den Wert —1 annimmt, ¢q1(s;) aber maximal in
der Klasse samtlicher Sequenzen ist, ist eine Verringerung des M SFE nur moglich, wenn
bei gleichem ¢;1(s) ein moglichst grofes ¢i2(s) erreicht wird. Somit kann die Klasse der

konkurrierenden Designs ein weiteres Mal deutlich eingeschrankt werden.

Zunachst werden die Spezialfille p = 2 und p = 3 betrachtet. Es gilt:

Behauptung 7.3. Sei 2 =p <t und A,y die Menge aller (approzimativer) Designs mit
t Behandlungen und 2 Perioden.

Sei dg, das Design, welches nur aus Sequenzen sy besteht. Dann gilt
Vde Ay, MSE(d) > MSE(ds,).
Beweis. Es existieren nur zwei mogliche Sequenzen s; = [12] und so = [11].

Mit ¢12(s) = —1 fiir beide Sequenzen und ¢;1(s1) = 1 > ¢11(so) = 0 folgt die Behauptung.
]
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7.2 MSE-optimale circular Designs

Tabelle 7.3: Werte fiir ¢11(s) und ¢12(s) fir moéglichen Behandlungssequenzen im
zirkuldren Modell fiir 3 = p < t.

Sequenz ‘ q11(8) ‘ q12(s)

so=[111] | 0 1
sp=[123] | 2 -1
sy =[122] | 4/3 | -2/3

Fiir den Fall p = 3 bedeuten die Vorbemerkungen, dass nur drei Sequenzklassen sy = [111],
s1 = [123] und s, = [122] betrachtet werden miissen. Die zugehorigen Werte ¢11(s) und
¢12(s) sind in Tabelle 7.3 abgebildet. Es ist ersichtlich, dass nur eine Mischung aus s;
und s, iiberhaupt sinnvoll sein kann. Die folgende Behauptung zeigt, dass auch fiir p = 3
ds, das M S E-optimale Design ist.

Behauptung 7.4. Sei 3 =p <t und A3 die Menge aller (approximativer) Designs mit
t Behandlungen und 3 Perioden.

Sei dg, das Design, welches nur aus Sequenzen s; besteht. Dann gilt
Vd e Ay MSE(d) > MSE(dy,).

Beweis. Sei das perfekt symmetrische Design d eine Mischung aus m Anteilen s; und

1 — m Anteilen s5. Dann gilt:

6  3(t—1)?
MSE(d) = - + ——=.
@) =1+ 5m79
Da MSE(s) offensichtlich minimal ist, wenn 7 = 1 gilt, folgt die Behauptung,. H

Fiir groferes p ergibt sich zunéchst folgende Abschétzung in Analogie zu Behauptung
4.4:

Korollar 7.5. Sei By die Anzahl der Perioden, in denen die Behandlung der Vorperiode

verabreicht wird. Dann qilt fiir jede Behandlungssequenz s:

1 2
qn(s)§p—]—9(p+2Bs):p—1—]—)Bs

2B,
QI2(S)§BS_]-_ D .
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7 Circular Designs

Beweis. O

Fiir t > p > 4 kann gezeigt werden, dass die Sequenzen s; = [1...p] und
So=1[12...p—4p — 3p — 3p — 2p — 2] eine vollstandige Klasse bilden. Hierbei kommt es
bei s, nicht darauf an, an welchen Stellen sich die beiden wiederholten Paare befinden,

sondern nur, dass es genau 2 sind. Es gilt:

Behauptung 7.6. Sei 4 <p <t. Sei A, die Menge aller approzimativer Designs mit
t Behandlungen und p Perioden. Sei B(d) die durchschnittliche Zahl der Perioden je
Behandlungseinheit, in der die Behandlung der Vorperiode wiederholt wird. Dann gilt
Vd € Ay p:

1. Ist B(d) L 3d, welches nur aus den Sequenzen s, und s, besteht mit

Z p
MSE(d) < MSE(d).

2. Ist B(d) < 25

2 2 2 _q_ 2B@\?
MSE(d)Z@—m +<qd12) 5> (t_13 +(B(d) 12 ! ) 5
n(p

nqd11 qd11 — 1= -B(d)) p—1— 5B(d)

p

mit Gleichheit fir ein symmetrisches Design, welches nur aus den Sequenzen s

und so besteht.

Beweis. Die erste Ungleichheit folgt mit Korollar 7.1. Fiir die zweite Abschéitzung
betrachte fiir festes B(d) zwei Fille.

Fall 1: Sei B(d) = ;5. Sei d das Design, das zum Anteil 7 = 2’;;_‘1 aus Sequenzen $;

und zum Anteil 1 — 7 aus Sequenzen sy besteht. Dann gilt: ¢j,, = 2 (b 723)

B(d) = ;% und g, = 0. Damit folgt M.SE(d") < MSE(d).

> gq11, da

2
Fall 2: Sei 0 < B(d) < ﬁ. Dann gilt: gg12 < 0 und daher wird (gjﬁ) minimiert, wenn
sowohl gg12 als auch ¢417 maximiert werden. Ein Design, welches zum Anteil 7 =1 — @
aus Sequenzen s; und zum Anteil 1 — 7 aus Sequenzen ss besteht, nimmt die oberen

Schranken aus Korollar 7.5 an. Damit folgt die Behauptung. O

Mit dieser Behauptung kénnen nun die M SFE-optimalen Designs einfach bestimmt

werden.
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7.3 Effizienz des circular Designs

Korollar 7.7. Sei 4 < p <t. Sei A, die Menge aller approzimativer Designs mit t
Behandlungen und p Perioden und seien sy und sy wie zuvor. Dann gilt im circular
Modell:

1. Fir § < & — 5+ MSE(d,,) < MSE(d). Es gilt:

) (t—1)2
(p—=12 nlp-1)

MSE(d,,) =

2. Fir 6 > e-1)-1)* Sei d* eine Mischung aus Sequenzen s; zum Anteil m =

np(p—3)
1-— p(p4_1) — S(t_l)ﬁﬁ’;zg’p‘(;’gisp%) und aus Sequenzen sy zum Anteil 1 — 7. Dann gilt:

MSE(d*) < MSE(d). Fir den MSE von d* gilt:

(¢t = 1)*(dnp(p* = 5p +6) = (t = 1)*)

MSE(d") = e

Beweis. Folgt direkt aus Behauptung 7.6 und Optimieren der Sequenzen s; und s,. [

Somit besteht auch hier das optimale Design aus maximal zwei Sequenzen. Es zeigt sich,

dass der optimale Anteil © von s; mit wachsendem ¢ sinkt, jedoch nie 0 wird.

7.3 Effizienz des circular Designs

Mit den optimalen Designs lassen sich nun Effizienzen berechnen.

Wird die Effizienz eines Designs betrachtet, so eignet sich das Design d,, da es optimal

zum Schétzen der Behandlungseffekte ist. Es ergibt sich fiir § < %:

Eff(ds)=1.

Fir § > % berechnet sich die Effizienz zu:

—((t = 1) —onp(t — 1)*(p* —5p+6))(p — 1)°
Snp*(p — 3)2(p + on — (t — 1)2 + pt(t — 2))

Eff(d81) =
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7 Circular Designs
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Abbildung 7.1: Anteile von s; im circular Design mit p = 4,¢ = 6 und n = 10. Die
gestrichelte Linie markiert 6* = 12

8
Sei beispielsweise p = 4, t = 6 und n = 10. Es ergibt sich §* = %. Dies bedeutet, dass fiir
d < 6%, das Design, das nur aus Sequenzen [1234] besteht, M SFE—optimal ist. Fir § > §*
besteht das M S E-optimale Design aus den Sequenzen s; = [1234] und sy = [1122]. Der
Verlauf des Anteils von s; im M S E-optimalen Design ist in Abbildung 7.1 abgetragen.
Es zeigt sich, dass der Anteil von s; mit steigendem ¢ sinkt und damit der Anteil von sy
steigt. Insgesamt ist das optimale Design zum Schétzen der Behandlungseffekte jedoch
auch fiir groferes 0 noch sehr effizient beziiglich des M SFE, wie in Abbildung 7.2 auf der

nachsten Seite abgelesen werden kann.

Zusammenfassend lésst sich auch fiir circular Designs die Empfehlung aussprechen,
das optimale Design zum Schétzen der Behandlungseffekte zu nutzen, nach Mo6glich-
keit den carryover-Effekt gering zu halten und die Auswertung ohne carryover-Effekte

durchzufiihren, solange (augenscheinlich) keine (groken) carryover-Effekte auftreten.
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Abbildung 7.2: Effizienz von d,, im circular Design mit p = 4, ¢ = 6. Die gestrichelte

Linie markiert 6* = 18—5.
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8 Diskussion und Ausblick

Crossover Designs haben auf Grund ihrer Struktur ein weites Feld von Anwendungsmog-
lichkeiten. Ob beim Untersuchen des Geschmacks von Nahrungsmitteln, der Wirksamkeit
verschiedener Medikamente oder der Entwicklung verschiedener Pflanzenschutzmittel -
eine Modellierung mit Crossover Designs ist immer dann mdéglich, wenn vermutet wird,
dass die Behandlung in der einen Periode auch auf die nachfolgenden Perioden wirkt.
Wihrend in der Forschung in den letzten Jahren eine Reihe von Aufsétzen tiber optimale
Designs fiir die Schatzung von Behandlungskontrasten erschienen sind, ist die Modell-
misspezifikation nahezu vollstéindig aufien vor geblieben. Gerade fiir Crossover Designs,
bei denen oft versucht werden kann, die Wirkungen auf die benachbarten Perioden zu

verhindern, ist dieser Punkt betrachtenswert.

In dieser Arbeit wurden Designs hinsichtlich ihrer Robustheit bei Modellmisspezifikation
untersucht. Dafiir wurde der Mean Squared Error (MSE) der Schétzer der Behand-
lungseftekte als Mafs fiir ein Design verwendet. Es wird eine Situation angenommen,
in der ein Modell ohne carryover-Effekte gewahlt wurde, diese im Experiment jedoch
vorhanden sind. Der M SE rechnet den Nachteil von verzerrten Schiatzern mit dem Vorteil
einer besseren Schétzung der Fehlervarianz gegeneinander auf. Ziel ist es, den M SFE zu
minimieren. Wird als Optimalitatskriterium der M SE betrachtet, liegt im Allgemeinen
das Problem vor, dass der Wert des M SE und damit die Optimalitit eines Designs von
den Werten des Parametervektors der carryover-Effekte abhéngt. Es konnte jedoch gezeigt
werden, dass die Betrachtung der Quadratsummen der carryover-Effekte eine sinnvolle
Vorgehensweise darstellt. Ein Design d heifst in dieser Arbeit M .S FE-optimal, wenn es
fiir einen festen Wert der Varianz der carryover-Effekte den maximalen M SE minimiert.

Diese Interpretation ist analog zum FE-Kriterium in der optimalen Versuchsplanung.

In dieser Arbeit konnte eine untere Schranke fiir den M SE hergeleitet werden, die nur

von den Spuren der partitionierten Informationsmatrix der Schétzer abhéangt.
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8 Diskussion und Ausblick

Diese Schranke wird im Modell ohne Periodeneffekte, aber mit additiven carryover-
Effekten von symmetrischen Designs angenommen, sodass eine Beschrankung auf diese
Klasse moglich ist. Da fiir den Fall p > ¢, d.h. es stehen pro Proband mehr Perioden als
Behandlungen zur Verfiigung, immer ein Design existiert, das die Varianz der Schétzer
minimiert und gleichzeitig unverzerrte Schétzer liefert, ist dieses Design folglich auch
M S E-optimal. Da es ebenfalls optimal zum Schétzen der Behandlungseffekte ist, sollte
es in jedem Fall verwendet werden.

Deutlich komplizierter ist der Fall p < ¢. Es zeigte sich, dass eine Mischung aus Sequenzen,
die im Modell mit oder im Modell ohne carryover-Effekte optimal zum Schétzen der
Behandlungseffekte sind, M .S E-optimal ist.

Neben der M SFE-Optimalitit wurde die Idee der M S E-Effizienz fiir ein Design d ent-
wickelt. Da M S FE-optimale Designs in der Regel von den konkreten carryover-Effekten
abhéngen, ist eine allgemeine Wahl eines M .S E-optimalen Designs nicht moglich. Mit
Hilfe der Effizienz kann aber eine Bewertung eines beliebigen Designs hinsichtlich des
M SFE vorgenommen werden. Es zeigt sich, dass optimale Pldne zum Schétzen der Be-
handlungseffekte im Modell mit als auch im Modell ohne carryover-Effekte hoch effizient

sind.

In einem néchsten Schritt wurde dem Modell ein Periodeneffekt hinzugefiigt. Da die
Versuchsplédne, die optimal fiir den Fall p > ¢ sind, dies sowohl im Modell mit als auch
ohne Periodeneffekt sind, ergibt sich hier - aufgrund der Erwartungstreue der Schétzer -
dass sich die Ergebnisse iibertragen lassen. Auch hier stellte p < ¢t den komplexen Fall
dar. Es konnte gezeigt werden, dass die Beschrankung auf symmetrische Designs fiir die
Klasse der Designs gerechtfertigt werden kann, in denen jede Behandlung gleich héufig
auftritt. Die Erweiterung auf eine grofere Klasse von Designs bzw. auf sdmtliche Designs

bleibt eine offene Frage.

Neben der Modellierung des carryover-Effektes als additiven Term, der nur von der
Behandlung der Vorperiode abhéngt, sind eine Reihe weiterer Modellierungen fiir die
carryover-Effekte bekannt. Auch hier gilt: kompliziert ist in der Regel nur der Fall p < ¢,
fiir p > t lassen sich optimale Designs zum Schétzen der Behandlungseffekte finden, die
erwartungstreue Schétzer auch im Modell mit carryover-Effekten liefern. Diese sind dann
ebenfalls M S FE-optimal. Da die M SE-Effizienz den M SFE eines beliebigen Designs d in
Bezug zum optimalen (minimalen) MSFE setzt, folgt aus dem Finden M S FE-optimaler
Pléne immer die Moglichkeit des Berechnens der M S E-Effizienz.

90



8 Diskussion und Ausblick

Fiir das Modell proportionaler carryover-Effekte lieken sich die Ergebnisse des additiven
carryover-Effektes iibertragen. Hier hingt dann das optimale Design vom Proportio-
nalitdtskoeffizenten und von der Varianz des Vektors der Behandlungseffekte ab - fiir
feste Werte kann aber analog zum additiven Modell ein M S E-optimaler Plan bestimmt
werden.

Im Modell mit verschiedenen carryover-Effekten, die davon abhéngen, ob eine Behandlung
direkt wiederholt wird oder nicht, dem Modell mit self- und mixed-carryover-Effekten,
héngt das Optimierungsproblem von gleich drei festzusetzenden Variablen ab, die zum
Teil abhéngig voneinander sind. In dieser Arbeit konnten fiir einzelne Spezialfille M .S E-
optimale Plidne gefunden werden. Fiir das Modell ohne mixed-carryover-Effekte, das
sogenannte decay-Modell, konnte das M S E-optimale Design konkret bestimmt werden,
wahrend fiir das Modell ohne self-carryover-Effekte, das no-carryover-into-self-Modell,
keine konkrete Berechnung eines optimalen Designs, aber ein Algorithmus zur Ermittlung
dieser optimalen Designs angegeben werden konnte.

Wird der carryover-Effekt nicht zeitlich sondern vor allen rdumlich betrachtet, so ist das
Modell mit links- und rechtsseitigem carryover-Effekt eine geeignete Wahl. Insbesondere
in den Agrarwissenschaften bieten sich diese Modelle an. Auch hier wurden auf Grund
der Komplexitét der sich ergebenden Berechnungen nur die Spezialfille des einseitigen
Effektes und des Falles gleich grofser links- und rechtsseitiger Effekte betrachtet. Sowohl
fiir die Falle, bei denen der carryover-Effekt nur in eine Richtung auftritt als auch fiir den
realistischeren Fall, dass beide carryover-Effekte gleich sind, konnten optimale Designs

bestimmt werden.

Ein weites Feld offener Fragen bieten weitaus komplexere Modellierungen der carryover-
Effekte. In dieser Arbeit wurde stets angenommen, dass die Fehler innerhalb einer
Einheit unkorreliert sind. Eine Korrelation der Ergebnisse, bspw. durch Ermiidung der
Geschmacksnerven, ein langeres Nachwirken als nur eine Periode oder Interaktionen
zwischen Behandlungen untereinander oder zwischen Einheit und Behandlung wurden

gar nicht betrachtet.

Neben der Variation der carryover-Effekte wurde in der Arbeit eine andere Klasse von
Designs, die circular Designs, betrachtet. Diese zeichnen sich dadurch aus, dass vor (bzw.
nach) den in die Auswertung zéhlenden Behandlungen eine weitere Periode durchgefiihrt
wird, die nicht zur Auswertung zdhlt. Dadurch liegt in jeder Periode ein carryover-Effekt

vor. Die bislang erhaltenen Ergebnisse liefen sich sehr gut auf diese Modelle iibertragen
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und es war auch hier méglich, M S F-optimale Designs anzugeben. Insbesondere konnten
hier Ergebnisse fiir Modelle mit Periodeneffekt ohne Einschriankung der Klasse der
untersuchten Designs ermittelt werden. Es zeigte sich, dass die optimalen Designs zum
Schétzen der Behandlungseffekte auch fiir grofse carryover-Effekte noch hoch effizient im
Sinne des M SE bleiben. Fiir samtliche praktische relevanten Félle ist die Effizienz {iber

0.9, zumeist sogar iiber 0.99.

Das in dieser Arbeit eingefiihrte M SFE-Kriterium dhnelt von der Interpretation dem
E-Kriterium der optimalen Versuchsplanung. Wie in der optimalen Versuchsplanung sind
auch fiir den M SFE andere Kriterien moglich. Insbesondere konnte die Minimierung des
mittleren MSFE in Analogie zum A-Kriterium untersucht werden. Simulationen sowie
Sachiiberlegungen machen eine Beschrankung auf symmetrische Designs plausibel. Die
hergeleitete untere Schranke fiir das M SE 4 s-Kriterium wird jedoch von symmetrischen
Designs nicht angenommen. Ob symmetrische Designs wirklich eine vollstandige Klasse

von Designs bilden, bleibt eine weitere offene Forschungsfrage.

Der praktische Nutzen des M S E-Kriteriums ist es, eine Auswertung mit zu vielen Storpa-
rametern zu vermeiden, sofern (nicht-statistische) Vorkehrungen getroffen werden kénnen,
um diese Storparameter zu verhindern. Eine Auswertung mit tiberfliissigen Parametern
fithrt zwingend zum Verlust von statistischer Power. Auf der anderen Seite kénnen vorhan-
dene, systematische Fehler dazu fiihren, dass Tests zu liberal werden. Eine Untersuchung,
wie grof diese Effekte sind und daraus folgend, wie lange eine Misspezifikation in Kauf

genommen werden kann, kann in einem néchsten Schritt durchgefiihrt werden.

Ein weiteres Problem ergibt sich in der Randomisationstheorie. Die Art der Randomisie-
rung legitimiert bestimmte Modellannahmen (vgl. Bailey 1981). In Crossover Designs ist
es das Ziel, nachbarbalancierte Strukturen auch nach der Randomisierung zu erhalten.
Daher werden in der Praxis in der Regel nur die Namen der Behandlungen randomisiert
und jeder Einheit eine Behandlungssequenz zufillig zugeordnet (Jones und Kenward 2003,
S. 157). Diese Randomisation erlaubt eine Auswertung im Modell ohne carryover-Effekte,
fiihrt jedoch im Modell mit carryover-Effekten zu einer systematischen Unterschéitzung
der Varianz (Kunert 1987; Kunert und Utzig 1993). Daher wire es auch an dieser Stelle

wiinschenswert, ein Modell ohne carryover-Effekte zu erhalten.

Zusatzlich zu dem Fakt, dass ein Modell ohne carryover-Effekte wiinschenswert ist,

kénnte basierend auf den Ergebnissen dieser Arbeit - insbesondere fiir die Effizienz des
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8 Diskussion und Ausblick

optimalen Designs im grofteren Modell - folgendes Vorgehen empfohlen werden: Nachdem
der Versuch fiir ein Modell geplant wird, in dem carryover-Effekte zulédssig sind, wird
versucht, diese carryover-Effekte mittels nicht-statisicher Methoden zu verhindern. Sollte
dies nicht gelingen und sich der Eindruck von vorhandenen carryover-Effekten ergeben,
so erfolgt die Auswertung mit dem Modell mit carryover-Effekten. Gibt es allerdings
solche Eindriicke nicht, so erfolgt die Auswertung in einem Modell ohne carryover-
Effekte. Dies ermdglicht neben einer der Randomisierung angemessenen Analyse auch
das Sparen von Freiheitsgraden. Die Power des Experiments wird dadurch gesteigert. In
den Agrarwissenschaften wurde dieses Verfahren in Simulationen von David et al. (2001)
erprobt und erwies sich als wirkungsvolle Methode.

Methodisch sauberer ist aber, die Analyse in jedem Fall ohne die carryover-Effekte
durchzufiihren, dennoch ein nachbarbalanziertes Design zu wahlen. Dieses Vorgehen wird
von w.a. von Kunert (1998) in der Sensometrie vorgeschlagen. In diesem Fall ist nicht nur
die Auswertung korrekt, wenn keine carryover-Effekte vorliegen, es zeigt sich auch, dass
selbst bei geringen carryover-Effekten die Designs hoch effizient den M SFE betreffend

sind.
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