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Kurzfassung

Im Rahmen von Nachrechnungen alter Stahlbeton- und Spannbetonbriicken auf Grundlage der
aktuellen Normen ergeben sich bei der Querkrafttragfihigkeit zum Teil erhebliche rechnerische
Tragfahigkeitsdefizite. Diese Defizite sind allerdings kritisch zu hinterfragen, da die in den Normen
verankerten Nachweisverfahren an vielen Stellen Idealisierungen und Vereinfachungen beinhalten
bzw. nicht alle Einfliisse und Tragmechanismen beriicksichtigen. Die vorliegenden Bemessungskon-
zepte zur Beurteilung der Tragfdhigkeit unter Querkraftbeanspruchung basieren auf mechanischen
Modellen, werden jedoch in unterschiedlichem Umfang mithilfe von empirisch ermittelten Parame-
tern kalibriert, um eine bessere Ubereinstimmung mit Versuchsergebnissen zu erreichen. Dennoch
unterschétzen die Modelle die in Versuchen beobachtete Querkrafttragfahigkeit z.T. deutlich. Die
nichtlineare Finite Elemente Methode bietet die Moglichkeit, das Querkrafttragverhalten von Stahl-
und Spannbetonstrukturen genauer zu analysieren, Tragmechanismen zu identifizieren und aus den
numerischen Simulationen Riickschliisse auf das reale Tragverhalten zu ziehen. Derzeit existiert kein
genaueres rechnerisches Verfahren zur Ermittlung der Querkrafttragfahigkeit.

Jedoch ist die Giite der Ergebnisse aufgrund des komplexen, ausgepragt nichtlinearen Material-
verhaltens des Werkstoffs Beton stark von der Modellierung, insbesondere von den gewahlten Ma-
terialmodellen, abhéngig. Zwar existieren zahlreiche Materialmodelle fiir Beton, die Kalibrierung
erfolgt jedoch meist an Biegeversuchen. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung des
Querkrafttragverhaltens von Stahlbetonbalken auf der Basis von nichtlinearen numerischen Simu-
lationen.

Zu diesem Zweck werden zunéchst die Besonderheiten der Materialmodellierung fiir Beton vor-
gestellt und bewertet. Die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen zeigen, dass
neben der Wahl eines geeigneten Bruchkriteriums bei Simulationen von Stahlbetonstrukturen unter
Querkraftbeanspruchung die Modellierung des Nachbruchverhaltens, d.h. die realistische Abbildung
des Rissverhaltens und der damit verbundenen Anisotropie des Werkstoffs Beton, von besonderer
Bedeutung ist. Im Gegensatz zu einer Biegebeanspruchung, bei der das Materialverhalten orthogo-
nal zur Hauptzugspannungsrichtung die Tragfdhigkeit kaum beeinflusst, sind die Auswirkungen der
rissinduzierten Anisotropie bei einer Querkraftbeanspruchung traglastbestimmend. Eine Querkraft-
beanspruchung fiihrt zu einem gemischten mehrdimensionalen Hauptspannungszustand mit einer
positiven Hauptspannung in einer Richtung und einer negativen orthogonal dazu. Real sinkt in
Zugrichtung die Spannungsaufnahme mit zunehmenden Verzerrungen, bis keine Spannungen mehr
iibertragbar sind. Orthogonal dazu kann der Werkstoff jedoch weiterhin groffe Druckspannungen
aufnehmen.

Es ist moglich, mithilfe eines isotropen Bruchkriteriums die Anisotropie in Bezug auf die unterschied-
lichen Festigkeiten des Werkstoffs Beton in Zug- und Druckrichtung zu erfassen, die zutreffende Ab-
bildung des unterschiedlichen Verhaltens in Zug- und Druckrichtung nach Erreichen der maximalen
Zugspannung ist jedoch problematisch. Wihrend bei isotropen Ansétzen eine Entfestigung in alle
Richtungen auftritt, also eine Entfestigung in Zugrichtung auch eine Entfestigung in Druckrich-
tung mit sich bringt, sind bei orthotropen Modellen die Hauptrichtungen entkoppelt. Eine zu grofse
Entfestigung im Druckbereich bei isotropen Modellen fiihrt zu Problemen bei der realistischen Er-



fassung von Schubspannungszustinden in gerissenen Stahlbetonbetonbalken. Die Ergebnisse dieser
Arbeit deuten darauf hin, dass isotrope Materialmodelle fiir Beton Schwéchen bei der realistischen
Abbildung der Anisotropie unter Querkraftbeanspruchung aufweisen, sofern sich bei diesen nach
Uberschreitung der Zugfestigkeit eine Entfestigung anschlieRt, und orthotrope Modelle vermutlich
besser fiir die Abbildung des Querkrafttragverhaltens in gerissenen Stahlbetonstrukturen geeignet
sind.

Die Nachrechnungen von grofmafsstablichen Versuchen an Stahlbetonbalken mit Querkraftversagen
unter Verwendung von vier verschiedenen Materialmodellen bestétigen im Grundsatz diese These.
Der Fokus liegt hierbei auf Balken mit niedrigen Schubbewehrungsgraden, da die Abweichungen
zwischen Versuchstraglast und rechnerischer Traglast hier am grofsten sind. Dies deutet darauf hin,
dass die Tragmechanismen in den analytischen Modellen derzeit nicht genau genug erfasst werden.
Bei den verwendeten Materialmodellen handelt es sich um zwei Modelle auf Basis der isotropen
Plastizitdat sowie um zwei orthotrope Modelle. Die Ergebnisse mit dem isotropen Materialmodell
Concrete Damage Plasticity (CDP), welches in ABAQUS implementiert ist, lassen deutliche Schwé-
chen erkennen. Die Traglasten werden deutlich unterschétzt. Wie vermutet, erfolgt aufgrund des
isotropen Ansatzes eine zu ausgeprigte Entfestigung der Elemente auf Druck im schubbeanspruch-
ten Steg, die dazu fithrt, dass weder der Trag- noch der Versagensmechanismus zutreffend erfasst
werden. Das im Versuch beobachtete fachwerkdhnliche Tragverhalten kann sich nicht einstellen.
Im Gegensatz dazu kann die rissinduzierte Anisotropie mit dem zweiten plastizitdtstheoretischen
Modell MCTC, das im Rahmen dieser Arbeit selbst entwickelt wurde, deutlich besser erfasst wer-
den. Hierbei werden die Spannungs-Dehnungslinien im Zug- und Druckbereich elastisch-plastisch
definiert und die Betonzugfestigkeit nahezu vernachléssigt. Aufgrund der fehlenden Entfestigung
erfolgt keine Abminderung der Druckfestigkeit orthogonal zur Hauptzugspannungsrichtung. Es ist
eine deutlich bessere Ubereinstimmung der Traglasten und des grundsitzlichen Tragmechanismus
mit den Versuchen festzustellen. Auch die beiden orthotrop definierten Modelle, das in ATENA im-
plementierte Smeared Crack Modell SBETA sowie das an der EPFL Lausanne entwickelte Modell
EPSF auf Basis der Elasto-plastischen Spannungsfeldmethode, weisen ein dhnliches Tragverhalten
und eine deutlich bessere Ubereinstimmung mit den Versuchen auf.

Aus der Analyse des Modelltragverhaltens lassen sich Riickschliisse fiir das reale Tragverhalten zie-
hen. Die Simulationen mit den Materialmodellen MCTC, SBETA sowie EPSF zeigen ein fachwer-
kéahnliches Tragverhalten, das mit einer starken Rotation der Druckstreben im Zuge der Rissbildung
einhergeht. Neben der Fachwerkwirkung lasst sich ein zusétzlicher Betontraganteil in Form einer
Sprengwerk- oder Druckbogenwirkung beobachten. Ein geringerer Schubbewehrungsgrad bewirkt,
dass die Sprengwerk- oder Druckbogenwirkung gegeniiber der Fachwerkwirkung zunimmt. Es er-
folgt ferner eine stérkere Rotation der Druckstreben bzw. die Risse werden flacher. Die Analyse
der Nachrechnungen von Grofsversuchen deutet darauf hin, dass Stahlbetonbalken unter Querkraft-
beanspruchung ein signifikantes Umlagerungsvermogen besitzen und der Tragmechanismus vom
Schubbewehrungsgrad sowie der Hohe der Belastung abhéangt.

Dem gegeniiber zeigt ein beispielhafter Vergleich mit géngigen analytischen Modellen eine deutlich
schlechtere Ubereinstimmung mit den Versuchstraglasten. Hierbei nihert das Modell auf Basis der
Modified Compression Field Theory die Traglasten am besten an. Die auf der klassischen Fachwerka-



nalogie basierenden Modelle unterschétzen, bzw. die auf der reinen Plastizitdtstheorie basierenden,
iiberschétzen die Traglast deutlich. Weiterhin lassen die hier ermittelten Ergebnisse der numerischen
Berechnungen vermuten, dass ein nennenswerter Traganteil iiber Rissreibung im Versagenszustand
aufgrund der breiten Versagensrisse, iiber die kaum noch Schubkrifte bzw. Rissverzahnungskréfte
iibertragen werden kénnen, nicht existiert.

Basierend auf den Erkenntnissen aus der Analyse der numerischen Simulationen sowie dem Vergleich
mit géngigen analytischen Modellen wird ein eigenes Modell hergeleitet, das zusétzlich zu einer Fach-
werkwirkung einen weiteren Betontraganteil in Form eines Sprengwerks bzw. einer Bogenwirkung
enthalt, das Druckbogenmodell (DBM). Es erweitert das Vereinfachte Druckbogenmodell, das die
zusitzliche Querkraftkomponente V. als additiven Betondtraganteil aus der Differenz der Grofe
und Hohenlage der Biegedruckkraft ermittelt, um den Einfluss der horizontalen Druckkraftkom-
ponente aus den schrigen Betondruckstreben im Steg, und ist damit nicht nur fiir Spannbeton-,
sondern auch fiir Stahlbetonstrukturen anwendbar.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung

Das Tragverhalten von Stahl- und Spannbetonbalken unter Schubbeanspruchung mit und ohne
Querkraftbewehrung ist seit Jahrzehnten Gegenstand der Forschung. Fiir die Bemessung von Neu-
bauten liegen in den verschiedenen internationalen Normen unterschiedliche Bemessungskonzepte
vor, die zu einer sicheren Bemessung der Bauteile fiihren.

Im Rahmen von Nachrechnungen alter Stahlbeton- und Spannbetonbriicken auf Grundlage der ak-
tuellen Normen ergeben sich jedoch bei der Querkrafttragfahigkeit zum Teil erhebliche rechnerische
Tragfahigkeitsdefizite. Diese Defizite sind allerdings kritisch zu hinterfragen. Die Nachweisverfahren
beinhalten an vielen Stellen Idealisierungen und Vereinfachungen, da sie nicht nur zu einer sicheren
Bemessung fiihren, sondern gleichzeitig auch in der Anwendung einfach handhabbar sein sollen.
Ferner beriicksichtigen sie nicht alle Einfliisse und Tragmechanismen. Daher sind die vereinfachten
Nachweisverfahren im EUROCODE 2 besonders bei Querkraft und Torsion teilweise sehr konservativ,
auch im Vergleich zu dlteren Normen. Vergleiche mit Versuchsergebnissen zeigen fiir diese ebenfalls
hohere Tragfahigkeiten als mit den Handrechenverfahren ermittelt. Weiterhin wurde trotz rechne-
rischer Tragfihigkeitsdefizite bisher kein Querkraftversagen bei bestehenden Briicken beobachtet.
Die vorliegenden Bemessungskonzepte zur Beurteilung der Tragfahigkeit unter Schubbeanspruchung
basieren auf mechanischen Modellen, werden jedoch in unterschiedlichem Umfang mithilfe von empi-
risch ermittelten Parametern kalibriert, um eine bessere Ubereinstimmung mit Versuchsergebnissen
zu erreichen. Dennoch unterschitzen die Modelle die in Versuchen beobachtete Querkrafttragfahig-
keit z.T. deutlich, insbesondere bei Spannbetonbalken mit niedrigen Bewehrungsgraden, vgl. [8§],
[36].

Vor diesem Hintergrund riickt die nichtlineare Finite Elemente Methode (FEM) als Instrument zur
Ermittlung der Traglast und Analyse des Tragverhaltens verstérkt in den Fokus. Sie bietet die M6g-
lichkeit, das nichtlineare Materialverhalten von Beton realitdtsnah abzubilden und Tragfidhigkeiten
auf Systemebene zu bestimmen. Derzeit existiert kein genaueres rechnerisches Verfahren zur Ermitt-
lung der Querkrafttragfihigkeit. Aus diesem Grund ist die Moglichkeit der Nutzung nichtlinearer
FE-Methoden in Deutschland auch im Rahmen von Nachrechnungen nach Stufe 4 der Nachrech-
nungsrichtlinie [4] verankert. Im Gegensatz zur physikalischen Wirklichkeit des realen Versuchs stellt
die nichtlineare Finite Elemente Methode eine Approximation dar, jedoch ist der Umfang der zu
analysierenden Grofen im Versuch eingeschrinkt, z.B. auf die Messung der Biigelspannungen oder
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Betondehnungen an diskreten Punkten. Demgegeniiber lassen sich mithilfe der nichtlinearen Finite
Elemente Methode weitere Grofen untersuchen, die Aufschluss iiber das Querkrafttragverhalten
geben konnen, wie z.B. den Verlauf der inneren Kréfte in Form von Druckspannungstrajektorien
sowie dessen Verdnderung im Belastungsfortschritt.

Jedoch ist die Giite der Ergebnisse stark von der Modellierung und insbesondere von den gewéhlten
Materialmodellen abhéngig. Der Komplexitat des Schubtragverhaltens im Vergleich zum Biege-
tragverhalten muss auch bei der Anwendung der nichtlinearen FEM Rechnung getragen werden.
Waéhrend das Biegetragverhalten gut mit der nichtlinearen FEM abgebildet werden kann, konn-
te u.a. durch ein Forschungsprojekt an der TU Dortmund gezeigt werden, dass die Ergebnisse
fiir die Schubtragfahigkeit stark abhéngig vom verwendeten Materialmodell sind, vgl [69]. Ursache
hierfiir ist der mehrdimensionale gemischte Spannungszustand bei Schubproblemen in Kombinati-
on mit der spannungsinduzierten Anisotropie des Werkstoffes Beton. Daher ist die Modellierung
der Rissbildung und der daraus resultierenden Anisotropie des Werkstoffes Beton insbesondere bei
Querkraftbeanspruchung von grofier Bedeutung. Erste Ergebnisse legen nahe, dass isotrope Formu-
lierungen fiir Materialmodelle, z. B. im Rahmen der klassischen isotropen Plastizitéts- oder auch
der Schidigungstheorie, Schwéichen bei der Abbildung von Schubspannungszustinden in gerissenem
Beton, aufweisen. Bevor die nichtlineare FEM zur Beurteilung des Querkrafttragverhaltens heran-
gezogen werden kann, ist es erforderlich, die Methode selbst, speziell die Materialmodellierung, auf
ihre Eignung fiir die vorgesehene Aufgabenstellung zu untersuchen.

1.2 Zielsetzung

Das Ziel der Arbeit besteht darin, das Potential der nichtlinearen FEM zur realitdtsnahen Abbildung
des Querkrafttragverhaltens und Ermittlung der Traglast zu untersuchen sowie zu einem besseren
Verstandnis des Querkrafttragverhaltens beizutragen.

Ein Schwerpunkt der Arbeit liegt hierbei auf der Analyse der Methode selbst, insbesondere der Ma-
terialmodellierung. Das Tragverhalten des Werkstoffs Beton ist dufierst komplex und die numerische
Umsetzung dieses Verhaltens in ein konstitutives Gesetz besitzt einen sehr grofen, wenn nicht den
groften Einfluss auf die Ergebnisse von Nachrechnungen mit der nichtlinearen FEM. Daher soll her-
ausgearbeitet werden, welche Materialmodellierung fiir die Abbildung des Querkrafttragverhaltens
geeignet ist und aus welchem Grund sich bestimmte Materialmodelle besser eignen als andere. Der
Fokus soll im Rahmen dieser Arbeit auf Stahlbeton- und nicht auf Spannbetonstrukturen liegen, da
der Einfluss des Materialmodells fiir Beton grundsétzlich analysiert und der Effekt der Vorspannung
als Einflussgréfse auf das Tragverhalten zunéchst eliminiert werden soll.

Es soll die These belegt werden, dass Materialmodelle basierend auf der klassischen isotropen Plas-
tizitdtstheorie fiir die Abbildung des Querkrafttragverhaltens in gerissenen Stahlbetonbauteilen nur
bedingt geeignet sind, da sie aufgrund ihres isotropen Entfestigungsverhaltens das tatséchlich ani-
sotrope Verhalten von gerissenem Beton nicht zutreffend abbilden kénnen.

Zu diesem Zweck sollen numerische Simulationen von Grofiversuchen an Stahlbetonbalken mit
Schubversagen mit verschiedenen nichtlinearen Materialmodellen sowie Strukturmodellierungen
durchgefiihrt werden. Neben dem Vergleich der Traglasten sollen weitere Parameter zur Beur-
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teilung der Giite der Simulationsergebnisse herangezogen werden. Daher werden zusétzlich die
Last-Verformungskurven, Versagsmodi sowie Druckspannungstrajektorien und Rissbilder vergli-
chen.

Aus den Ergebnissen der FEM-Simulationen sollen die Tragmechanismen des FE-Modells identifi-
ziert und ein Erkenntnisgewinn fiir das Tragverhalten realer Bauteile gezogen werden. Daher wird
untersucht, inwieweit das Tragverhalten des Modells mit dem Tragverhalten in der physikalische
Realitdt tibereinstimmt, bzw. inwieweit Abweichungen begriindbar und ggf. tolerierbar sind. Dabei
wird auch beleuchtet, welche realen Effekte im Modell beriicksichtigt werden und welchen Einfluss
die Modellierung auf die Ergebnisse hat.

Im Anschluss sollen die Ergebnisse der Simulationen mit der nichtlinearen FEM dahingehend ana-
lysiert werden, inwieweit sich Ubereinstimmungen oder Abweichungen mit Annahmen der ana-
lytischen Modelle beobachten lassen, beispielsweise, welcher Druckstebenwinkel sich einstellt, ob
eine Rotation der Druckstrebe beobachtet werden kann, ob ein nennenswerter Anteil der Querkraft
iiber einen Betontraganteil der ungerissenen Druckzone iibertragen werden kann oder ob sich eine
Druckbogen- bzw. Strebenwirkung zusétzlich zur Fachwerkwirkung einstellt.

Schlussendlich sollen die gewonnenen Erkenntnisse zur Beurteilung der Querkrafttragmechanismen
genutzt werden und aufbauend auf den Erkenntnissen ein eigenes Rechenmodell zur Beurteilung
der Querkrafttragfahigkeit von Stahlbetonbalken entwickelt werden. Ziel ist es also, aus dem Mo-
delltragverhalten in den numerischen Simulationen Riickschliisse auf das reale Tragverhalten zu
ziehen, Tragmechanismen zu identifizieren und mithilfe der gewonnen Erkenntnisse die derzeitigen
Bemessungskonzepte genauer zu beurteilen und ggf. durch Weiterentwicklungen zu verbessern.

1.3 Aufbau der Arbeit

Da ein Schwerpunkt der Arbeit die Analyse der Materialmodellierung fiir Stahlbeton unter Schubbe-
anspruchung ist, erfolgt im zweiten Kapitel ein kurzer Uberblick iiber die kontinuumsmechanischen
Grundlagen. Diese bilden die Basis fiir die Aufarbeitung der Materialtheorie. Anschlieffend wird
kurz auf die im Rahmen dieser Arbeit wichtigsten Elemente der nichtlinearen FEM eingegangen.

Im vierten Kapitel werden die Grundlagen der kontinuumsmechanischen Materialtheorie, insbeson-
dere die Abbildung von nichtlinearem Materialverhalten theoretisch aufgearbeitet und analysiert,
bevor im Anschluss die Ubertragung auf die Werkstoffe Beton und Stahlbeton erfolgt.

Dies geschieht im fiinften Kapitel, welches sich der Materialmodellierung von Beton und Stahlbeton
widmet. Zunéchst wird das reale Materialverhalten des Werkstoff Betons beschrieben, das von den
konstitutiven Gesetzen moglichst realitdtsnah wiedergegeben werden muss. Im Anschluss werden
gangige Materialmodelle fiir Beton vorgestellt und analysiert. Es werden dabei betonspezifische
Besonderheiten wie die Wahl des Versagenskriteriums, die Modellierung der Rissbildung sowie die
spannungsinduzierte Anisotropie des Werkstoffs beleuchtet. Ferner wird auf die Modellierung von
Stahl sowie die Modellierung des Werkstoffes Stahlbeton als Verbundwerkstoff eingegangen.

Nach der theoretischen Analyse der Materialmodellierung von Beton und Stahlbeton werden in
Kapitel [6] vier bzw. fiinf verschiedene Materialmodelle vorgestellt und deren spezifische Grundlagen
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verglichen. Es werden zwei Modelle auf Basis der klassischen isotropen Plastizitdt in Kombination
mit einer dreidimensionalen Strukturmodellierung sowie zwei anisotrope Matarialmodelle unter-
sucht, die lediglich mit einer zweidimensionalen Strukturmodellierung angewandt werden kénnen.

Zunachst wird das isotrope elasto-plastische Schiadigungsmodell Concrete Damaged Plasticity vor-
gestellt, das im Programmsystem ABAQUS zur Verfiigung steht und vielfach im Rahmen der For-
schung fiir Simulationen von Beton- und Stahl- bzw. Spannbetonstrukturen zum Einsatz kommt. Im
Rahmen dieser Arbeit wird ferner ein plastisches Materialmodell auf Basis eines MOHR-COULOMB-
Versagenskriteriums mit Tension Cut Off selbst entwickelt. Obwohl dieses Modell ebenfalls auf
Basis der isotropen Plastizitdt formuliert ist, ist es aufgrund dieser Modifikationen in der Lage, die
spannungsinduzierte Anisotropie von Beton abzubilden.

Bei den anisotropen Materialmodellen wird ein klassisches anisotropes Smeared Crack Modell un-
tersucht, das im Programm ATENA implementiert ist und sowohl mit fester als auch rotierender
Rissneigung verwendet werden kann. Ferner wird ein Programm der EPFL Lausanne vorgestellt,
das auf der elasto-plastischen Spannungsfeld-Methode basiert und die Abbildung der Anisotropie
des Betons iiber die Vernachldssigung der Querdehnzahl und Entkopplung der Hauptrichtungen
erreicht. Die Analyse erfolgt bei allen Modellen neben dem Vergleich der theoretischen Grundlagen
durch die Auswertung von Nachrechnungen an Kleinteilversuchen wie den KUPFER-Versuchen.

Aufbauend auf den Erkenntnissen aus dem sechsten Kapitel werden in Kapitel [7] die Auswirkungen
der Materialmodellierung auf das Querkrafttragverhalten durch Nachrechnungen von fiinf Grofs-
versuchen herausgearbeitet. Die Nachrechnung der komplexen Grofiversuche ist von entscheiden-
der Bedeutung, da Phdnomene wie Spannungsumlagerungen o.4. bei den Kleinteilversuchen nicht
beobachtet werden kénnen. Die Ergebnisse der Simulationen mit den unterschiedlichen Materialm-
odellen werden im Hinblick auf die Traglast, Versagensart, Lastverformungskurven, Rissbilder sowie
Verzerrungs- und Spannungstrajektorien miteinander verglichen und den Ergebnissen aus den Ver-
suchen gegeniiber gestellt. Hierbei soll gezeigt werden, welche Modelle am besten geeignet sind, um
das Querkrafttragverhalten von Stahlbetonbalken abzubilden. Es wird hierbei ferner untersucht,
inwieweit in Versuchen beobachtete Phédnomene auch im numerischen Modell erkennbar sind. An-
schliefiend erfolgt ein Vergleich der numerischen Modellierung mit analytischen Modellen.

Basierend auf den Beobachtungen wird in Kapitel [8] ein eigenes Berechnungsmodell, das der Fach-
werkwirkung einen zusétzlichen Betontraganteil in Form einer Sprengwerk- bzw. Bogentragwirkung
iiberlagert, entwickelt und vorgestellt.
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Kontinuumsmechanische Grundlagen

Die mathematische und numerische Beschreibung des mechanischen Werkstoffverhaltens erfolgt auf
der Grundlage der Kontinuumsmechanik und der Materialtheorie. Um im Rahmen dieser Arbeit
verbreitete Materialtheorien fir den Werkstoff Beton und Stahlbeton analysieren sowie ihre Glite
bewerten zu kénnen, werden im Folgenden die Grundlagen der Kontinuumsmechanik und der Mate-
rialtheorien kurz aufgearbeitet. Die Ausfiihrungen orientieren sich im Wesentlichen an anerkannter
Fachliteratur, vgl. [95], [43], [5], [6].

2.1 Einleitung

Die Kontinuumsmechanik bildet zusammen mit der Materialtheorie die Grundlage fiir die Beschrei-
bung des mechanischen Verhaltens von Werkstoffen. Hierbei wird ausgehend von beobachteten Pha-
nomenen und experimentellen Ergebnissen an makroskopischen Objekten wie Materialproben oder
Bauteilen ein mathematisches Modell fiir das mechanisch-thermodynamische Verhalten eines defor-
mierbaren Korpers erstellt [95]. Die reale Struktur wird als materielles Punktkontinuum idealisiert.
In der Regel erfolgt diese Idealisierung ohne Riickgriff auf die mikroskopische Struktur, es wird ledig-
lich das makroskopische Verhalten phénomenologisch beschrieben. Mithilfe der Kontinuumsmecha-
nik werden Lage und Bewegung, also die Kinematik des materiellen Korpers beschrieben. Hieraus
lasst sich ein Zusammenhang zwischen Verschiebungen und Verzerrungen herstellen und damit die
Deformation eines Korpers charakterisieren. Uber die Bilanz- und Erhaltungssitze der Mechanik
werden weiterhin Gleichgewichtsbedingungen formuliert und Spannungstensoren definiert. Sowohl
die Kinematik als auch die Gleichgewichtsbedingungen sind stoffunabhéngig und allgemeingiiltig.
Die Ubertragung auf konkrete Materialien erfolgt mithilfe der thermodynamischen Grundséitze und

Energieprinzipien im Rahmen der Materialtheorie.

2.2 Kinematik

Die kinematischen Grundlagen der Kontinuumsmechanik umfassen die Beschreibung der Deformati-
on eines Korpers sowie die Angabe von Verzerrungsmafsen und zeitlichen Ableitungen kinematischer
Grofsen. Diese Beziehungen werden spéter sowohl in der konstitutiven Beschreibung als auch bei
der Formulierung der Bilanzgleichungen und der schwachen Formen benotigt.
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2.2.1 Lage und Bewegung

Zunachst werden Lage und Bewegung eines materiellen Punktes mathematisch ein-eindeutig ge-
klart. Fir die Beschreibung der kinematischen Vorgénge sind einige Definitionen erforderlich, die
im Folgenden kurz zusammengefasst werden.

Materieller Kérper Der materielle Kérper B der Kontinuumsmechanik wird als zusammenhéngen-
de Menge materieller Punkte M definiert. Thm wird als eine grundlegende FEigenschaft die Masse
als Integral der Dichte p iiber das Volumen V zugewiesen:

m(t):/v,odV (2.1)

Weiterhin wird der Korper als homogen vorausgesetzt, d.h. alle materiellen Punkte haben unter den
gleichen Bedingungen die gleichen physikalischen Eigenschaften. Im Rahmen der deterministischen
Theorie wird angenommen, dass jeder materielle Punkt M zu jedem Zeitpunkt ¢ eindeutig identi-
fizierbar ist, d.h. die materiellen Punkte werden als unabhéngige, stets vorhandene und eindeutig
definierte Variablen betrachtet. Zunéchst wird der Begriff des Fuklidischen Punktraums & definiert,
der alle materiellen Punkte umfasst, jedoch noch keine Aussage zur Beschreibung von Lage und Be-
wegung materieller Kérper erlaubt. Dies geschieht durch die Wahl eines raumfesten Ursprungs oder
Bezugspunktes O, die den euklidischen Punktraum in einen Euklidischen Vektorraum E? iiberfiihrt,
in dem jeder Punkt P durch einen Ortsvektor x ausgedriickt werden kann. Als Basissystem wird
hier nun ein kartesisches Koordinatensystem verwendet:

x = z'e; (2.2)

Neben dem rédumlichen Bezugssystem wird iiber die Berticksichtigung der Zeit t als skalare Grofe
auch ein zeitlicher Bezugsrahmen geschaffen. Die Bewegung eines materiellen Punktes kann so in
Abhéngigkeit von Zeit und Ort definiert werden.

Konfiguration Die Zuordnung der materiellen Punkte M des Korpers B zu den Raumpunkten
P des euklidischen Vektorraums R® wird als Konfiguration des Korpers B bezeichnet und erfolgt
mithilfe der bijektiven Abbildung y:

BxR — R3
X =
(M, t) = x=x(M,t)

Somit ergibt sich:
x = (M, t) (2.3)

Die Position des Korpers zum festen Referenzzeitpunkt to wird als materielle oder Referenzkonfi-
guration Bg bezeichnet. Die Lage eines Punktes P ist durch den Ortsvektor X eindeutig bestimmt:

X = x(M,ty) =: xo(M) (2.4)
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Daneben wird die Lage By zum aktuellen Zeitpunkt ¢ > ty als raumliche oder Momentankonfigura-
tion definiert und mit dem Vektor x gekennzeichnet:

x = x(M, 1) =: x¢(M) (2.5)

Die Beschreibung der Bewegung eines Punktes des Korpers M von der Referenzkonfiguration By
hin zur aktuellen Konfiguration B; ldsst sich mathematisch wie folgt ausdriicken:

x = xe(M) = xalxg ' (%)) = [xe 0 x5 '] =t Pe (X) (2.6)

Kontinuumsmechanische Gréfen, wie Bewegungen oder Deformationen, kénnen grundsétzlich ent-
weder in der LAGRANGEschen Betrachtungsweise oder in der EULERschen Betrachtungsweise aus-
gedriickt und von der einen in die andere Darstellung iiberfithrt werden.

Lagrangesche Betrachtungsweise Die Bewegung eines materiellen Punktes sowie die Veréanderung
seiner Eigenschaften werden hierbei in Abhéngigkeit der Koordinaten X der Referenzkonfiguration
By beschrieben. Die Position eines bestimmten materiellen Punktes des Korpers im Raum ist zu
jeder Zeit bekannt. Diese Darstellung wird iiblicherweise in der Festkorpermechanik verwendet.

Eulersche Betrachtungsweise Hierbei wird ein bestimmter fester Punkt x abhéngig von der Mo-
mentankonfiguration B; im Raum beobachtet und die Eigenschaften der an diesem Punkt im Laufe
der Zeit vorbeiziehenden materiellen Punkte gemessen. Die Lage eines bestimmten Punktes des
Korpers ist hierbei nicht mehr bekannt. Diese Darstellung wird in der Regel in der Fluidmechanik
verwendet, ist jedoch z.B. auch fiir die Beschreibung grofier Deformationen geeignet.

2.2.2 Deformation und Verzerrung

Die zuvor hergeleiteten Beziehungen zur Beschreibung der Lage und Bewegung eines materiellen
Korpers werden im Folgenden zur Darstellung von Deformationen und Verzerrungen herangezogen.
Diese Darstellung ist rein geometrisch motiviert und lasst zunéchst keine Riickschliisse auf die
Krifte, die derartige Verzerrungen hervorrufen, oder die Materialeigenschaften des Korpers zu.
Abbildung verdeutlicht die Vorgehensweise.

Der Punkt P; in der Referenzkonfiguration By, gekennzeichnet durch den Ortsvektor X, verschiebt
sich um das Maf u in die aktuelle Konfiguration B, mit P|. Die Lage des Punktes P{ ist durch den
Ortsvektor x bestimmt, der sich auch wie folgt darstellen lasst:

x=X+u (2.7)

Deformationsgradient Neben der Verschiebung u erfahrt der Korper Deformationen, d.h. Ver-
dnderungen in Form und Grofe des materiellen Kérpers. Dies lésst sich mit der Transformation
eines Linienelementes dX beschreiben. Das infinitesimale Linienelement dX, das auch als Tangen-
tenvektor im Punkt P in der Referenzkonfiguration gedeutet werden kann, verzerrt sich im Rahmen
der Deformation und befindet sich in der Momentankonfiguration an einer neuen Position mit ei-
ner verdnderten Linge. Mathematisch kann diese Verdnderung mithilfe einer linearen Abbildung
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Ausgangszustand Momentanzustand
t>0

Abbildung 2.1: Deformation eines Kdrpers

beschrieben werden. Es wird der unsymmetrische Deformationsgradient F eingefiihrt, der das zu-
néchst unverformte Linienelement dX in der Referenzkonfiguration auf das verzerrte Linienelement
dx im Punkt P’ in der Momentankonfiguration abbildet:

dx = FdX (2.8)

Mathematisch lasst sich die Abbildung mittels des totalen Differentials von dx unter Beriicksichti-

gung von
9(e)
d(e) = 2.

Grad (e) 5K (2.9)

folgendermafen motivieren:
ox

dx:8—X-dX:VX-dX:Gradx-dX:FdX (2.10)
Damit ist der Deformationsgradient F' wie folgt definiert:

F := Gradx (2.11)

Die Beschreibung der Deformation eines Linienelementes mithilfe des Deformationsgradienten F
umfasst sowohl translatorische als auch rotatorische Anteile. Der Deformationsgradient ist im All-
gemeinen ein unsymmetrischer Tensor. Treten allerdings keine Starrkérperbewegungen auf, geht der
Deformationsgradient in einen Verzerrungstensor iiber und ist dann symmetrisch, vgl.[5].

Transporttheoreme Neben der Uberfiihrung eines Linienelements dX von der Referenzkonfigura-
tion zu dx in der Momentankonfiguration mithilfe des Deformationsgradienten F' ist es erforderlich,
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auch Flachen- und Volumenelemente von der Referenz- in die Momentankonfiguration zu iiberfiih-
ren. Ohne weiteren Nachweis seien hier die fehlenden Transporttheoreme angefiihrt. Die Transfor-
mation eines Volumenelementes erfolgt mithilfe der sogenannten JACOBIdeterminante J zu:

dv=JdV mit J =detF. (2.12)

Mit der Forderung detF > 0 wird gewéhrleistet, dass das Volumen weder verschwindet, noch
eine Selbstdurchdringung erfolgt. Fiir die Transformation eines vektoriellen Flachenelements dA =
dX1 X dX1 gﬂt:

da=JF TdA (2.13)

VerzerrungsmaBe Fiir ein Verzerrungsmafs ist der Deformationsgradient nicht unmittelbar geeig-
net, da er wie erwdhnt auch Starrkérperanteile enthélt. Das Konzept der Verzerrung beschreibt die
Verdnderung der Form und Gréfe eines materiellen Kérpers bei einer Deformation, die im Rah-
men der Materialtheorie mit den Spannungen in Verbindung gesetzt werden kann. Sowohl bei einer
Starrkorperverschiebung als auch bei einer Starrkorperrotation ist F nicht Null, wie es definitions-
gemik sein sollte, da eine alleinige Anderung der Lage eines Korpers nicht zu Verzerrungen fithren
soll. Ferner ist der Deformationsgradient F richtungsabhéngig (zur Begriindung s. [95]) und nicht
symmetrisch, was fiir die numerische Behandlung kontinuumsmechanischer Probleme von Nachteil
ist. Aus diesen Griinden werden weitere Verzerrungsmafe eingefiihrt. Es existieren verschiedene
Verzerrungsmafse in Form von zweistufigen Tensoren, deren Ziel es ist, die Verdnderung von Form
und Grofse materieller Elemente zu bestimmen.

Greenscher Verzerrungstensor Als Grundlage fiir die Herleitung des GREENschen Verzerrungsten-
sors wird die Differenz der Quadrate der Linienelemente ds im verformten und d.S im unverformten
Zustand herangezogen, die sich aufgrund ihrer Richtungsunabhangigkeit und Invarianz gegeniiber
Starrkorperdrehungen als objektives Verzerrungsmafl sehr gut eignet:

(ds?) — (dS?) = dx - dx —dX -dX =dX FIFdX —dX -1dX

(2.14)
— dX - 2EdX

Hierbei bezeichnet
C=FTF (2.15)

den Rechts-CAUCHY-GREEN Tensor. Der zweistufige Tensor C eignet sich aufgrund seiner Invarianz
in Bezug auf Starrkérperbewegungen prinzipiell zur Beschreibung von Verzerrungen. Allerdings geht
er im unverformten Zustand in den Identitétstensor I iiber. Aus diesem Grund wird der GREENsche
Verzerrungstensor E eingefiihrt:

1 1
E:= 5(FTF—I) =5(C-1) (2.16)
Sowohl C als auch E beziehen sich auf die Referenzkonfiguration und sind symmetrisch. Fiir die
Losung von Gleichungssystemen mit numerischen Verfahren wird der GREENsche Verzerrungstensor

in linearisierter Form benotigt. Mit dem Verschiebungsgradienten H = Grad u gilt:

x=X+u = Gradx=GradX+ Gradu bzw. F=I+H (2.17)
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Mit Hilfe dieser Identitét folgt fiir den GREENschen Verzerrungstensor:
1
E = 5(H+HT+HTH) (2.18)

Fiir kleine Verzerrungen H << 1 kann der nichtlineare Anteil von E vernachléssigt werden. Der
lineare Anteil des GREENschen Verzerrungstensors, auch linearer Verzerrungstensor genannt, ist
demnach:

1
e = Ky, = §(H +HT) (2.19)
Dies entspricht dem symmetrischen Anteil von H mit:
1
e =g (H+ H") = Gradgym u. (2.20)

Der lineare Verzerrungstensor € spielt eine wichtige Rolle in der geometrisch linearen Elastizitats-
theorie, auf die im Weiteren noch eingegangen wird. Im Gegensatz zum Deformationsgradienten F
stehen der nichtlineare GREENsche Verzerrungstensor E wie auch der lineare Verzerrungstensor &
in der Referenzkonfiguration, d.h. sie beziehen sich auf die unverformte Ausgangslage.

2.3 Zeitliche Ableitungen

Fiir die Herleitung der mechanischen Bilanzgleichungen sowie im Rahmen der nichtlinearen Ma-
terialtheorie werden die zeitlichen Ableitungen kontinuumsmechanischer Gréfen bendtigt, da die
Materialgesetze z.T. in Ratenform definiert werden. Allgemein muss auch hier unterschieden wer-
den, ob sich die betrachtete Grofe in der Referenzkonfiguration oder in der aktuellen Konfiguration
befindet.

2.3.1 Materielle Zeitableitung skalarwertiger Vektorfunktionen

Sei ¥ eine skalare, stetig differenzierbare Funktion, die bestimmte Eigenschaften eines materiellen
Punktes M in Abhéngigkeit der Zeit t beschreibt, z.B. ein Temperaturfeld. Diese muss sowohl in
rdumlichen als auch materiellen Koordinaten darstellbar sein. Allgemein gilt:

v = U(X,t,t0) fiir die materielle Darstellung (2.21)
v = U™ (x, t) fiir die rdumliche Darstellung .
Die materielle Zeitableitung % beschreibt die zeitliche Anderung der physikalischen Grofe ¥ eines

beliebigen, nun aber festgehaltenen Punktes M, fiir den X konstant ist.

Materielle Darstellung Da die Funktion ¥ nur von t abhéngig ist bei konstantem X, entspricht
die materielle Zeitableitung der partiellen Ableitung von ¥ nach ¢:

DU WX, t+ At tg) —U(X, t,to)  OU(X,t,to)

—— = lim = =
Dt At—0 At ot

Da die Referenzkonfiguration unabhingig von der Zeit ist, bzw. unabhéngig davon, welcher Zeit-

punkt im weiteren Verlauf betrachtet wird, geht die totale Zeitableitung % in LAGRANGEscher

x(®) (2.22)

Betrachtungsweise in eine partielle {iber. Da diese Eigenschaft nur bei einer materiellen Betrach-
tung gegeben ist, wird sie auch materielle Zeitableitung genannt.

10
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R3umliche Darstellung In der rdumlichen Darstellung ist neben der Funktion ¥ der Vektor x
ebenfalls von der Zeit abhéngig. Die materielle Ableitung ergibt sich daher zu:

DY _ . U*(x(t + Ab), t + At) — T*(x(t),t, O (x(t),t) Ix(t) N OW* (x(t), t)
Dt At—0 At o ox(b) ot ot

Hier wurde mit der Kettenregel differenziert. Mit

ox(t) . W™ (x(t),1)
5t X=V un ax (1) gra
lasst sich die rdumliche Zeitableitung auch wie folgt ausdriicken:
DV ov
— =vV- U+ — 2.2
o =V grad ¥ + 5 (2.23)

2.3.2 Materielle Zeitableitung vektorwertiger Vektorfunktionen

Analog zum vorherigen Abschnitt erhdlt man die materiellen Zeitableitungen der vektoriellen Feld-
grofen, z.B. einem Geschwindigkeitsfeld, f = f (X, t,to) in materieller bzw. f = f'*(x, t) in rdumlicher
Darstellung.

Materielle Darstellung Fiir die materielle Darstellung folgt:

Df  of(X,t,tg)
= O P (t 2.24
DE_ ML) _ gy (2.24)
Raumliche Darstellung Die materielle Ableitung einer vektoriellen Feldgroffe in raumlicher Dar-
stellung ergibt sich unter Verwendung der Kettenregel zu:

Df _ of*(x(), 1) Ox N of*(x(t), )

of
Dt 5t T 5 =v-gradf + — (2.25)

ot

2.3.3 Zeitliche Ableitungen grundlegender kontinuumsmechanischer GréRen

Mit den zuvor hergeleiteten Beziehungen lassen sich die zeitlichen Ableitungen kontinuumsmecha-
nischer Grofen angeben.

Fiir die Verzerrungsraten des linearen Verzerrungstensors folgt:

. de o e(X t+ At) —e(X,t)  0Oe
&= = lim A =5 (2.26)

Der rdumliche Geschwindigkeitsgradient ergibt sich zu:

dk _ d% dX Lo

l:— dx = == = 2= 22 2.27
SHEX = x T dX dx (227)
Der raumliche Verzerrungsgeschwindigkeitstensor entspricht dem symmetrischen Anteil von 1
1
di=S(1+ 1) (2.28)

Die zeitlichen Ableitungen der geometrischen Gréfen werden im Folgenden zusammengefasst dar-
gestellt, vgl.[95]:

11



Kapitel 2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

Zeitliche Ableitung von x

D D . )
?’; — . (FdX) = FF'FdX = FF~'dx (2.29)
Zeitliche Ableitung des Linienelementes dx

E)tX) = (dx) = grad % dx = ldx (2.30)

Zeitliche Ableitung des Flachenelementes da

D(da)
Dt

— (da) = ((trd)1 —17) da (2.31)

Zeitliche Ableitung des Volumenelementes dv

D(dv) — .. .
D = (dv) = divx dv (2.32)

Zeitliche Ableitung der Jacobi Determinante J = det F

J = (det F) = divx(det F) (2.33)

2.4 Spannungen und Verzerrungen

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die Kinematik von Bewegung und Deformation eines mate-
riellen Kérpers kurz diskutiert. Im Folgenden wird das Konzept der Spannungen vorgestellt. Mit
Hilfe des Spannungsbegriffs lasst sich zusétzlich zu globalen Kriftegleichgewichtsbedingungen, die
in Abschnitt mithilfe der Bilanzgleichungen hergeleitet werden, eine lokale Gleichgewichtsbedin-
gung in jedem materiellen Punkt formulieren. Die Spannung wird als Maf fiir die Beanspruchung
in einem materiellen Punkt im Inneren des Korpers infolge dufterer Krafteinwirkungen definiert.

Den Zugang zu den inneren Kriften im mechanisch beanspruchten kontinuierlichen Korper erhélt
man mit dem EULERschen Schnittprinzip mittels gedachter Schnitte durch den materiellen Koérper
B. Hieraus wird die lokale mechanische Beanspruchung eines Punktes x des materiellen Korpers in
der Form des von CAUCHY eingefiihrten Spannungstensors T hergeleitet.

2.4.1 Herleitung der mechanischen Spannungen

In der Momentankofiguration wirken am deformierten Kérper Spannungen, die als Kraft pro Flache
definiert werden und die inneren Kréfte eines materiellen Koérpers beschreiben. Die Spannung t als
lokale mechanische Beanspruchung in einem Punkt x der Schnittfliche wird als Grenzwert

At df
t=: 1 —

: —_—= 2.34
A};rEoAa da (2.34)

definiert. Die Fléache da wird in der Momentankonfiguration durch ihre Tangentialebene, d.h. ihren
Normalenvektor n bzw. die Flidche dA in der Referenzkonfiguration durch den Normalenvektor N

12
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charakterisiert. Nach der Einfithrung des Spannungsvektors t in einem Punkt x der Schnittfliche S
wird das CAUCHY-Postulat vereinbart: In beliebigen stetigen Fldchen, die im Punkt P die gleiche
Tangentialebene besitzen, wirkt der gleiche Spannungsvektor t beziiglich des Flachenelementes da:

t = t(x,t,n) (2.35)

Um ein Maf fiir die Beanspruchung eines Kérpers zu erhalten, welches unabhéngig von der Schnitt-
richtung ist, wird der CAUCHYsche Spannungstensor [T] eingefithrt, der eine Beziehung zwischen
dem Normalenvektor n und dem Spannungsvektor t herstellt:

t(x,t,n) = T(x,t)n (2.36)
Am frei geschnittenen Teilkorper 0B korrespondieren die Spannungen zu den eingepriagten Ober-

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

da

Abbildung 2.2: Spannungen in der Referenz- und der Momentankonfiguration

flaichenkréften, was unter Berticksichtigung des CAUCHY-Theorems auf folgenden Ausdruck fiir die
resultierende Kraft fiihrt:

F = /tda: /Tnda (2.37)

oB; aB;

Unter Anwendung des Transporttheorems fiir Flachenelemente ergibt sich folgender Zusammenhang
zwischen den Spannungen in der Referenz- und der Momentankonfiguration:

F:/Tnda:/Tda

OB} OBy
(2.38)

= / Tdet FF TdA = / det FTF TN dA = / PN dA
OB OB} OB
Der so eingefiihrte zweistufige Tensor P wird als erster P10LA-KIRCHHOFF-Spannungstensor be-

zeichnet und ist ein Maf fiir die Beanspruchung mit Bezug auf das Referenzgebiet, d.h. mit Bezug
auf die undeformierte Fliache dA.

Bei der Betrachtung der Drehimpulsbilanz wird sich im Folgenden der CAUCHYsche Spannungsten-
sor T als symmetrisch herausstellen. Diese mathematisch vorteilhafte Eigenschaft geht durch die

13
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Transformation zu P allerdings verloren (s.[43], S. 113). Um dennoch eine symmetrische Rechen-
grofse zu erhalten, wird der zweite PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor S eingefiihrt:

S:=F 'P =detFF!TF 7T (2.39)

Dieser bezieht sich wie der erste PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor P auf die Referenzkonfigura-
tion und ist symmetrisch. Er stellt eine reine Rechengréfie dar, dessen Koeffizienten nicht mehr ohne
weiteres interpretiert werden kénnen. Zusammengefasst erhélt man folgende Spannungstensoren:

T CAUCHY-Spannungstensor
P 1. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor
S 2. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor

2.4.2 Volumetrische und deviatorische Aufsplittung von Spannungen und
Verzerrungen

Fir die Formulierung der Materialgesetze kann es sinnvoll sein, sowohl bei den Spannungen als
auch bei den Verzerrungen eine additive Zerlegung in eine volumetrische und eine deviatorische
Komponente vorzunehmen. Fiir die Zerlegung des GREENschen Verzerrungstensors ergibt sich:

E=Ef +EP (2.40)
Der Kugeltensor EX ist dabei folgendermafien definiert:
K 1 1
E® = g(tr E)I = §(EH + Fog + E33)I (241)

und fiihrt in Koeffizientendarstellung auf folgenden Ausdruck:

lwE) 0 0 ) 100
Ef = 0 F(trE) 0 = g(En +Exn+Es3) |0 1 0
0 0 %(trE) 0 01

Der Kugeltensor beschreibt eine gleichméafsige Volumendehnung, da nur die Hauptdiagonalen besetzt
sind. Die Deformation kann als eine Abbildung einer Kugel in der Referenzkonfiguration auf die
Momentankonfiguration verstanden werden, die lediglich aus einer Vergréferung bzw. Verkleinerung
des Radius resultiert. Der deviatorische Verzerrungsanteil ergibt sich definitionsgeméfs zu:

ED:E—EK:E—;UDI (2.42)

Die hierbei auftretende Deformation entspricht einer reinen Gestaltdnderung. Fiir die Spannungen
lassen sich dieselben Definitionen vornehmen. Der hydrostatische Druck p entspricht dem volume-
trischen Anteil der Spannungen:

1 1 1
p= g trT = §(TH + Tho + T33) = 511 (243)
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mit I als erster Invarianten des Spannungstensors, s. folgender Abschnitt. Fiir den Deviator ergibt

sich:
s=T-p:1I (2.44)
Ausgeschrieben:
511 812 813 (T —p) 512 513
Sij = |S21 S22 S21| = Sij = 5921 (To2 — p) 821 (2.45)
531 s32 S33 ! 532 (Ts3 —p) |
(511 s12 si3] _(T11 —p) T2 Tis |
Sij = |S21 S22 S21| = Sij = 1o (Ty2 — p) 1o (2.46)
|31 S32 S33 | T T3o (Ts3 — p) |

2.4.3 Hauptachsentransformation und Invarianten von Tensoren

Die Méglichkeit der Hauptachsentransformation und die Invariantendarstellung von Tensoren ldsst
sich im Rahmen der Kontinuumsmechanik und Materialtheorie dazu nutzen, mathematische Model-
le einfacher zu formulieren oder Zusammenhénge anschaulicher darzustellen. Beispielsweise werden
bei der Plastizitatstheorie Fliefbedingungen oftmals im Hauptspannungsraum definiert, was den
Vorteil bietet, dass die Fliekbedingung anschaulich in einem dreidimensionalen Raum gedeutet wer-
den kann. Auch im Zusammenhang mit den Materialtheorien werden Invariantendarstellungen von
bestimmten Grofe oder ihre spektrale Zerlegung verwendet. Daher wird im Folgenden kurz in die
grundlegenden Aspekte der Hauptachsentransformation eingefiihrt, bevor im Anschluss die Span-

nungen in Invarianten dargestellt werden.

Es lésst sich zeigen, dass jeder symmetrische und reellwertige Tensor 2. Stufe im dreidimensionalen
Raum drei orthogonale Hauptachsenrichtungen und drei reelle Eigenwerte besitzt. Damit ist der
Tensor diagonaldhnlich und seine Spektralzerlequng existiert eindeutig, vgl.[9], [95].

Die skalaren Grofen \; werden als Figenwerte eines Tensors A bezeichnet, wenn dazu korrespon-
dierende, orthonormale Figenvektoren f; # 0 existieren, so dass folgende Gleichung erfiillt ist:

An; = N\, 1=1,2,3; keine Summation (2.47)

Zur Verdeutlichung, dass es sich bei f; um die Eigenvektoren des Tensors handelt, werden die
Vektoren mit einem Dach gekennzeichnet. Die Eigenvektoren fi; # 0 werden auch als Hauptrich-
tungen oder Hauptachsen bezeichnet. Damit wird die Bedeutung schon implizit klar: Mithilfe der
Eigenwerte und -vektoren kann der Tensor so transformiert werden, dass als neues Basissystem
die Eigenvektoren f; (die Hauptachsen) dienen und die zugehorige Matrix der Eigenwerte auf der
Diagonalen die skalaren Vielfache A; dieser Eigenvektoren enthélt. Es handelt sich noch immer um
denselben Tensor A, lediglich in einem anderen Bezugssystem. Die Eigenwerte sind eine physikali-
sche Grofse des Tensors und unabhéngig vom gewihlten Koordinatensystem. Die Herleitung ist in

angegeben.
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2.4.4 Invarianten der Spannungstensoren

Mit Hilfe der zuvor eingefiihrten Hauptachsentransformation lassen sich aus den Koordinatenspan-
nungen die Hauptspannungen ermitteln sowie die Invarianten der Spannungstensoren bestimmen,
die im Rahmen der Materialtherorie zur mathematischen Beschreibung der konstitutiven Gleichun-
gen verwendet werden. Im Vorgriff auf die Ausfithrungen in Kapitel [] wird der Spannungstensor
o der linearen Theorie eingefiihrt, der aus der Linearisierung des CAUCHY-Tensors hervorgeht, s.
Gl . Die Koeffizientenmatrix des Spannungstensors o bezogen auf das gewihlte orthonormale
Koordinatensystem lautet:

011 012 013
UZ']' = 021 0922 021 (2.48)
031 032 033
Der Spannungstensor kann iiber die o.g. Hauptachsentransformation in einen Spannungstensor
iiberfiihrt werden, dessen Diagonalelemente o;; den Hauptspannungen entsprechen und dessen Be-
zugsachsen die orthonormalen Hauptachsen darstellen. Statt sechs Spannungsgréfien als Variablen
sind nur noch die drei Hauptspannungen oy, 09,03 zur Beschreibung eines Spannungszustandes

erforderlich:
01 0 0
o,=10 o2 0 (2.49)
0 0 o 3

Hierbei beziehen sich die zweifachen Indizes auf die Spannungskomponenten in einem beliebigen
Basissystem, wihrend ein einfacher Index die Notation im Hauptachsensystem bezeichnet. Der
Spannungsdeviator kann ebenfalls im Hauptachsensystem dargestellt werden. Die Anwendung von
GL (A1) auf den Spannungstensor und die Losung der dazugehérigen charakteristischen Gl.
fiihrt neben der Eigenvektoren, die das orthonormale Hauptachsensystem aufspannen, sowie den
Eigenspannungen auf folgende wichtige Invarianten des Spannungstensors bzw. seines Deviators:

1. Invariante des Spannungstensors

:tr0‘:011+022+033ZJl—i—GQ—I—Jg (2.50)
2. Invariante des Spannungsdeviators
1 1
=5818= s7 452452 = 6[(01 —09)2 + (09 — 03)% + (03 — 01)?] (2.51)

3. Invariante des Spannungsdeviators
1
J3 = det(s) = §(S§ + 554 53) = 515283 (2.52)
2.4.5 Darstellung der Spannungen im Hauptspannungsraum

Ein Vorteil der Hauptachsentransformation der Spannungen ist die Moglichkeit einer geometrischen
Reprisentation des Spannungszustands. Die zu den drei Hauptspannungen zugehorigen Normalen-
vektoren spannen ein neues karthesisches Koordinatensystem auf, in welchem die Hauptspannungen
anschaulich dargestellt werden konnen. Dies fiihrt auf den HAIGH-WESTERGAARD-Spannungsraum.
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Haigh-Westergaard- Spannungsraum FEin Spannungszustand bestehend aus drei Hauptspannun-
gen o1,02,03 kann als Vektor im dreidimensionalen Hauptspannungsraum dargestellt werden. Die
Werte o; entsprechen den Koeffizienten des Spannungsvektors. Der so definierte Spannungspunkt
kann in Richtung der hydrostatischen Achse sowie der deviatorischen Ebene zerlegt werden.

P(s, .0, ,0,) Hydrostatische Achse
61: Gz = (53 1 ’GZ 503)
deviatorische Ebene

V3 p = konst

Abbildung 2.3: Haigh-Westergaard -Koordinaten und deviatorische Ebene

Die hydrostatische Achse entspricht einem Spannungszustand mit gleichgrofen Spannungen o;:
01 = 09 = 03 (2.53)

Der Spannungsvektor o ergibt sich dann aus der Addition des Vektors n korrespondierend zum
hydrostatischen Spannungsanteil mit den Koeflizienten p sowie des Vektors r korrespondierend zum
deviatorischen Spannungsanteil mit den Koeffizienten s;. Die Lange des Vektors entlang der hydro-
statischen Achse ergibt sich somit wie folgt:

e—Vip= 1L (2.54)

V3

Alle Punkte auf der hydrostatischen Achse korrespondieren definitionsgeméf zu einem hydrostati-
schen Spannungszustand mit dem Druck p und damit gleich grofien Eintragen nur auf der Diagona-
len. Spannungspunkte auf der hydrostatischen Achse erzeugen ausschliefflich Volumenénderungen.
Die Ebene orthogonal zu dieser Achse wird Deviatorebene genannt, da diese zugehorig zu den
Deviatorspannungen ist. Diese reprisentieren einen reinen Schubspannungszustand und korrespon-
dieren zur zweiten Invariante der Deviatorspannungen Jo. Die deviatorische Ebene geniigt folgender
Forderung:

O’1+O’2+O’3:\/§f (255)

Die Lénge des Vektors auf dieser Ebene zugehorig zum Spannungspunkt P erhélt man mit:

p=1/(01=p)?+ (02 —p)> + (03— p)2 = V2 (2.56)
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Die Spannungskomponenten auf der deviatorischen Ebene fiihren lediglich zu einer Gestaltdnderung,
sofern das Material isotrop ist, bzw. im Materialgesetz die Schub- und Normalanteile in Verzerrung
und Spannung entkoppelt sind. Um den Spannungspunkt P eindeutig zu definieren, ist eine dritte
Bedingung erforderlich, da GI. sowie GL. fiir alle Punkte auf der deviatorischen Ebene
erfiillt sind. Eine eindeutige rdumliche Zuordnung des Spannungspunktes gelingt mit der Einfiih-
rung des LODE-Winkels, der in Abhéngigkeit von der dritten Invarianten des Spannungsdeviators
ermittelt werden kann:

cos = ——— (2.57)

Eine etwas andere Formulierung ergibt sich in Abhéngigkeit des hydrostatischen Drucks p und der
VON MIsEs-Vergleichsspannung ¢:

o1+ o2 + 03 § I
p=+3p 3 53 (2.58)

0=\ 2 0= 02+ 02—+ (s -2 = [ 20 = VB, (259)

2.5 Mechanische Bilanzgleichungen

Die Bilanzgleichungen, auch FErhaltungssdtze der Mechanik genannt, haben einen axiomatischen
Charakter und sind unabhéngig von speziellen Eigenschaften des Kontinuums fiir alle materiellen
Korper giiltig, vgl. [5], [43]. Sie bilden die Basis der materialunabhéngigen Beschreibung eines kon-
tinuumsmechanischen Problems und erlauben Aussagen zur Bewegung x eines Korpers, der Masse

m sowie den Spannungen T.

Mithilfe der Massebilanz als skalarer Grofse sowie den vektoriellen Gleichungen der Impulsbilanz
(auch Erhaltungssatz der Bewegungsgrifie genannt) und der Drehimpulsbilanz kann die globale Kraf-
tegleichgewichtsbedingung formuliert werden. Eine lokale Formulierung des Gleichgewichts fiir alle
materiellen Punkte x lasst iiber die Einfiihrung des CAUCHYschen Spannungstensors T gewinnen.
Eine zum Erhaltungssatz der Bewegungsgrofe dquivalente globale Gleichgewichtsbedingung erhélt
man mit der Energiebilanz, genauer dem Bilanzsatz der kinetischen Energie eines mechanischen
Systems, der auch als Arbeitssatz der Mechanik bezeichnet wird, vgl.[95].

Aus den o.g. Bilanzgleichungen resultieren vier Differentialgleichungen mit 13, bzw. nach Ausnut-
zung der Symmetrie des CAUCHYschen Spannungstensors, zehn Unbekannten, die das Kontinuum
beschreiben. Es fehlen somit sechs Gleichungen, um die unbekannten Groéfsen, d. h. die Bewegung
x = @(X), der CAUCHYschen Spannungstensor T sowie die Massendichte p, eindeutig bestimmen
zu konnen. Zudem sind in dem System der Differentialgleichungen die den mechanischen Vorgang
beschreibenden Feldgrofen, d. h. die Bewegung x = &(X) und der Spannungstensor T, nicht mit-
einander verkniipft. Die Bestimmung der fehlenden Unbekannten erfolgt iiber die Formulierung
von konstitutiven Gleichungen (Materialgleichungen), die das spezifische Verhalten des vorliegen-
den Materials beschreiben und die Verkniipfung von Verzerrungs- und Spannungstensor leisten. Von
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fundamentaler Bedeutung fiir die Herleitung der konstitutiven Gleichungen sind der Energieerhal-
tungssatz sowie die beiden ersten Hauptsdtze der Thermodynamik. Die o.g. Beziechungen werden im
Folgenden zusammengefasst vorgestellt. Zur Herleitung sei auf die einschlidgige Fachliteratur, z.B.
[95], [43], [5] verwiesen.

2.5.1 Massenerhaltung

Das Axiom der Massenerhaltung sagt aus, dass sich die Masse m wahrend des Deformationsprozesses
nicht verandert:

m:/pdvz/podv (2.60)
Bt Bo

Eine weitere lokale Formulierung der Massenbilanz ergibt sich aus der in Gl. (2.60)) implizit enthal-
tenen Forderung, dass sich die Masse m zeitlich nicht &ndern darf:

. Dm D D
m =

zhe 2 dy — —
Dt Dt )P T Dt

/p det FdV =0 (2.61)
B¢ Bo

Unter Beriicksichtigung der in Abschnitt vorgestellten Transporttheoreme sowie der zeitlichen
Ableitungen kontinuumsmechanischer Gréfen folgt aus

D
m:/Dtp det FdV :/(p'detF—i—pdiV)'cdetF)dV
Bo Bo (2.62)
:/detF(p'+pdiV)'<)dV :/([H—pdivk)dv
B() Bt

Damit lasst sich direkt die 2. lokale Form der Massenerhaltung, oder auch Kontinuitdtsbedingung,
angeben:

p+pdivi =0 (2.63)
2.5.2 Impulsbilanz

Impulsbilanz in der Momentankonfiguration Der Impuls I, auch Bewegungsgrofie genannt, ist
wie die Masse eine Erhaltungsgréfse. Er ist durch folgende Gleichung definiert:

I:= /p}'{dv (2.64)

Bt

Es handelt sich um eine globale Grofse zur Beschreibung des kinetischen Zustandes eines Korpers, die
die Geschwindigkeits- und die Masseverteilung verbindet. Die zeitliche Anderung der Bewegungsgro-
fse ist gleich der Resultierenden der duferen Krifte. Mit den Oberflichenkréften als Resultierende
der auf der Oberfliche wirkenden Spannungen

F; = / tda (2.65)

0B
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sowie den Volumenkraften
F; = /dev, (2.66)
Bt

die sich aus der massenbezogenen Beschleunigung ergeben, kann die Impulsbilanz wie folgt darge-
stellt werden:

. D _ _
I:E p)'(dv:/pbdv+ /tda (2.67)

B¢ B¢ 0Bt

Dieser Ausdruck ldsst sich mithilfe der Kontinuitdtsbedingung ([2.63)) weiter vereinfachen. Nach
einigen Umformungen erhélt man:

/p)"{dv:/pl_)dv—i—/fda (2.68)
B B OBy

Man spricht auch vom dynamischen Kriftegleichgewicht. Unter Vernachlassigung der Beschleuni-
gungen X, also mit X & 0, erhdlt man das statische Kriftegleichgewicht in rdumlicher Darstellung:

0_/p6dv+ /Eda (2.69)

B¢ 0Byt

Neben der integralen Formulierung der Impulsbilanz kann aus Gl. (2.36)) sowie G1.(2.68)) die lo-
kale Darstellung hergeleitet werden. Hierfiir betrachtet man einen aus dem materiellen Koérper B
herausgeschnittenen Teilkorper B*. Fiir diesen gilt die Kréftegleichgewichtsbedingung (2.70)):

/p)"(dv = /pl_)dv + / tda (2.70)
B} B; OB}

Unter Berticksichtigung von Gl. (2.36)) erhélt man zunéchst:
/pidvz/pbdv—f— / Tnda, (2.71)
B} B} OB}

was unter Anwendung des GAUSSschen Integralsatzes

/Tnda—/didev (2.72)

oB; B}

auf folgenden Ausdruck fihrt:

/{divT i p(b—%) dv=0 (2.73)
B;
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Diese Bedingung muss in jedem Punkt des Korpers erfiillt sein. Somit ergibt sich die lokale Gleich-
gewichtsbedingung zu:

divT +p (b—%) =0 (2.74)

Die Gleichung wird als dynamische Feldgleichung in rdumlicher Darstellung oder auch 1.
CAUCHYsche Bewegungsgleichung (CAUCHY’s first law of motion) bezeichnet. Fiir den Sonderfall
vernachlassigbarer Beschleunigungen X =~ 0 erhélt man die statische Feldgleichung in rdumlicher
Darstellung

divT + pb=0 (2.75)

Impulsbilanz in der Referenzkonfiguration Ohne weiteren Nachweis ergibt sich fiir die dynamische
Kriftegleichgewichtsbedingung folgende materielle Form:

/p)“(dV:/poBodV—i- /todA (2.76)
Bo

Bo 0Bo

bzw. unter Vernachlédssigung der Beschleunigung:

0=/p0b0dV+ /EodA (2.77)
Bo 0Bg

Fiir die lokale Darstellung der dynamischen Feldgleichungen in der Momentankonfiguration miissen
die relevanten Grofien transformiert werden. Die Transformation des CAUCHYschen Spannungs-
tensors T auf die Referenzkonfiguration fithrt zum 1. P1OLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor P. Im
Gegensatz zum CAUCHYschen Spannungstensor ist dieser nicht symmetrisch. Die dynamische Feld-
gleichung in materieller Form lautet dann nach der Transformation der Spannungen auf die Refe-
renzkonfiguration:

divP + py (b — %) = 0. (2.78)

Um den Nachteil der fehlenden Symmetrie zu beheben, wird der in Gl. (2.39) eingefiihrte 2.P10LA-
KircHHOFF-Spannungstensor S verwendet. Dieser ist symmetrisch und stellt eine reine Rechengrofie
dar. Damit ergibt sich:

div(F'S) + po (bo —%) =0 (2.79)
2.5.3 Drehimpulsbilanz

Mithilfe des Drehimpulserhaltungssatzes kann gezeigt werden, dass der CAUCHYsche Spannungs-
tensor symmetrisch ist. Der Drehimpuls L eines mit der Geschwindigkeit x bewegten materiellen
Korpers By ist eine Erhaltungsgrofe und lautet:

L:= /(X — Xq) pxdv (2.80)
Bt
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Die zeitliche Anderung des Drehimpulses L ist gleich der vektoriellen Summe der Momente aller
auf den Korper einwirkenden Kréfte. Hieraus lassen sich die globale und lokale Momentengleich-
gewichtsbedingung ableiten. Man erhilt als lokale Momentengleichgewichtsbedingung schliefslich:

/1 x Tdv = 0. (2.81)
Bt

Es kann gezeigt werden, dass hieraus die Symmetrie von T folgt:
T=17 (2.82)

Die Symmetrie bleibt aufgrund der Kongruenztransformation S = det FF~'TF~7 fiir den 2. PIOLA-
KIRCHHOFF-Spannungstensor erhalten:

S=s8T (2.83)
Fiir den 1. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor gilt jedoch:

P #PT (2.84)
2.5.4 Erhaltungssatz der kinetischen Energie

Mithilfe des Satzes von der Impulserhaltung und der daraus resultierenden lokalen Form,
der dynamischen Feldgleichung ldsst sich eine zum Erhaltungssatz der Bewegungsgrofe dqui-
valente, globale Gleichgewichtsbedingung in Form des Bilanzsatzes der kinetischen Energie eines
mechanischen Systems herleiten. Dieser wird auch als der Bilanzsatz der mechanischen Energie
oder als Arbeitssatz der Mechanik bezeichnet.

Er besagt, dass die zeitliche Anderung der kinetischen Energie K eines mechanischen Systems der
Leistung der eingepragten Oberflachen- und Volumenkrafte A entspricht, vermindert um die innere
Spannungsleistung w.

Hierbei wird zunéchst lediglich die mechanische Energie betrachtet; andere Energieformen wie ther-

mische, elektrische oder chemische Energie werden vernachléssigt.

Mit der kinetischen Energie eines mechanischen Systems

1
K::/ ip}'c-}'(dv (2.85)
B

sowie ihrer zeitlichen Anderung

D . D .. .
EK_K_ i 2px-xdv—/px-xdv (2.86)
Bt Bt

lautet der Bilanzsatz der kinetischen Energie:
D . _ _
mK:K:/pb~5cdv+/t-kda—/T:gradde (2.87)
B; 0B B;
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Hierbei bezeichnen der Term

/i:/pb'kdv—i-/fdcda (2.88)
Bt 0B

die Leistung der eingeprdgten Oberflichen- und Volumenkrifte oder Rate der dufleren mechanischen
Arbeit sowie

W = /T - grad x dv (2.89)
Bt

die innere Spannungsleistung oder Rate der innerem mechanischen Arbeit. Der Bilanzsatz der kine-
tischen Energie kann also auch wie folgt dargestellt werden:

D ) ..
— K=K=A- 2.
= W (2.90)

Hieraus lésst sich der Arbeitssatz fiir statische Systeme herleiten. Im Vorgriff auf Unterabschnitt
gilt, dass bei reversiblen, elastischen Prozessen die Rate der inneren Arbeit einem vollstéandigen
Differential entspricht. Bei dufteren, eingepriagten Kréften mit Potentialcharakter ist dies ebenfalls
fiir die Rate der dufseren Arbeit der Fall. Dann gilt:

dK = dA —dW (2.91)
Bei quasi-statischen Prozessen mit x = tritt keine kinetische Energie auf. Durch Integration iiber den
Deformationsweg vom umverformten zum deformierten Zustand ergibt sich dann der Arbeitssatz

der Mechanik:

W = A. (2.92)

Arbeitskonforme GroBen Der Integrand in Gl. (2.89)) beschreibt die tatséchliche physikalische
Leistung, T und grad x werden daher auch als energetisch konjugierte Grofen bezeichnet. Weitere
arbeitskonforme Grofsen bezogen auf die unterschiedlichen Konfigurationen ergeben sich zu:

P:F sowie S:E (2.93)

Die Rate der inneren Arbeit kann somit auf folgende Weise ausgedriickt werden:

W:/T:gradm :/T:Idv
Bt Bt

:/P:FdV :/S:EdV

Bo BO

(2.94)
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2.6 Thermodynamische Bilanzgleichungen

Aus den thermodynamischen Bilanzgleichungen lassen sich iiber weiterfiihrenden Betrachtungen
der Energiebilanz und der Prozessrichtung thermomechanischer Vorgédnge Aussagen iiber das spezi-
fische Materialverhalten treffen und damit die fehlenden Unbekannten des kontinuumsmechanischen
Problems ermitteln. Konkret lassen sich mit Hilfe der thermodynamischen Bilanzgleichungen Be-
dingungen fiir die konstitutiven Gleichungen herleiten, die die bisher fehlende Verkniipfung von
Spannungen und Verzerrungen herstellen.

2.6.1 1. Hauptsatz der Thermodynamik

Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik postuliert die Erhaltung der Energie. Wahrend eines ther-
modynamischen Prozesses kann eine Energieform in eine andere umgewandelt werden, Energie kann
jedoch nicht verloren gehen. Im Rahmen der Energiebilanz erfolgt die Erweiterung der mechanischen
Betrachtung um thermische Einfliisse.
Die Gesamtenergie eines Systems sei:

E = /p(x) e(x) dv (2.95)
By

mit der Energiedichte e(x).

Die gesamte (thermomechanische) Energie eines Systems FE setzt sich zusammen aus der inneren

Energie U und der kinetischen Energie K:
E=U+K (2.96)

Der Zusammenhang zwischen der Anderung der kinetischen Energie und der Rate der dukeren
Arbeit sowie der Spannungsleistung wurde bereits zuvor hergeleitet. Fiir die innere Energie gilt

U= / p(x) u(x) dv (2.97)
By
mit u(x) als innerer Energiedichtefunktion.

Das Axiom des 1.Hauptsatzes der Thermodynamik sagt aus, dass die zeitliche Anderung der ge-
samten Energie genau der Leistung der eingepréigten Oberflichen- und Volumenkréfte (der Rate
der dufieren mechanischen Arbeit) plus der zugefithrten Wérme entspricht. Das bedeutet konkret:

. DE . . . )

mit
Q:/prdv+ /(—q)-nda (2.99)

By 0By
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fiir die von aufsen zugefithrte Warmemenge mit einer inneren Warmequelle 7 und einem &ufieren
Wirmefluss q. Es folgt fiir die innere Energie der Zusammenhang:

UL L E k) —F—k=(A4+Q) - (A—W) =W +0Q (2.100)

d.h. die zeitliche Anderung der inneren Energie U entspricht der Summe der inneren Spannungs-
leistung W und der zugefiihrten Warme Q. Es gilt daher:

D D
EU =D p(x) u(x)dv = /T :grad x dv + /prdv - / q-nda (2.101)
Bz B Bz OBy
Hieraus lasst sich nach einigen Umformungen und unter Anwendung des GAUSSschen Integralsatzes

die folgende lokale Form des ersten Hauptsatzes entwickeln:

1 1
u=r——-divgq+-T:d mit T:gradx=T:d (2.102)
p p

2.6.2 2. Hauptsatz der Thermodynamik

Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik trifft eine Aussage iiber die Prozessrichtung thermomecha-
nischer Vorgéinge. Er besagt, dass ein System mit einem bestimmten Energieniveau ein hoheres
Energieniveau nicht von sich aus erreichen kann, die Prozessrichtung also natiirlich gegeben ist und
nicht ohne Energieeinsatz umgekehrt werden kann. Ein anschauliches Beispiel ist der Warmefluss
zwischen zwei Bereichen eines Korpers, der immer vom wérmeren zum kélteren Bereich stattfindet.
Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik wird auch als Dissipationspostulat bezeichnet, da bei inelas-
tischen Prozessen Energie dissipiert wird, d.h. es wird mechanische Energie in andere Energieformen
umgewandelt. Dieser Prozess ist unumkehrbar (s.a. [84]). Zur Beschreibung dieses Phénomens wird
die Entropie S mit der massenspezifischen Entropiedichte 7 eingefiihrt, welche als Maf der mikro-
skopischen Unordnung angesehen werden kann:

S ::/p(x)n(x) dv (2.103)

By

Die Transformation von einem geordneten Anfangszustand in einen weniger geordneten Zustand
kann somit als ein Entropiezuwachs angesehen werden. Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik pos-
tuliert, dass die Anderung der Entropie S der Summe der Entropiezufuhr durch Warmeproduktion
im Inneren und dem Warmefluss iiber die Oberfliche sowie der Entropieproduktion im Inneren
entspricht, vgl. [95]. Fiir die zeitliche Anderung der Entropie ergibt sich:

D D r 1
ES—E pndv—/epdv—/9q~nda—|—/psdv (2.104)

Bt Bt aBt Bt

mit der spezifischen Entropieproduktion s und der absoluten Temperatur 6. Die Entropie kann in
abgeschlossenen Systemen ohne Warmeaustausch mit der Umgebung, also bei adiabaten Prozessen,
nicht abnehmen. Hieraus folgt nun direkt:

$>0 (2.105)
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Mit dieser Information lasst sich die obige Entropiebilanz als Ungleichung schreiben:

1
/pﬁde/gpdv—/aq-nda (2.106)

By By OBy

bzw. in lokaler Form:

i > g - 1div%
P (2.107)
>z —idivq+iq-grad0
— 60 pb p 02

Diese Darstellung ist als CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung bekannt. Die lokale Aussage der Energie-
bilanz, Gl. (2.102)), l&sst sich auch in folgender Form angeben:

pr—divg=pu—T:d (2.108)
In gleicher Weise kann auch die Entropieungleichung nach Gl. (2.107) umgeschrieben werden:

1 1
pﬁ—g(pr—divq)—ﬁq-gradOZO (2.109)

Durch Einsetzen von GI. (2.108)) in GI. (2.109) erhélt man folgende Ungleichung;:
1 1
pﬁ—é(pu—T:d)—ﬁq-gradezo (2.110)
bzw.

1
—p(d—@ﬁ)—l—T:d—gq-gradGzO (2.111)

Durch Erweitern mit —6 n+ 9 7 1dsst sich ein Variablenwechsel, auch als LEGENDRE-Transformation
bekannt, durchfiihren:

) . 1

—p(ﬂ—@ﬁ—0n+017)—|—T:d—gq-gradQZO (2.112)
. 1

—pl(u—0n) +6n+T:d- §q~grad9 >0 (2.113)

Der Ausdruck u — 0n kann als totales Differential betrachtet und daher zu einer Groéfe zusammen-
gefasst werden. Mit der Einfiihrung der freien HELMHOLTZschen Energiefunktion

Yv=u—0n (2.114)

lautet die Ungleichung:

. 1
—pli+0n] +T:d— ~q-gradf > 0 (2.115)
Fiir isotherme Prozesse, also Prozesse mit gleichbleibender Temperatur, vereinfacht sich die Unglei-
chung zu:
—ph+T:d>0 bzw. pp<T:d (2.116)

26



2.6 Thermodynamische Bilanzgleichungen

Bei elastischen, also reversiblen Prozesse findet keine Entropieproduktion statt, so dass gilt:

—pp+T:d=0 bzw. pp=T:d (2.117)
In der Referenzkonfiguration ergibt sich:

—pbo+P:F>0 (2.118)
bzw. im reversiblen elastischen Fall:

—pho+P:F =0 (2.119)

In manchen Quellen wird die HELMHOLTZ-Energie auch als Integral der HELMHOLTZ-Energiefunktion
v iiber das Gebiet definiert:

7= / podv = / pothodV (2.120)

B Bo
Es gilt, vgl.[43], Gl (4.31):
U= /,mpdv = /pow’odv (2.121)
B: Bo

Somit entspricht im elastischen Fall die Rate der inneren mechanischen Arbeit der Rate der HELM-
HOLTZ-Energie:

L_'D:/pl/}dv:/pmﬁodV:Vi/:/T :gradicdv:/S:EdV:/P:FdV (2.122)

B Bo B By Bo

Die Existenz der freien HELMHOLTZ-Energie stellt eine der Grundannahmen der Theorie der Hy-
perelastizitit wie auch der Plastizitdt dar. Auf die konstitutiven Gesetze wird in Kapitel [4] ndher
eingegangen.
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Kapitel 3

Modellierung mit der Finite Elemente
Methode

Im Folgenden wird auf die fir diese Arbeit relevanten Aspekte der Finite-Elemente-Methode (FEM)
eingegangen. Dies betrifft insbesondere die Modellierung materiell nichtlinearer Probleme. Weitere
Ausfiihrungen finden sich z.B. in [103], [104), [0].

3.1 Einleitung

Die Methode der Finiten Elementen beruht auf der Uberfithrung einer realen physikalischen Pro-
blemstellung in ein mathematisches Modell, das numerisch berechnet werden kann. Hierbei handelt
es sich i.d.R. um die Uberfithrung von gewohnlichen oder partiellen Differentialgleichungen, die die
Zusammenhénge zwischen Spannungen, Verzerrungen und Verschiebungen beschreiben, in nume-
risch 16sbare Gleichungssysteme. Grundlage hierfiir ist die Diskretisierung eines Kontinuums durch
Finite Elemente mit geeigneten Ansatzfunktionen zur Approximation der mechanischen Grundglei-
chungen. Fiir die addquate Abbildung eines physikalischen Problems sind folgende Aspekte von
Bedeutung:

Losungsverfahren

Materialtheorie

Elementwahl

e Strukturmodellierung

Waéhrend im Allgemeinen in der Bauingenieurpraxis die lineare FEM zum Einsatz kommt, erfordert
die genauere Analyse des Querkrafttragverhaltens von Stahlbetonbalken aufgrund des materiell
ausgepragt nichtlinearen Tragverhaltens die Anwendung der nichtlinearen Finite Elemente Methode.
Hierbei konnen verschiedene nichtlineare Fragestellungen behandelt werden, z.B.:

e Geometrische Nichtlinearitét, z.B. grofe Verschiebungen und Verdrehungen bei kleinen Ver-
zerrungen, Seile, Membrane, ggf. Balken

e Physikalische Nichtlinearitat, d.h. nichtlineares Materialverhalten, wie Plastizitdt oder nicht-
lineare Elastizitét, z.B. bei gummiartigen Werkstoffen oder Umformprozessen von Metall

e Stabilitdtsprobleme, z.B. geometrische Instabilitdt wie Knicken, Beulen, bzw. materielle In-
stabilitdt wie Einschniirung von Proben, Risse, Scherbander

29



Kapitel 3 Modellierung mit der Finite Elemente Methode

e Nichtlineare Randbedingungen, z.B. Kontaktprobleme, Warmestrahlung

e Gekoppelte Probleme, z.B. die Kopplung von unterschiedlichen Feldproblemen, z.B. thermo-
mechanische Kopplung, Fluid-Struktur Interaktionen etc.

Im Rahmen dieser Arbeit werden grofimafsstébliche Versuche an Stahlbeton mit der FEM nach-
gerechnet. Hierfiir ist die physikalische Nichtlinearitét, die sich in nichtlinearen Materialgesetzen
manifestiert, entscheidend, da weder grofte Deformationen noch Stabilitdtsprobleme auftreten.

3.2 Grundlegende Aspekte der nichtlinearen FEM

Ausgangspunkt fiir die Approximation des mechanischen Problems ist die in GI. formulierte
Impulsbilanz, die die Gleichgewichtsbedingung darstellt. Hieraus kann die Differentialgleichung her-
geleitet werden, die das Kréftegleichgewicht in jedem Punkt des Kérpers beschreibt. Weiterhin kann
das Prinzip der virtuellen Arbeit hergeleitet werden, das auch als schwache Form des Gleichgewichts
bezeichnet wird. In der allgemeinen Ausformulierung der schwachen Form handelt es sich um ein
nichtlineares Funktional. Durch die Wahl diskreter Anséitze im Rahmen der Finite Elemente Metho-
de wird dieses Funktional approximiert und es ergibt sich ein nichtlineares Gleichungssystem. Um
dieses Gleichungssystem numerisch 16sen zu koénnen, wird das Gleichungssystem linearisiert, wobei
das nichtlineare Materialverhalten durch die Tangente in dem betrachteten Punkt, die tangentiale
Steifigkeitsmatrix, angendhert wird. Handelt es sich sowohl um ein geometrisch als auch materiell
nichtlineares Problem, beinhaltet die tangentiale Steifigkeit naturgeméfs beide nichtlinearen Anteile.

Materielle Nichtlinearitdt Bei der nichtlineare FEM muss zwischen geometrisch und materiell
nichtlinearen Theorien unterschieden werden. Die in Kapitel 4| dargestellten Materialgleichungen
korrespondieren zur materiell nichtlinearen Theorie. Die Spannungen sind nichtlinear von der Ver-
zerrungen abhéingig, das Problem kann jedoch unter der Voraussetzung der Theorie kleiner Ver-
schiebungen geometrisch weiterhin linear formuliert sein. Unter der Annahme, dass die Differenz
der Positionen zwischen Referenz- und der Momentankonfiguration sehr gering ist, konnen hierbei
die nichtlinearen Anteile des GREENschen Verzerrungstensors E vernachléssigt werden. Unter Ver-
wendung des verbliebenen linearen Tensor € ergibt sich ein linearer Zusammenhang zwischen den
Verzerrungen und Verschiebungen und die Losung kann durch die Linearisierung in der Umgebung
der Referenzkonfiguration gut approximiert werden.

Geometrische Nichtlinearitdt Bei der geometrischen Nichtlinearitdt werden die nichtlinearen An-
teile des GREENschen Verzerrungstensors E mitberiicksichtigt. Dies fithrt dazu, dass selbst unter
der Annahme eines linearen Zusammenhangs zwischen den Spannungen S und dem Elastizitéts-
tensor C, d.h. einem materiell linearen Materialgesetz, eine nichtlineare Abhéngigkeit zwischen den
Verzerrungen E und den Spannungen S vorliegt. Dies kann zu grofien Verschiebungen trotz kleiner
Verzerrungen fithren und bewirkt, dass die aktuellen Spannungen von den aktuellen Verschiebungen
abhéngig sind.

30



3.2 Grundlegende Aspekte der nichtlinearen FEM

3.2.1 Prinzip der virtuellen Arbeit

Ausgangspunkt ist die Diskretisierung des Prinzips der virtuellen Arbeit, das aus der CAUCHY schen
Bewegungsgleichung hergeleitet werden kann. Nach Multiplikation mit einer Testfunktion 7,
Anwendung des Divergenztheorems und Integration iiber das Gebiet erhélt man die schwache Form
des Gleichgewichtes in der Momentankonfiguration:

R(u;n):/T:gradndv—/pf)-ndv— /E-T/da, (3.1)
B B OB

bzw. in der Referenzkonfiguration:

R(u;n):/SzéEdV—/pBO-ndv— /to-ndA (3.2)
Bo Bo 9Bo

Dies entspricht der Forderung, dass innere und &ufsere Krifte im Gleichgewicht stehen miissen.
Das Residuum R(u;n) ist im Allgemeinen nichtlinear in u, aber linear in 7). Dieses nichtlineare
Funktional wird zur Aufbereitung fiir die Anwendung der FEM diskretisiert und in ein nichtlineares
Gleichungssystem {iberfiihrt. Auf die Details zur Diskretisierung wird an dieser Stelle nicht néher
eingegangen, s. hierzu die einschligige Literatur wie [103], [104], [6]. Zur Losung des nichtlinearen
Gleichungssystems wird oftmals das NEWTON-Verfahren angewendet, das eine Linearisierung iiber
eine TAYLOR-Reihen-Approximation erfordert.

Lineare Theorie Im Fall kleiner Verschiebungen kann der GREENsche Verzerrungstensor E durch
die lineare Approximation € ausgedriickt werden. Dann ergibt sich folgender Ausdruck fiir die schwa-

che Form des Gleichgewichts:

R(u;n):/ozedV—/pbg-ndv— /to-ndA (3.3)

Bo Bo 0Bo

Das hierdurch entstehende Gleichungssystem ist linear und kann in einem Schritt gelost werden.

3.2.2 Losungsalgorithmen

Newton-Raphson-Verfahren Das wohl am haufigsten verwendete Verfahren zur Losung nichtli-
nearer Gleichungssysteme ist das iterative NEWTON-RAPHSON-Verfahren, mit dem die Nullstellen
einer Funktion bestimmt werden kénnen, vgl. [L03]. Hierbei wird zunéchst die betrachtete Funktion,
bzw. das nichtlineare Gleichungssystem, mithilfe einer TAYLOR-Reihenentwicklung in einem Aus-
gangspunkt linearisiert, d.h. die Tangente bestimmt. Die Nullstelle der Tangente wird als verbesserte
Néherung der Nullstelle der Funktion verwendet und dient als Ausgangspunkt fiir den néchsten Ite-
rationsschritt. Das Verfahren konvergiert quadratisch, sofern der Ausgangspunkt giinstig gewéhlt
ist. Abbildung stellt das Vorgehen am eindimensionalen Beispiel schematisch dar.

Die Approximation der Funktion durch die TAYLOR-Reihe fiihrt auf:

F(z+ Az) = F(x) + DF (z) - Az 4 r(x, Azx) (3.4)
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F(x) -

Abbildung 3.1: Linearisierung einer Funktion

mit r(z, Az) als Restglied. Der lineare Anteil DF(z) - Az = F'(x) - Az wird hierbei als Variation
der Funktion F in Richtung Ax bzw. Richtungsableitung bezeichnet:

DF(z)- Az = §F (z, Ax) (3.5)
Fiir kleine Ax kann der Restterm vernachléssigt werden und es gilt:

OF (z, Ax) =~ AF (3.6)
Fiir die Linearisierung der Funktion folgt somit:

L[F)—z = F(z) + 6F (2, Ax) = F(Z) + DF (%) - Az (3.7)

Mithilfe des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens lassen sich die Nullstellen dieser Funktion an der be-
kannten Stelle Z bestimmen.

L[F);—z = F(z) + DF(z) - Az =0
DF(z)- Az = —F(x)
Die unbekannte Grofe Az kann nun tiber eine NEWTON-RAPHSON-Iteration ermittelt werden:

Az = [DF(z;)] " F(x) (3.9)

(3.8)

Die gesuchte Losung ergibt sich dann zu:
Tit1 =T+ Ax; (3.10)

Das Vorgehen lésst sich auch auf n-dimensionale Problemstellungen iibertragen. Die Linearisierung
der Funktion fiihrt auf:

F(x; + Ax) = F(xi) + DF(xg) - Axg + r(x, Ax) =0 (3.11)

Nach Vernachléssigung des Restterms ergibt sich das zu I6sende lineare Gleichungssystem wie folgt:

DF(xy) - Ax = —F(xy) (3.12)
Die Richtungsableitung von F kann auch in folgender Form ausgedriickt werden:
F
DF(xy) - Ax = g— - Ax =K - Ax (3.13)
b'e

Hierbei bezeichnet K im weiteren Verlauf die tangentiale Steifigkeitsmatrix.
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3.2 Grundlegende Aspekte der nichtlinearen FEM

Losung des Residuums mit dem Newton-Raphson-Verfahren Das Residuum bzw. die schwa-
che Form des Gleichgewichts (3.1]) kann nach gerade geschildertem Vorgehen als TAYLOR-Reihe in
Richtung der unbekannten Verschiebungen u wie folgt approximiert werden:

R(up;my,) + 6R(up; mp,, Aup) =0 (3.14)

Fiir die Variation des Residuums miissen nun die entsprechenden Grofen ebenfalls linearisiert wer-
den. Das entstehende Gleichungssystem kann anschliefsend mit dem NEWTON-RAPHSON-Verfahren
gelost werden. Nach Linearisierung und Diskretisierung von Gleichung ergibt sich folgendes
Gleichungssystem:

7"R+7n"KAu=0
n" R+ KAu] =0 (3.15)
KAu=-R

Losung sind die gesuchten globalen Verschiebungen, die in jedem Iterationsschritt aufdatiert werden:

U;+] = w; + Au; (316)

In der tangentialen Steifigkeitsmatrix K sind sowohl die geometrischen als auch materiellen Nichtli-
nearitdten enthalten. Im Rahmen der Theorie kleiner Verschiebungen kann der geometrische Anteil
vernachlassigt werden.

Abgrenzung zur linearen FEM In der linearen FEM, wenn also weder geometrische noch mate-
rielle Nichtlinearitaten vorliegen, wie bspw. bei Verwendung der Theorie der kleinen Verzerrungen
und unter Anwendung des linear-elastischen HOOKEschen Gesetzes, ist die Steifigkeitsmatrix K un-
abhéngig von den gesuchten Verschiebungen und damit konstant. Das Gleichungssystem ist dann
ohne Iteration l6sbar.

Weitere Losungsverfahren Ein grofler Vorteil des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens liegt in der
quadratischen Konvergenz. Es lassen sich jedoch nicht alle Belastungspfade damit abbilden. Ne-
ben diesem klassischen Verfahren existiert noch eine Vielzahl weiterer Verfahren zur Berechnung
nichtlinearer Gleichungssysteme. Hierzu zéahlen z.B. modifizierte NEWTON-Verfahren wie das Quasi-
NEwWTON-Verfahren, bei dem die Steifigkeitsmatrix K nicht in jedem Iterationsschritt ermittelt wird,
um Rechenaufwand zu sparen, das dadurch allerdings auch schlechter konvergiert. Haufig wird auch
das Bogenldngen-Verfahren verwendet, bei dem statt der (Pseudo-)Zeit die Bogenlidnge das Maf fiir
den Berechnungsfortschritt darstellt. Somit kénnen auch Durchschlagprobleme erfasst werden. Das
Bogenlangenverfahren ist in den Programmen meist in unterschiedlichen Varianten implementiert,
z.B. nach RIKS oder CRISFIELD. Es ist jedoch fiir elastoplastische Materialien nur bedingt geeignet,
da auch instabile Gleichgewichtszustdnde durchlaufen werden koénnen, sozusagen also die falsche
Losung gefunden wird, und dies zu unrealistisch grofen Deformationen fithren kann, vgl. [77].

Losungsverfahren fiir ratenabhingige Gleichungssysteme Liegen ratenabhéngige, bzw. inkre-
mentelle Materialgesetze vor, z.B. in der Form

&(t) = Cr - &(t), (3.17)
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ist eine Diskretisierung des Problems {iber die Zeit erforderlich, d.h. es wird ein inkrementelles
iteratives Losungsschema benoétigt. Die Zeitdiskretisierung lésst sich z.B. iiber das sogenannte EU-
LER-Vorwirts-Verfahren (auch explizites EULER-Verfahren genannt), oder das EULER-Riickwiérts-
(implizites EULER-) Verfahren, erreichen. Allgemein kann eine ratenabhéngige Funktion

t) = t
y(t) = f y(@)] (3.18)
y(0) = yo,
die ein Anfangswertproblem darstellt, wie folgt approximiert werden:
Ynt1 = Yn + Atf (1 — @)yn + af (Yn+1)] (3.19)

Hierbei ist ¥, = y(tn) bzw. yp+1 = y(tny1). Fir a = 0 ergibt sich das EULER-Vorwérts-, mit « = 1
das EULER-Riickwérts-Verfahren, welches aufgrund von besseren Stabilitéitseigenschaften héufiger
verwendet wird. Die Berechnungsvorschrift lautet dann:

Ynt+1 = Yn + Atf(yn+1) (320)

Die Schwierigkeit liegt darin, dass auf der rechten Seite der Gleichung Gréfen vorkommen, die
ebenfalls vom Zeitpunkt ¢,,+; abhéngig, also noch unbekannt sind. Eine Mdoglichkeit zur Losung ist
ein zweischrittiges Naherungsverfahren mit einem Pradiktor- und einem Korrektorschritt. Im Pri-
diktorschritt werden als Startwert fiir die unbekannten Gréfen auf der rechten Seite die Werte aus
dem bekannten Schritt ¢,, verwendet, um den gesuchten Funktionswert anzundhern. Im Korrektor-
schritt wird dann die Lésung tiberpriift und ggf. korrigiert. Dies fithrt zum einem iterativen Prozess,
der z.B. iiber das NEWTON-RAPHSON- Verfahren gelost werden kann. Derartige Losungsverfahren
werden bei der Ermittlung der Spannungen im Rahmen der Plastizitdt haufig angewendet und als

Return-Mapping-Algorithmus bezeichnet, s. Abschnitt

3.3 Elementwahl

Fiir die numerische Losung eines mechanischen Problems mit der FEM muss eine geeignete Element-
wahl getroffen werden. Es steht eine Vielzahl von Elementen zur Verfiigung, die auf verschiedene
Weise kategorisiert werden konnen, z.B. iiber

e die Dimension des Berechnungsmodells,
e die Elementdimension,

e den Elementtyp,

e den Grad der Ansatzfunktionen,

e die Elementformulierung.

Die folgenden Ausfithrungen sind teilweise [69] entnommen.

Elementdimensionen Bei den Elementdimensionen lassen sich 1-D-, 2-D und 3-D-Elemente un-
terscheiden. Zu den 1-D Elementen gehoren Fachwerk oder Balkenelemente, zu den 2-D Elementen
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Scheiben-, Platten- sowie Schalenelemente, die 3-D Elemente beinhalten Volumenelemente. Abbil-
dung [3.2] zeigt schematisch 1D-, 2D- und 3D-Elemente:

Die Elementdimension sollte so gewahlt werden, dass das betrachtete Problem gentigend genau bei
moglichst geringem Rechenaufwand approximiert werden kann.

Abbildung 3.2: Elementdimensionen

3.3.1 Elementtyp

Bei den Elementtypen kénnen Kontinuumselemente sowie Strukturelememente unterschieden wer-
den.

Kontinuumselemente Kontinuumselemente konnen direkt aus der Diskretisierung kontinuumsme-
chanischer Gleichungen hergeleitet werden. Fiir den eindimensionalen Fall fiithrt dies auf Fachwerk-
oder Dehnstabelemente, fiir den zweidimensionalen Fall auf Scheibenelemente und fiir den dreidi-
mensionalen Fall auf Volumenelemente. Diese Elemente besitzen nur Verschiebungsfreiheitsgrade an
den Knoten.

Strukturelememente Im Gegensatz zu Kontinuumselementen werden Strukturelemente durch wei-
tere Annahmen charakterisiert, die sich auf ein bestimmtes strukturmechanisches Problem beziehen.
Beispielsweise werden im eindimensionalen Fall bei Balkenelementen die Freiheitsgrade und Annah-
men fiir die konstitutiven Gleichungen auf die zugrunde liegende Theorie abgestimmt, z.B. auf die
Theorien von BERNOULLI oder TIMOSHENKO. Fiir den 2-D-Fall erfolgt die Herleitung von Platten-
und Schalenelementen z.B. auf Basis der Plattentheorien von KIRCHHOFF oder REISSNER-MINDLIN
bzw. verschiedener Schalentheorien. Neben Verschiebungen sind auch Rotationen als Freiheitsgra-
de zugelassen. Die Abhéngigkeit der kinematischen Grofen voneinander unterscheidet sich je nach
zugrunde liegender Theorie. Durch diese Annahmen sind die Anwendungsgebiete auf den speziellen
Fall eingeschrénkt, die Berechnung ist jedoch effizienter. Statt der Modellierung eines Biegebal-
kens mit mehreren Scheibenelementen {iber die Hohe ist beispielsweise stattdessen die Verwendung
eindimensionaler Balkenelemente moglich, wobei die Einhaltung der Randbedingungen der zugrun-
deliegenden Theorieannahmen zu beachten ist, wie z.B. das passende Verhéltnis von Lange zu Hohe
etc. Grundsétzlich handelt es sich bei allen genannten Elementen um Verschiebungselemente in dem
Sinn, dass Verschiebungen bzw. Verdrehungen an den Knoten die einzigen Freiheitsgrade darstel-

35



Kapitel 3 Modellierung mit der Finite Elemente Methode

len. Zur weiteren Effizienzsteigerung oder zur Vermeidung von Konvergenzproblemen kénnen die
Elementformulierungen um weitere Annahmen ergénzt werden.

Der Wahl des richtigen Elementtyps fiir das betrachtete Problem kommt eine grofse Bedeutung
zu. Beispielsweise kann mit klassischen Balkenelementen keine Aussage iiber die Verteilung der
Schubkréfte gemacht werden. Zur Untersuchung von Schubproblemen sind sie daher nicht geeignet.

3.3.2 Elementformulierung

Ziel numerischer Berechnungen mit der FEM ist die Approximation der genauen Losung eines
strukturmechanischen Problems durch Diskretisierung der betrachteten Geometrie und Approxi-
mation der relevanten Feldgrofien. Hierfiir existiert bei der Elementformulierung eine Vielzahl von
Moglichkeiten. Aufgrund der generellen Anwendbarkeit hat sich fiir die meisten Problemstellun-
gen das isoparametrische Konzept durchgesetzt, bei dem die Geometrie wie auch die gesuchten
Feldgrofen, z.B. Verschiebungen, mit den gleichen Ansatzfunktionen interpoliert werden. Ferner
ist dieses Konzept sehr gut fiir nichtlineare Problemstellungen geeignet, vgl. [I03]. Die einfachste
derartige Formulierung fiihrt auf ein lineares isoparametrisches Verschiebungselement, bei dem die
Knotenverschiebungen und ggf. Rotationen die einzigen Freiheitsgrade sind und mithilfe von Poly-
nomansatzfunktionen approximiert werden. Zur Effizienzsteigerung und Stabilisierung kénnen von
dieser Grundstruktur ausgehend die Elemente weiter optimiert werden.

Ansatzfunktionen Als weitere Kategorisierung lassen sich die Elemente iiber den Polynomgrad
ihrer Ansatzfunktionen unterscheiden. Uber einen héheren Polynomgrad der Ansatzfunktionen kann
der Verschiebungszustand innerhalb des Elements nichtlinear abgebildet werden. Der Vorteil liegt
damit in einer geringeren Elementanzahl zur Abbildung desselben Problems, die jedoch pro Element
einen deutlich hoheren Rechenaufwand mit sich bringt. Abbildung[3.3|zeigt ein klassisches 8-knotiges
Hexaeder-Volumenelement mit linearen Ansatzfunktionen sowie ein 20-knotiges Volumenelement

mit quadratischem Ansatz fiir die Verschiebungen.

a) b) 8 L5 7
20 14 o19
) (] o 1‘3 611
e 3
4 3 17¢ 12¢° ¢18
4 10
11 2 1 9 2

Abbildung 3.3: Volumenelement mit verschiedenen Ansatzfunktionen (aus [77])

Erweiterte Ansitze Zur Behebung von Schwéchen der o.g. reinen Verschiebungselemente, wie z.B.
Locking Effekte bei inkompressiblen Materialien oder Schubproblemen, und/oder zur Effizienzstei-
gerung existiert eine Vielzahl von Elementformulierungen mit erweiterten Ansétzen. Zu nennen sind
z.B.

e Gemischte/hybride Elemente, z.B. B-Bar-Elemente
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e Reduziert integrierte Elemente
e Elemente mit inkompatiblen Moden

Die Verwendung der spezifischen Elementformulierungen ist immer mit Vor- und Nachteilen ver-

bunden und muss im Einzelfall gepriift werden.

3.3.3 Schublocking

Im Rahmen der Nachrechnung von Versuchen werden u.a. Volumenelemente mit linearem oder
quadratischem Ansatz verwendet. Bei der Verwendung linearer Elemente kann es zum sogenannten
Schublocking kommen, wie Abbildung veranschaulicht. Aufgrund des linearen Ansatzes kann
die Krimmung aus der Biegung nicht abgebildet werden, was zu einer Scherverzerrung an den
Gausspunkten fiihrt, obwohl keine Querkraft, die zu Schubspannungen korrespondiert, vorhanden
ist. Damit ist das Element zu steif und bildet das vorliegende Biegeproblem nicht zutreffend ab.
Abhilfe kann iiber verschiedene Ansétze geschaffen werden:

e Verwendung von hoherwertigen, z.B. quadratischen Elementen
e Verwendung einer Stabilisierungsmethode

o feinere Vernetzung mit reduziert integrierten Elementen

Reduzierte Integration Die Integration des Elementes erfolgt mit weniger Integrationspunkten, so
dass die fehlerhaften Schubverzerrungen damit unberiicksichtigt bleiben. Fiir ein vormals 8-knotiges
Volumenelement mit 8 GAusspunkten reduziert sich die Anzahl der GAUSSpunkte damit auf einen
GAusspunkt in der Mitte. Der Nachteil dieser Methode liegt in der Gefahr des ,Hourglassings®.
Wie aus Abbildung ersichtlich ist, kann sich dieses Element verformen, ohne dass im Inte-
grationspunkt ebenfalls eine Verformung stattfindet. Die Verzerrung im GAUSspunkt ist null, was
zu fehlerhaften Ergebnissen fiihrt. Zur Vermeidung dieses Effekts wurden verschiedene Stabilisie-

M( ”den Gaquunkten\\\ 7 M M( 7 M
/ B —|’_ 77777777 +7 B \ / 3 \
Y, ¢ ! i Y ¢ . ®
t, t,

(a) Schublocking bei linearen Elementen (b) Reduzierte Integration

Abbildung 3.4: Schublocking und fehlendes Schublockings bei reduzierter Integration (aus [77])

rungsmethoden entwickelt, vgl. [I03]. Eine feinere Vernetzung mit mehreren reduziert integrierten
Elementen iiber die Hohe kann den Effekt zumindest vermindern, s. vgl. auch [77].

Verwendung von quadratischen Elementen Zur Vermeidung von Schublocking kénnen ferner Ele-
mente mit Ansatzfunktionen héherer Polynomordnung verwendet werden, z.B. quadratische Elemen-
te. Hiermit kann die Kriimmung aus der Momentenbeanspruchung zutreffend, d.h. ohne fehlerhafte
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Schubverzerrung, abgebildet werden. Aus Abbildung ist der Effekt einer feineren Vernetzung
iiber die Hohe sowie der Verwendung von quadratischen Elementen erkennbar. Werden mehrere
Elemente iiber die Hohe verwendet, kann die Verformung aus der Biegung zumindest annidhernd
approximiert werden, ohne dass es zu fehlerhaften Schubverzerrungen kommt.

e

(a) Feinere Vernetzung mit linearen Ele-

(b) Verwendung nichtlinearer Elemente

menten

Abbildung 3.5: MaRnahmen zur Behebung des Schublockings (aus [77])

3.3.4 Anforderungen an die Modellierung von Stahlbetonstrukturen unter
Schubbeanspruchung

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Finite Elemente Methode zur Nachrechnung von Versuchen an
Stahlbetonbalken unter Schubbeanspruchung herangezogen. Das numerische Modell muss hierfiir in
der Lage sein, das physikalisch nichtlineare Materialverhalten zutreffend abzubilden. Die Grundla-
gen hierfir sind in Kapitel zusammengefasst dargestellt, die Ubertragung auf den Werkstoff Beton
bzw. Stahlbeton erfolgt in Kapitel [ol Wichtigste Voraussetzung ist die Abbildung der Rissbildung
des Betons, die zu einer Spannungsumlagerung in die Bewehrung und einem deutlich verdnder-
ten Tragverhalten fiihrt. Hierbei ist die realistische Beschreibung der rissinduzierten Anisotropie
des Werkstoffs Betons insbesondere unter Schubbeanspruchung von grofser Wichtigkeit. Auf diesen
Aspekt wird in Kapitel [5] ausfiihrlich eingegangen. Die Modellierung in Bezug auf die Elementfor-
mulierungen ist grundsétzlich mit Scheibenelementen wie auch mit Volumenelementen méglich. Die
Vereinfachung auf ein zweidimensionales Problem ist insofern gerechtfertigt, als dass fiir das Ver-
sagen eines Stahlbetonbalkens auf Schub entweder Biigelflieken oder das Versagen der Druckstrebe
verantwortlich sind, und hierfiir der Spannungszustand im Steg in guter Naherung als eben appro-
ximiert werden kann. Allerdings spielt die Materialmodellierung eine Rolle. Je nachdem, ob das
Materialgesetz zwei- oder dreidimensional formuliert ist, ist die Abstimmung der Elementdimen-
sionen hierauf erforderlich. Nicht zielfiihrend ist dagegen eine Modellierung mit Balkenelementen,
da die Entwicklung des Schubrissverhaltens im Steg und die Umlagerung der Spannungen in die
Biigelbewehrung nicht nachvollzogen werden kann.
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Grundlagen der nichtlinearen Materialtheorie

Im Rahmen dieser Arbeit werden bekannte und in kommerzieller FEM-Software implemetierte Ma-
terialmodelle fiir Beton und Stahlbeton analysiert. Im folgenden Kapitel werden die fiir die Mate-
rialmodellierung von Beton und Stahlbeton relevanten Grundlagen der nichtlinearen Materialtheorie
kurz aufgearbeitet und bereitgestellt. Der Fokus liegt auf den klassischen phdnomenologischen Ma-
terialtheorien. Es wird hierbei auf die lineare und nichtlineare Elastizitdtstheorie eingegangen. Die
Plastizitdtstheorie fiir kleine Verzerrungen und die Schddigungstheorie werden kurz dargestellt.

4.1 Einleitung
4.1.1 Konstitutive Gleichungen

Aus der Kinematik sowie den Gleichgewichtsbeziehungen lassen sich unter Beriicksichtigung der
Kompatibilitdtsbedingungen zwischen Verzerrungen und Verschiebungen neun Gleichungen mit 15
Unbekannten (sechs Spannungen, sechs Verzerrungen sowie drei Verschiebungen) fiir den dreidimen-
sionalen Fall bestimmen. Im Rahmen der Materialtheorie werden die fehlenden Bestimmungsglei-
chungen iiber sechs materialabhédngige Beziehungen hergeleitet.

Verschie-
bungen

U

AuRere
Krafte

FioyT

Vertraglichkeit
(Geometrie)

Gleichgewicht

Spannungen
Gii

Verzerrungen

Materialgesetz

Abbildung 4.1: Verkniipfung von Spannungen und Verzerrungen
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Kapitel 4 Grundlagen der nichtlinearen Materialtheorie

Diese sechs zusétzlichen Gleichungen werden auch als konstitutive Gleichungen der Materialien
bezeichnet und stellen eine Verbindung zwischen den Spannungen und den Verzerrungen her. Ab-
bildung 4.1 stellt den Zusammenhang zwischen Verschiebungen, Spannungen und Verzerrungen
schematisch dar. Sobald diese konstitutiven Beziehungen fiir das jeweilige Material hergestellt sind,
lasst sich das kontinuumsmechanische Problem 16sen (vgl. [33], S.140).

Es ist das Ziel der konstitutiven Beziehungen, mathematische Modelle fiir das Material zu entwi-
ckeln, die das reale Materialverhalten mdéglichst zutreffend beschreiben. Die Herleitung erfolgt dabei
i.d.R. auf der Grundlage der Thermodynamik unter Verwendung der Erkenntnisse {iber das Ma-
terialverhalten aus Experimenten. Gerade fiir Materialien, die sich durch ausgepragt nichtlineares
Materialverhalten auszeichnen, wie der Werkstoff Beton, ist die Bestimmung der konstitutiven Glei-
chungen nicht trivial. Daher existiert eine Vielzahl von Materialmodellen fiir den Werkstoff Beton.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird der Werkstoff Beton als homogenes Material idealisiert.

Konstitutive Prinzipien Die Herleitung der konstitutiven Gleichungen erfolgt in der Regel auf
der Basis der thermodynamischen Bilanzgleichungen unter Beachtung weiterer Prinzipien, die die
physikalische Richtigkeit der Theorie gewahrleisten. Zu diesen Prinzipien gehdren:

e Prinzip des Determinismus

e Prinzip der Aquiprisenz

e Prinzip der lokalen Wirkung

e Prinzip der materiellen Objektivitat

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird nicht ndher auf alle Prinzipien eingegangen, fiir weiterge-
hende Ausfithrungen s. [103], [95],[43].

Objektivitdt Von besonderer Bedeutung bei der Herleitung von konstitutiven Materialgleichungen
ist die Forderung der Objektivitdt. Das Materialgesetz muss gegeniiber Beobachterwechseln invari-
ant sein. Das bedeutet, dass die Werte der ermittelten Spannungen und Verzerrungen nicht von der
Wahl des Koordinatensystems abhéngig sein diirfen. Im Rahmen dieser Arbeit soll nicht ndher auf
das Problem der Objektivitit eingegangen werden, es sei jedoch zumindest der Hinweis gegeben,
dass bei der Herleitung bzw. Verwendung kontinuumsmechanischer Gréfen die Uberpriifung, ob
ebendiese Grofen der Forderung nach Objektivitat geniigen, von grofer Wichtigkeit ist.

Stabilitatsbedingung nach Drucker FEine weitere Einschrinkung ist die sogenannte Stabilitdtsbe-
dingung von DRUCKER. Ein Material ist dieser Forderung zufolge dann stabil, wenn die Spannungs-
rate multipliziert mit der Verzerrungsrate immer positiv ist:

6l >0 (4.1)

Diese Bedingung kann fiir Materialien mit einer Entfestigung wie Beton nicht eingehalten werden.
Dies fiihrt in der numerischen Umsetzung zu einer Abhéngigkeit der Ergebnisse von der Netzgrofe
und damit zur Notwendigkeit von Regularisierungsmafinahmen, die die Objektivitdt der Ergebnisse
dennoch gewéhrleisten. Dies geschieht iiblicherweise mithilfe der Einbindung der Bruchenergie, die
von der Elementgrofie unabhéngig sein muss. Hierauf wird bei der Modellierung der Rissbildung
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ndher eingegangen. Eine weitere Begleiterscheinung ist die Tatsache, dass eine Netzverfeinerung
ohne Regularisierungsmafinahmen im Entfestigungsbereich nicht zu verbesserten Ergebnissen fiihrt,
vgl. [46].

Durch die Beachtung der o.g. Prinzipien vereinfacht sich der Ansatz fiir die konstitutiven Gleichun-
gen. Fiir die Bestimmung der konstitutiven Gleichungen werden im Rahmen der strukturmecha-
nischen Theorie i.d.R. die Bewegung eines Korpers und seine Temperatur als konstitutive Varia-
blen definiert. Alle anderen in den Bilanzgleichungen auftretenden Variablen werden als abhéngige
Variablen betrachtet. Fiir isotherme Prozesse konnen auch die Temperatur und ihre Ableitungen
vernachlassigt werden.

Die Giite eines konstitutiven Modells zur Beschreibung des Verhaltens eines bestimmten Materials
héngt in grofsem Maf von der Wahl eines geeigneten Sets interner Variablen ab. Kein Materialgesetz
ist in der Lage, alle Spannungszustédnde wahrend aller Prozesse richtig zu beschreiben. Die Gefahr bei
der Entwicklung eines Materialgesetzes besteht darin, dass fiir bestimmte Fragestellungen wichtige
Zustande nicht adédquat abgebildet werden.

4.1.2 Isotropie und Anisotropie

Ein Werkstoff kann durch isotropes oder anisotropes Materialverhalten gekennzeichnet sein. Die-
se Unterscheidung spielt eine grofte Rolle fiir die Herleitung eines addquaten Materialmodells. Ein
isotropes Material zeichnet sich durch identisches Materialverhalten in allen Richtungen aus, ei-
ne Drehung des Koordinatensystems veréndert folglich nicht die Strukturantwort. Im Fall linearer
Elastizitdt bedeutet das, dass die Richtung der Hauptspannungen mit der Richtung der Haupt-
verzerrungen iibereinstimmt. Ferner muss dieselbe aufgebrachte Verzerrung in unterschiedlichen
Materialrichtungen zu den denselben Spannungen fiithren. Mathematisch wird dies iiber die Anwen-
dung des Rotationstensors [R] der eine Transformation des Koordinatensystems bewirkt, auf die
Verzerrungen und die Spannungen beschrieben. Die Spannungen nach Multiplikation mit dem Ro-
tationstensor miissen mit den Spannungen in Ausgangszustand iibereinstimmen. Die Verkniipfung
zwischen Spannungen und Verzerrungen erfolgt im Rahmen der kontinuumsmechanischen Theorien
tiber einen vierstufigen Materialtensor mit den Koeffizienten Cjjz;. Aufgrund der Symmetrieeigen-
schaften lésst sich fiir einen vierstufigen, isotropen Tensors folgende Matrixdarstellung gewinnen:

Matrixdarstellung des isotropen vierstufigen Materialtensors

[C1 Cy Oy 0 0 0
Cy C1 Oy 0 0 0
Cy Cy C4 0 0 0
C= 4.2
0 0 0 G- 0 0 (42)
0 0 0 0 (01— Cy) 0
L0 0 0 0 0 1(C1 — Cy)

Einen derartigen isotropen Tensor stellt der aus dem HOOKEschen Gesetz hergeleitete Elastizitéts-
tensor dar. Spielt die Richtung der Materialachsen relativ zum aufgebrachten Verzerrungszustand
eine Rolle, handelt es sich um anisotropes Verhalten. Das Material verhédlt sich nun nicht mehr
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in alle Richtungen gleich. Mathematisch erfordert dies einen vollbesetzten Tensor. Ein Sonderfall
der Anisotropie ist die Orthotropie, bei der eine Drehung des Koordinatensystems um 180° zu
demselben Spannungszustand fiihrt. Die Symmetrierichtungen des Materials stimmen mit den Ko-
ordinatenachsen iiberein. Die Richtungen von Hauptspannungen und Hauptverzerrungen stimmen
dagegen nur iiberein, wenn diese mit den Symmetrieachsen des Materials zusammenfallen. Beispiele
fiir orthotrope Materialien sind der Werkstoff Holz, aber auch Beton. Aus der thermodynamischen
Forderung nach der Symmetrie der Materialsteifigkeitsmatrix ergibt sich ein Tensor mit neun unab-
héngigen Koeffizienten. Die zugehorige allgemeine Matrixdarstellung eines orthotropen, vierstufigen

Tensors lautet wie folgt:

Matrixdarstellung des orthotropen vierstufigen Materialtensors

Ci2 Cp Coz3 0 0 0
Cc_ Ci3 C3 C33 0 0 O (4.3)
0 0 0 Cu O 0
0 0 0 0 Cs5 O
0 0 0 0 0 Cel

Im Rahmen der nichtlinearen Materialtheorien werden aufierdem inkrementelle Beschreibungen der
Spannungen und Verzerrungen benoétigt. Die Inkremente der Spannungen werden wiederum mit-
tels eines Materialtensors mit den inkrementellen Verzerrungen verkniipft. Die Einschrankungen fiir
Isotropie bzw. Orthotropie bleiben bestehen, nun jedoch bezogen auf die Inkremente: Bei einem
nichtlinearen isotropen Material stimmen die Richtungen der Spannungsinkremente mit den Rich-
tungen der Verzerrungsinkremente iiberein. Dies bedeutet allerdings nicht, dass zwangslaufig auch
die Hauptrichtungen der Gesamtverzerrungen mit den Hauptrichtungen der Gesamtspannungen
iibereinstimmen miissen. Im Rahmen der Plastizitdtstheorie ist es moglich, dass sich aufgrund der
Belastungsgeschichte ein anisotropes Materialverhalten einstellt. Dies hat eine Kopplung von Schub-
verzerrungen mit Normalspannungen bzw. umgekehrt zur Folge, d.h. Schubverzerrungen erzeugen

Normalspannungen bzw. Normalverzerrungen erzeugen Schubspannungen.

4.2 Elastizitatstheorie

Ein elastisches Material ist dadurch gekennzeichnet, dass es nach Be- und Entlastung vollstandig
seine urspriingliche Gestalt wiedererlangt. Der Zusammenhang zwischen den Spannungen und Ver-
zerrungen kann hierbei nichtlinear oder linear sein. Viele Materialien verhalten sich bis zu einem
gewissen Punkt linear-elastisch, d.h. die Beziehung zwischen Spannungen und Verzerrungen ist line-
ar. Nach Uberschreiten der sogenannten Proportionalitétsgrenze kann sich ein nichtlinear-elastisches
Verhalten anschlieffen. Die Herleitung von elastischen Materialgesetzen zur Beschreibung des linea-
ren wie auch nichtlinearen Materialverhaltens kann auf unterschiedliche Weise erfolgen. Zunéchst ist
zwischen pfadunabhéngigen und pfadabhéngigen Materialmodellen zu unterscheiden. Pfadunabhén-
gige Modelle hiangen nur vom aktuellen Verzerrungszustand ab und besitzen kein Erinnerungsver-
mogen, die infolge der Belastung enstandenden Deformationen sind nach Wegnahme der Belastung
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voll reversibel. Die Spannungen konnen direkt aus den aktuellen Verzerrungen ermittelt werden. Im
Rahmen der Elastizitdtstheorie fallen CAUCHY — und hyperelastische Materialien unter diese Klas-
se. Daneben existieren hypoelastische Materialien, die inkrementell formuliert sind. Das aktuelle
Spannungsinkrement héngt vom aktuellen Verzerrungsinkrement und ggf. anderen Grofien ab. Bei
kleinen Anderungen ist das Material vollstéindig reversibel und elastisch, bei groken Verzerrungen
ist aufgrund der inkrementellen Formulierung jedoch die Integration iiber die Verzerrungsinkre-
mente zur Ermittlung der Spannungen aus der Dehnungsgeschichte erforderlich. Hypoelastischen
Materialien kénnen zu CAUCHY — oder GREEN — elastischen Materialien degenerieren.

4.2.1 Cauchy — Elastizitit

Ein CAUCHY - elastisches Material zeichnet sich dadurch aus, dass der aktuelle Spannungszustand
lediglich vom aktuellen Verzerrungszustand abhéngt, was sich durch folgenden funktionalen Zusam-
menhang ausdriicken lasst:

0ij = Fij(eij) (4.4)

Dabei sind F;; die elastische Antwortfunktion und o;; bzw. €;; die Komponenten des Spannungs-
bzw. Verzerrungstensors. Das elastische Verhalten ist pfadunabhéngig und reversibel; die Belas-
tungsgeschichte ist fiir die Bestimmung des aktuellen Spannungszustands nicht relevant. Allerdings
besteht ohne weitere Einschriankungen die Gefahr, dass ein derartiges konstitutives Materialgesetz
bei bestimmten Be- und Entlastungsvorgidngen Energie erzeugt. Dies wird durch die Formulierung
GREEN-hyperelastischen Materialgesetzen vermieden, die im folgenden Abschnitt néher beschrieben
werden.

4.2.2 Hyperelastizitat

Die klassische Elastizitdtstheorie ist strenggenommen Teil der sogenannten Hyperelastizitit, die
einen pfadunabhéngigen, vollstdndig reversiblen Prozess beschreibt. Im Gegensatz zu den zuvor
beschriebenen CAUCHY-elastischen Materialien erfolgt die Herleitung jedoch iiber die Folgerungen
aus dem 1. und 2. Hauptsatz der Thermodynamik und einer Verkniipfung der Spannungen und
Verzerrungen iiber die sogenannte Formdnderungsenergiedichte. Die Basis ist dabei die freie HELM-
HOLTZsche Energie mit definierten Prozessvariablen, i.d.R. den Verzerrungen, der Temperatur sowie
deren Gradient. Fiir elastische Festkorper wird gefordert, dass bei isothermen Prozessen die freie
HeELMHOLTZ-Energie nur von den Verzerrungen als einziger Prozessvariablen abhéngt:

Y= (F) baw. ¢ = §(E) (4.5)

Im Folgenden sollen zunéchst Zusammenhénge fiir einen homogenen ideal elastischen, isotropen Kor-
per unter isothermen Randbedingungen hergeleitet werden. Der Spannungstensor héingt in diesem
Fall nur von der aktuellen Deformation ab, nicht von der Deformationsgeschichte. Der ermittelten
Spannungen sind also wegunabhéngig, vgl. Gl (4.6).

T=T(F) bzw. P =P(F) (4.6)
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Gilt diese Wegunabhéngigkeit auch fiir die von den Spannungen geleistete Arbeit, spricht man von
einem hyperelastischen Koérper und es gilt:

t F F
JPFﬁ—l?%W—JﬂV—W@%WW%) (4.7)

Es wird in diesem Fall eine spezifische Formdnderungsenergiefunktion der Form Wyg = WOS(X, F)
formuliert, die eine Potentialfunktion fiir den 1. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor darstellt:

P(X,F) = 8?]:35

(X,F) (4.8)

Aus dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik ldsst sich unter Beriicksichtigung der o.g. konstitutiven
Prinzipien die Formanderungsenergie aus der Forderung, dass die Spannungen nur von den aktuellen
Verzerrungen abhingen sollen, folgendermafen mit der HELMHOLTZ-Energie verkniipfen: Fiir den
elastischen, reversiblen Kérper ohne Entropieproduktion gilt Gl. . Fordert man von der freien
HELMHOLTZ-Energiefunktion vy ebenfalls, dass diese nur von F abhéngt, gilt:

¢ =(F, 1) (4.9)
Fiir das vollstdndige Differential der HELMHOLTZ Energie lésst sich schreiben:

B L)

ho = = . ="_.F 4.10
W="G T 9F ot oF (4.10)
Setzt man diese Beziechung fiir ¢ in Gl. (2.119)) ein, erhéilt man:
. . 9 . .
—p(ﬂ/)o—FP:F:—po%:F%—P:F:O (4.11)

Zwischen der als Dichte formulierten Forménderungsenergie Wyg und der spezifischen HELMHOLTZ
Energie 1g gilt also der Zusammenhang:

Wos = poo, (4.12)
woduch Gl. .8 auch in folgender Form geschrieben werden kann:

9o

P=nor

(4.13)

Durch die Betrachtung von anderen assoziierten Grofen in Gl. (4.8]) lassen sich auf analoge Weise

Zusammenhénge fiir die anderen Spannungstensoren entwickeln:
o 1 o

T=p—=F bzw. S =po—— 4.14

PoF ZW POSE (4.14)

Uber die zuvor dargestellten Ableitungen der HELMHOLTZ- Energie bzw. der Forméanderungsenergie

wird der gewiinschte Zusammenhang zwischen den Spannungen und Verzerrungen hergestellt, das

konstitutive Materialgesetz, das die Liicke zwischen den Gleichgewichtsbedingungen einerseits und
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den kinematischen Bedingungen andererseits schlieftt. Abhéngig von der Wahl der HELMHOLTZ-
Energie ist ein linearer oder nichtlinearer Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen
gegeben.

Die Spannungen sind von der Verzerrung E abhingig, die wiederum von den Verschiebungen u
abhéngen. Es gilt also:

S = S(E(u)) (4.15)
Es kann sich hierbei auf beiden Ebenen um einen nichtlinearen Zusammenhang handeln.

Lineare Elastizitat: St. Venant-Kirchhoff-Material Aus den vorgestellten Beziechungen zwischen
Spannungen, Verzerrungen und Verschiebungen lassen sich verschiedene elastische Materialgesetze
herleiten. Ein einfaches isotropes elastisches Materialgesetz ist das ST. VENANT-KIRCHHOFF Ma-
terial, das sich aus der Linearisierung der Spannungen bezogen auf die Verzerrungen entwickeln
lasst. Hierbei wird der nichtlineare funktionale Zusammenhang zwischen den Spannungen und Ver-
zerrungen durch die Linearisierung der Spannungen in der Umgebung der Referenzkonfiguration
approximiert. Diese Approximation ist ausreichend genau, solange die Anwendung auf kleine Ver-
zerrungen beschrénkt bleibt. Die Linearisierung erfolgt iiber eine TAYLORreihenentwicklung. Fiir
die Linearisierung der Spannungen in Bezug auf die Verzerrungen bedeutet das (vgl. S.197 [95]):

g—;(ﬁ) ' E (4.16)

Lin [S]Jg = S(E) + DS-E=S(E) +
Der lineare Anteil DS - E entspricht der Richtungsableitung des Spannungstensors bezogen auf eine
Verénderung der Verzerrungen. Fiir die Approximation der Spannung S durch ihre Linearisierung
gilt folgende Fehlerabschitzung:

S = Lin [S|g + o|[E], (4.17)

d.h. in der Umgebung der Referenzkonfiguration stimmt die linearisierte Spannung Lin [S]g bis auf
den Fehler o||E|| mit der tatsdchlichen Spannung S {iberein.

Zur Herleitung des ST. VENANT-KIRCHHOFF Materials wird Forménderungsenergie in Abhéngigkeit
von den Verzerrungsinvarianten ausgedriickt und die Linearisierung der Invarianten an der unver-
formten Referenzkonfiguration herangezogen. Es lasst sich zeigen, dass fiir jedes isotrope, elastische
Material folgende Bestimmungsgleichung in der Néhe der spannungsfreien Referenzkonfiguration
gilt:

S(F) = S(C) =S(E) = A(tr E)I + 24E + o(|| E ||) (4.18)
Unter Vernachlissigung der Terme héherer Ordnung ergibt sich der lineare Zusammenhang zwischen
den Spannungen S und den Verzerrungen E:

S(F) = S(C) = S(E) = A(tr E)I + 2uE (4.19)

Beim ST. VENANT-KIRCHHOFF-Material wird also direkt eine lineare Beziehung zwischen den
Spannungen und Verzerrungen formuliert. Allerdings ist der 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor
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nichtlinear von den Verschiebungen u abhingig, da E die nichtlinearen Anteile grad u” grad u ent-
hélt. Durch diese nichtlineare Beziehung konnen trotz kleiner Verzerrungen grofte Verschiebungen
auftreten, es handelt sich um ein materiell lineares, aber geometrisch nichtlineares Materialgesetz.

Das Materialgesetz kann mit folgendem Ansatz fiir die Forménderungsenergiedichte formuliert wer-
den:

A A
W=W(E)= §(tr E)? + ptr E? (4.20)

Die Spannungen kénnen dann auch mit der Ableitung der Forménderungsenergiedichte nach dem
GREENschen Verzerrungstensor ausgedriickt werden:

sm) = 270

Uber die Ableitung der Spannungen nach den Verzerrungen ergibt sich nach Gl. ([#.16)) der Materi-

altensor C, der auch FElastitizititstensor genannt wird:

=2E+ A (trE)I (4.21)

98 PwW
~ OE  OEJE

Damit kann die Formé&nderungsenergiefunktion auch in der Form

= M @I+ 2ul (4.22)

W= W(E) = %E .(C:E) (4.23)

dargestellt werden. Der vierstufiger Materialtensor C héangt offensichtlich nicht mehr vom Verschie-
bungszustand ab und ist somit konstant. Die Matrixdarstellung folgt in Ausdruck (4.28)).

Die Ableitung der Spannungen nach den Verzerrungen kann auch in Abhéngigkeit von der freien
HELMHOLTZ-Energie formuliert werden:

9S8 9y %y

= 9E ~ ™3EJE ~ *3cac (4.24)

Die Formulierung des Materialgesetzes mit Gl. (4.16) oder Gl. (4.19)) fiihrt auf denselben Zusam-
menhang, da das ST VENANT-KIRCHHOFF-Material per Definition linear formuliert ist.

C

Hookesches Gesetz Eine vollstindig lineare Beziehung stellt das HOOKEsche Gesetz dar: Statt
des in u nichtlinearen Verzerrungstensor E wird der linearisierte Tensor € verwendet. Es lasst sich
zeigen, dass die linearisierten Spannungen in der Nahe der Referenzkonfiguration zusammenfallen

(193]):

o = Lin[S]y = Lin[P]y, = Lin[T]y (4.25)
Damit erhdlt man das bekannte Werkstoffgesetz:

c=C:e¢ (4.26)
bzw. in Indexschreibweise:

0ij = Cijri€n (4.27)

46



4.2 Elastizitdtstheorie

Bei C handelt es sich um den schon bekannten Elastizitdtstensor aus Gl. . Dieser weist die
Struktur eines vierstufigen, isotropen Tensors auf und erfordert dadurch lediglich die Kenntnis von
zwei Materialparametern. Die Gleichung ist die einfachste Verallgemeinerung einer linearen
Abhéngigkeit von Spannungen zu Verzerrungen. Die Materialparameter konnen bei einem iiblichen
Zugversuch bestimmt werden kann, der im englischen Sprachraum als HOOKE’s experiment bekannt
ist. Daher wird Gl. auch als verallgemeinertes HOOKEsches Gesetz bezeichnet. Aufgrund der
Symmetrieeigenschaften lasst sich der vierstufige Tensor auch in Matrixschreibweise darstellen und
korrespondiert dann mit den Verzerrungen und Spannungen in VOIGT-Notation:

1—v v v 0 0 0
v 1—v v 0 0 0
E 1-
C— v v v 1 0 0 0 (4.28)
1+v)1-2v)| 0 0 0 3(1-v) 0 0
0 0 0 0 s(1-v) 0
| 0 0 0 0 0 1(1-v)]

Statt mit den LAME-Konstanten ldsst sich das Materialgesetz auch mit dem Kompressionsmodul K
und dem Schubmodul G ausdriicken:

0= K g0 I + 2G €40y (4.29)

Hierbei sind €,,; der volumetrische Anteil der Verzerrung, der nur mit dem hydrostatischen Span-
nungsanteil verbunden ist, und &4, der ausschlieflich mit dem deviatorischen, also gestaltdndern-
den Anteil, den Schubspannungen gekoppelt ist.

Hauptachsen Als wichtige Anmerkung sei festgehalten, dass die Hauptachsen der Verzerrungen
und der Spannungen fiir die vorgenannten elastischen Materialien zusammenfallen [I7]. Dies ist aus

Gl. (4.29) ersichtlich.

Nichtlineare Hyperelastizitat Die bisher vorgestellten hyperelastischen Materialmodelle sind ma-
teriell linear. Es kénnen jedoch auch nichtlineare Spannungs-Dehnungs-Beziehungen mit dieser Klas-
se von Materialmodellen abgebildet werden. Beispielsweise kann die Formadnderungsenergiefunktion
in Abhéngigkeit von den Verzerrungsinvarianten dargestellt werden, die funktional auf unterschied-
liche Weise kombiniert werden kénnen. Eine weitere Moglichkeit ist die Modifikation von Material-
parametern wie dem Elastizitdtsmodul, der als Funktion abhéngig von den Hauptspannungen bzw.
durch die drei Spannungsinvarianten I, Jo und J3 ausgedriickt werden kann. Im Rahmen dieser
Arbeit wird auf derartige Modelle nicht weiter eingegangen, Details kénnen der weiterfithrenden
Literatur, z.B. [33],]17] entnommen werden.

4.2.3 Hypoelastizitit

Neben den hyperelastischen Modellen existieren zur Beschreibung von nichtlinear elastischem Ma-
terialverhalten auch Modelle einer Materialklasse, die hypoelastisch genannt werden und auf einer
inkrementellen Spannungs-Verzerrungs-Beziehung beruhen. Die konstitutiven Beziehungen kénnen
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wie folgt beschrieben werden:
o =F(¢, 0) (4.30)

Die Rate der Spannungen ist eine Funktion der Rate der Verzerrungen und des aktuellen Wertes der
Spannung, der ggf. vom Spannungspfad, der zum aktuellen Zustand gefiihrt hat, abhéngt, vgl. [17].
Fiir den isotropen Fall ldsst sich das Materialgesetz weiter konkretisieren und inkrementell linear
darstellen:

doij = Cijri(omn)deg (4.31)

Der hier benotigte Tensor C; ;1 wird als tangentiale Materialsteifigkeit bezeichnet, d.h. im Gegensatz
zu nicht inkrementell formulierten hyperelastischen Modellen basiert ein inkrementell formuliertes
hypoelastisches Material nicht auf dem Sekanten- sondern Tangentenmodul [33]. Im Rahmen eines
hypoelastischen Materialgesetzes wird die aktuelle Materialsteifigkeit direkt in Abhéangigkeit von
den Raten der Spannungen und Verzerrungen beschrieben. Das Materialverhalten ist inkrementell
reversibel, jedoch bei gréfseren Verformungen pfadabhéngig. Mit einem hypoelastischen Modell ist es
zwar grundsétzlich moglich, einen pfadabhéngigen Prozess anzunéhern, im Gegensatz zu plastischen
Modellen werden jedoch keine inelastischen Deformationen beriicksichtigt.

Die Schwierigkeit bei klassischen hypoelastischen Materialien liegt darin, dass die Materialsteifig-
keitsmatrix im nichtlinearen Bereich durch die Formulierung in Raten anisotrop werden kann, selbst
wenn urspriinglich isotropes Verhalten vorliegt. Dies bedeutet, dass das Verhalten in den Hauptspan-
nungsrichtungen unterschiedlich ist und die Hauptachsen von Spannungen und Verzerrungen nicht
mehr identisch sind. Dies fiihrt zu einer Kopplung von Normalspannungen mit Schubverzerrungen,
was fiir den allgemeinen dreiaxialen Spannungszustand die Definition von 21 Materialkonstanten
fiir jeden Punkt des Belastungspfades erfordert, eine Aufgabe, die in der Praxis nicht zu bewélti-
gen ist. Eine zweite Schwierigkeit betrifft ein Kriterium fiir Be- und Entlastung. Hier, wie auch in
hyperelastischen Modellen, ist es moglich, dass z.B. eine Belastung auf Schub begleitet wird von
einer Entlastung von Komponenten in Normalenrichtung. Dies erschwert eine geeignete Konstrukti-
on der tangentialen Materialsteifigkeit. Trotz dieser Schwierigkeiten wurden einige sehr vereinfachte
hypoelastische Modelle fiir Beton entwickelt, s. hierzu [17].

4.2.4 Konzept der dquivalenten einaxialen Verzerrungen

Das Konzept der dquivalenten einaxialen Dehnungen bzw. Verzerrungen wurde von DARWIN und
PECKNOLD [19] zunéchst fiir den zweidimensionalen Spannungszustand entwickelt. Es handelt sich
im Grundsatz um ein inkrementell orthotropes Gesetz und kann zu den vereinfachten hypoelasti-
schen Materialgesetzen gezéhlt werden. Das Ziel ist es dabei, bei der Ermittlung der Spannungen
die beiden in der Realitdt miteinander verkniipften Richtungen zu entkoppeln, also den Effekt der
Querdehnung zu elimieren. Dieses Materialgesetz spielt in der numerischen Simulation von Stahl-
beton ein wichtige Rolle, da es in verschiedenen kommerziellen Programmsystemen implementiert
ist, u.a. SOFISTIK und ATENA. Ausgangspunkt ist zunéchst die inkrementelle orthotrope Formu-
lierung fiir einen zweidimensionalen Spannungszustand unter der Annahme der Forminvarianz des
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Schubmoduls G:

dO’l 1 El JYAY] ElEQ 0 d81
dTi2 a sym 1 (B1+ By = 2uVE Ey) | | dye
mit /ﬂ = V119

Es wird nun die Querdehnung elimiert, wodurch die beiden Richtungen entkoppelt werden. Zunéchst

wird Gl. (4.32)) wie folgt ausgedriickt:

d0'1 1 ElBll ElBl2 0 dEl
d0'2 = m E2321 E2B22 0 d52 (433)
dT12 0 0 G d’ylg

Daraus folgt:

dUl = E1 (Bndé“l + B12d€2)
doy = Ey (Bgl dey + B22d€2) (434)
dri2 = Gdma,

bzw. in Matrixform:

do 1 Ei 0 O dety
dT12 H 0 0 G d’}/lg
mit
deiy = Bjndey + Biades (4.36)

Diese Beziehung entspricht formal derjenigen fiir einaxiale Spannungszustinde. Daher wird der
Vektor auf der rechten Seite der Vektor der inkrementellen dquivalenten einazialen Verzerrungen
genannt. Die dquivalenten einaxiale Dehnung de;,, kann also wie folgt beschrieben werden:

dO’i

dEiu = Ez

(4.37)

Diese Verzerrung kann als die Verzerrung aufgefasst werden, die von der Spannung o; fiir einen
einaxialen Zustand mit dem E-Modul E; hervorgerufen wiirde. Es handelt sich um einen fiktiven Ver-
zerrungszustand, der den Vorteil hat, dass die nichtlineare Spannungskurve nur von der Spannung
o; abhéngt. Somit kdnnen zweiaxiale Spannungs-Dehnungs-Zusténde mit einaxialen Spannungs-
Dehnungs-Beziehungen beschrieben werden. Abbildung veranschaulicht das Konzept.

Fiir die einaxialen Spannungs-Dehnungs-Bezichungen des Werkstoffs Beton wird oft die Funktion
nach SAENZ verwendet [33].
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(a) Konzept der dquivalenten einaxialen Verzerrungen (b) Aquivalente einaxiale Spannungs-Dehnungslinien fiir
Beton

Abbildung 4.2: Konzept der dquivalenten einaxialen Verzerrungen

4.3 Plastizitatstheorie fiir kleine Verzerrungen

4.3.1 Einfithrung

Mit der Plastizitatstheorie lassen sich phdnomenologisch irreversible Prozesse mit plastischen, d.h.

bleibenden Verzerrungen beschreiben. Im Gegensatz zur vorher beschriebenen nichtlinearen Elasti-

zitatstheorie werden somit neben dem nichtlinearen Materialverhalten auch Entlastungen und damit

die Belastungsgeschichte berticksichtigt. Dadurch besteht kein eineindeutiger Zusammenhang mehr

zwischen Spannungen und Dehnungen. Abbildung veranschaulicht schematisch den Unterschied

zwischen Elastizitat und Plastizitat.

A° A°

2

i

ve

\ A

Abbildung 4.3: Vergleich zwischen elastischem und plastischem Verhalten

Im Folgenden wird eine kurze Ubersicht iiber das Konzept der Materialmodellierung mittels der

Plastizitatstheorie gegeben und ihre Anwendung fiir Beton umrissen. Die Beschreibungen folgen

groftenteils [94], [93], [84] sowie [47].
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4.3.2 Allgemeines konstitutives Modell

Im Rahmen der Plastizitdtstheorie werden die Verzerrungen in Abhéngigkeit von den Spannungen,
der Temperatur und einem Set von internen Variablen dargestellt, die das irreversible Materialver-
halten steuern:

e =1(0,0,q) (4.38)

Im Rahmen kleiner Verzerrungen wird wie zuvor dargestellt der nichtlineare Anteil der Verzerrungen
vernachlassigt. Statt mit dem vollstdndigen Verzerrungstensor E wird das plastische Materialgesetz
mit den linearisierten Verzerrungen & formuliert. Bei kleinen Deformationen gilt in guter Naherung
eine additive Zerlegung der Verzerrungen in einen elastischen und einen plastischen Anteil:

e=¢e+¢e/ — £=¢"4¢€ (4.39)

s. auch Abbildung [£.4] Die dargestellte Ratenformulierung ¢ ist erforderlich, da die Evolution der
AC /

betrachteter

Zustand //
/
/
/ /
/
/ o
gedachte //

Entlastung //

\ A

x
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°
x
m
R
x

x
(u]
x

Abbildung 4.4: Additive Zerlegung der Verzerrungen

plastischen Verzerrungen und ggf. der Verfestigung im Rahmen dieses Modells inkrementell erfolgt.
Sie beschreibt hierbei keine reale Zeitabhéngigkeit, sondern lediglich eine Pseudozeit.

Grundgleichungen Ein plastisches Materialmodell auf Basis kleiner Verzerrungen beruht auf fol-
genden Annahmen und Beziehungen:
e der Trennung der Verzerrungen in einen elastischen und einen plastischen Anteil
e=¢e+¢€’ (4.40)
e der Spannungs-Dehnungs-Beziehung fiir den elastischen Anteil
oc=C:e° (4.41)

e cinem Fliefkriterium zur Beurteilung, ob fiir einen bestimmten Spannungszustand elastisches
oder plastisches Materialverhalten vorliegt

®(0,q) <0 (4.42)
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e ciner Fliekregel zur Beschreibung der Evolution der plastischen Verzerrungen
& = Ag(o,q) (4.43)

e sowie einem Verfestigungsgesetz, das aus zwei Teilen besteht: der Definition der Verfestigungs-

variablen, normalerweise in Form einer Ratengleichung
k= AH(o,q) (4.44)
und der Bezichung der internen Variablen q zu den Verfestigungsparametern,

q = h(k) (4.45)
Im Folgenden werden die einzelnen Gleichungen néher erldutert.

4.3.3 Thermodynamische Herleitung des elasto-plastischen Materialgesetzes

Plastisches Materialverhalten zeichnet sich dadurch aus, dass nach Uberschreiten der FlieRgrenze
bei Entlastung irreversible Verzerrungen zuriickbleiben. Thermodynamisch gehen irreversible Pro-
zesse mit einer Energiedissipation einher. Bei der Plastizitdtstheorie wird angenommen, dass die
Energiedissipation ausschliefslich durch die Entstehung der plastischen Verzerrungen erfolgt. Ein
thermodynamisch konsistentes Materialgesetzes kann beispielsweise mit folgendem Ansatz fiir die
freie HELMHOLTZ-Energie hergeleitet werden:

= (e, ¢, k) (4.46)

Hierbei wird die freie HELMHOLTZ-Energie abhéngig von drei internen Variablen, der gesamten
Verzerrung €, der plastischen Verzerrung e sowie einem Set interner Verfestigungsvariablen k
formuliert und in einen elastischen und einen plastischen Anteil additiv aufgesplittet, vgl.[94]:

Yo% k) = P(e — €°) + PP (k)
= P°(e%) + 9P (k)

Die CrAusius-DUHEM-Ungleichung fiir isotherme Prozesse im Rahmen der Theorie kleiner Verzer-

(4.47)

rungen lautet:
—pop+0:£>0 (4.48)

Fiir die zeitliche Ableitung der Energiefunktion ergibt sich:

. o . oy . oy .
= : — . P —_ 4.49
POy = pog g € pog B pog K (4.49)
Eingesetzt in die CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung und unter Beachtung von Gl. (4.39) erhélt man:
o . e . By . o
_pO(ase :Ee—i—@:sp—i—a:K)—i—o:(se—l—sp)ZO
=

” (4.50)

(0 —poyy o) e+ (0 —pog0): el —pog 1k 20

Pais
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Da die freie Energie unabhéngig von &P formuliert wurde, entféllt die Ableitung der freien Energie
nach dieser Variablen. Diese Ungleichung muss fiir beliebige Raten der Prozessvariablen erfiillt
werden, da diese durch die Prozessfilhrung von auflen beliebig gesteuert werden kénnen. Dadurch
ergibt sich das allgemeine elastische Materialgesetz fiir die Spannungs- Verzerrungsbeziehung fiir
den elastischen Verzerrungsanteil aus der linearisierten Form GI. :

Do e

0= 05 = C:e (4.51)

sowie die plastische Dissipationsungleichung
Pis=0:"—q-k>0 (4.52)

Hierbei wird fiir die Ableitung der freien Energie nach der Verfestigungsvariablen k die spannungs-
dquivalente Variable q eingefiihrt:

L
q4:=pog (4.53)

die im englischen Sprachgebrauch als hardening thermodynamical force bezeichnet wird und energe-
tisch mit der Verfestigungsvariablen k assoziiert ist. Aus der thermodynamischen Betrachtung lassen
sich somit das elastische Materialgesetz sowie die plastische Dissipationsungleichung gewinnen, iiber
die die Verfestigung gesteuert wird. Die Spannungen werden lediglich durch den elastischen Teil der
Verzerrungen verursacht; im Rahmen der Verfestigung wird der Raum der zuléssigen elastischen
Spannungen vergrofert bzw. bei einer Entfestigung verkleinert.

Energiedissipation Die dissipierte Energie bzw. die plastische dissipierte Arbeit, s. Gl. (4.54)) ent-
spricht der Fliche unter dem Graphen aus Abbildung [4.5] Sie entsteht aufgrund der plastischen
Mechanismen (z.B. Kristallgitterverschiebung) und kann nicht wiedergewonnen werden.

t
wP :/ o el dt (4.54)
0

w = WwP + we p

€

Abbildung 4.5: Energiedissipation, entnommen aus [94]
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4.3.4 FlieRkriterium

Zur Abgrenzung des linear-elastischen von plastischem Materialverhalten wird ein Fliefkriterium
eingefiihrt. Plastische Verzerrungen treten hiernach erst auf, sobald ein kritischer, materialspezifi-
scher Wert, die Fliefsgrenze, iiberschritten wird. Diese Grenze wird durch die Flieffunktion definiert,
die sich als Flache im dreidimensionalen Hauptspannungsraum interpretieren léasst. Es handelt sich
hierbei um eine skalare Funktion. Fiir alle Spannungszustdnde innerhalb dieser Flache mit ® < 0
liegt elastisches Verhalten vor, alle Spannungszustinde auf der Fliache mit & = 0 représentieren
plastisches Verhalten, ® > 0 ist nicht moglich. Allerdings kénnen sich Form und Grofe der Fliefs-
fliche mit wachsenden Variablen q &ndern. Die Variablen q steuern die Verfestigung und fithren

dann je nach Verfestigungsgesetz zu einer schrumpfenden, sich ausdehnenden oder verschobenen
Fliekfldche.

An dieser Stelle ist es wichtig, die Fliefsfliche von der Bruchfliche zu unterscheiden. Wahrend das
FlieRkriterium den Ubergang von linear-elastischem zu nichtlinearem Materialverhalten beschreibt,
stellt Bruchfliche die maximal aufnehmbaren Spannungen des Materials, die Festigkeit, dar. Unter
einem kraftgesteuerten Versuch versagt das Material an dieser Stelle; bei einem weggesteuerten Ver-
such kann sich ein entfestigendes Verhalten anschliefsen, bei dem die Spannungen mit zunehmenden
Verzerrungen abfallen.

Die Flieftfunktion & ist vom gegebenen Spannungstensor o und den internen Verfestigungsvariablen
q abhéngig:

Es :={(0,q)|®(0,q) <0} (4.55)
Zur Erfilllung der Fliefsbedingung sind alle Spannungszustdnde zuléssig, fiir die gilt:
(0, q) <0 (4.56)

Fiir die Beschreibung der Fliekbedingung hat sich die Formulierung in Invarianten durchgesetzt.
Dabei werden in der Regel die schon bekannten Invarianten von Spannungstensor und Deviator
verwendet:

Iy =01+ 02+ 03
1

Jo = 6[(0'1 — 0'2)2 + (02 — 0'3)2 + (0’3 — 01)2],

mit den Hauptspannungen o1, oo und os. Das Fliefskriterium fiir einen ideal-plastischen Werkstoff
ohne Verfestigung kann in folgender Form dargestellt werden:

P(0)=F(o)—k=0 (4.57)
Hierbei stellt k einen aus Versuchen zu bestimmender Materialparameter dar.

FlieBbedingungen unabhingig vom hydrostatischen Druck Eine der bekanntesten Fliefunktio-
nen stellt die VON-MisES-Fliefsbedingung dar, die im Rahmen von Plastizitdt bei Metallen Anwen-
dung findet. Sie lautet in Invarianten-Darstellung:

O(Jy)=Jy— kg =0 (4.58)
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Die vON-Misgs-Fliefbedingung sagt aus, dass das Flielien ausschlieflich von den Schubspannun-
gen abhéngt, also unabhéngig vom hydrostatischen Spannungszustand ist. Dies lédsst sich auch
an der VON-MISES-Flielsbedingung ablesen, die lediglich von J2 abhéngig ist. Im dreidimensiona-
len Hauptspannungsraum stellt die Fliefbedingung einen Zylinder mit der hydrostatischen Achse
(01 = 09 = 03) als Mittelachse dar, s. Abbildung

Der Parameter kg korrespondiert somit zur maximal aufnehmbaren Schubspannung des Materials.
Diese kann aus der sehr einfach aus einem einaxialen Zugversuch zu bestimmende Fliefspannung
oo ermittelt werden. Fiir einaxialen Spannungszustand gilt J, = 0?/3 und somit:

ko = % (4.59)

FlieBbedingungen abhingig vom hydrostatischen Druck Bei bestimmten Materialien wie Boden
oder Beton ist die Schubtragfihigkeit bzw. die Fliefgrenze abhéingig vom hydrostatischen Span-
nungszustand und nimmt mit gréfseren hydrostatischen Druckspannungszustdnden betréchtlich zu.
Weiterhin erfahren diese Materialien im Rahmen der Plastifizierung eine Volumenénderung. Die
Fliefsfunktion muss in der Lage sein, diese beiden Phénomene realistisch abzubilden. Eine Anné-
herung an dieses Verhalten stellt beispielsweise die Fliefsfunktion nach DRUCKER-PRAGER dar, die
auch in der Bodenmechanik verwendet wird:

(I)(Il, JQ) =ali++v/Jo—ky=0 (4.60)

Geometrisch handelt es sich um einen Kegel im Hauptspannungsraum, siche Abb. Mit dem
Parameter a kann der Einfluss des hydrostatischen Anteils gesteuert werden. Wahrend der Einfluss

-03

Deviatorebene
Hydrostatische
Achse

|
-0,

Hydrostatische
Achse

_0'2

_0'1
(a) von-Mises-Fliefbedingung (b) DRUCKER-PRAGER FlieRbedingung

Abbildung 4.6: FlieRbedingungen

des hydrostatischen Spannungszustandes damit beriicksichtigt wird, beschreibt die Fliefsfunktion in
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der Deviatorebene weiterhin einen Kreis. Wie im Weiteren noch erkennbar sein wird, trifft diese
Annahme fiir Beton jedoch nicht zu. Daher muss die Form der Fliefffunktion fiir den Werkstoff
Beton in der Deviatorebene modifiziert werden. Dies geschieht mit Hilfe des in GI. definierten
LoDE-Winkels und fiihrt auf:

flI1,J2,0) =c1li + cor(0)\/Jo +c3Ja — 1 =0 (4.61)

Hierbei sind die Koeffizienten ¢, ca, ¢3 Materialparameter und 7(6) eine geeignete Funktion des
LoDE-Winkels.

4.3.5 FlieRregel und FlieBbedingung

Waéhrend bei den elastischen Spannungszusténden die Verzerrungen und Spannungen funktional
voneinander abhéngen, kann iiber die Evolution der plastischen Verzerrungen nach Erreichen der
Fliekgrenze zunéchst keine Aussage gemacht werden. Fiir ideal-plastische Materialien ohne Verfesti-
gung bleiben die Spannungen nach Erreichen der Fliekfliche konstant, die plastischen Verzerrungen
nehmen zu. Die Definition der Grofe und Richtung dieser Verzerrungen erfolgt mithilfe der Fliefs-
regel, die die Rate der plastischen Verzerrungen, also deren inkrementelle Anderungen, festlegt.
Dabei wird angenommen, dass die plastische Verzerrungsrate proportional zum Gradienten einer
als plastisches Potential bzw. Fliefpotential bezeichneten Funktion ¥(o, q) ist:

. : OV

&= g = A0 (4.62)
Hier stellt die skalare GroRe A > 0 den als Konsistenzparameter bezeichneten Skalierungsparameter

fiir die Grofse der plastischen Verzerrungen dar. Es gilt:

A>0 fir P40 (4.63)

A=0 fir &=0 (4.64)

Der Vektor g des plastischen Potentials bestimmt die Richtung der plastischen Verzerrungen. Aus
GL ist ersichtlich, dass die plastischen Verzerrungen nicht von den Spannungsinkrementen &
abhéngen, sondern vom aktuellen Zustand der kummulierten Spannungen. Die Richtung des plasti-
schen Verzerrungsinkrementes ist bei einer assoziierten Fliefiregel mit der Richtung der Hauptspan-
nungen identisch. In Kombination mit dem Fliefkriterium ergeben sich folgende Bedingungen fiir
eine elastische bzw. plastische Belastung:

® <0, A=0 = elastische Belastung bzw. Entlastung,
d=0, A>0 = plastische Belastung,

®=0, X=0 = neutrale Belastung.

Falls das plastische Potential ¥ mit der Fliefsfunktion @ iibereinstimmt, spricht man von einer assozi-
ierten Fliefiregel, andernfalls von einer nicht-assoziierten Fliefsregel. Bei einer assoziierten Fliefsregel
héngt also die Richtung der inkrementellen Verzerrungen direkt von der Fliefsregel ® ab und stellt
eine einfach umsetzende Annahme fiir das plastische Potential dar. Die Wahl einer unabhéngigen
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Potentialfunktion ¥ lasst allerdings mehr Moglichkeiten bei der Anpassung an Versuchswerte zu
und ist daher fiir die Modellierung von Beton besser geeignet, denn aus Versuchen ist bekannt, dass
sich die plastischen Dehnungen nicht normal zur Flieffliche entwickeln.

Die Fliefsregel und weitere Randbedingungen fiir das Auftreten des plastischen Prozesses lassen
sich fiir den assoziativen Fall mathematisch aus dem Prinzip der mazimalen plastischen Dissipation
herleiten. Es besagt, dass fiir eine gegebene, aber beliebige Verzerrungsrate € von allen moéglichen
Spannungszustanden o*, die die Fliefbedingung erfiillen, der aktuelle Zustand (o,q) die Funkti-
on Gl maximiert. Die Spannungsleistung o : € muss dafiir ein Maximum annehmen (vgl.
[47], [84]). Dies bedeutet, dass die Projektion der zuldssigen Spannungszusténde auf die Richtung
der plastischen Verzerrungsrate durch den aktuellen Spannungszustand maximiert wird, s. auch
Abbildung .7

Abbildung 4.7: Plastische Potentialfunktion

Diese Bedingung ist erfiillt, wenn

o der elastische Bereich konvex und

e die Richtung der plastischen Verzerrungsrate normal zur Fliefflache ist.
Dies ist in Abbildung ) der Fall. Die inkrementellen Verzerrungen &P stehen senkrecht auf
der durch die plastischen Potentialfunktion definierten Fliche und bestimmen so die Richtung der
Verzerrungen. Das Prinzip der mazimalen plastischen Dissipation ldsst sich auch als Maximierungs-
aufgabe unter Nebenbedingungen auffassen: Die Funktion aus (4.52)) ist unter Beriicksichtigung der
Nebenbedingung (4.55)) zu maximieren. Durch Einfiihrung des LAGRANGE-Multiplikators lasst sich
das Problem folgendermafen angeben ([84], [94]:

6(0-7 q, )‘) = Pdis - )‘(D(0-7 q)) =0:e— q K— }‘(I)(Ga q) (465)
Mit der Losung des Minimierungsproblems erhélt man zum einen die assoziierten Normalenregeln,
sprich die assoziative Fliefsregel (4.43]) und das Verfestigungsgesetz (4.44]):

oL . 0P oL .00 .

—=0=¢&" =) —; — =0=>k=-A—=)H 4.66
oo ¢ oo Jdq . oq ( )
sowie die plastischen Be- bzw. Entlastungsbedingungen, die auch als KUHN-TUCKER-Bedingungen
bekannt sind.

Kuhn-Tucker Bedingungen:

®(0,q) <0, A>0, A -®(o,q) = (4.67)
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Aus der ersten Bedingung in GI. ist direkt die assoziierte Fliefiregel ersichtlich. Die Richtung
der plastischen Verzerrungen entspricht dabei dem Gradienten des Spannungsvektors. Wenn sich
das Material in einem elastischen Zustand befindet (® < 0), impliziert die dritte Bedingung in
Gl. A =0, und gemiR GL sowie Gl. bleiben die plastischen Verzerrungen und
die Verfestigungsparameter konstant. Andernfalls ist im plastischen Zustand ® < 0 und die dritte
KUnN-TUCKER-Bedingung beeinflusst nicht die Rate des plastischen Multiplikators. Diese darf
nicht negativ werden, da g in Gl. die Richtung der Evolution der plastischen Dehnungen
spezifiziert, die entweder 0 oder positiv, jedoch nicht negativ werden kann. Dies wird iiber eine
zusitzliche Bedingung A > 0 beschrieben. Da Fliefen nur stattfinden kann, wenn der aktuelle
Zustand plastisch ist und fiir diesen Fall sowohl ® = 0 als auch ® = 0 gelten muss, ergibt sich
folgende Konsistenzbedingung:

AP =0 (4.68)

Sind die aktuellen Werte aller Variablen sowie die Rate der gesamten Verzerrungen bekannt, lassen
sich mit den Grundgleichungen die Raten aller Variablen ermitteln. Wenn sich das Material in einem
elastischen Zustand befindet (® < 0), impliziert Gl. A = 0. Gemis Gl. sowie GL
bleiben die plastischen Verzerrungen und die Verfestigungsparameter konstant und die Entwicklung
der Spannungen folgt dem elastischen Materialgesetz. Im plastischen Zustand dagegen ist ® = 0
und der Zustand plastischen Fliefens kann entweder fortgesetzt werden oder es findet eine elastische
Entlastung des Materials statt. Im ersten Fall gilt ® = 0 und A > 0. Im zweiten Fall erhilt man

A = 0 und die Rate der Fliefffunktion muss abfallen.

Dilatanz Wie schon erwéhnt, erfahren bestimmte Werkstoffe eine Volumenvergréfserung wahrend
des Fliefens, Dilatanz genannt. Die Volumenédnderung lésst sich anhand Abbildung beschrei-
ben, die einen Schnitt durch die Fliefflache entlang der hydrostatischen Achse darstellt: Da die

b p=421,

daij”b = Volume
Expansion

Abbildung 4.8: Dilatanz (entnommen aus [17])

plastischen Verzerrungen senkrecht auf der Flieftfliche stehen, bewirkt die Neigung der Fliefsfliche,
dass die plastischen Verzerrungen jeweils eine Komponente in Richtung der deviatorischen sowie
der hydrostatischen Achse besitzen. Die Verzerrungskomponente in Richtung der hydrostatischen
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(a) Isotrope Verfestigung, nach [I7] (b) Kinematische Verfestigung, nach [17]

Abbildung 4.9: Isotrope und kinematische Verfestigung

Achse korrespondiert zu einer Volumenanderung. Wie man an Abbildung [4.8] erkennt, ist die hori-
zontale Komponente der plastischen Verzerrungsinkremente immer positiv. Plastisches Flieen geht
somit immer mit einer Volumenvergroferung einher, auch im Fall eines hydrostatischen Druck-
spannungszustandes. In Versuchen lédsst sich beobachten, dass es bei Beton tatséchlich zu einer
Volumenvergréferung unter Druckspannungen kommt, allerdings nur in bestimmten Spannungsbe-
reichen. Auch KUPFER berichtet von diesem Phédnomen([57]). Im Rahmen der Plastizitét auf Basis
eines DRUCKER-PRAGER-Kriteriums ldsst sich zeigen, dass die plastische Volumenénderung nicht
nur von den hydrostatischen Spannungsanteilen abhéngt, sondern auch von den deviatorischen, al-
so von den Schubspannungen ([I7, Kap. 4.10]), und somit eine Kopplung von Schubspannungen
mit volumetrischen Verzerrungen vorliegt. Der zugehorige Materialsteifigkeitstensor, die tangentiale
Steifigkeit, ist dann anisotrop.

4.3.6 Verfestigung

Fiir idealplastische Materialien bleiben die Spannungen nach Erreichen der Fliefsfliche, also nach
Verlassen des elastischen Bereichs, konstant. Diese Annahme trifft fiir viele Materialien, wie auch
Beton, nicht zu. Stattdessen findet eine Ver- oder Entfestigung statt, die Auswirkungen auf die Lage
und/oder Grofe der Fliekfliche hat. Im Rahmen einer Verfestigung erhoht sich der Wert fiir die
Fliefsgrenze, d.h. bei Entlastung und erneuter Belastung verhalt sich der Werkstoff langer elastisch.
Fiir eine Entfestigung gilt das Gegenteil.

Hierbei ist zwischen isotroper und kinematischer Verfestigung zu unterscheiden. Isotrope Verfes-
tigung bedeutet, dass die Fliekflache im Hauptspannungsraum gleichférmig expandiert (bei Ent-
festigung schrumpft sie), s. Abbildung . Bei der kinematischen Verfestigung verschiebt sich die
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Fliefsfliche wie ein starrer Koérper im Hauptspannungsraum, siche Abb. Der Nullpunkt der
Fliekflache wird dadurch verschoben.

Isotrope Verfestigung Anhand des Beispiels einer linearen isotropen Verfestigung werden die
Grundprinzipien kurz erldutert. Zur Beschreibung des Verfestigungsverhaltens ist neben dem Fliefi-
kriterium als zusétzliche Bedingung ein Verfestigungsgesetz erforderlich. Die Fliefflache ist in diesem
Fall eine von der Spannung bzw. deren Invarianten sowie der internen Variablen q, die den Verfes-
tigungsparameter k, und damit die Grofe der Fliekspannung, steuert, abhédngige Funktion:

®(0,q) =0 (4.69)

Die urspriinglich konstante Fliefsspannung o &dndert sich nun in Abhéngigkeit von der Verfesti-
gungsvariablen k. Fiir die Wahl des Verfestigungsparameters k stehen mehrere Moglichkeiten zur
Verfiigung. Wird der Verfestigungsparameter k als skalares Mals der Verzerrung definiert, spricht
man von strain hardening; wird als Verfestigungsparameter die dissipierte plastische Arbeit ver-
wendet, handelt es sich um das sogenannte work hardening. Die gewiinschte Verfestigungskurve
kann mithilfe der internen Variablen q, die die Entwicklung des Verfestigungsparameters funktio-
nal beschreibt, linear oder nichtlinear formuliert werden. Im eindimensionalen Fall bietet sich als
Verfestigungsparameter die plastische Verzerrung ef; an. Somit gilt mit q = h(k) = h(ef) fir die
Fliefsspannung:

oy(ely) = oy + h(eh)) (4.70)

Fiir eine lineare Verfestigung mit dem Verfestigungsmodul H, der aus einem einaxialen Zugversuch
ermittelt werden kann, gilt schlieflich:

oy(ely) = oyo + H - €] (4.71)

Im dreidimensionalen Fall stellen die plastischen Verzerrungen einen Tensor 2. Stufe dar, der nicht als
Verfestigungsparameter verwendet werden kann. Als skalares Maf fiir den Verfestigungsparameter
bietet sich eine Ratenformulierung der sogenannten dquivalenten oder akkumulierten plastischen
Verzerrung P an, deren Grofe im Gegensatz zur totalen Formulierung immer positiv ist:

. 2
& =[50 e (4.72)

Der Skalierungsfaktor \/g ist so gewihlt, dass & im eindimensionalen Fall gerade der einaxialen
plastischen Verzerrung entspricht (vgl. [48], S.44).

Der Ansatz einer isotropen Verfestigung stellt eine einfache Materialmodellierung dar. Mit der For-
mulierung einer isotropen Verfestigung gilt jedoch, dass eine Verfestigung im Zugbereich automatisch
auch eine Verfestigung im Druckbereich nach sich zieht, da die Fliefsfliche gleichférmig expandiert.
Anisotropes Verhalten, wie z.B. beim BAUSCHINGER-Effekt, kann mit dieser Methode nicht erfasst
werden. Dies ist im Rahmen einer kinematischen Verfestigung mdoglich.
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4.3.7 Return-Mapping-Algorithmus

Im Rahmen der Plastizitdt werden zur Ermittlung der Spannungen die Raten der elastischen bzw.
plastischen Verzerrungen sowie der internen Variablen benétigt. Die numerische Approximation
erfolgt iiber das implizite EULER-Verfahren, das in Abschnitt bereits vorgestellt wurde. Die
Raten werden diskretisiert und kénnen so numerisch ermittelt werden. Zunéchst wird ausgehend von
den bekannten Verschiebungen u,,, den inelastischen Verzerrungen €}, den Spannungen o, und den
internen Variablen k,, eine globale NEWTON-RAPHSON-Iteration zur Ermittlung von u,+1 durchge-
fiihrt. Hieraus ergibt sich das Gesamt-Verzerrungsinkrement €,,1. Zur Ermittlung der Spannungen
bzw. des Spannungsinkrementes wird jedoch der inelastische Anteil der Verzerrungen benotigt.

Hierfiir kann der Return-Mapping-Algorithmus auf Elementebene verwendet werden. Zunéchst er-
folgt die Diskretisierung der Ratengleichungen:

On+l1 = C [en—i-l - ££+1] (473)
An+1 = h(kpy1) usw. (4.74)
®(0n+1,An+1) <0 (4.75)

Im Pradiktorschritt werden die plastischen Variablen eingefroren und ein elastischer Spannungszu-
wachs angenommen. Damit wird das Spannungsinkrement fiir ¢,4; ermittelt:

e =e  und K4 =k, (4.76)
ont1=C |:8n+1 - 5%31} (4.77)
Qns1 = h(KE,) (4.78)

Das Superskript ()tr bezeichnet trial Grofen, also die Pradiktor-Grofen. Im Korrektor-Schritt wird
die Fliefregel iberpriift.

< 0= elastisch

CI>(0-n+1a qn+1) . (4'79)
> (0= plastisch

Falls aus der Uberpriifung der FliekRbedingung hervorgeht, dass es sich zum Zeitpunkt ¢, tatsich-
lich um einen elastischen Zustand handelt, werden die Variablen am Ende des Zeitschritts aktuali-
siert und mit ihren Prédiktor-Werten gleichgesetzt. Der Berechnungsalgorithmus wird beendet. Im
Falle eines plastischen Zustandes miissen die Spannungen korrigiert werden, d.h. von aufferhalb der
Fliekflache auf diese zuriick projiziert werden. Daher auch der Name Return-Mapping-Algorithmus.
Dies geschieht i.d.R. iiber eine NEWTON-RAPHSON-Iteration. Ferner muss global die schwache Form
erfillt werden, wofiir eine globale NEWTON-RAPHSON-Iteration erforderlich ist. Hierfiir wird die
tangentiale Materialsteifigkeit benotigt. Details zur Herleitung finden sich z.B. in [103]. Im Gegen-
satz zur Elastizitat hdangt die Materialtangente von der gewéhlten Losungsmethode ab, vgl. [103].
Abbildung [£.10] zeigt schematisch den Return-Mapping-Algorithmus.

61



Kapitel 4 Grundlagen der nichtlinearen Materialtheorie

—tr
'Sn+1

'§n+1

Abbildung 4.10: Return-Mapping-Algorithmus: elastischer und plastischer Zustand

4.4 Schadigungs- und Mikrorisstheorie

Die Schidigungstheorie wurde entwickelt, um phanomenologisch die Verschlechterung bzw. Degra-
dation von Materialeigenschaften infolge von Mikrodefekten bzw. Mikrorissen zu beschreiben. Damit
stellt sie eine weitere Moglichkeit zur Beschreibung des Spannungsabfalls nach Uberschreiten der
Festigkeit eines Werkstoffs dar.

Die Grundidee der Schiadigungstheorie basiert auf dem Konzept der effektiven Spannungen, das
in Abbildung fiir den einaxialen Fall veranschaulicht wird [60],[48]. In der Modellvorstellung

1

(@)
A §
1 .8
(?) - - - \(_5 IAI
o o " GA
A=A
1 R
©) (—525\7
A<A
1 &

Abbildung 4.11: Konzept der effektiven Spannungen

besteht das Material aus einem Biindel paralleler Fasern. Im ungeschédigten Zustand sind alle
Fasern intakt, so dass eine duftere Zugkraft iiber die gesamte Querschnittsfliche A iibertragen wird.
Mit zunehmender Dehnung versagen sukzessive einzelne Fasern, und es steht eine immer geringer
werdende Restfliche A zur Kraftiibertragung zur Verfiigung.

Auf der makroskopischen Ebene werden weiterhin die nominellen Spannungen o betrachtet, die die
Gleichgewichtsgewichtsbedingungen erfiillen miissen. Auf einer idealisierten mikroskopischen Ebene
agieren hingegen die effektiven Spannungen & , fiir die das globale Gleichgewicht ebenfalls erfiillt
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sein muss. Es gilt also:
F=c-A=5-A (4.80)

Damit ist der Zusammenhang zwischen nominellen und effektiven Spannungen definiert:

(4.81)

o=20"

NN

und es kann der Einfluss aus der Schidigung ermittelt werden. Dazu wird die Schédigungsvariable
w als das Verhéltnis zwischen dem ausgefallen Anteil der Querschnittsfliche und der urspriinglichen
Querschnittsflache definiert:

Ay A-A
w= Zd =~ (4.82)
o=(1-w)s (4.83)

Fiir die intakten Fasern soll weiterhin das HOOKEsche Gesetz gelten:

c=FE-¢ (4.84)
Eingesetzt in Gl. ergibt sich die konstitutive Beziehung:

c=(1—-w)-E-e=Eq-¢€ (4.85)

Durch die Multiplikation der urspriinglichen Steifigkeit mit (1 — w) wird die urspriingliche Steifig-
keit verringert, E; kann hierbei als geschadigter E-Modul aufgefasst werden. Die ,,makroskopischen‘
Spannungen nehmen demzufolge aufgrund des geschiadigten E-Moduls mit zunehmender Schadi-
gungsvariable ab.

Zur Beschreibung der Entwicklung der Schadigung ist es zunéchst zweckméfig, eine interne Variable
k einzufiihren, die die maximal erreichte Verzerrung bis zu einer bestimmten Zeit ¢ beschreibt:

k(t) = maxe(r), 7 <t (4.86)

Die Variable t muss dabei nicht notwendigerweise der physikalischen Zeit entsprechen, sie kann ein
beliebiger monoton steigender Parameter sein, der den Belastungsprozess kontrolliert. Die Entwick-
lung der Schidigung kann nun mit folgender Gleichung beschrieben werden:

fle,k) =€ — kK, (4.87)

mit der die Be- und Entlastungs-Bedingungen in der KUHN-TUCKER-Form dargestellt werden kon-
nen:

F<0 £>0 kf=0 (4.88)

Die erste Bedingung besagt, dass die Schiadigung nicht kleiner als die aktuelle Verzerrung sein kann,
die zweite, dass eine Schidigung nie abnehmen kann. Geméf der dritten Bedingung kann s nur
wachsen, wenn die aktuellen Werte von € und & gleich sind.
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4.4.1 lIsotrope Schadigung

Die fiir den einaxialen Fall vorgestellten Zusammenhénge lassen sich auf mehraxiale Spannungszu-
stdnde erweitern. Die Erweiterung fiir ein einfaches, isotropes Schadigungsmodell fiihrt auf:

o=(1-w)o (4.89)
c=(1-w)C:e ; Cy=(1-w)C (4.90)

Hierbei sind C und Cj die Steifigkeitstensoren des ungeschadigten bzw. geschédigten Zustands. Die
Verzerrung € wird im dreidimensionalen Fall durch eine dquivalente Verzerrung &(¢), die aus dem
Verzerrungstensor € ermittelt wird, ersetzt. Damit ergibt sich:

fle,k) =€ —k (4.91)

Da eine Schiadigung im Beton durch Mikrorisse infolge von Zugdehnungen entstehen, ist es nahelie-
gend, nur positive Normalverzerrungen zu berticksichtigen. Dies fiihrt auf folgende Darstellung der
dquivalenten Verzerrung:

g£=1/(g): (g) (4.92)
Hierbei bedeutet (g;) = ¢; fiir ; > 0 und (g;) = 0 fiir g; < 0.

4.4.2 Anisotrope Schadigung

Fiir die Modellierung der anisotropen Schédigung infolge der Rissbildung im Beton, existieren meh-
rere Konzepte. Zum einen ein , klassischer* Ansatz, bei dem statt einer skalaren Grofe w ein Schadi-
gungstensor vierter Stufe verwendet wird. Die Modellierung der Schadigung iiber Tensoren hoherer
Ordnung ist allerdings sehr komplex, auch weil die Interpretation der Tensorkomponenten schwierig
ist. Das anisotrope Verhalten kann ferner anschaulich mittels eines Schadigungsvektors d = d,n
beschrieben werden, wobei mit d,, die Schiadigung der betreffenden Materialebene bezeichnet und n
den Normalenvektor auf diese Ebene, vgl. [39]. Dieses Konzept wurde im Rahmen der Microplane-
theorie weiterentwickelt.
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Kapitel 5

Materialmodellierung von Beton und
Stahlbeton

Im folgenden Kapitel werden majfgebende Aspekte der Materialmodellierung fiir die Werkstoffe Beton
und Stahlbeton skizziert. Es wird zundchst das physikalische Materialverhalten des Werkstoffs Beton
erldutert und auf dessen Besonderheiten wie die durch die Rissbildung hervorgerufene Anisotropie
sowie das Entfestigungs- und Lokalisierungsverhalten eingegangen. Im Anschluss werden klassische
Bruchkriterien fir Beton und Konzepte zur Beschreibung der Rissbildung vorgestellt. Ferner wer-
den die Anforderungen an ein konstitutives Gesetz, d.h. ein Materialmodell fiir Beton, definiert.
Abschliefiend erfolgt die Betrachtung des Verbundwerkstoffes Stahlbeton.

5.1 Einleitung

Der Materialmodellierung kommt im Rahmen der nichtlinearen FEM eine entscheidende Bedeu-
tung zu, insbesondere bei einem komplexen Werkstoff wie Beton. Als Stichworte seien hier das
anisotrope Verhalten nach Rissbildung genannt oder die Abhéngigkeit der Tragfahigkeit vom hy-
drostatischen Spannungszustand. Das konstitutive Materialgesetz muss diesem komplexen Materi-
alverhalten Rechnung tragen. In Kombination mit der Bewehrung entsteht der Verbundwerkstoff
Stahlbeton, der ebenfalls einigen Besonderheiten unterliegt.

Fiir die mathematische Beschreibung des Materialverhaltens eines Werkstoffes existieren verschiede-
nen Konzepte. Die meisten Materialmodelle basieren auf der phadnomenologischen Beschreibung des
Materialverhaltens auf makroskopischer Ebene, wobei die Struktur global als homogones Kontinuum
approxomiert wird und sich beispielsweise Schiadigungen in der Verdnderung bestimmter Materialei-
genschaften ausdriicken. Die klassische Elastizitédtstheorie gehort ebenso zu den phénomenologischen
Modellen wie die Plastizitats- oder auch die Schadigungstheorie. Im Laufe der letzten Jahrzehnte
wurde eine Vielzahl von Materialmodellen fiir Beton auf Basis dieser Theorien entwickelt. Einen
Uberblick verschaffen z.B. [48], [41], [40].

Es existieren demgegeniiber auch Ansétze auf mikroskopischer Ebene, z.B. Mehr-Skalen-Modelle
oder Formulierungen auf Partikelebene, deren Ziel es ist, die Entstehung einer Schadigung der
Struktur, z.B. die Bildung von Rissen auf Mikroebene nachvollziehen zu kénnen, vgl. z.B. [11].
Fiir die im Rahmen dieser Arbeit angestrebte Nachrechnung von Versuchen an grofen Stahlbeton-
strukturen sind diese Modelle jedoch weniger geeignet, da nicht die Entstehung einzelner Risse im
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Vordergrund steht, sondern das globale Tragverhalten analysiert werden soll. Daher wird im Folgen-
den der Fokus auf die phdnomenologischen Konzepte gelegt, die Rahmen dieser Arbeit verwendet
werden. Insbesondere die Modellierung des Rissverhaltens wird néher betrachtet.

5.2 Materialverhalten von Beton
5.2.1 Einaxiales Betonverhalten

Der Werkstoff Beton zeichnet sich durch ein komplexes Materialverhalten aus. Die Zugfestigkeit ist
um ein Vielfaches geringer als die Druckfestigkeit und das Versagen erfolgt relativ sprode. Gleich-
zeitig verhélt sich der Werkstoff bis zum Erreichen der jeweiligen Festigkeiten unterschiedlich. Ab-
bildung zeigt das physikalische Verhalten unter einaxialer Druckbeanspruchung. Bis ca. 40% der
Druckfestigkeit verhélt sich der Werkstoff linear-elastisch, anschliefsend fallt die Steifigkeit ab, was
zu einem nichtlinearen Spannungs-Dehnungsverlauf mit positiver Steigung bis zum Erreichen der
Druckfestigkeit fiihrt. Im Anschluss fallt die ertragbare Spannung mit zunehmender Verformung ab,
bis das Material endgiiltig keine Spannung mehr aufnehmen kann. Unter Zugspannungen zeigt Beton

(S

fC

» €
C

Abbildung 5.1: Verhalten von Beton unter einaxialem Druck

bis zum Erreichen der Zugfestigkeit (bei ca. 1/10 der Druckfestigkeit) annédhernd linear-elastisches
Materialverhalten. Anschliefend fillt die ertragbare Zugspannung bei weiterer Verformung aufgrund
der gleichzeitigen Mikrorissbildung in einem lokalisierten Rissband sehr schnell ab, bis bei Erreichen
einer kritischen Riss6ffnung keine Zugspannungen mehr aufnehmbar sind. Dieses Verhalten wird
auch als ,,Softening* bzw. ,Entfestigung® bezeichnet. Im o-Verformungsdiagramm in Abbildung
ist das Verhalten unter einaxialem Zug dargestellt.

Die Bildung eines singuldren Rissbandes fiihrt zu einer inhomogenen Dehnungsverteilung im Quer-
schnitt. Wahrend im linear-elastischen Bereich die Dehnungen im gesamten Probekdrper mehr oder
weniger konstant verteilt sind (Abbildung , Punkt (A)), lésst sich eine zunehmende Lokalisie-
rung der Dehnungen im Rissband beobachten (B). Nach Erreichen der Zugfestigkeit akkumulieren
sich die Dehnungen im o.g. Band aus Mikrorissen, auch Bruch- oder Rissprozesszone genannt, und
wachsen dort stark an (C). Die Breite des Rissbands nimmt nach Erreichen der Zugfestigkeit ab.
Das anschliefsende Versagen geht mit der Bildung eines Makrorisses, hervorgehend aus den Mikro-
rissen im Rissband, einher, die verbleibende Endverformung der Probe entspricht der Rissbreite.
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Abbildung 5.2: Verhalten von Beton unter einaxialem Zug, nach [41]

Im ibrigen Teil der Probe gehen die Dehnungen dagegen aufgrund der abfallenden Spannungen
zuriick, da die Probe entlastet wird. Dies ldsst sich aus Gleichgewichtsgriinden erklaren. Nach Er-
reichen der Zugfestigkeit nimmt mit zunehmender Verformung die Schiadigung des Gefiiges in der
Bruchprozesszone zu; hier kénnen immer weniger Spannungen iibertragen werden. Die Abnahme der
Spannung in der Bruchprozesszone fiihrt jedoch auch im iibrigen Teil der Probe zu einem Riickgang
der Spannungen, da diese {iber die Lange des Bauteils gesehen konstant sein miissen.

Nicht-Objektivitdt der Spannungs-Dehnungs-Beziehung Aus Abbildung [5.3]ist ersichtlich, dass
die Verformungen bezogen auf die Gesamtlénge der Probe unabhéngig von der Probengrofie, hier
Probenlénge, dhnlich groft sind. Dies ist jedoch nicht der Fall bei den Dehnungen. Hier lasst sich

o° fod
A - A

Verschiebung

Abbildung 5.3: Einfluss der Probenlange

eine Abhéngigkeit von der Probengrofe feststellen, d.h. die Spannungs-Dehnungs-Linien sind nicht
mehr objektiv und somit nicht ohne weiteres zur Beschreibung des Zugverhaltens verwendbar. Dies
lasst sich durch die bereits erwidhnte Lokalisierung der Dehnungen und Verformungen erklaren. Mit
zunehmender Entfestigung akkumuliert sich die Dehnung fast vollstéindig in der Rissprozesszone.
Aufgrund der beschriebenen Entlastung in den elastischen Bereichen gehen die Dehnungen und Ver-
formungen dort mit sinkender Spannung immer weiter zuriick. Die am Ende des Versuchs gemessene
Verformung entspricht der Rissbreite w des Makrorisses, die unabhéngig von der Probengrofe (aber
abhéngig vom Groftkorndurchmesser und anderen materialspezifischen Parametern) immer gleich
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grofs ist. Somit kann die Rissbreite als Materialparameter angesehen werden. Bezieht man diese
Rissbreite w nun aber auf die Probenlénge, um damit die Dehnung zu ermitteln (e = Al/l), erhélt
man unterschiedliche Dehnungsverlaufe fiir verschiedene Probenlédngen. Die Nicht-Objektivitdt der
Spannungs-Dehnungslinie spielt in der Numerik eine entscheidende Rolle im Hinblick auf Netzab-
héngigkeiten und wird spéater ndher betrachtet.

5.2.2 Zweiaxiales Betonverhalten

Zum mehraxialen Betonverhalten wurde eine Vielzahl von Versuchen durchgefiihrt. Die Ergebnisse
variieren zum Teil sehr stark, dies wird jedoch u.a. mit unterschiedlichen Priifmethoden begriindet
[41]. Als eine der wichtigsten Beitrége zum Verstandnis des zweiaxialen Betonverhaltens kénnen die
Versuche von KUPFER|57] angesehen werden.

Hierbei wurden unbewehrte Stahlbetonscheiben mit den Abmessungen 20x20x5 cm unter verschie-
denen zweiaxialen Spannungsverhéltnissen o /0oy bis zum Bruch belastet, wobei die Spannungen
proportional gesteigert wurden. Die Versuche wurden in Bezug auf das Verhéltnis der maximalen
aufnehmbaren Spannung zur einaxialen Druckfestigkeit ausgewertet. In Abbildung ist die resul-
tierende Versagenskurve, die sogenannte KUPFER-Kurve, im zweidimensionalen Hauptspannungs-
raum aufgetragen. Es wird deutlich, dass sich die Tragfahigkeit bei zweiaxialer Druckbeanspruchung

¢  Kupfer fc=19.1 MN/m?
o  Kupfer fc=31.1 MN/m?
A Kupfer f.=54.9 MN/m? : .02 Gllfc"

_Kupfer approximiert 4
., N LT
0:2

Abbildung 5.4: Versagenskurve nach KUPFER|57]

im Vergleich zur einaxialen Druckfestigkeit signifikant erhéht. Die Grofse des Erhohungsfaktors ist
vom Spannungsverhiltnis o1/09 abhéngig. Die maximal aufnehmbare Druckspannung ergibt sich
bei einem Spannungsverhéltnis von o1/09 = —0,52/ — 1,0 und betrigt ca. 125% der einaxialen
Zylinderdruckfestigkeit. Bei einer gleichgrofen zweiaxialen Druckspannung (Spannungsverhiltnis
o1/o2 = 1,0/1,0) betrigt der Erhohungsfaktor ca 1,16. Dieser Wert wird oftmals bei der Kali-
brierung von Materialmodellen verwendet. Bei einaxialem und zweiaxialem Druck sowie Druck/Zug
mit einer Zugspannung kleiner 1/15 der Druckspannung weist die Probe einen Druckbruch auf,
wéhrend fiir einaxiale und zweiaxiale Zug- oder Druck-/Zugbeanspruchung mit einer Zugspannung
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grofer 1/15 der Druckspannung ein einzelner Makroriss senkrecht zur maximalen Hauptzugspan-
nung, also ein Zugversagen, resultiert. Querzugspannungen grofer 1/15 der Druckfestigkeit fithren
somit zu einer Abminderung der Druckfestigkeit. Bei einer zweiaxialen Zugbeanspruchung betrigt
die Festigkeit nahezu 100% der einaxialen Zugfestigkeit, es liegt also keine signifikante gegenseitige
Beeinflussung vor.
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Abbildung 5.5: Spannungs-Dehnungs-Linien nach [57]

Wichtig sind neben den Versagenskurven (bzw. -flichen) die zugehorigen Spannungs-Dehnungs-
Beziehungen. Die Versagenskurven lassen sich durch Versuche eindeutig bestimmen, da fiir je-
de Spannungskombination ein Versagenspunkt in der Hauptspannungsebene aufgetragen werden
kann. Jedoch verdndert sich mit unterschiedlichen Spannungsverhéltnissen auch der Verlauf der
Spannungs-Dehnungs-Linien, wie Abbildung zeigt. Die o.g. Versagenspunkte représentieren das
jeweilige Spannungsmaximum (,,peak”). Der Pfad dorthin wie auch das Nachbruchverhalten werden
durch die Bruchkurven allein nicht spezifiziert. Sowohl dem Belastungspfad bis zum Bruch als auch
dem Nachbruchverhalten miissen in einem Materialmodell Rechnung getragen werden. Allerdings
sind fiir diese Bereiche die Formulierungen der Spannungs-Dehnungs-Beziehungen fiir die Stoffge-
setze nicht mehr eindeutig.

5.2.3 Dreiaxiales Betonverhalten

Dreiaxiale Versuche kénnen in die so genannten konventionellen dreiaxialen Versuche mit zylindri-
schen Versuchskorpern und echte dreiaxiale Versuche unterteilt werden, vgl. [4I]. Bei Versuchen
mit Zylindern ist man auf Lastkombinationen mit zwei gleichgroffen Hauptspannungen o3 = o9
beschrénkt, die tiber einen Fliissigkeitsdruck auf die seitliche Oberfliche des Zylinders erzeugt wer-
den, und eine variable Spannung o;. In echten dreiaxialen Tests konnen alle Hauptspannungen
unabhéngig voneinander variiert werden; hierfiir werden in der Regel Wiirfel verwendet. Um eine
gleichméfige Spannungsverteilung im Inneren des Probekérpers zu gewéhrleisten, ist es wichtig, den
Einfluss der Reibung zwischen den Lasteinleitungsflichen und dem Versuchskérper zu minimieren.
Bei Versuchen mit Zylindern ist dieser Einfluss jedoch i.d.R. nicht gravierend. Es liegen deutlich
mehr Daten fiir dreiaxiale Druckspannungszustinde vor als fiir gemischte Spannungszusténde, da
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Kapitel 5 Materialmodellierung von Beton und Stahlbeton

Versuche mit Zugspannungskomponenten deutlich schwieriger durchzufiihren sind, wie auch schon
bei einaxialen und biaxialen Versuchen erkennbar war.

Fiir dreiaxiale Druckspannungszustdnde und bei betragsméfbigen Spannungen o1 > o2 > o3 las-
sen sich verschiedene Versagensarten feststellen. Fiir Spannungen o2 und o3 < 0,10y entstehen
Spaltrisse senkrecht zu o9 - 03 - Ebene. Die Festigkeitserhohung gegeniiber der einaxialen Druckfes-
tigkeit bleibt relativ gering. Ist die kleinste Spannungen o3 betragsméfig kleiner als 0, 1o, jedoch
o2 > 0,1507, treten nur Risse senkrecht zur Richtung von o3 auf, was auf eine Umschniirungswir-
kung in Richtung oo zuriickzufiihren ist. Letzlich tritt immer ein Versagen senkrecht zur Hauptzug-
spannungsrichtung auf, wobei die Zugspannungen hier aus Querzug im inhomogenen Betongefiige
entstehen. Wenn alle drei Druckspannungen in dhnlicher Gréfenordnung aufgebracht werden, ent-
steht eine grofse Umschniirungswirkung und der Probekorper kann sehr hohe Spannungen ertragen.
Dabei erfahrt der Probekorper eine Volumenénderung.

In Abbildung ist schematisch die Versagensflache fiir dreidimensionale Spannungszustédnde ge-
zeigt. Hier ist eine Besonderheit im Tragverhalten von unbewehrtem Beton zu erkennen, die das

Uzz "Gn

Hydrostatische
Achse [Gy = Oyy= Uy3)

Gy

Abbildung 5.6: Versagensfliche fiir dreidimensionale Spannungszustinde [72]

Versagen von Beton beispielsweise von dem von Metallen unterscheidet. Bei Metallen wird das Ver-
sagen nur von den Schubspannungen hervorgerufen; es ist somit unabhéngig vom hydrostatischen
Spannungszustand und bewirkt keine Anderung des Volumens. Bei Beton dagegen nimmt, dhnlich
wie bei Boden, mit zunehmenden hydrostatischen Druckspannungen auch die aufnehmbare Schub-
spannung zu und es kommt zu der bereits erwdhnten Volumenzunahme. Das bedeutet, dass das
Versagen von Beton unter dreiaxialen Spannungszustéinden vom hydrostatischen Druck abhéngt,
was bei der Entwicklung von Materialmodellen beriicksichtigt werden muss.

5.2.4 Belastungsinduzierte Anisotropie

Waéhrend der Werkstoff Beton bei geringen Spannungen als isotrop angesehen werden kann, fithren
die unterschiedlich groffen Materialfestigkeiten in Zug- und Druckrichtung sowie die damit verbun-
dene Rissbildung nach Erreichen der Zugfestigkeit zu einer belastungsinduzierten Anisotropie, d.h.
die Materialsteifigkeit nimmt orthogonal zum Riss ab, wiahrend in den anderen Richtungen die
Steifigkeit kaum verédndert wird. Dies spielt insbesondere bei der Materialmodellierung von Schub-
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spannungszustanden eine wichtige Rolle, da hierbei immer eine Kombination von Hauptdruckspan-
nungen sowie Hauptzugspannungen vorliegt und die Rissbildung infolge einer Zugbeanspruchung
die Steifigkeit in Querrichtung nicht mafsgeblich beeinflussen sollte.

5.3 Bruchhypothesen fiir Beton
5.3.1 Abgrenzung Bruch- und FlieBhypothesen

Im Rahmen der Materialmodellierung ist es zunéchst erforderlich, die beiden Begriffe ,,Bruchhy-
pothese” und , Fliethypothese” voneinander abzugrenzen. Die Bruchhypothese beschreibt strengge-
nommen den Versagenszustand eines Werkstoffes, nach dessen Erreichen eine Erh6hung der Span-
nungen nicht mehr moglich ist und bei einem kraftgeregelten Versuch eine Werkstoffprobe zerstort
wird, wiahrend bei einem weggeregelten Belastungsversuch bei weiter zunehmender Verzerrung ein
Spannungsabfall zu beobachten ist (z.B. im Rahmen eines Zug- oder Druckversuches.). Geometrisch
lassen sich Bruchhypothesen auch als Fldchen im dreidimensionalen Hauptspannungsraum darstel-
len, s. Abschnitt Dem gegentiber beschreibt die Flielthypothese den Zeitpunkt, bei dem die
Spannungen nicht ldnger linear-elastisch mit den Verzerrungen zusammenhéngen. Im Rahmen der
Plastizitdt kann sich an diesen Zeitpunkt elastisch-plastisches, verfestigendes oder entfestigendes
Verhalten anschlieffen. Bei der Annahme von elastisch-plastischem Verhaltem stimmen die Flief-

Bruchspannungs-

0 flache \

Einaxialer Belastungs-
Lam\ flache
-~ — —
— T
~—
// _ \
—_—
J\ N
Erste
FlieBfliche \ \ N

»
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Abbildung 5.7: Entwicklung der Bruch- und FlieRflachen von Beton, nach [17]

und die Bruchhypothese iiberein; nach Erreichen dieser Grenze kénnen die Spannungen nicht weiter
gesteigert werden, allerdings treten ohne weitere Restriktion den Bruchzustand betreffend grofie
plastische Dehnungen auf. Bei verfestigendem oder entfestigendem Werkstoffverhalten nach Uber-
schreitung der Fliefsgrenze stimmen Bruch- und Flieffgrenze nicht iiberein und kénnen ferner nicht
ohne weiteres als affin zueinander vorausgesetzt werde, wie Abbildung zeigt. Der Grund hierfiir
ist, dass bei Beton ein nichtlineares Materialverhalten auch bei hydrostatischen Spannungszustén-
den zu beobachten ist, so dass die Fliekflache geschlossen sein muss, wihrend die Bruchflache offen
ist.

Bruchhypothesen Unter der Annahme eines isotropen Werkstoffverhaltens kann die Bruchflache
im kontinuumsmechanischen Kontext als Funktion abhingig von den drei Invariante [;,Jo und J3
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bzw. &, p sowie 6 formuliert werden:
‘I’(Il,JQ,Jg) =0 bzw. (I)(f,p, 0) =0 (5.1)

Schnitte durch die Deviatorebene bei verschiedenen Werten fiir den hydrostatischen Druck zeigen,
dass die Form der entstehenden Bruchkurven in der Deviatorebene vom hydrostatischen Druck
abhéngt. Bei geringen hydrostatischen Druckspannungen entspricht die Form eher einem Dreieck,
wéahrend bei hoheren hydrostatischen Driicken die Kanten der Dreiecke zunehmend gekriimmt sind.
Wie bereits erwahnt, ist das Werkstoffverhalten von Beton abhéngig vom hydrostatischen Span-
nungzustand und zeichnet sich durch gekriimmte Meridiane aus. Abbildung zeigt schematisch
die Form der Meridiane bzw. der Deviatorebene, die aus Versuchen an Betonkdrpern angenéhert
werden kann.

(¢

. o
ZUG

MERIDIAN 0=0° v

DRUCK
MERIDIAN

N

Abbildung 5.8: Meridiane und Deviatorebene der Betonbruchflache nach [17]

Die Bezeichnungen Druck- bzw. Zugmeridian ergeben sich aus folgender Uberlegung: Ein Schnitt
entlang der hydrostatischen Achse kann an beliebiger Stelle durch die Deviatorebene gefiihrt werden.
Unter Beriicksichtigung der Reihenfolge o1 > 09 > o3 ergibt sich der Druckmeridian aus der
Uberlagerung eines hydrostatischen Spannungszustandes o1 = 09 = o3 mit einer Druckspannung in
o3-Richtung:

o1 = 02 > 03, (5.2)

bzw. der Zugmeridian aus einer Uberlagerung mit einer Zugspannung in o1-Richtung, was folgendem
Ausdruck entspricht:

o1 > 09 = 03 (5.3)

Der Zugmeridian ergibt sich hierbei fiir einen LODE-Winkel von 0°, der Druckmeridian fiir einen
Winkel von 60°. Deutlich erkennbar ist der Unterschied in der Tragfahigkeit fiir den Zug- bzw. Druck-
meridian. Die drei Sektoren der Deviatorebene sind aufgrund der Annahme der Isotropie identisch.
Aufgrund der komplizierten geometrischen Form der realen Bruchfliche existieren zahlreiche ma-
thematische Beschreibungen, die das reale Verhalten n&herungsweise erfassen. Im Folgenden wird
lediglich auf die wichtigsten bzw. fiir die Arbeit relevanten Modelle eingegangen.
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5.3 Bruchhypothesen fiir Beton

5.3.2 Drucker-Prager-Kriterium

Eine einfache Beriicksichtigung der Abhéngigkeit der Bruchfliche von dem hydrostatischen Span-
nungszustand lasst sich durch Erweiterung des VON MISES- Kriteriums um einen druckabhingigen
Anteil erreichen, wie schon in Abschnitt beschrieben. Aufgrund der kreisférmigen Deviatorfla-
che sowie den geraden Meridianen ergeben sich relativ grofse Abweichungen zur realen Bruchfigur
des Werkstoffs Beton.

5.3.3 Mohr-Coulomb-Kriterium

Eine vereinfachte Anndherung an die Bruchfliche von Beton ldsst sich mithilfe des MOHR-
CouLoMB-Kriteriums erreichen, das urspriinglich aus der Bodenmechanik stammt. Die Hypothese
besagt, dass die Tragfahigkeit auf Schub mit wachsenden hydrostatischen Druckspannungen auf-
grund der inneren Reibung zunimmt. Dies ldsst sich mithilfe des MOHRschen Spannungskreises
visualisieren: Der groftmogliche MOHRsche Spannungskreis korrespondierend zur minimalen und
maximalen Hauptspannung verlduft tangential zur kritischen Linie, die durch den Winkel ¢ und
die Kohésion ¢ bestimmt wird. Aus der Darstellung am MOHRschen Spannungskreis ist ersichtlich,
dass die mittlere Spannung o9 fiir das Versagenskriterium keine Rolle spielt.

A
Vs T=c - o, tang (kritische Linie)

=

x

¢ cotg

Abbildung 5.9: MOHR-COULOMB-Bruchkriterium

Die kritische Spannungskombination von Schubspannung 7 und Normalspannung o, die zum Ver-
sagen fihrt, lautet:

T=c—otan¢ (5.4)

Hierbei ist die Konstante ¢ die Kohéasion und der Winkel ¢ der innere Reibungswinkel. Die kritische
Spannungskombination kann auch wie folgt im Hauptspannungsraum ausgedriickt werden:

01— 03
2

o1 — 03 01+0’3
2 2

cosp = c — ( sin d>> tan ¢ (5.5)
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Als Fliefs- oder Bruchkriterium ergibt sich:

<I>:%(01—03))4—%(01+03)Sin¢—ccos¢20 (5.6)

Mithilfe weiterer Umformungen gelangt man zu folgendem Ausdruck:

1+4+sing l—sing

—_— —_— = 5.7
o1 2ccos ¢ 3 2ccos ¢ (5.7)
bzw.:
(14 sing)o; — (1 —sin¢)oz = 2ccos ¢ (5.8)
Setzt man die einaxiale Zug- bzw. Druckfestigkeit fiir o1 bzw. o3 ein, erhéilt man:
2ccos ¢ 2ccos ¢
=— bzw.fop = ———— 5.9
Je 1 —sing 2w et 1+sing (59)

Hieraus ergeben sich die rechnerischen Konstanten fiir den Reibungswinkel ¢ und die Kohésion c.
Fiir ein ibliches Verhéltnis von f./f. = 1/10 erhdlt man ¢=4,74 und ¢ = 54,9°. Das MOHR-
CouLoMB-Kriterium lésst sich auch in Invarianten ausdriicken. Hierfiir finden sich in der Literatur
verschiedene Ausdriicke. Das Flief- bzw. Bruchkriterium lautet geméfs [17]:

V2
V3

1
O(1y, J2,0) = §I1 sin ¢ + /Js sin (9—}—%) + cos <0+g> sin¢g — ccos ¢ (5.10)

In [94] findet sich folgender Ausdruck:

O (p, J2,0) = (COSH - \}gsinﬁsinqﬁ) \VJo + psin¢ — ccos ¢ (5.11)

Im dreidimensionalen Hauptspannungsraum entspricht das MOHR-COULOMB-Kriterium einer Py-
ramide mit unregelméRiger sechseckiger Grundflache, s. Abbildung [5.10] Die Meridian- und Devia-

Abbildung 5.10: MOHR-COULOMB-Bruchkriterium im dreidimensionalen Hauptspannungsraum

torebene sind in Abbildung [5.11] dargestellt.
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P

Y3 ccot g

Abbildung 5.11: MoOHR-COULOMB-Bruchkriterium in Meridian- und Deviatorebene

Sowohl aus der Darstellung der Meridianebene als auch aus der der Deviatorebene ist ersichtlich, dass
die Tragfahigkeit fiir Spannungszusténde auf dem Zugmeridian unter der fiir Spannungszustéande auf
dem Druckmeridian liegt. In Abhéngigkeit des Reibungswinkels ergibt sich fiir diesen Unterschied
folgende Bestimmungsgleichung:

Pe _ 3+ sing

= 5.12
pr  3—sing ( )

Anpassung an das Drucker-Prager-Kriterium Der Nachteil der numerischen Umsetzung des
MOoHR-CoOULOMB-Kriteriums besteht darin, dass die Bruchfliche Unstetigkeitsstellen besitzt. Die-
ser Nachteil lasst sich durch die Verwendung des schon erwdhnten DRUCKER-PRAGER-Kriteriums
umgehen.

Die Anpassung dieses Kriteriums an die Festigkeitswerte aus Versuchen ist jedoch nicht fiir alle
Spannungszustinde gleichzeitig moglich. Fiir die Anpassung an das MOHR-COULOMB-Kriterium
wird die DRUCKER-PRAGER-Fliche wie folgt definiert:

®(o,¢c)=+/Ja+a-p—b-c (5.13)

Hierbei sind ¢ die Kohésion, p der hydrostatische Druck, sowie a und b Materialparameter, die
entsprechend der gewiinschten Spannungszustéinde angepasst werden kénnen. Man kann zeigen,
dass der Materialparameter a identisch ist mit dem inneren Reibungswinkel ¢, dem Offnungswinkel
des Kegels, der bei Verwendung dieses Kriteriums als Fliefregel auch die Dilanz steuert. Es gilt also:

®(o,c) =+/Jo+tand-p—b-c (5.14)

Fiir ebene Spannungszustidnde ist die Anpassung des DRUCKER-PRAGER-Kegels an verschiedene
Werte des MOHR-COULOMB-Kriteriums moglich. Der Kegel kann so gewihlt werden, dass die inne-
ren Kanten des MOHR-COULOMB-Kriteriums den Kreis des Kegels in der Deviatorebene tangieren,
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s. Gl (5.15)); dies korrespondiert zu iibereinstimmenden Werten fiir einaxialen Zug und zweiaxialen
Druck.

o 6sing b 6 cos ¢ (5.15)

/(3 =sing)’ (3 —sin¢)
Demgegeniiber konnen die Parameter des DRUCKER-PRAGER-Kegels auch so gewéhlt werden, dass
die duBeren Kanten der MOHR-COULOMB-Pyramide beriihrt werden, was eine Ubereinstimmung
fiir einaxialen Druck und zweiaxialen Zug bedeutet. Die Spitzen der beiden geometrischen Korper
stimmen dabei {iberein. Will man dagegen eine Ubereinstimmung fiir einaxiale Druck- sowie ein-
axiale Zugspannungszustéande erreichen, gelingt dies nur mit einer Formulierung, bei der die Spitzen
der Korper nicht mehr an derselben Stelle der hydrostatischen Achse liegen. Es gilt:

_ 3sing b_2cos<;5
V3’ V3

Zur Wahl der Parameter fiir den DRUCKER-PRAGER-Kegel siehe [94], [46], [17]. Das Kriterium sollte

daher im Vorfeld an die zu erwartenden Spannungs- bzw. Versagenszustinde angepasst werden. Der

Vergleich mit verschiedenen Anpassungen des DRUCKER-PRAGER-Kegels ist in Abbildung [5.12]
ersichtlich:

a

(5.16)
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Abbildung 5.12: Anpassung DRUCKER-PRAGER an MOHR-COULOMB, in Anlehnung an [94]

Anmerkungen zur Dilatanz Wie bereits in Abschnitt ausgefiihrt wurde, kommt es bei Ver-
wendung eines druckabhiingigen plastischen Materialmodells nach Uberschreitung der Fliekgrenze
zu einer Volumenvergroferung, genannt Dilatanz. Diese wird nicht nur von den volumetrischen,
sondern auch von den deviatorischen Spannungen hervorgerufen. Grundsétzlich ist die Volumen-
vergrofserung auch im Versuch beobachtet worden. Bei Verwendung eines MOHR-COULOMB oder
DRUCKER-PRAGER-Kriteriums mit assoziierter Fliefregel wird die Dilatanz allerdings {iberschétzt.
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Abhilfe schafft hier die Wahl eines nichtassoziierten Fliefsgesetzes mit kleinerem Dilatanzwinkel.
Bei Verwendung eines (hyper-) elastischen Materialmodells, z.B. linearer Elastizitét bis zum Bruch,
wird die Volumenvergroferung infolge von Schubspannungen nicht realistisch abgebildet, da bei
elastischen Materialgesetzen eine Volumenverédnderung nur infolge von Normalspannungen auftre-
ten kann.

Anmerkungen zum Reibungswinkel Bei der Verwendung des MOHR-COULOMB-Kriteriums wird
der Reibungswinkel des verwendeten Materialmodells bendtigt. Der tatséchliche Reibungswinkel ¢
in der 1-6-Ebene ist offensichtlich nicht identisch zum Offnungswinkel im dreidimensionalen Haupt-
spannungsraum. Fiir das MOHR-COULOMB-Kriterium ergeben sich im Gegensatz zum DRUCKER-
PRAGER-Kriterium zwei unterschiedliche Winkel fiir Druck- und Zugmeridian. Fiir den Winkel 9,
des Druckmeridians ldsst sich folgende Beziehung ermitteln (s. [46]):

Pcomp Sinqb
tand,. = =2vV/2————
M= g 3 —sing

Dieser stimmt naturgeméfs mit dem Winkel aus GI. (5.15]) tiberein, da in diesem Fall der Druckmeri-
dian aus dem MOHR-COULOMB-Kriterium identisch ist zu dem des DRUCKER-PRAGER-Kriteriums.
Die so ermittelten modellimamnenten Reibungswinkel sind immer kleiner als die tatsdchlichen Rei-

(5.17)

bungswinkel des Betons. Der Ansatz des tatsdchlichen Reibungswinkel prognostiziert daher eine zu
grofe Dilatanz, wenn dieser als Dilatanzwinkel fiir ein plastisches Materialmodell verwendet wird.

5.3.4 Modifiziertes Mohr-Coulomb-Kriterium

Wie bereits erlautert, stammt die Formulierung fiir das Bruchkriterium nach MOHR-COULOMB ur-
spriinglich aus der Bodenmechanik. Die Konstanten c fiir die Kohésion und ¢ fiir den Reibungswinkel
besitzen eine physikalische Bedeutung. Erfolgt die Anpassung des Kriteriums fiir Beton mithilfe der
einaxialen Festigkeiten, geht die physikalische Bedeutung der Konstanten verloren. Jedoch lassen
sich auch fiir Beton Reibungswinkel ermitteln. Naheres hierzu findet sich z.B. in [79], [67]. Abbil-
dung[5.13]zeigt die ermittelten Reibungswinkel fiir Betone unterschiedlicher Giite. Eine Moglichkeit,
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Abbildung 5.13: Reibungswinkel fiir Beton [aus [79]]
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die physikalische Bedeutung aufrechtzuerhalten und die tatséchlichen Reibungswinkel zu verwen-
den, beschreibt die Anwendung eines modifizierten MOHR-COULOMB-Kriteriums mit Tension Cut
Off. Das MOHR-COULOMB Kriterium wird hierbei um ein RANKINE-Spannungskriterium erweitert.
Wihrend der Versagenszustand bei MOHR-COULOMB durch Schubgleitung hervorgerufen wird und
die Schubaufnahmeféhigkeit wie beschrieben von den gleichzeitig wirkenden Normalspannungen ab-
hingt, erfolgt beim RANKINE-Kriterium die Separation des Werkstoffs durch Uberschreiten eines
Hauptzugspannungskriteriums. Hierfir wird die Zugfestigkeit des Materials herangezogen.

Das modifizierte MOHR-COULOMB-Kriterium im ¢-t-Raum ist in Abbildung dargestellt.

T

90°-¢ f=0

90°-¢

Abbildung 5.14: modifiziertes MOHR-COULOMB-Kriterium

In Kenntnis des Reibungswinkels fiir Beton, der z.B. aus [(9] entnommen werden kann, ergibt
sich die Modifikation des MOHR-COULOMB-Kriteriums wie folgt: Im Bereich des Versagens infolge
Schubgleitung ergibt sich fiir den ebenen Spannungszustand mit

fe 1+sing
k=-"—=——— 5.18
fct 1 —sin ¢ ( )
eine Geradengleichung, deren Steigung vom Reibungswinkel ¢ bestimmt wird:
koy — o9 = fe. (5.19)

Je nach Grofle der zuldssigen Hauptzugspannung wird diese Geradengleichung in Richtung positiver
Spannungen begrenzt. In Abbildung ist ersichtlich, dass im vorliegenden Fall bei einaxialem
Zug die geringe Zugfestigkeit zu einem Versagen durch Separation fiihrt. Die Kohésion lasst sich
durch Umformung von Gl. bestimmen. Fiir 01 = 0 und o3 = — f,. ergibt sich:

fo=2cVk (5.20)

Daraus folgt:

cotzsnofe  Jlosindfe 1 [ (5.21)
cosp 2 1+4sing 2 k2
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Abbildung 5.15: Vergleich des modifizierten MC-Kriteriums mit Versuchswerten [aus [79]]

Fiir einen Reibungswinkel von 37°, der fiir Betone niedrigerer Festigkeitsklasse realistisch ist, vgl.
[79], [67], sowie einem Verhéltnis von Zug- zu Druckfestigkeit von 1/10 schneidet die Gerade aus
dem Kriterium der Schubgleitung die Gerade aus dem RANKINE-Kriterium bei 0, 6 f..

Mithilfe des modifizierten MOHR-COULOMB-Kriteriums lésst sich die KUPFER-Kurve im Bereich
der Schubbeanspruchung, also eines gemischten Hauptspannungzustandes, besser approximieren als
mit der urspriinglichen Formulierung, in der zudem ein nicht physikalisch begriindeter Wert fiir den
Reibungswinkel verwendet wird. Abbildung[5.15]zeigt den Vergleich der Versuchswerte von KUPFER
mit einem modifizierten MOHR-COULOMB-Bruchkriterium.

Nachteil des modifizierten wie auch des urspriinglichen MOHR-COULOMB-Kriteriums ist, dass die
hohere mehraxiale Tragfahigkeit unter Druckbeanspruchung nicht abgebildet werden kann. Das
MOHR-COULOMB Materialmodell mit Tension Cut Off ist ein Drei-Parameter-Modell: Es werden
zur Beschreibung des Betonmaterials die Zug- und die Druckfestigkeit sowie der Reibungswinkel
bendtigt.

5.3.5 Mehr-Parameter Modelle

Die bisher vorgestellten Bruch- bzw. Fliefimodelle bendtigen eine geringe Anzahl von Materialpa-
rametern zur Kalibrierung. Allerdings handelt sich sich bei den vorgenannten Kriterium um re-
lativ einfache Annéherungen an die wirkliche Versagensfliche. Aus Abbildung geht beispiels-
weise hervor, dass die Meridiane gekriimmt sind und die Form der deviatorischen Ebenen weder
kreisférmig, wie die des DRUCKER-PRAGER-Kriteriums, noch hexagonal sind wie beim MOHR-
CouLoMB-Kriterium angenommen. Die Form der Bruchfliche in der Deviatorebene ist abhingig
vom hydrostatischen Spannungszustand. Bei sehr geringen hydrostatischen Driicken bzw. positi-
ven hydrostatischen Druckspannungszustéinden ist die Fléche eher dreieckig und entspricht damit
eher dem RANKINE-Kriterium, was fiir dreidimensionale Zugspannungszustinde auch plausibel ist.
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Mit zunehmenden negativen hydrostatischen Druckspannungszustidnden ndhert sich die Form der
Bruchfigur in der Deviatorebene immmer weiter einer Kreisform an.

Ottosen Versagenskriterium Eines der bekanntesten Versagenskriterien fiir Beton wurde 1977 von
OTTOSEN|[83] entwickelt und wird auch im MoODEL CODE 2010[27] als Bruchkriterium fiir Beton
unter mehraxialer Beanspruchung vorgeschlagen. Die Begriindung hierfiir ist, dass es nicht zu kom-
pliziert sei und gut mit Versuchsdaten iibereinstimme, vgl.[17]. Das Kriterium nach OTTOSEN wird
mithilfe der drei Invarianten I7, Jo und Js definiert und zeichnet sich durch gekriimmte Meridiane
und nicht-kreisférmige Deviatorebenen aus. Die mathematische Formulierung lautet:

I
& =d(I1,J2,J3) = aj—z +7(6) \C;TQ + bf—l —1=0 (5.22)

Hierbei ist 7(0) eine geeignete Funktion abhéngig vom LODE-WINKEL, die die Form des deviatori-
schen Schnittes beeinflusst:

1
€1 COS [3 arccos (K cos 30)} falls cos36 >0
r(0) = (5.23)

1
€1 Cos [g — 3 arceos (K cos 36)} falls cos30 <0

Die Koeffizienten a, b, ¢c; und K ergeben sich aus der Anpassung an Versuchswerte und sind konstant.
Hinweise zur Ermittlung dieser Koeffizienten finden sich in([I7] und [27]. Allerdings unterscheiden
sich die Angaben zur Ermittlung der Parameter in diesen beiden Werken, wobei die Funktion fiir
das Versagenskriterium sehr sensitiv auf geringe Anderungen in den Eingangswerten reagiert. Als
Vergleichswerte aus Versuchen werden die einaxiale Druck- und Zugfestigkeit bendtigt sowie die
zweiaxiale Druckfestigkeit und ein Spannungspunkt auf dem Druckmeridian (6 = 60°) zugehorig
zu einem dreiaxialen Spannungszustand. Zur Beschreibung der Versagensfliche werden somit vier
Materialparameter benétigt, das Kriterium gehort somit zur Klasse der Vier-Parameter-Modelle.
Der Parameter K ist ein Formfaktor, der die Abweichung von der Kreisform steuert. Die Funktion
lasst sich iiber die Wahl der Koeffizienten an klassische Kriterien, wie das vVON MISES-Kriterium mit
a = b= 0 und r = konstant, sowie das DRUCKER-PRAGER-Kriterium mit a = 0 und r = konstant,
anpassen [vgl.(JI7]), S.357]. Abbildung veranschaulicht den Einfluss des Formfaktors K auf die
Form der Bruchfliche im dreidimensionalen Hauptspannungsraum.

Der Einfluss des Parameters K lédsst sich auch in der Deviatorebene erkennen. Hierbei zeigt sich,
dass die Wahl eines Formfaktors K > 0,9 fiir die iiblichen Betonfestigkeiten zu einer realistischeren
Versagensflache fiihrt, da sie dann eher dem RANKINE-Kriterium entspricht und damit eine bessere
Anpassung an die reale Versagensform im unteren Beanspruchungsbereich darstellt. Mit zunehmen-
den hydrostatischen Spannungen verdndert sich die Versagensform in der hydrostatischen Ebene
und néhert sich einer Kreisform an.

Vergleicht man das OTTOSEN-Versagenskriterium im fiir den ebenen Spannungszustand mit der
Versagenskurve nach KUPFER, ist der Einfluss des Formfaktors K ebenfalls sehr offensichtlich. Die
Ubereinstimmung mit K = 0,97 ist fiir die einaxiale Druck- und Zugfestigkeit sowie die biaxiale
Druckfestigkeit recht gut. Die Ubereinstimmung im fiir Schubbeanspruchungen relevanten Druck-
Zug-Bereich ist vertretbar, wenngleich die Tragfihigkeit im Bereich hoher Druckspannungen mit
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Abbildung 5.16: OTTOSEN-Versagenskriterium bei niedrigen und hohen Spannungszustdnden
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Abbildung 5.17: Einfluss des Formfaktors K auf die Form der Versagensflache

dem OTTOSEN-Kriterium unterschéitzt wird. Bei gemischten Druckspannungszustidnden wird die
Tragfahigkeit hingegen iiberschétzt. Bei der Verwendung eines Formfaktors K = 0, 8 lésst sich eine
deutlich schlechtere Ubereinstimmung fiir fast alle Bereiche im ebenen Spannungszustand feststellen.
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Abbildung 5.18: Einfluss des Formfaktors K auf die Form des deviatorischen Schnittes
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Abbildung 5.19: Deviatorflachen bei niedrigen und hohen Spannungszustinden

Da im Rahmen dieser Arbeit Schubbeanspruchungen im Steg untersucht werden, ist besonders eine
gute Ubereinstimmung fiir den ebenen Spannungszustand erstrebenswert.
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Abbildung 5.20: Vergleich des OTTOSEN-Versagenskriteriums mit der Versagenskurve nach KUPFER

Hsieh-Ting-Chen-Versagenskriterium Ein weiteres Versagenskriterium basierend auf vier Mate-
rialparametern ist das HSIEH-TING-CHEN-Versagenskriterium. Auch dieses benétigt vier Material-
parameter; es handelt sich ebenfalls um die einaxiale Druck- sowie Zugfestigkeit, die biaxiale Druck-
festigkeit sowie ein Spannungspunkt auf dem Druckmeridian, der sich jedoch von dem Punkt aus
dem OTTOSEN-Kriterium unterscheidet. Fiir die Form in der Deviatorebene wird die Formulierung
aus GI. durch einen einfacheren Ausdruck ersetzt:

r(0) =bcosh + ¢ (5.24)

Die folgenden Abbildungen zeigen den Verlauf der Versagensflache im dreidimensionalen Hauptspan-
nungsraum sowie im Vergleich zur KUPFER-Kurve fiir den ebenen Spannungszustand. Die Uber-
einstimmung ist in den meisten Bereichen sehr gut, allerdings wird fiir Schubspannungszustinde
relevanten Bereich das Versagen durch eine linearisierte Funktion approximiert. Im Gegensatz zu
dem OTTOSEN-Bruchkriterium beinhaltet die Formulierung nach HSIEH-TING-CHEN scharfe Kan-
ten der Meridiane.

Weitere Informationen zu den Versagenskriterien finden sich in [46] oder [17].
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Abbildung 5.21: HsiEH-TING-CHEN-Versagenskriterium
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Abbildung 5.22: Vergleich des HsiEH-TING-CHEN-Versagenskriteriums mit der Versagenskurve nach
KUPFER

Menétry-Willam Versagenskriterium Fiir das Kriterium nach MENETRY-WILLAM werden im Ge-
gensatz zu den vorher vorgestellten Kriterien fiinf Materialparamter benotigt. Insgesamt handelt es
sich um eine komplexere Formulierung, bei der die gekriimmten Meridiane durch elliptische Kurven
angendhert werden. Aus dieser Wahl folgt eine recht anspruchsvolle Formulierung fiir die Form in
der Deviatorebene. Von WILLAM und WARNKE stammt die elliptische Funktion aus Gl. [5.25] die
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die Form in der Deviatorebene bestimmt.
4(1 —e?)cos?f + (2e — 1)
r(0,€) = (L—eTJcos 6+ (2e— 1) - (5.25)
2(1 — e2) cos + (2¢ — 1) [4(1 — €2) cos? 6 + 5e2 — 4]/

MENETRY-WILLAM kombinieren diese mit einem allgemeinen Versagenskriterium fiir Beton. Dies
fiihrt zu einer Form mit parabolisch gekriimmten Meridianen, die die hydrostatische Achse im
Punkt fiir einen dreiaxiale Zugspannungszustand schneiden. Die Wahl des Parameters e hat einen
entscheidenden Einfluss auf die Form der Versagensfliche und dient zur Anpassung an bekannte
Versagenskritieren: mit e = 0,5 ergibt sich eine RANKINE-Fléche, mit e = 1,0 die Form nach
DRUCKER-PRAGER. Abbildung zeigt das generalisierte Versagenskriterium nach MENETRY
und WILLAM, angewendet auf das RANKINE- und MOHR-COULOMB-Kriterium. Die hexagonale

%

(a) Ansicht I des MENETRY- WILLAM-Kriteriums (b) Ansicht IT des MENETRY-WILLAM-Kriteriums

Abbildung 5.23: MENETRY-WILLAM-Versagenskriterium, angepasst an RANKINE und MOHR-
CouLomB

Struktur des MOHR-COULOMB-Kriteriums kann nur approximiert werden. Die dargestellte Kombi-
nation dieser beiden Versagenskriterien entspricht dem MOHR-COULOMB-Modell mit Tension Cut
Off. In ABAQUS wird diese Form der Versagensfunktion als Fliekfunktion fiir das Materialmodell
basierend auf dem MOHR-COULOMB-Versagenskriterium mit Tension Cut Off verwendet.

5.3.6 Darstellung der Bruchkriterien in Koordinatenspannungen

Die Bruch- bzw. Flielshypothesen werden in der Regel mithilfe der Spannungsinvarianten im Haupt-
spannungsraum dargestellt. Zur Beschreibung von Beanspruchungszustdnden werden jedoch meist
Koordinatenspannungen herangezogen. Fiir die Betrachtung der Querkraftkraftbeanspruchung in
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Stahlbetonbalken kann fiir die Stege von Stahlbetonbalken vereinfacht von einem ebenen Spannungs-
zustand (ESZ) ausgegangen werden, mit o, o, sowie 7 als mafgebende Spannungen. Zunéchst wird
der Zusammenhang zwischen Hauptspannungen und Koordinatenspannungen kurz dargestellt.

Umrechnung von Koordinatenspannungen in Hauptspannungen Die Umrechnung von Koordi-
natenspannungen in Hauptspannungen kann fiir einen zweidimensionalen Spannungszustand mit
Hilfe folgender Formeln vorgenommen werden:

Oz + 0 op — 0y \ 2
01/2 = x2 L+ <x2 y) + 72,
(5.26)
Oy +o0 1 9
= x2 yi\/4(gx—ay) +T£y

Aus der Bedingung, dass die Determinante der Spannungsmatrix eine Invariante darstellt, ldsst sich
auch folgende Bedingung herleiten:

0y — Tﬁy = 01072 (5.27)

Daraus folgt:

0109 =0g 0y — Tﬁy (5.28)

Mit o, = 0 bzw. o, = 0 ergibt sich:

Tey = V=01 02 (5.29)
Eine weitere Invariante ist die Summe der Normalspannungen:

o1+ 09 =0, + 0y (5.30)

Ahnlich lisst sich auch die maximale Schubspannung ermitteln, die in manchen Bruch- oder Fliefkri-
terien als Vergleichswert dient, z.B. beim TRESCA-Kriterium, bei dem davon ausgegangen, dass fiir
das Versagen des Werkstoffes die grofste Hauptspannungsdifferenz verantwortlich ist. Diese Haupt-
spannungsdifferenz entspricht dem doppelten Wert der maximalen Schubspannung. Es handelt sich
dabei um den zweiten Term aus dem schon bekannten Hauptspannungskriterium aus GI. , der
im MOHRschen-Spannungskreis dem Radius entspricht:

Tmazx| = i\/(‘j'x;ay) + T:%y (531)

Driickt man dies direkt mit den Hauptspannungen aus, erhélt man:

1
Tmax — :l:§ (Ul - (72) (532)

Der Winkel zwischen den Koordinatenachsen und der Richtung der Hauptspannungen lasst sich mit
der Bedingung fiir das Maximum der Spannungen bestimmen und ergibt sich dann zu:

2
tan20 — 2@y (5.33)
Ox — Oy
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Der Winkel lasst sich auch in Abhéngigkeit von einer Koordinaten-Normalspannung und den Haupt-
spannungen ermitteln:

2
tan 20 = Tzy

5.34
Ox — % (Ul + 02) ( )

Mithilfe des MOHR’schen Spannungskreises, s. Abbildung lassen sich die hergeleiteten Bezie-
hungen auch anschaulich darstellen. Aus dieser Darstellung ldsst sich eine weitere Moglichkeit zur

* 7' (o1 + 02<)/2=
- Y
g —
* Txy — Txy‘
! i 7

Abbildung 5.24: MoOHRscher Spannungskreis

Berechnung des Winkels, um den die Hauptspannungen von den Koordinatenachsen abweichen,

gewinnen:

tanf = — W bzw. tanf = — %Y (5.35)
o1+ |oy] loa| + o4

Eine dhnliche Darstellung existiert auch fiir die Verzerrungen, der MOHRsche Dehnungskreis.

Aus dem MOHRschen Spannungskreis ist ersichtlich, dass unter Beriicksichtigung der Festigkeiten
(01 < fer bzw. |o2| < f¢) eine Zunahme von Schubspannungen 7,,, nur moglich ist, wenn gleichzeitig
mindestens eine Druckspannung wirkt.

Abbildung zeigt klassische Versagenskriterien fiir den ebenen Spannungszustand im Vergleich
mit der Versagenkurve aus den KUPFERversuchen bezogen auf die 7 — c—Ebene. Es wird hierbei
davon ausgegangen, dass nur die Spannungen ¢, und 7 vorhanden sind.

Das Versagenskriterium von MOHR-COULOMB in Kombination mit einem RANKINE-Kriterium, also
ein MOHR-COULOMB-Kriterium mit Tension Cut Off fiihrt zu einer guten Approximierung der
KUPFER-Versagenskurve.
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Abbildung 5.25: Darstellung verschiedener Versagenskriterien im 7 — c—Raum

5.4 Modellierung der Rissbildung von Beton
5.4.1 Einleitung

Aufgrund der geringen Zugfestigkeit des Betons sind Risse unter {iblicher Beanspruchung unver-
meidbar. Bei unbewehrten Bauteilen sind sie haufig tragfahigkeitsbestimmend, bei bewehrten fiihrt
die Rissbildung unter sukzessiver Laststeigerung zu Spannungsumlagerungen. Das Schubtragverhal-
ten von Stahlbetonbalken wird mafgeblich durch die Umlagerung von Zugspannungen vom Beton
in die Bewehrung aufgrund der Entstehung von Schubrissen bestimmt. Zur realistischen Erfassung
beider Phianomene kommt der Modellierung des Rissverhaltens eine entscheidende Bedeutung zu.
Daher werden im folgenden die theoretischen Hintergriinde der Rissmodellierung kurz skizziert.

Grundsitzlich lassen sich sprode, duktile und quasi-sprode Briiche unterscheiden. Abbildung [5.26]
veranschaulicht das unterschiedliche Bruchverhalten anhand der Spannungs-Dehnungs-Linien.

duktil

ct

quasi sprode

*— sprode

A 4

ct cu

Abbildung 5.26: Brucharten
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Sprode Briiche zeichnen sich dadurch aus, dass bei Erreichen der Festigkeit die Spannungen schlag-
artig abfallen. Dies gilt auch, wenn die Belastung weggeregelt aufgebracht wird. Die Forménde-
rungsenergie des Korpers wird dabei umgewandelt in Energie zur Bildung neuer Rissoberfldchen.
Glass beispielsweise ist ein sprodes Material.

Duktile Briiche lassen sich zum klassischen plastischen Verhalten zuordnen. Nach Erreichen der
Streckgrenze sinkt die Steifigkeit, jedoch ist noch eine weitere Laststeigerung bzw. zumindest eine
weitere Steigerung der Verformung moglich, bis der Werkstoff endgiiltig versagt. Die Forménderungs-
energie wird hierbei in erster Linie in Energie fiir Verschiebungen im Kristallgitter umgewandelt.
Metalle sind bekannt fiir derartiges Verhalten.

Beton gehort zu den Werkstoffen mit quasi-sprodem Materialverhalten, welches sich durch die Bil-
dung einer sogenannten Bruchprozesszone auszeichnet. Innerhalb dieser fallen die aufnehmbaren
Spannungen sukzessive mit zunehmender Verformung ab, was an der Spannungs-Verzerrungs- bzw.
eindeutiger an der Spannungs-Verformungs-Kurve ablesbar ist. Dieser Prozess wird als Entfestigung
oder im Englischen als ,,Strain Softening” bezeichnet. Dies ist auf eine Mikrorissbildung innerhalb
des Werkstoffes zuriickzufiihren, die eine Schwéichung des Materials bewirkt. Die Mikrorisse sind
zunéchst gleichméfig iber den gesamten Querschnitt verteilt, bis sie sich an der Stelle der gerings-
ten Zugfestigkeit lokalisieren und sich schliefslich zu einem Makroriss vereinigen, der das endgiiltige
Versagen einleitet, und iiber den keine Spannungen mehr iibertragen werden kénnen. Die Formén-
derungsenergie wird in Energie fiir die Mikrorissbildung dissipiert.

Die analytische Beschreibung der Entstehung und des Wachstums von Rissen in einem Werkstoff ist
Teil der Bruchmechanik. Die Bruchmechanik lésst sich in die lineare sowie die nichtlineare Bruch-
mechanik einteilen. Die Ansétze der linearen Bruchmechanik beschreiben die Bruchvorgénge mit der
linearen Elastizitdtstheorie und eignen sich zur Beschreibung von Sprodbriichen. Sind die Bruch-
vorgéinge jedoch auch durch inelastisches Materialverhalten gekennzeichnet, wie beispielsweise bei
Metallen, konnen diese nur mit der nichtlinearen Bruchmechanik zutreffend beschrieben werden.

5.4.2 Kohasive Rissmodelle

Fiir quasi-sprodes Rissverhalten ist der Ansatz der linearen Bruchmechanik nicht geeignet, da sich
aufgrund der Mikrorissbildunge eine Bruchprozesszone ohne klar definierte Rissspitze bildet und
die Singularitéten des Modells auf Basis der linearen Elastizitatstheorie nicht realistisch sind. DuG-
DALE entwickelte ein Rissmodell, bei dem von einer plastischen fiktiven Zone im Rissspitzenumfeld
ausgegangen wird. Der Ubergang von elastischem Materialverhalten im ungerissenen Kérper zu den
unbelasteten Rissflanken wird mit der Kohésivzone beschrieben, die als Bruchprozesszone verstan-
den werden kann. Diese Kohésivzone entspricht einer fiktiven Verlangerung des Risses. Im Gegensatz
zum realen Riss sind iiber diesen fiktiven Riss weiterhin Spannungen tibertragbar. DUGDALE geht
innerhalb dieser Zone von ideal-plastischem Verhalten aus, bei dem die Spannungen konstant sind
und der Fliefspannung entsprechen. Eine Weiterentwicklung ist das Modell nach BARENBLATT, bei
dem die Spannungsverteilung in der Kohésivzone nicht mehr konstant ist, sondern vom betrachte-
ten Material sowie vom Rissspitzenabstand x abhéngt, jedoch unabhéngig von der Belastung ist,
vgl. [14]. Innerhalb diese Zone lassen sich die abfallenden Spannungen als gradueller Prozess des
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Verlustes der Kohésivkrafte interpretieren. Hierbei ist die zutreffende Ermittlung der Lange der
plastischen Zone problematisch.

Fictitious Crack Modell Eine der fundamentalen Grundlagen zur Rissmodellierung in Beton und
anderen quasi-sproden Materialien ist das Fictitious Crack Modell von HILLERBORG [37],[38], das
die Spannungsiibertragung iiber die Rissufer mit der Bruchenergie als Materialparameter verbindet.
Der Ansatz von HILLERBORG beruht ebenfalls auf der Idee des Kohésivzonenmodells, erweitert diese
jedoch um die Annahme, dass die Spannungen in der Bruchprozesszone nicht mehr vom Rissabstand,
sondern von der Separation der Rissufer abhiangen.
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Abbildung 5.27: Rissmodelle fiir inelastische Materialien

Die Rissweite w lasst sich als Verschiebungsdiskontinuitéit zwischen den Rissufern darstellen:
w=[u=u"—u" (5.36)

Innerhalb der Rissprozesszone wachsen die Verformungen mit gleichzeitig abnehmenden Spannungen
an. Auferhalb der Rissprozesszone verhélt sich der Werkstoff linear-elastisch bzw. elastisch-plastisch.
Aus Gleichgewichtsgriinden miissen die Spannungen in diesen Bereichen ebenfalls abnehmen, was
mit einer (elastischen) Verkiirzung der Bereiche einhergeht. Die Gesamtverformung wihrend dieses
Prozesses entspricht also immer der elastischen Verformung ¢ - (lp — ugpz) in den ungestorten Be-
reichen sowie der zunehmenden Rissweite w. Wenn die maximale Rissweite erreicht ist, entspricht
die Gesamtverformung Al genau der Rissweite w, da keine Spannungen {iber den Riss iibertragen
werden konnen, und somit in den ungestérten Bereichen die Dehnungen aufgrund der elastischen
Riickverformung ebenfalls bis auf 0 abgenommen haben. Abbildung stellt die verschiedenen
Verformungsanteile unter Ansatz einer verbleibenden plastischen Dehnung aufterhalb der Bruchpro-
zesszone dar. Weit verbreitet ist jedoch auch ein linear-elastischer Ansatz bis zum Erreichen der
Zugfestigkeit, d.h. die Annahme linear-elastischen Verhaltens ohne bleibende plastische Dehnung:

Al =ugpz + e (lo — brpz) (5.37)
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Im Rahmen des Fictitious Crack Models werden die in der Bruchprozesszone auftretenden inelas-
tischen Verformungen aus benachbarten Mikrorissen zu einem einzelnen, fiktiven Riss mit einer
Breite der Bruchprozesszone brpz = 0 zusammengefasst, liber den weiterhin Spannungen iibertrag-
bar sind. Hierbei nehmen die Spannungen, ausgehend von einem Maximalwert f.; an der Rissspitze
abhéngig von der Rissbreite w in der Bruchprozesszone kontinuierlich ab, siehe Abbildung[5.27 Das
Model ist damit unabhéngig von der Breite der Bruchprozesszone. Da im fiktiven Rissmodell die
Bruchprozesszone als infinitesimal klein angenommen wird, verschwindet der elastische Anteil fiir
diese in der Spannungs-Riss6ffnungs-Beziehung:

Al =w+eg -l (5.38)

Die Bruchprozesszone wird also als fiktiver Riss modelliert, dessen Rissweite bis Erreichen der Zug-

Reales Zugtragverhalten
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Abbildung 5.28: Zugtragverhalten von Beton mit Ausbildung einer Bruchprozesszone, in Anlehnung an
[29]

festigkeit w = 0 betrigt. Das Verhalten dieses fiktiven Risses ldsst sich mit folgendem Spannungs-
Separations-Gesetz bzw. Spannungs-Riss6ffnungsgesetz beschreiben:

o= f(w) (5.39)
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Die Besonderheit beim Fictitious Crack Modell besteht darin, dass eine Beziehung zwischen der
(fiktiven) Spannungs-Risséffnungs-Beziehung o(w) und der dissipierten Bruchenergie G ¢ hergestellt
wird, die der Flache unterhalb des Graphen entspricht, wie aus Abbildung ersichtlich ist. Die
Bruchenergie entspricht der dissipierten Energie wahrend des Bruchprozesses:
We
Gr= /U(w)dw (5.40)
0
Dadurch wird im Fictitious Crack Model die gesamte Bruchenergie aus der Verformung der Riss-
prozesszone in einem fiktiven Riss akkumuliert.

Sowohl die Bruchenergie Gy als auch die Spannungs-Risséffnungs-Beziehung sind Materialparame-
ter und konnen grundsétzlich experimentell bestimmt werden, wobei die Bruchenergie einfacher
zu bestimmen ist als die vollstdndige Spannungs-Rissoffnungs-Beziehung. Die in unterschiedlichen
Versuchen ermittelten Grofsen unterliegen allerdings Streuungen, so dass in der Literatur recht un-
terschiedliche Angaben fiir den Wert der zu finden sind.

Objektivitdt Real ist die Breite der Bruchprozesszone von der Probekorpergeometrie unabhén-
gig. Sie kann nach [37] 50-100 mm oder sogar mehr betragen. Die Lokalisierung der Verformungen
innerhalb der Bruchprozesszone fiihrt zum Verlust der Objektivitdt einer Spannungs-Dehnungs-
Beziehung, da die iiber die gesamte Probekorperlinge gemittelte Verzerrung die Verformung der
Bruchprozessgrofe mit einschliefft. Betrachtet man zwei Probekorper mit der Lénge lg = a bzw.
l§ = 2a, ergibt sich die Verzerrung des ersten Korpers nach Uberschreiten der Zugfestigkeit und Aus-
bildung der Bruchprozesszone aus der Addition der Dehnung im ungestorten Bereich, die vereinfacht
aus dem HOOKEschen Gesetz ermittelt werden kann, sowie der Dehnung in der Bruchprozesszone:

0 URPZ
lo=a)=— 5.41
cllo=a)= 2 + "2 (5.41)
Fiir den zweiten Probekorper gilt:
g URPZ
lp =2a) = - 5.42
iy =20) = Z + “EF (5.42)

Es ist offensichtlich, dass die kiirzere Probengeometrie zu gréfseren Dehnungen bei der gleichen
Spannung fiihrt. Die Ermittlung einer Spannungs-Dehnungs-Beziehung auf Basis der Gesamtverfor-
mung eines Probekorpers ist somit wenig sinnvoll. Dies ldsst sich umgehen, indem die Verformung
innerhalb der Bruchprozesszone ugpy sowie die zugehorige Spannung lediglich auf die Breite bppy
bezogen werden. Diese Ansétze werden sowohl beim Fictitious Crack Model von HILLERBORG als
auch beim Crack Band Model von BAZANT verwendet. Ein weiteres Phdnomen bei der Ermittlung
einer Spannungs-Dehnungs- oder auch Spannungs-Verformungs-Beziehung auf Basis eines Zugversu-
ches ist die Gefahr des Snap-Back. Eine grofe Lange des Probekdrpers im Verhéltnis zur Verformung
in der Bruchprozesszone fithrt dazu, dass die elastische Verkiirzung in den ungestorten Bereichen au-
ferhalb der Bruchprozesszone grofier ist als die Verformung in der Bruchprozesszone selbst. Fiihrt
man einen weggeregelten Versuch durch, ist es denkbar, dass der abfallende Ast der Spannungs-
Dehnungs-Beziehung nach Uberschreiten der Zugfestigkeit nicht mehr durchlaufen werden kann, da
die elastische Riickverkiirzung gréfer ist als die zusétzliche positive Verformung aus der Zunahme
der Rissweite (,Snap-Back). Weitere Details hierzu s. [21], [84].
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Bruchenergie Die Bruchenergie Gy wird als die Energie pro Flacheneinheit des Trennrisses de-
finiert, die erforderlich ist, um eine vollstdndige Separation eines Probekorpers zu erzielen. Zur
Gewihrleistung eines stabilen Bruchprozesses ohne Snap-Back-Phénomen muss die Lénge der Zug-
probe begrenzt werden. Andernfalls ist es moglich, dass die elastische gespeicherte Energie grofier
ist als die zur Separation erforderliche Bruchenergie, so dass nach Uberschreiten der Zugfestigkeit
die elastische Verkiirzung der Probe die Verlangerung aus der Rissbildung iibersteigt und somit die
Spannungs-Verformungs-Linie im Zugversuch nicht stabil durchlaufen werden kann. Die kritische
Probenlénge kann geméf [98] iiber einen Vergleich der elastisch gespeicherten Energie U mit der
Brucharbeit zur Durchtrennung der Probe erfolgen. Fiir eine Probe der Fliache A, der Lange [ und
einer Verschiebung Au bis zum Erreichen der Zugfestigkeit f.; ergibt sich die elastisch gespeicherte
Energie wie folgt:

1E-A 1A-1
- = A= 2 4
U=g=—=-du?= - ff (5.43)
Die Brucharbeit entspricht:
Wp=Gy-A (5.44)

Der Grenzfall fiir ein gerade noch stabiles Versagen lisst sich durch Gleichsetzen der beiden Grofien
ermitteln. Daraus folgt fiir die kritische Probenldnge g

2-FE-G
it = ——— 1 (5.45)

ct
HILLERBORG bezeichnet die Hélfte der kritischen Lénge als charakteristische Ldnge, die er als Ma-
terialeigenschaft definiert und als Maf fiir die Duktilitdt eines Baustoffes ansieht [37], s. Gl. (5.46]).
Je sproder das Material, desto kleiner die charakteristische Lange.
G
lchzzr = 72]0 (546)
ct
Neben der experimentellen Bestimmung kann die Bruchenergie geméaff MODEL CODE 1990[1] né-
herungsweise auch wie folgt ermittelt werden:

f 0,7
Gr = Gyo <fcm0> (5.47)

Hierbei ist G yg der vom Groftkorn diy,q, abhéngige Grundwert der Bruchenergie und fes,,, die mitt-

lere Zylinderdruckfestigkeit. Die Abhéngigkeit der Bruchenergie vom Groftkorndurchmesser belegt
z.B.TRUNK [08]. Typische Werte fiir die Bruchenergie von Beton liegen bei 50N/mm2-100N /mm?.
In MopDEL CODE 2010 wird die Bruchenergie dagegen wie folgt festgelegt:

Gp =13 f018 (5.48)

In beiden Ansétzen héngt die Bruchenergie von der Betondruckfestigkeit ab, und nicht von der
Zugfestigkeit, was physikalisch sinnvoller wére.
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Tabelle 5.1: Grundwert der Bruchenergie nach MODEL CODE 1990 in Abhangigkeit vom GroRtkorn-

durchmesser
Groftkorn doqe Gyo
[mm] [N/m]
8 25.0
16 30.0
32 58.0

Spannungs-Rissoffnungs-Beziehung Fiir die o-w-Beziehung existiert eine grofe Anzahl von Vor-
schlagen. Dabei lassen sich lineare/bilineare /multilineare Funktionen sowie Exponentialfunktionen
unterscheiden. Ein Spannungs-Risséffnungs-Gesetz, das nach JIRASEK gute Ubereinstimmung mit
Versuchswerten liefert, vgl. [48], wurde von REINHARDT[89)] entwickelt.

3

bzw.

|

Die Koeffizienten ¢; und co werden als Materialkonstanten angesehen. Die Risséffnung w,. entspricht

1+ <c1“’>3] exp <—czw> ~Ya+ed exp(—cz)} fur (5.50)

We We We

der kritischen Rissoffnung, bei der keine Spannungen mehr iiber den Riss {ibertragen werden kon-
nen. HORDIJK erzielte die besten Ubereinstimmungen mit Versuchen mit den Materialkennwerten
c1 = 3,0, c2 = 6,93 sowie w, = 160 pm, vgl. [44]. Da die kritische Riss6ffnung schwer zu messen
sei, handelt es sich laut HORDIJK bei w, mehr oder weniger um einen Anpassungsparameter. Die
Bruchenergie Gy lisst sich iiber die Integration der Spannungs-Rissoffnungsbeziehung ermitteln.

Fiir die Bruchenergie ergibt sich dann:

1 )’ 1 ,/1 3 6 6 5
— fuw, [ =146 (L) L0 = ) 0,501 -
Gy = faw [02{ +6<62> } {cz+cl <02+cg+c§+c§)+0 5(1+4¢}) ¢ exp (—ca)

(5.51)

Fiir die gewéhlten Materialparameter ergibt sich eine einfache, proportionale Beziechung zur Ermitt-
lung der Bruchenergie:

Gy =0,1947frw, (5.52)

Eine einfachere Formulierung, die nach JIRASEK zu ebenfalls vertretbaren Ergebnissen fiihrt, lautet:
w

g¢ — fct exp (—> (553)
wf
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Das Integral aus Gl. (5.53)) ergibt fiir die Bruchenergie folgende Formel:

Gy = /J(w)dw = Eeo/exp <—5> dw = fawy (5.54)
f
0 0

Der Kalibrierungsparameter w; entspricht in diesem Fall nicht der tatsdchlichen kritischen Riss-
6ffnung, sondern kontrolliert die Steigung des abfallenden Astes. Er kann aus den physikalischen
Grofen Gy und fe; wie folgt bestimmt werden:

_ Gy
_fct

Integriert man statt bis oo lediglich bis zur Rissweite w,., bei der der Riss als vollstéandig geoffnet
und somit spannungsfrei definiert ist, betrigt die Abweichung zur genaueren Abschétzung nach Gl.
(5.51)) nur 0,6%. Fiir die Bruchenergie fithrt dies auf:

Gy = fa /exp <—;l;> dw = fe {wf — Wy exp (;?)} (5.56)
0

Vergleicht man die unterschiedlichen Ansétze zur Ermittlung der Bruchenergie, lassen sich deutliche
Unterschiede feststellen. In der folgenden Tabelle sind die Werte fiir iibliche Betone dargestellt.
Bei der Ermittlung der Bruchenergie nach MODEL CODE 1990 wurde von einem Groktkorndurch-

(5.55)

wf

Tabelle 5.2: Vergleich verschiedener Ansitze fiir die Bruchenergie in N/m

fem fet HorbpLIK MODEL MODEL
(5.51) CoDE 1990 | CobE 2010
20,00 | 2,21 68,86 48,74 125,17
25,00 | 2,56 79,90 56,97 130,30
30,00 | 2,90 90,23 64,73 134,65
35,00 | 3,21 100,00 72,11 138,44
36,00 | 3,27 101,89 73,54 139,14
40,00 | 3,51 109,31 79,17 141,81
45,00 | 3,80 118,24 85,97 144,84
50,00 | 4,07 126,84 92,56 147,62
messer dpyg; = 16 mm ausgegangen. Die Zugfestigkeit wurde mit folgender Formel aus MODEL
CODE 2010 aus der Druckfestigkeit riickgerechnet:
fetm = 0,3 (far)?/? (5.57)

Es ist erkennbar, dass die Werte fiir die Bruchenergie stark streuen. Fiir die Modellierung von
unbewehrtem Beton ist die Bruchenergie allerdings ein entscheidender Parameter und hat einen
signifikanten Einfluss auf das Simulationsergebnis. Im Rahmen dieser Arbeit wird fiir numeri-
sche Simulationen der Ansatz nach HORDIJK nach Gl. verwendet, da er zum einen zwi-
schen den beiden Ansétzen der MODEL CODES liegt, und zum anderen mathematisch logisch aus
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der Spannungs-Rissoffnungs-Beziehung hergeleitet wurde. Da die Funktion zur Beschreibung der
Spannungs-Rissoffnungs-Beziehung aus [44] die Versuchswerte gut abbildet, liegt es nahe, die aus
dieser Kurve ermittelte Bruchenergie zu verwenden. Es erscheint daher sinnvoll, als Eingangspara-
meter die Zugfestigkeit zu verwenden, und nicht die Druckfestigkeit, wie in den Model Codes, da
hier zudem die Problematik besteht, dass fiir die Ermittlung der Zugfestigkeit als Mittelwert der
charakteristische Wert der Druckfestigkeit verwendet wird.

Crack Band Theory Einen etwas anderen Ansatz, der aber in die Fictitious Crack Methode iiber-
fithrt werden kann, beschreibt die Crack Band Theory nach BAZANT[I0]. Hierbei wird fiir die Brei-
te der Rissprozesszone eine finite Rissbandbreite b,, von ca. dem 3-5fachen Groftkorndurchmesser
angenommen. Die in der Bruchprozesszone lokalisierten Verformungen werden iiber die gegebene
Rissbandbreite verschmiert. Statt mit einer Spannungs-Risséffnungs-Beziehung wird die Entfesti-
gung nach Erreichen der Zugfestigkeit dann mit einer Funktion der Spannungen ¢ in Abhéngigkeit
von der fiktiven Rissdehnung e, beschrieben, die sowohl die lokalisierten Verformungen als auch
die gesamten Verzerrungen in der Prozesszone umfassen, vgl.[85], S.28. Der Zusammenhang zum
Fictitious Crack Modell ergibt sich zu

o= (5.58)

Daraus folgt fiir das Spannungs-Verzerrungs-Gesetz fiir ein gerissenes Element (vgl.[48]):

0= fo(ce) = fu (buee) (5.59)

Zunachst handelt es sich um die Rissbandbreite b,, um einen realen Materialparameter. Dieser muss
in der numerischen Berechnung jedoch auf Elementebene modifiziert werden. Hierzu wird statt des
realen Materialparameters b,, die sogenannte charakteristische Elementlinge l., oder I, verwendet,
die von der Elementgrofe und dem Elementansatz abhéngt. Die richtige Wahl dieses Parameters ist
entscheidend, um objektive, also netzunabhéngige Ergebnisse zu erzielen, s.a. Abschnitt [5.6]

Die Uberfithrung von einer Rissoffnungs- in eine Spannungs-Dehnungs-Beziehung lisst sich iiber die
Bruchenergie leicht herstellen:

We wc/bw
Gy — / oy (w)dw = by / oo(2)dey (5.60)
0 0

Wird beispielhaft die bekannte Exponentialfunktion fiir die Spannungs-Riss6ffnungs-Beziehung ge-
wahlt, ergibt sich Zusammenhang zwischen fiktiver Dehnung, Rissbandbreite und der Bruchenergie

wie folgt:
(0] o w
Gy = /a(w)dw = Eeo/exp <_w> dw = fewy

f

. - (5.61)

= bw/U(E)dE = fctbw /exp <_6€) de = fctbwsf
f
0 0
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-—
€

ef

Abbildung 5.29: o — ¢-Beziehung

Fiir den Zusammenhang zwischen der Rissbreite w; und der aquivalenten Verzerrung ey ergibt sich
in Abhéngigkeit von der Rissbandbreite b, in diesem Fall folgender Zusammenhang;:

wy _ Gy
€f = — = 5.62
! bw bwf ct ( )
Somit kann das Entfestigungsgesetz als o-e-Beziehung formuliert werden und es gilt
€
o(e) = faexp <—> (5.63)
ef

Mit diesem Ansatz ist nun eine objektive Beschreibung des Zugtragverhaltens von Beton im Rahmen
numerischer Simulationen moglich. Der Ansatz eines fiktiven Risses ist fiir die Modellierung im
Rahmen von Kontinuumsmodellen mit Diskontinuitét gut geeignet, fiir Kontinuumsmodelle ohne
Diskontinuitét bietet sich jedoch die Crack Band Theorie an, da diese wegen der Aufrechterhaltung
der Kontinuitdt einen rechentechnischen Vorteil darstellt.

5.5 Rissmodellierung in der FEM
5.5.1 Allgemeines

Fiir die numerische Umsetzung der analytischen Rissmodelle existieren verschiedene Konzepte. Die
reale Diskontinuitdt kann entweder diskret abgebildet werden, z.B. in Anlehnung an das Fictitious
Crack Modell, oder verschmiert, z.B. auf Basis der Crack Band Theory. Die folgenden Absétze sind
z.T. den Ausfiihrungen von KATTENSTEDT in [69] entnommen und behandeln die grundlegenden
Aspekte der in dieser Arbeit verwendeten Modellierungskonzepte. Eine sehr gute, zusammenfassende
Ubersicht iiber die verschiedenen Modellierungskonzepte unter Angabe der Originalquellen findet
sich in [48] sowie [42].

Kontinuumsmodelle mit Diskontinuitdt Die ersten Rissmodelle basierten auf einem diskreten
Ansatz, d.h. im Rahmen der FEM wurde ein diskreter Riss iiber eine Verschiebungsdiskontinui-
tat im FE-Netz modelliert , vgl. z.B. [78], [38]. Anfangs konnten zunéchst nur bekannte Risspfade
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modelliert und ihr Einfluss auf die Spannungen bewertet werden. Der Riss konnte ferner nur an Ele-
mentgrenzen, also zwischen Elementen auftreten. Uber bestimmte adaptive Techniken konnte spéter
auch die Rissinitiierung prognostiziert werden, die Elemente wurden dann an der entsprechenden
Stelle getrennt, vgl. z.B. [99]. Die o.g. Spannungs-Rissoffnungs-Beziehung kann mit sogenannten
Interface-Elementen implementiert werden.

Im Laufe der Jahre hat sich die Methode stark weiterentwickelt. Es ist heute beispielsweise we-
der die Kenntnis des Ortes der Rissbildung erforderlich, noch besteht die Einschriankung, dass sich
der Riss entlang von Elementgrenzen entwickeln muss. Stattdessen koénnen Diskontinuitdten des
Verschiebungsverlaufs innerhalb der Elemente abgebildet werden, indem die Elementformulierung
um zuséatzliche Freiheitsgrade erweitert wird, womit eine Art interne Teilung der Elemente bei der
Rissentwicklung erfolgt. Hierbei wird bei der konkreten Umsetzung zwischen dem Ansatz der ,Em-
bedded discontinuities*, z.B. [22],[81], [82], und der ,Extended Finite Elements Method (XFEM)“,
z.B.[74] unterschieden.

Allerdings hat sich die XFEM in kommerziellen Programmen bisher nur begrenzt durchgesetzt. Zum
einen ist die Modellierung von diskreten Rissen im dreidimensionalen Spannungsraum immer noch
aufwendig und bisher nicht fehlerfrei. Zum anderen eignet sich diese Modellierung grundsétzlich
eher fiir kleine Strukturen, bei denen die Modellierung weniger Makrorisse im Vordergrund steht.
Bei Bauteilen, bei denen nicht der genaue Rissverlauf, sondern eher das globale Tragverhalten von
Bedeutung ist, erweisen sich Modelle auf der Grundlage verschmierter Risse als zutreffend genug,
bei wesentlich weniger aufwendiger Formulierung und geringerem Rechenaufwand.

Kontinuumsmodelle ohne Diskontinuitdt Eine andere Herangehensweise liegt allen Modellen zu-
grunde, mit denen die Risse nicht diskret, sondern in irgendeiner Weise ,yerschmiert® modelliert
werden. Real bildet sich in der Betonstruktur nach Uberschreiten der Zugfestigkeit ein Riss, der ab
einer bestimmten Riss6ffnung spannungsfrei ist. Es existiert somit eine Verschiebungsdiskontinui-
tat. Im Rahmen der Kontinuumsmodelle ohne Diskontinuitét wird diese Verschiebungsdiskontinuitét
nicht abgebildet, sondern in eine kontinuierliche Beschreibung sowohl beziiglich der Verschiebungen
als auch der Verzerrungen iiberfiihrt. Dieser Ansatz korrespondiert mit der Crack Band Theory, da
hier ebenfalls die Auswirkungen der Rissbildung auf ein Rissband mit endlicher Lénge transformiert
werden und anschlieffend eine g-e-Beziehung verwendet wird.

Bei der verschmierten Rissbildung werden die Auswirkungen der Rissbildung auf die Materialsteifig-
keit oder -festigkeit auf Elementebene beriicksichtigt. Dies geschieht iiber die anteilige Flache oder
das Volumen der einzelnen Integrationspunkte. Hierfiir existieren unterschiedliche Ansétze, denen
allen gemein ist, dass durch die Rissbildung die Steifigkeit in denjenigen Elementen abgemindert
wird, bei denen mithilfe eines Risskriteriums die Rissbildung festgestellt wird. Somit besteht keine
Notwendigkeit, das Elementnetz zu dndern. Der zu modellierende Koérper wird weiterhin als Konti-
nuum behandelt, bei dem in bestimmten Elementen andere Materialeigenschaften vorliegen als bei
den iibrigen. Abbildung stellt eine Ubersicht iiber die Modellierungskonzepte dar.

Zur mathematischen Formulierung der Rissbildung sind folgende Parameter erforderlich:

e cin Kriterium zur Feststellung des Beginns der Rissbildung
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e die schon vorgestellte Spannungs-Rissoffnungs- bzw. Spannungs-, Riss“~-Dehnungs-Beziehung,
mit der die Evolution des Risses von der Rissinitiierung bis zur Bildung eines Risses, {iber den
keine Spannungen mehr iibertragen werden kénnen, beschrieben werden kann

Rissmodellierung in der FEM

Kontinuumsmodelle Kontinuumsmodelle Diskrete Modelle
ohne Diskontinuitaten mit Diskontinuitaten
Plastizitat | | Schadigung | | Smeared Crack || Microplane | | XFEM | Embedded I:I
discontinuities

kombinierte Modelle |

Abbildung 5.30: Rissmodellierung mit der FEM

Das Kriterium fiir die Rissbildung kann z.B. das Fliefkriterium nach RANKINE sein, mit dem auch
die Richtung der Risse festgelegt ist, welche nach diesem Kriterium normal zur Hauptzugspannung
ist.

Die konkrete Umsetzung des Konzepts der verschmierten Risse unterscheidet sich je nach zugrunde
liegender Theorie. Hierbei muss vor allem zwischen isotropen und anisotropen Ansétzen unterschie-
den werden. Gerade bei der Abbildung der Rissbildung infolge von Schubbeanspruchungen ist es
wichtig, dass das Modell in der Lage ist, das anisotrope Verhalten von Beton zutreffend abzubil-
den. Konkret bedeutet das die zutreffende Approximation der Entfestigung in Hauptzugrichtung
bei vergleichweiser geringer bzw. keiner Entfestigung in der Druckrichtung senkrecht dazu.

5.5.2 Smeared Crack Modelle

Die Smeared Crack Modelle gehoren zu den dltesten Modellen, mit denen die Rissbildung von Beton
beschrieben werden kann. Im Gegensatz zu vielen Modellen auf Basis der Plastizitédt oder der Scha-
digung handelt es sich bei klassischen Smeared Crack Modellen um einen vergleichsweise einfachen,
singenieurméfigen Ansatz, die durch Rissbildung induzierte Anisotropie des Werkstoffes Beton nu-
merisch im Rahmen von Kontinuumsmodellen abzubilden. Die Besonderheit dieser Modelle liegt in
ihrem mathematisch anisotropen, bzw. orthotropen Ansatz.

Das Konzept lasst sich in drei Unterkategorien einteilen:

e Modelle mit unveranderlichen, orthogonalen Rissebenen
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e Modelle mit unverdnderlichen Rissebenen, die beliebige Winkel einschliefen kénnen

e Modelle mit rotierenden Rissebenen

Modelle mit unveridnderlichen, orthogonalen Rissebenen - Orthogonal Fixed Crack Model Riss-
modelle mit unverdnderlichen, orthogonalen Rissebenen beruhen auf den Annahmen, dass sich bei
Erreichen der Zugfestigkeit des Betons in einem Integrationspunkt des finitem FElements ein Riss
in der Ebene normal zur Richtung der maximalen Hauptzugspannung bildet, und sich anschlie-
$end die Richtung der Rissebene nicht mehr &ndert. Die Spannungs-Dehnungs-Bezichungen werden
dann in dem betreffenden Punkt in einem lokalen Koordinatensystem formuliert, das im Falle ei-
nes ebenen Spannungszustands aus den beiden Achsen normal und parallel zur Rissebene besteht
[39]. Urspriinglich wurden im Rahmen einer elastischen Berechnung nach Uberschreiten der Zugfes-
tigkeit in Richtung der Hauptzugspannung alle zur Hauptdehnung korrespondierenden Groéfen im
Stoffgesetz gleich 0 gesetzt.

Ausgangspunkt ist das klassische, elastische Materialgesetz fiir orthotrope Materialien mit unter-
schiedlichen Werten fiir E-Modul und Querdehnzahl in den Orthotropierichtungen. Fiir einen biaxia-
len Spannungszustand mit einem Riss senkrecht zur lokalen 1-Richtung, die bei Rissinitiierung mit
einer der Hauptrichtungen tibereinstimmen muss, wird aus

o11 1 B wnk 0 €11

0922 = - 1/1E2 E2 0 £992 (5.64)
1-— 148%]

T12 O O (1 — V11/2)G Y12

somit nach Uberschreiten der Zugfestigkeit:

011 0 0 0 €11
J92 = 0 EQ 0 £929 (5.65)
T12 0 0 G 72

Bei der Rissinitiierung ist 712 = 0. Fiir den Zustand der Rissinitiierung ist dies korrekt, da durch die
Formulierung im Hauptspannungsraum keine Schubspannungen existieren und die Rissebene somit
frei von Schubspannungen ist. Jedoch drehen sich die Hauptspannungen bei weiterer Belastung auf-
grund der verdnderten Materialsteifigkeiten, bei jedoch unverénderten Richtungen der Rissebenen.
Real ist die Ubertragung von Schubspannungen durch Rissverzahnungskrifte und die Diibelwirkung
vorhandener Bewehrung mdglich. Daher ist es sinnvoll, fiir die FE-Modellierung im weiteren Verlauf
der Berechnung die Aufnahme von Schubspannungen zu gewéhrleisten. Dies geschieht durch den
sogenannten Shear Retention Fuaktor, der in Abhéngigkeit von der Rissdehnung formuliert werden
kann.

Fixed Crack Model mit Aufspaltung in elastische Verzerrung und Rissverzerrung Bei dem
zuvor vorgestellten Konzept sind die angegebenen Verzerrungen die Gesamtverzerrungen. Neben
dieser totalen Formulierung wurde bei der Weiterentwicklung des Modells dhnlich dem Vorgehen
bei der Plastizititstheorie eine Aufsplittung der Dehnungen in einen elastischen und einen Rissanteil
durchgefiihrt. Grundlegend fiir die Entwicklung eines derartigen Smeared Crack Modells sind die
Arbeiten von DE BORST und NAUTA[I3].
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5.5 Rissmodellierung in der FEM

Ein Teil der Verzerrung wird der Deformation des ungerissenen Materials zugewiesen, der andere
liefert den Anteil aus der Rissbildung. Dies fiihrt auf:

e=¢"+¢° (5.66)
Wie im Falle der Plastizitét gilt fiir die elastische Verzerrung das HOOKEsche Gesetz:
o = Ce° (5.67)

Die Rissdehnung, €€ représentiert in verschmierter Weise die zusétzliche Deformation resultierend
aus der Rissoffnung. Die Rissbildung wird durch das Erreichen der Zugfestigkeit initiiert. Dies ge-
schieht in vielen klassischen Modellen mit Hilfe des RANKINE-Bruchkriteriums bezogen auf die
maximale Hauptspannung. Mithilfe des Risskriteriums wird auch die Rissrichtung festgelegt, denn
definitionsgeméfs verlauft die Rissebene senkrecht zur Hauptzugspannungsrichtung. In einem loka-
len Koordinatensystem mit einer Achse n senkrecht zum Riss, und den Achsen m und [ parallel
zum Riss sind die einzigen Rissdehnungen # 0 die Dehnungen &5, vy, und v:,. Das heifit, die
Rissoffnung korrespondiert zu der Verzerrung in Normalenrichtung, wihrend die Rissgleitung durch
die Schubverzerrungen in den Ebenen senkrecht zur Rissebene hervorgerufen wird (vgl.[48]). Zur
Vereinfachung wird im Modellierungskonzept ein Riss als perfekt eben angenommen. Seine Richtung
kann eindeutig durch den Normalenvektor n senkrecht zur Rissebene festgelegt werden. Der Span-
nungsvektor mit den zu den Rissspannungen korrespondierenden Spannungskomponenten kann aus
den globalen Spannungen o geméifs der CAUCHYschen Annahme iiber die lokale Gleichgewichtsbe-
dingungwie folgt bestimmt werden:

t“=no (5.68)

Der Zusammenhang zwischen den globalen Spannungskomponenten und dem Rissspannungsvektor,
definiert im lokalen Koordinatensystem in Rissrichtung, l4sst sich leicht wie folgt herstellen:

t¢ = oppn + oppm + oyl (5.69)
wobei oy, = t°n = non der Normalspannung entspricht, und o,,, = t°n = nom bzw.
o = t°n = nol den Schubspannungen im Riss. Die Spannungskomponenten sind iiber das

Spannungs-Rissoffnungs-Gesetz mit den jeweiligen Verzerrungen verbunden. Dieses muss also ggf.
den Zusammenhang zu allen drei Verzerrungskomponenten beschreiben kénnen. Es ist naheliegend,
die Riss6ffnung nur den Normalverzerrungen €y, zuzuordnen und die Rissgleitungen den Schubver-
Zerrungen Yn,, sowie y,;. Diese entsprechen den Rissverzerrungen ausgedriickt im lokalen Koordi-
natensystem mit den Basisvektoren n, m und 1. Die globalen Verzerrungskomponenten erh&lt man
iiber die {ibliche Koordinatentransformation. In Tensornotation ergibt sich:

e =cp,n@n+7y,,(0@m)ym+ 70 Dsym = (0 ® e)gym, (5.70)
wobei
e’ = Eac’mn + "}/,?me + ’Y'rczll (571)
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den Rissdehnungsvektor assoziiert zu t¢ darstellt. Kombiniert man die Formeln ((5.66)), (5.67) und
(5.70), erhdlt man das konstitutive Gesetz zur Spannungsermittlung unter Berticksichtigung der
Rissbildung:

0=C:(e—¢)=C:(e—n®e° (5.72)

Voigt-Notation Neben der tensoriellen Schreibweise lassen sich vorhergehende Definitionen auch
in der VoiGT-Notation ausdriicken. Fiir die Rissverzerrung aus Gl. ([5.70)) lasst sich mit der VoIGT-
Notation folgende Transformationsbeziehung aufstellen (vgl. [48]):

BN [ nt nimi nily ]

€5 nj N2 nals e

eS| | nd ngms nsls o (5.73)
V55| |2nang mnams +mang  nals + long ’yncm '
13 2ning nims +ming nils + ling T

_7{2_ [2ning  nimg + mine nils + l1n2_

Die Transformation der Rissverzerrungen im lokalen Koordinatensystem auf die Verzerrungen im
globalen Koordinationsystem erfolgt mit der Transformationsmatrix Hierbei sind n;, m; sowie
l; die Komponenten der Einheitsvektoren des lokalen Risskoordinatensystems. In Kurzschreibweise
lasst sich obige Formel wie folgt ausdriicken:

e¢=T.se° (5.74)
Fiir die Spannungstransformation wird die umgekehrte Relation benétigt:
t° =T/ 0 (5.75)

Fiir die Beziehung zwischen den Rissspannungen t¢ und den Rissverzerrungen e lassen sich die
schon vorgestellten Spannungs-Separationsverzerrungen verwenden. Bisher wurde nur die Bezie-
hung normal zur Rissebene, also bezogen auf die Hauptzugspannung, nidher beleuchtet. Im Falle
eines Fixed Crack Models, bei dem die Rissrichtung wéhrend des Belastungsprozesses unveréndert
bleibt, muss auch ein funktionaler Zusammenhang zwischen der Schubspannung im Riss und der
Rissgleitung aufgestellt werden. Es ist naheliegend, den Schubmodul zu modifizieren. Die ersten
Konzepte sahen hierzu nur 