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Kapitel 1

Uberblick und Motivation

Auch wenn es nur der Wetterbericht ist, der die morgige Regenwahrscheinlichkeit
in Dortmund mit 20 % beziffert, heutzutage sind Wahrscheinlichkeitsprognosen in
vielen Bereichen des téglichen Lebens zu finden. Nicht nur in der Meteorologie,
sondern auch in der Medizin sowie in der Versicherungs- und Bankenbranche sind
Wahrscheinlichkeitsprognosen essentiell. So prognostiziert der Mediziner die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Schlaganfall, die Versicherung die Wahrscheinlichkeit fiir den
Eintritt eines Schadens und die Bank die Wahrscheinlichkeit fiir die Zahlungsunfa-
higkeit eines Schuldners. Und der Buchmacher hélt eine Wahrscheinlichkeit fiir den

Sieg des BVBs beim néchsten Heimspiel bereit.

Diese Arbeit befasst sich mit dem Qualitédtsvergleich von Wahrscheinlichkeitspro-
gnosen im Bereich Wirtschaft. Dabei stehen insbesondere Kreditausfallprognosen
im Mittelpunkt der Untersuchung. Eng verbunden mit solchen Wahrscheinlichkeits-
prognosen sind sogenannte Ratings. Diese werden nicht nur von Banken zur Bo-
nitatspriiffung potentieller Schuldner individuell und bankintern erstellt, sie sind
auch der zentrale Output von internationalen Ratingagenturen, siche Tabelle B.1

im Anhang. Solche Agenturen bewerten Anleihen, Firmen oder sogar ganze Staaten
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hinsichtlich des Ausfallrisikos. Thre Bewertung ist fiir ein Unternehmen oder einen
Staat entscheidend am Geldmarkt, etwa fiir die Hohe der aufzubringenden Zinsen

fiir Schuldverschreibungen.

Die grofiten internationalen Ratingagenturen sind Standard & Poor’s, Moody’s und
Fitch. Zusammen besitzen diese drei Agenturen einen EU-Marktanteil von tiber 90 %,
vgl. Tabelle B.2 im Anhang. Dabei kommt es nicht selten vor, dass das Ausfallrisi-
ko eines bestimmten Unternehmens von den Agenturen unterschiedlich eingeschétzt
wird. Die Bewertung von Ausfallprognosen widmet sich also Fragen der Art: Welche

dieser Ratingagenturen macht den besten Job?

Neben der methodischen Herausforderung ist die Bewertung von Ratingagenturen
von enormem wirtschaftlichen und gesellschaftlichen Interesse. Die Bedeutung die-
ser Agenturen hat bereits Friedman (1995) in einem Artikel der New York Times

herausgestellt:

LIn fact, you could almost say that we live again in a two-superpower world.
There is the U.S. and there is Moody’s. The U.S. can destroy a country by

leveling it with bombs; Moody’s can destroy a country by downgrading its bonds.“

Die Macht und damit auch die Verantwortung der Ratingagenturen, wurden in der
Finanzkrise ab 2007 offensichtlich. Den Ratingagenturen wird eine grofie Mitschuld
an der Entwicklung der Krise gegeben, da sie unter anderem unrealistisch gute Ra-
tings im Bereich der hypothekenbesicherten Wertpapiere vergeben haben sollen. Da-
durch seien falsche Anreize auf dem Markt gesetzt worden (Financial Crisis Inqui-

ry Commission, 2011, S. xxv).
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Bei der Erstellung von Wahrscheinlichkeitsprognosen und Ratings kommen statisti-
sche Verfahren, wie zum Beispiel die logistische Regression, die Diskriminanzanalyse
oder der Random-Forest zum Einsatz (Hosmer et al., 2013; Fraley & Raftery, 2002;

Breiman, 2001).

Ohne jedoch die Entstehung der Prognosen genauer zu betrachten, wird in dieser
Arbeit untersucht, wie die Qualitat von prognostizierten Ausfallwahrscheinlichkeiten
adaquat beurteilt werden kann. Hierbei sind zwei Kriterien entscheidend: Kalibrie-
rung und Trennscharfe. Eine Wahrscheinlichkeitsprognose ist kalibriert, falls sie mit
der tatsachlichen Ausfallwahrscheinlichkeit in der so bewerteten Schuldnermenge
iibereinstimmt. Diese Eigenschaft ist jedoch nicht hinreichend fiir eine gute Progno-
se: Angenommen in einer Population fallen 10 % der Schuldner aus. Die Prognose,
die jedem Schuldner eine Ausfallwahrscheinlichkeit von 10 % zuordnet, ist dann zwar
kalibriert, jedoch wertlos. Diese Prognose besitzt namlich keine Trennschéarfe, d. h.
Ausfille und Nichtausfélle sind anhand der Prognose nicht unterscheidbar. Kali-
brierung ist daher in vielen Arbeiten als notwendige Bedingung fiir Wahrscheinlich-
keitsprognosen vorausgesetzt, sodass sich konkurrierende Prognosen nur hinsichtlich
ihrer Trennschérfe vergleichen missen (Gneiting et al., 2007). Hier untersucht die
vorliegende Arbeit, wie sich Wahrscheinlichkeitsprognosen bei vorliegender Kalibrie-

rung vergleichen lassen.

Anreizerhaltende Score-Regeln sind in der Literatur das favorisierte Mittel zum
Vergleich von Verteilungsprognosen (Gneiting et al., 2007; Gneiting & Raftery,
2007). Diese skalarwertigen Qualitétskriterien messen den Abstand zwischen Pro-
gnose und realisiertem Ereignis und belohnen dabei die ehrliche Prognose eines

Prognostikers (eine genaue Definition gibt Kapitel 3). Aus Score-Regeln kénnen
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sogenannte Skill-Scores konstruiert werden. Diese kommen zum Einsatz, wenn zwei
konkurrierende Prognostiker unterschiedliche Populationen von Schuldnern bewer-
ten (Murphy, 1973; Wilks, 2006, S. 305). Bereits Gneiting & Raftery (2007) fordern
in ihrem Ausblick, die Eigenschaften von Skill-Scores genauer zu untersuchen. Dazu
wird in dieser Arbeit der Frage nachgegangen, inwiefern Skill-Scores von anreizer-

haltenden Score-Regeln selbst auch anreizerhaltend sind.

Halbordnungen zum Vergleich von Wahrscheinlichkeitsprognosen sind von besonde-
rem Nutzen, da sie Dominanz in einer ganzen Klasse von Score-Regeln garantieren
konnen (DeGroot & Fienberg, 1983; Vardeman & Meeden, 1983). Allerdings sind
solche Halbordnungen bislang nur fiir den Fall vorhanden, dass die zu vergleichen-
den Prognostiker die gleichen Schuldnerkollektive bewerten. Hier zeigen Kramer &
Neumérker (2016) neue Wege auf, indem sie eine Halbordnung fiir Wahrscheinlich-
keitsprognosen bei unterschiedlichen Schuldnerkollektiven definieren. Die weiterge-

hende Untersuchung dieser Halbordnung ist auch Gegenstand dieser Arbeit.

Der weitere Aufbau der Arbeit ist wie folgt: Kapitel 2 definiert die grundlegenden
Begriffe fiir den Umgang mit Wahrscheinlichkeitsprognosen, wie die Kalibrierung so-
wie die entsprechende Notation. In Kapitel 3 werden skalarwertige Qualitatskriterien
fiir Wahrscheinlichkeitsprognosen definiert und deren Eigenschaften beleuchtet. Die
Klasse der anreizerhaltenden Score-Regeln wird vorgestellt, und abschlieSfend wird
eine neue anreizerhaltende Score-Regel definiert. Das Kapitel 4 untersucht Halb-
ordnungen bei identischen Schuldnerkollektiven. In Kapitel 5 wird die Restrikti-
on identischer Schuldnerkollektive aufgegeben. Dazu wird eine neue Halbordnung,
die verallgemeinerte Lorenz-Ordnung definiert und untersucht. Das Kapitel 6 be-

fasst sich mit der Schatzung von monoton steigenden Ausfallwahrscheinlichkeiten zu
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gegeben Ratingklassen. Dazu wird ein Bezug zwischen der monotonen Regression
und der Lorenz-Ordnung hergestellt. Ein Anwendungsbeispiel in Kapitel 7 veran-
schaulicht die in dieser Arbeit herausgearbeiteten Ergebnisse durch einen Vergleich
der Ratingagenturen Standard & Poor’s, Moody’s und Fitch. Ein Fazit in Kapitel 8

fasst die wichtigsten Ergebnisse der Arbeit zusammen.






Kapitel 2

Grundbegriffe von

Wahrscheinlichkeitsprognosen

Formal gesehen, ist eine Wahrscheinlichkeitsprognose die Vorhersage einer Bernoul-
liverteilung und damit ein Spezialfall allgemeiner Verteilungsprognosen (Gneiting et
al., 2007). Verteilungsprognosen liefern in der Regel mehr Informationen als einfa-
che Punkt- oder Intervallprognosen. Statt ein bindres Ereignis direkt vorherzusagen
(Punktprognose), kann es daher sinnvoll sein, eine Wahrscheinlichkeit anzugeben,

mit der dieses Ereignis vermutlich eintritt.

Im Folgenden werden Wahrscheinlichkeitsprognosen fiir Kreditausfélle betrachtet.
Eine Wahrscheinlichkeitsprognose ist hier also eine prognostizierte Wahrscheinlich-
keit fiir das Ereignis, dass ein Kreditnehmer bis zu einem gewissen Zeitpunkt bzw.
in einer festgelegten Periode, seinen finanziellen Verpflichtungen nicht nachkommen
kann und daher ausfallt. Die Situation liele sich aber auch auf Vorhersagen anderer
bindrer Ereignisse tibertragen, wie beispielsweise dem Eintritt eines Versicherungs-

schadens oder der Insolvenz eines Unternehmens.
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Die Grundannahmen sind wie folgt: Eine Ausfallwahrscheinlichkeit ist als Eigen-
schaft einer Schuldnermenge zu verstehen. Die Schuldnerpopulation, also die Menge
aller betrachteten Schuldner, legt die Gesamtausfallwahrscheinlichkeit p; € (0,1)
fest. Liegen von einem einzelnen Kreditnehmer (kurz: Kredit) aus dieser Population
keine weiteren Informationen vor, so entspricht die Ausfallwahrscheinlichkeit dieses
Kredits gerade der Gesamtausfallwahrscheinlichkeit (a priori). Ein Wahrscheinlich-
keitsprognostiker hat jedoch nicht das Ziel, die Gesamtausfallwahrscheinlichkeit zu
schatzen und diese jedem Kredit zuzuordnen. Diese Prognose hatte namlich keinen
Wert, da sich Ausfille und Nichtausfille anhand dieser Prognose, der sogenannten
Trivialprognose, nicht unterscheiden lassen. Die Aufgabe eines Prognostikers liegt
vielmehr darin, anhand von weiteren Informationen des Individuums, wie dem Job,
dem Vermogen, dem Wohnort etc. ein Rating bzw. eine Wahrscheinlichkeitsprogno-
se zu erstellen und so Klassen von Krediten zu bilden. Die Wahrscheinlichkeit fiir
den Ausfall des Kredits sollte dann von der so erstellten Prognose abhéngig sein,
d. h. ,gut” bewertete Kredite sollten seltener ausfallen als , schlecht* bewertete. Das
Beste ist es, lediglich zwei Schuldnerklassen zu bilden und a priori alle Nichtausfalle
mit einer 0 %- und alle Ausfille mit einer 100 %-Ausfallprognose zu bewerten. Dies
ist in der Praxis zwar kaum moglich, jedoch mochte ein Prognostiker diesem Ideal
moglichst gut entsprechen. Insbesondere interessiert hier also die bedingte Ausfall-

wahrscheinlichkeit gegeben einer Prognose bzw. Ratingklasse.

Damit ist auch klar, dass zwei Prognostiker, die den gleichen Kredit mit verschiede-
nen Ausfallprognosen versehen, eventuell beide richtig (kalibriert) prognostizieren.
Je nachdem, auf welchem Informationsstand die Ausfallprognose beruht, kénnen
sich verschiedene bedingte Ausfallwahrscheinlichkeiten fiir ein und denselben Kredit

ergeben.
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Definition 2.1.

(i) Die Ausfallvariable © ~ P° = Bin(1,p,) sei eine mit p; € (0,1) ber-
noulliverteilte Zufallsvariable, die den Ausfall (© = 1) oder den Nichtausfall

(© =0) eines Kredits anzeigt.

(ii) Die diskrete Prognoseverteilung PX habe die Zihldichte q und den Triger
W = {ay,...,ax} mit 0 < a3 < ag < ... < ap < 1 und k € IN. Hierbei
ist W die Menge der maoglichen Wahrscheinlichkeitsprognosen, aus der ein

Prognostiker seine Prognosen wdhlen kann.

(iii) Ein Wahrscheinlichkeitsprognostiker ist iber die gemeinsame Verteilung
POX won Ausfallvariable und Prognose definiert. Diese bivariate Verteilung

habe die Wahrscheinlichkeitsfunktion r: {0,1} x W — [0, 1] mit
r(0,a;) =P(O©=0,X =qa;), 0€{0,1}, j=1,...k,

der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit, dass ein Kredit ausfallt bzw. nicht aus-

fallt und die Prognose a; € W erhdlt.

Beispielsweise macht der US Wetterdienst Prognosen fiir die Regenwahrscheinlich-
keit, die einem Vielfachen von 10 % entsprechen, d. h. es ist £ = 11. Nach Tabelle B.1

im Anhang besitzt Moody’s 21 Ratingklassen (k = 21).

Durch Betrachtung der Randverteilungen von P®* werden sofort zwei grundle-
gende Eigenschaften offensichtlich: Die Gesamtausfallwahrscheinlichkeit ergibt sich

k
durch p; = r(1,a;) und fir die Zahldichte der Prognosen folgt entsprechend
=1

j
q(a;) =7(0,a;) +r(1,a;), j =1,..., k. Tabelle 2.1 fasst diese Situation zusammen.



10 Kapitel 2: Grundbegriffe von Wahrscheinlichkeitsprognosen

Tabelle 2.1: Bivariate Verteilung der Ausfallvariablen © und der Ausfallprognose X
mit den zugehorigen Randverteilungen.

X
a a9 aj >
o 0 | 7(0,a1) 7r(0,a9) ... r(0,ar) | 1—py
L [r(l,a1) 7(l,a9) ... r(lyag) | p
| qla)  qlaz) ... qlak) 1

Fiir einen Wahrscheinlichkeitsprognostiker ist es unter anderem erstrebenswert, wenn
PX und P® eine hohe (positive) Abhiingigkeit aufweisen, denn Ausfille sollten
selbstredend abhéngig von der Prognose sein und genauso umgekehrt. Von besonde-
rem Interesse sind daher die bedingten Verteilungen PP und PXI®. Dabei ist POX
die bedingte Verteilung der Ausfallvariablen gegeben der Prognose, die fiir ¢(a;) > 0

definiert ist, mit Zahldichte

r(0,a;)

L 0efo,1), j=1,... k
q(ay)

p(fa;) =

Und ebenso ist P¥I® die bedingte Verteilung der Prognose gegeben der Ausfallva-
riablen fiir p; € (0,1) definiert durch die Zéhldichte

(0, a;)
(0, a;)

i=1

q(a; 16) = , 0e{0,1}, j=1,... k.

Ea

Neben der Abhingigkeit zwischen P* und P®, welche spéter unter dem Begriff der
Trennscharfe eingehend untersucht wird, sollten die Prognosen eines Wahrschein-
lichkeitsprognostikers kalibriert sein. Dies ist der Fall, wenn in einer mit der Aus-
fallwahrscheinlichkeit 2 % bewerteten Menge von Krediten, die wahre Ausfallwahr-
scheinlichkeit bei 2 % liegt. Folgend wird diese zentrale Eigenschaft iiber die bedingte

Verteilung der Ausfallvariable gegeben der Prognose definiert, also iiber P®IX.
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Definition 2.2. Die Prognosen eines Wahrscheinlichkeitsprognostikers mit bivaria-

ter Wahrscheinlichkeitsfunktion r : {0,1} x W — [0, 1] heiflen

(i) kalibriert, wenn fir die Zihldichte von P®X gilt:

p(1]a;) =

=a; Vj=1,...,k mitqg(a;) > 0.

(ii) semikalibriert, falls p(1|-) monoton steigend ist (Vardeman & Meeden, 1983).

Sind die Prognosen eines Wahrscheinlichkeitsprognostikers (semi-)kalibriert, so wird

auch der Prognostiker als (semi-)kalibriert bezeichnet.

Die Semikalibrierung ist eine schwéchere Forderung als die Kalibrierung selbst.
Siehe Kramer (2017) fiir eine ausfiihrliche Untersuchung von ROC- und Lorenz-

kurven bei semikalibrierten Wahrscheinlichkeitsprognosen.

Die Kalibrierung eines Prognostikers hat weitreichende Folgen fiir dessen bivariate

Verteilung von Ausfillen und Prognosen, wie das folgende Resultat zeigt:

Korollar 2.3. Gegeben sei ein kalibrierter Wahrscheinlichkeitsprognostiker mit bi-
variater Wahrscheinlichkeitsfunktion v : {0,1} x W — [0, 1] und einer Gesamtaus-

fallwahrscheinlichkeit von 0 < py < 1.

(i) Jede der drei folgenden Verteilungen legt die bivariate Verteilung von Ausfall-

pXle=0 pXle=1
, )

variable und Prognose P9X eindeutig fest: PX und

(it) Es gilt a;r(0,a;) = (1—a;)r(1, a;) firallej =1,..., k und damit insbesondere
r(1,0) =r(0,1) =0, d. h. die Prognosen 0 und 1 sind mit Wahrscheinlichkeit

Eins korrekt.
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(iii) Der Erwartungswert der Wahrscheinlichkeitsprognosen entspricht der Gesamd-
k

ausfallwahrscheinlichkeit, d. h. Y ajq(a;) = p1. (Die Randverteilungen der
Jj=1

bivariaten Verteilung P9~ haben gleiche Erwartungswerte.)

(iv) Fir q(1) # py ldsst sich die Gesamtausfallwahrscheinlichkeit iber die Erwar-

tungswerte der bedingten Prognoseverteilungen bestimmen.:

k
> ajq(a;]0)
7j=1

P11 = .
a;q(a; | 1)

M=

2
1+ Zlan(aj |10) —
‘]:

7j=1

Beweis: Aus der Definition der Verteilungen und der Definition 2.2 folgen direkt (i)

und (ii).

(iii) Fir a; > 0 gilt wegen der Kalibrierung ¢(a;) = T(%J), damit folgt

1, a;) (i) &
T‘( 70/]) (:)ZT(l,aj) :pl.
a; j=1

Zajq(aj)z > ajqla;) = Y a;

{a;>0} {a; >0}

(iv) Die Behauptung folgt mit (ii):

k k
(41) TO,CL‘ rl,a-
p1= Y aq(a;) =) a; 1( ])(1 —p1) +Zaj7( j)Pl
j=1 j=1 — DN j=1
k
= a;q(a; | 0)(1 = p1) + Y ajqla; | 1)ps
=1 =1
5~ ajq(a;]0)
a;q\a;
1)#£m =
q( )#g Py = J .
1+ X an(aj | 0) - a]Q(a] | 1)
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Gnueiting & Ranjan (2013) definieren marginale Kalibrierung fiir stetige Verteilungs-
vorhersagen. Die Eigenschaft 'Zk:1 ajq(a;) = p aus Korollar 2.3 (iii) ist dem &hnlich
und konnte als marginale Kali]l;rierung fiir Vorhersagen bei bindren Ereignissen de-
finiert werden. Dass diese Eigenschaft jedoch nicht hinreichend fiir einen , guten*

Prognostiker ist, wird bei Betrachtung der Trivialprognose deutlich:

Definition 2.4. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsprognostiker mit bivariater
Wahrscheinlichkeitsfunktion r : {0,1} x W — [0, 1] und einer Gesamtausfallwahr-
scheinlichkeit von 0 < p; < 1. Die Prognose des Wahrscheinlichkeitsprognostikers

heifst Trivialprognose, falls q(p1) = 1.

Offensichtlich ist die Trivialprognose kalibriert, da

p(1|p1) = a(p1) =r(1,p1) = p1.

Jedoch eignet sich die Trivialprognose nicht zur Unterscheidung zwischen Ausféllen
und Nichtausfallen, weshalb sie die schlechteste aller kalibrierten Vorhersagen dar-
stellt (Gegenstand des Kapitels 3.3). Im Gegensatz dazu steht der Prognostiker, der

den Ausfall bzw. Nichtausfall stets sicher vorhersagt:

Definition 2.5. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsprognostiker mit bivariater
Wahrscheinlichkeitsfunktion r : {0,1} x W — [0,1] und einer Gesamtausfallwahr-
scheinlichkeit von 0 < p; < 1. Die Prognose des Wahrscheinlichkeitsprognostikers

heifst perfekte Prognose, falls v(1,1) = p; und r(0,0) =1 — py gilt.

Bemerkung 2.6. Trennschdrfe ist die Fihigkeit zwischen Ausfdllen und Nicht-

ausfdllen in einer Schuldnerpopulation anhand der Wahrscheinlichkeitsprognosen
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unterscheiden zu konnen. Offensichtlich besitzt die Trivialprognose keinerlei Trenn-
schdarfe, da alle Kredite dieselbe Ausfallwahrscheinlichkeit (die Gesamtausfallwahr-
scheinlichkeit) zugeordnet bekommen. Die perfekte Prognose hat hingegen mazximale
Trennschdrfe. Auch jeder andere Wahrscheinlichkeitsprognostiker, der evakt zwi-
schen Ausfillen und Nichtausfdllen diskriminiert, hat maximale Trennschdrfe. Je-

doch ist von denen nur der mit der perfekten Prognose kalibriert.

Ist nicht die theoretische bivariate Verteilung eines Prognostikers relevant, sondern
eine Population von n € IN bewerteten Krediten, so konnen die Begriffe Kalibrie-
rung, Trivialprognose und perfekte Prognose auch fiir das Vorliegen einer bewerteten
Schuldnerpopulation definiert werden. Diese beiden Situationen sind inhaltlich zwar
eng miteinander verbunden, methodisch jedoch strikt voneinander zu trennen. Die

unterschiedlichen Sichtweisen und Methoden werden folgend motiviert.

Seien fiir jeden Kredit in der Population ein Rating r; € {Ry, ..., Ry} und die Aus-
fallvariable 6; € {0,1} gegeben, ¢ = 1,...,n. Dabei ist n die GroBe der Population

und 6; ist fiur ¢ = 1, ..., n definiert als

1, Kredit 7 fallt aus

0, Kredit ¢ fillt nicht aus.

Weiterhin sei jedes Rating R; mit einer Ausfallwahrscheinlichkeit a; verkniipft. Die-
se Wahrscheinlichkeit ist entweder bekannt oder sie wird aus 7 := (rq,...,r,) und
= (01,...,0,)" geschitzt. Folgend wird daher mit einer geschiatzten Wahrschein-
lichkeitsprognose z; € W := {a1,..., a1} gearbeitet. Beispielsweise konnte a; der
empirische Ausfallanteil in Ratingklasse R; oder die entsprechende Schatzung mit-

tels der monotonen Regression (Kapitel 6) sein.
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Definition 2.7. Gegeben sei eine Population von Krediten mit Ausféillen 0 e {0, 1}

3

L3 6, €0,1].
=1

und einem Gesamtausfallanteil von py 1=

(i) Die Wahrscheinlichkeitsprognosen T := (1, ..., x,) € W™ heiflen empirisch
kalibriert fir die Ausfdlle g, wenn fir alle j =1,...,k mit i Tiay(zi) >0
i=1

qgilt:

0il g4,y (s)

a0
Z; ]l{éj}(xi)

(ii) Der Vektor der Wahrscheinlichkeitsprognosen T = & € W heift Trivial-

prognose, wenn x; = py fir allei=1,... n.

(iii) Der Vektor der Wahrscheinlichkeitsprognosen Zp = & € wr heifit perfekte

Prognose, wenn x; = 0; fir allei=1,...,n.

Ein kalibrierter Wahrscheinlichkeitsprognostiker (Definition 2.2) liefert im Allge-
meinen keine empirisch kalibrierten Wahrscheinlichkeitsprognosen (Definition 2.7).
Trotzdem sind Resultate fiir empirisch kalibrierte Wahrscheinlichkeitsprognosen pra-
xisrelevant und hilfreich in der Anwendung von Kapitel 7. Wird die Ausfallwahr-
scheinlichkeit einer Ratingklasse beispielsweise durch den zugehorigen empirischen
Ausfallanteil oder das Verfahren der sogenannten monotonen Regression geschatzt
(Kapitel 6), dann sind die so generierten Wahrscheinlichkeitsprognosen (ex post)

empirisch kalibriert.






Kapitel 3

Skalarwertige Qualitatskriterien

In diesem Kapitel werden skalarwertige Qualitatskriterien fiir Wahrscheinlichkeits-
prognosen vorgestellt und untersucht. Dabei wird zwischen Kriterien unterschieden,

welche auf grafischen Methoden beruhen und den sogenannten Score-Regeln.

3.1 Gini-Koeffizient und AUC

Folgende Qualitatskriterien basieren auf grafischen Methoden, welche lediglich die
Verteilung der Prognosen und nicht die Prognosen selbst benutzen. Daher kénnen

die Prognosen hier auch als Ratings auf der Ordinalskala verstanden werden.

Die Lorenzkurve von Max Otto Lorenz (1905) ist auch heute noch ein Standardin-
strument zur Visualisierung der Ungleichheit von Einkommens- und Vermogensver-
teilungen einer Gesellschaft. So ist beispielsweise, der auf der Lorenzkurve basierende
Gini-Koeffizient eine wichtige Mafizahl im Armuts- und Reichtumsbericht der Bun-
desregierung (Bundesministerium fiir Arbeit und Soziales, 2017). Dartiber hinaus ist
die Lorenzkurve in den jahrlich erscheinenden Berichten grofler Ratingagenturen, wie

zum Beispiel in dem von Standard & Poor’s zu finden (Vazza & Kraemer, 2017).

17
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Hier wird die Lorenzkurve im Kontext der Wahrscheinlichkeitsprognosen definiert.

Definition 3.1. Seir : {0, 1} xW — [0, 1] die bivariate Wahrscheinlichkeitsfunktion
eines Wahrscheinlichkeitsprognostikers und py > 0 die Gesamtausfallwahrscheinlich-

keit. Die Lorenzkurve L : [0,1] — [0, 1] ist der Polygonzug durch die Punkte

(iq(aﬁ,iq(aﬂl)) , J=0,...k,

=1

0 0
wobei Y q(a;) == qla; | 1) := 0 ist.
=1 =1

Fiir ein u € [0, 1] besagt die Lorenzkurve, dass die u- 100 % bestbewerteten Kredite
einen Anteil von L(u) - 100 % an den Ausféllen besitzen. Damit eignet sich die Lo-

renzkurve zur Visualisierung der Trennschérfe eines Prognostikers.

Die Lorenzkurve verbindet die Punkte (0,0)" und (1,1)". Sie ist auf ihrem Definiti-

onsbereich konvex, falls der Prognostiker semikalibriert ist (Kramer & Posch, 2015).

Beispiel 3.2. Abbildung 3.1 (a) zeigt die Lorenzkurve eines kalibrierten Prognosti-
kers fiir den gilt: Ein Finftel aller Kredite erhalten die beste Ausfallprognose a; =0
und fallen nicht aus, d. h. (0.2,0)" ist ein Punkt auf der Lorenzkurve. Weiter besitzen
drei Finftel der Kredite die Prognosen a; = 0 oder ay = 0.25, und auf diese Kredite
entfdllt ein Viertel aller Ausfdlle, d. h. (0.6,0.25)" ist ein Punkt auf der Lorenzkurve.
Zusammen mit den (offensichtlichen) Punkten (0,0)" und (1,1)" ergibt sich so der

gesamte Polygonzug der Lorenzkurve.
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Bemerkung 3.3.

(i)

(i)

(iii)

Wihrend bei der Ungleichheitsmessung von Finkommen eine Lorenzkurve nahe
der Winkelhalbierenden erstrebenswert ist (geringe Ungleichheit der Einkom-
men), ist bei der Bewertung von Ausfallprognosen eine mdglichst durchgeboge-

ne Lorenzkurve winschenswert (hohe Trennschdrfe des Prognostikers).

Die hier definierte Lorenzkurve ist ein P-P-Plot (probability-probability-plot),
da sie zwei Verteilungsfunktionen gegeneinander abbildet (Gnanadesikan, 1997,
S. 228). Die Lorenzkurve zeigt somit an, wie die Prognosen der ausgefallenen

Kredite in der Menge der Prognosen liegen.

Ebenso wdre ein Polygonzug denkbar, der anstatt, der auf den Ausfall beding-
ten Prognoseverteilung q(.| 1), die auf den Nichtausfall bedingte Prognosever-
teilung q(.|0) verwendet. Dieser Polygonzug verlauft also durch die Punkte

J

(iqw,zq(aim)), =0k

=1

und wird zumeist als Lorenzkurve der Nichtausfdlle bezeichnet (Krimer
& Posch, 2015). Sie zeigt an, wie die Prognosen der nicht ausgefallenen Kre-

dite in der Menge der Prognosen liegen.
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In der Bankenwelt wird haufig statt der Lorenzkurve das sogenannte Cumulative
Accuracy Profile (CAP) verwendet (Engelmann et al., 2003). Das Cumulative
Accuracy Profile CAP : [0,1] — [0, 1] ist der Polygonzug durch die Punkte

J

. /
J
(Z q(ar—is1), ZQ(akﬂ'H | 1)) s J=0,...k,
i=1

=1

sodass sich dieses von der Lorenzkurve lediglich durch eine verdnderte Summations-
reihenfolge unterscheidet. Alle fiir die Lorenzkurve hergeleiteten Resultate aus Ka-
pitel 5 und 6 lassen sich ohne viel Arbeit auch fiir das Cumulative Accuracy Profile

formulieren.

Auf Basis des CAP wird das Accuracy Ratio als AR := Ag/Ap definiert, wobei
Apg die Flache zwischen CAP und Winkelhalbierender und Ap die Fliache zwischen

Winkelhalbierender und der CAP des perfekten Prognostikers ist.

Das bekannteste skalarwertige Qualitatskriterium, welches auf der Lorenzkurve be-

ruht, ist sicherlich der Gini-Koeffizient.

Definition 3.4. Der Gini-Koeffizient G € [0, 1] zur Lorenzkurve L ist das Dop-

pelte der Flache zwischen Winkelhalbierender und Lorenzkurve

1
G:=1-2 [ L(u)du.
[

Ein hoher Gini-Koeffizient ist bei der Bewertung von Kreditausfallprognosen wiin-

schenswert, vgl. Bemerkung 3.3 (i) und Abbildung 3.1 (a).
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Die ROC-Kurve veranschaulicht, ahnlich wie die Lorenzkurve, die Trennschéarfe eines

Prognostikers.

Definition 3.5. Seir : {0, 1} xW — [0, 1] die bivariate Wahrscheinlichkeitsfunktion

eines Wahrscheinlichkeitsprognostikers und 0 < p; < 1.

(i) Die ROC-Kurve (receiver operating characteristic curve) ROC : [0,1] —

[0, 1] ist der Polygonzug durch die Punkte

J

. /
J
(Z q(ar-i110), D q(ar—it1] 1)) ;o J=0,.. .k
=1

=1

(ii) Die AUC (area under the curve) ist die Fliche unterhalb der ROC-Kurve.

Die ROC-Kurve vergleicht die auf den Ausfall bedingte Prognoseverteilung PXI0=1
und die auf den Nichtausfall bedingte Prognoseverteilung PX®=C beziiglich ihrer
Lage, sieche Abbildung 3.1 (b). Fiir einen Prognostiker mit maximaler Trennscharfe
sind diese beiden Verteilungen in ihrer Lage vollkommen separiert. Fiir die Trivial-
prognose sind die Verteilungen identisch. Allgemein gilt: Fiir ein u € [0, 1] existiert
ein Rating, sodass u - 100 % der Nichtausfille und ROC(u) - 100 % der Ausfille
dieses oder ein ,schlechteres* Rating erhalten. Demnach ist eine stark (nach oben)

durchgebogene ROC-Kurve fiir einen Prognostiker wiinschenswert.

Uber die Beziehung AR = 2AUC — 1 hingen die Fliche unter der ROC-Kurve und

das Accuracy Ratio direkt voneinander ab (Engelmann et al., 2003).
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Abbildung 3.1: Lorenzkurve (a) und ROC-Kurve (b) eines kalibrierten Wahrschein-

lichkeitsprognostikers mit W = {0,0.25,0.75} und ¢(0) = £, ¢(0.25) = ¢(0.75) = 2

auf einer Schuldnerpopulation mit p; = 0.4. Damit ist ¢(0]0) = %, q(0.25]0) = %,
q(0.75]0) = ¢ und ¢(0.25]1) = 1, ¢(0.75|1) = 3. Die Lorenz- bzw. ROC-Kurve der
Trivialprognose entspricht der Winkelhalbierenden (gestrichelte Linie).

3.2 Score-Regeln

Im Gegensatz zu dem Gini-Koeffizienten und der AUC ist bei einer Score-Regel vor
allem nicht die theoretische bivariate Verteilung des Prognostikers relevant, sondern
eine Population von bewerteten Krediten (vorhergesagte Wahrscheinlichkeiten). Fur
jeden Kredit in der Population sind eine prognostizierte Ausfallwahrscheinlichkeit
z; € [0,1] und die Ausfallvariable §; € {0,1} gegeben, i = 1,...,n. Dabei ist n die

Grofe der Population und 6; ist fiir ¢ = 1,...,n definiert als

1, Kredit ¢ fillt aus

0, Kredit ¢ fallt nicht aus.

Sei 7 := (z1,...,x,) der Vektor der Prognosen und 6 := (6y,...,6,)" der Vektor
der Ausfélle. Eine Score-Regel beurteilt die Qualitat der Prognosen, indem sie den

Abstand zwischen den Prognosen in Z und den Ausféllen in 0 misst.
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Definition 3.6. Sei & € [0,1]" der Vektor der Wahrscheinlichkeitsprognosen und
0 € {0,1}" der Vektor der Ausfille.

(i) Eine Score-Funktion ist eine Abbildung s : {0,1} x [0,1] — R.

(it) FEine Score-Funktion heifit reguldr, falls fir 6 € {0,1} und x € [0, 1] gilt:

RU{x}, z=1-0
s(0,x) € too

R, sonst.

(iii) Eine Score-Regel (auch mittlerer Score genannt) ist eine Abbildung

S :{0,1}" x [0,1]" — R zu einer requliren Score-Funktion s mit:

S(é;f) :::L . s(0;, x;).
i=1

Eine Score-Funktion heifit nulloptimal, wenn s(6,z) = 0 <= 2 = 6 und sie wird

nichtnegativ genannt, wenn s(f,z) > 0 Vx € [0,1], § € {0, 1}.

Annahme 3.7. In dieser Arbeit werden ausschlief$lich Score-Regeln mit reguld-
rer und nichtnegativer Score-Funktion betrachtet. Auflerdem seien Score-Regeln

negativ orientiert, d. h. ein Prognostiker mdchte den Wert einer Score-Regel

minimieren.

Die Menge aller regularen nichtnegativen nulloptimalen Score-Regeln sei mit L,,,,

bezeichnet.

Die Score-Funktion misst die Abweichung zwischen der Prognose und der Ausfall-
variable. Hierbei ist s(f,x) auch als Verlust interpretierbar, der entsteht, wenn x

prognostiziert und 6 beobachtet wird.
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Die Auswahl an Score-Regeln in der Literatur ist grofS. Zu den populdrsten Score-
Regeln gehoren der Brier-Score, der Logarithmus-Score sowie der sphdrische Score.

Definition 3.8 gibt einen Auszug von Score-Funktionen bekannter Score-Regeln.
Definition 3.8. Eine Score-Regel S, wie in Definition 3.6, heifst . ..
(i) Brier-Score, wenn s(0,r) = (z — 0)? (Brier, 1950).

(i) Logarithmus-Score, wenn

—In(lz+6—-1]), 2#1—-6
s(0,z) = (Good, 1952).

0, r=1-—46

-1
(iii) sphdrischer Score, wenn s(0,x) =1— |z +6 — 1] ( 2+ (1— :E)2>

(Savage, 1971).

(iv) absoluter Score, wenn s(0,z) = |z — 0|.

Die Score-Regeln aus Definition 3.8 sind nulloptimal, nichtnegativ und regulér.

Dawid & Musio (2014) geben einen Uberblick iiber Score-Regeln bei allgemeinen Ver-
teilungsprognosen. So ist beispielsweise der Logarithmus-Score auch definiert tiber

die Score-Funktion

s(0,Q) = —Inp(6), (3.1)

wobei p die Dichte der prognostizierten Verteilung () und 6 eine Realisation der zu
prognostizierenden Verteilung ist. Mit ¢ = Bin(1, x) folgt fir x # 1 — 6 sofort die

Formulierung aus Definition 3.8: —In(z6 + (1 — x)(1 — 6)) = —In(jJx + 6 — 1|).
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Definition 3.9. Sei © ~ Bin(1,7) eine bernoulliverteilte Zufallsvariable mit Para-

meter m € [0,1]. Eine Score-Funktion s heifit anreizerhaltend (proper), falls

E(s(0,m) < E(s(©,x)) fir alle x € [0,1]. (3.2)

Die Score-Funktion s heifit streng anreizerhaltend (strictly proper), falls in Glei-

chung (3.2) fir alle x € [0,1]\{m} sogar echte Ungleichheit besteht.

Falls ein Wahrscheinlichkeitsprognostiker © ~ Bin(1,7) vermutet, dann sollte er
auch den Anreiz haben diese Prognose zu &uflern. Daher belohnt eine anreizerhal-
tende Score-Regel in dieser Situation die Prognose x = . Diese Prognose minimiert

dann den erwarteten Verlust (Brocker & Smith, 2007).

Bemerkung 3.10. Fir © ~ Bin(1,7), 7 € [0,1] und x € [0,1] ist die numerische
Zufallsvariable s(©,x) quasiintegrierbar, da s(-,-) > 0 ist. Daher existiert der Er-
wartungswert von s(0, ), auch wenn dieser eventuell nicht endlich ist (Bauer, 2001,

S. 14-16). Allerdings gilt stets E(s(©,m)) < oo, da s reguldr ist (Annahme 5.7).

Wird eine Score-Regel als anreizerhaltend, requldr, nulloptimal oder nichtnegativ
bezeichnet, so ist damit gemeint, dass die zugehorige Score-Funktion die entspre-

chenden Eigenschaften aufweist.

Das folgende Beispiel zeigt, dass der Brier-Score im Gegensatz zum absoluten Score

streng anreizerhaltend ist.
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Beispiel 3.11.

(i) Der Brier-Score ist streng anreizerhaltend, da fir eine feste aber beliebige Pro-

gnose x € [0, 1] und ein bernoulliverteiltes © gilt

E((x — 0)%) = 2* + E(©)(1 — 22). (3.3)

Betrachtung der ersten beiden Ableitungen von Gleichung (3.3) nach x liefert,
dass die eindeutige Minimalstelle bei x = E(O) liegt. Dies zeigt die Giiltigkeit

von Gleichung (3.2) (mit echter Ungleichheit) fiir den Brier-Score.

(ii) Fir den absoluten Score gilt E(|Jx — ©|) = = + E(O)(1 — 2x). Dieser Aus-
druck verhdlt sich monoton in x, sodass das Minimum im Allgemeinen nicht
durch x = E(O) erreicht wird. Genauer: Falls E(©) < 0.5, so ist x = 0 Mini-
malstelle und falls E(©) > 0.5, so ist diese x = 1. Fir E(©) = 0.5 ist jedes
x € [0,1] eine Minimalstelle. Der absolute Score ist also nicht anreizerhaltend,

da Gleichung (3.2) hier nicht erfillt ist.

Parry et al. (2012) betrachten Score-Regeln, die nicht nur von der Dichte der pro-
gnostizierten Verteilung an der Stelle § abhingen (vgl. Gleichung (3.1)), sondern
auch von den ersten Ableitungen der prognostizierten Dichte (lokal anreizerhal-
tende Score-Regeln hoherer Ordnung). Dabei betrachten sie insbesondere auch die

erwartete Score-Funktion, welche im Folgenden definiert wird.
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Definition 3.12. Sei © ~ Bin(1l,7) mit 7 € [0,1] sowie S eine Score-Regel mit

Score-Funktion s. Die Funktion g : [0,1] — R mit
g(m) == E(s(0,7)) =ws(l,7) + (1 — 7)s(0, )

heifst erwartete Score-Funktion von S.

Bemerkung 3.13. In Definition 3.9, Beispiel 3.11 und Definition 3.12 wird der
Erwartungswert der Score-Funktion in Abhdngigkeit einer festen Wahrscheinlich-
keitsprognose bestimmt. Mit einer Prognoseverteilung gemdfl Definition 2.1 ergibt

sich der Erwartungswert der Score-Funktion zu:

S(0,X):=E(s(0,X)) :zk:zlzs lL,aj)r(l,a;).

j=11=0

Ist der Prognostiker kalibriert, so ldisst sich der Ausdruck vereinfachen zu

S(6,X) = E(9(X)) = >_ g(a;)q(ay)

Jj=1

was sofort mit Definition 2.2 und 3.12 folgt. Ist der Wahrscheinlichkeitsprognostiker
kalibriert, so hdangt der Erwartungswert einer Score-Regel also allein von der Ver-
teilung der Prognosen ab (DeGroot & Eriksson, 1985). Diese Beobachtung ist mit

Korollar 2.3 (i) wenig iiberraschend.

Tabelle 3.1 gibt einen Uberblick iiber die Score-Funktionen und erwarteten Score-

Funktionen verschiedener Score-Regeln mit ersten und zweiten Ableitungen.
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Nach Savage (1971) hangt eine anreizerhaltende Score-Regel eindeutig von ihrer

erwarteten Score-Funktion ab:

Satz 3.14 (Savage, 1971; McCarthy, 1956). Eine Score-Regel S mit Score-

Funktion s : {0,1} x [0,1] — R ist genau dann anreizerhaltend, wenn

s(0,z) = g(z) + (0 — x)¢'(x), (3.4)

wobei g : [0,1] — R eine konkave Funktion und ¢’ ein Subgradient von g ist, d. h.
fir alle z,y € [0,1] gilt g(y) < g(x) + ¢'(z)(y — x). Dabei sei g’ reellwertig mit

Ausnahme, dass ¢'(0) = oo und ¢'(1) = —oo zuldssig sei.

Ist g differenzierbar auf (0,1), so ist ¢’ eindeutig und die erste Ableitung von g.
Die konkave Funktion g ist dann auferdem die erwartete Score-Funktion von S.
Die Score-Regel ist streng anreizerhaltend genau dann, wenn g aus Gleichung (3.4)

streng konkav ist.

Bemerkung 3.15. Score-Regeln kénnen alternativ so definiert werden, dass grofse
Werte der Score-Regel fiir einen Prognostiker erstrebenswert sind. Satz 3.14 liefSe
sich dann so formulieren, dass die zu einer (streng) anreizerhaltenden Score-Regel

gehdrende erwartete Score-Funktion (streng) konvex ist (Gneiting & Raftery, 2007).

Mit der Savage-Représentation wird auch deutlich, dass s(1, x) bzw. s(0, z) der Tan-

gente von g im Punkt (z, g(x))" an der Stelle 1 bzw. 0 entspricht, siehe Abbildung 3.2.
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ﬁ — —— Erwartete Score—Funktion $(1,0.3)
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Abbildung 3.2: Erwartete Score-Funktion des Logarithmus-Scores g mit eingezeich-
neter Tangente an der Stelle 0.3. Der Wert der Score-Funktion s(0,0.3) = 0.357 bzw.
s(1,0.3) = 1.204 entspricht dem Wert der Tangente ¢(0.3) + (z — 0.3)¢’(0.3) an der
Stelle x = 0 bzw. z = 1 (Gneiting & Raftery, 2007).

Mit Satz 3.14 konnen auch (streng) anreizerhaltende Score-Regeln aufgestellt wer-
den, da eine reellwertige (streng) konkave Funktion g eine (streng) anreizerhaltende
Score-Regel tiber Gleichung (3.4) definiert. So wird folgend der hyperbolische Score

eingefiihrt.

Definition 3.16. Die Score-Regel S, wie in Definition 3.6, mit Score-Funktion

s:{0,1} x [0,1] = R in der Form

s(0,x) = sinh(z) sinh(1 — x) + (x — ) sinh(2z — 1)

heifst hyperbolischer Score.

Korollar 3.17. Der hyperbolische Score ist streng anreizerhaltend mit erwarteter

Score-Funktion g(z) = sinh(x)sinh(1 — x).
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Beweis: Definiere die erwartete Score-Funktion als
1
g(x) := sinh(x) sinh(1 — x) ) i(cosh(l) — cosh(2z — 1)). (3.5)

Dabei gilt (x) wegen der allgemeinen Summenformel fiir den Kosinus-Hyperbolicus
Vz,y € R: cosh(z) — cosh(y) = 2sinh (’”—gy) sinh (mz;y) Die auf [0, 1] beschrankte

erwartete Score-Funktion hat die Ableitungen

¢'(z) = —sinh(2z — 1),

g"(x) = —2cosh(2z — 1) < 0,

sodass g streng konkav auf dem Intervall [0, 1] ist. Unter Ausnutzung der Savage-

Représentation (Gleichungen (3.4)) folgt
s(0, ) = sinh(x) sinh(1 — x) 4+ (z — #) sinh(2z — 1).

Also ist der hyperbolische Score nach Konstruktion tiber Satz 3.14 streng anreizer-

haltend. O

Bemerkung 3.18. Der hyperbolische Score ist nulloptimal, nichtnegativ und

requldr.

Mit Annahme 3.7 gilt fiir die erwartete Score-Funktion einer Score-Regel S € L,p,,:
(i) 9(0) = g(1) = 0 (folgt mit s(1,1) = 5(0,0) = 0),

(i) g(x) >0 Va € [0,1] (folgt mit s(6,x) >0 Va € [0,1], 8 € {0,1}).
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Diese einheitliche Form erleichtert den Vergleich von Score-Regeln und ist dabei we-
nig restriktiv, da sich Score-Regeln zumeist passend (linear) transformieren lassen.
Gneiting & Raftery (2007) betonen, dass anreizerhaltende Score-Regeln bei einer
linearen Transformation anreizerhaltend bleiben. Dawid (1998) spricht daher bei

solch transformierten Score-Regeln von dquivalenten Score-Regeln.
Die Score-Regeln aus Definition 3.8 werden in der Literatur héufig etwas anders
definiert. Beispielsweise ist auch

|z +6—1|
22+ (1 —1x)?

s(0,x) =

eine gebréuchliche Definition der Score-Funktion des sphérischen Scores (Kramer &
Gdittler, 2008). Da es sich dabei jedoch lediglich um eine lineare Transformation der
Score-Regel aus Definition 3.8 handelt, werden die verschiedenen Formen (dquiva-

lente Score-Regeln) hier nicht gesondert betrachtet.

Murphy (1973) definiert sogenannte Skill-Scores, die im Gegensatz zu einfachen

Score-Regeln, den Gesamtausfallanteil einer Schuldnerpopulation berticksichtigen:

Definition 3.19. Sei S eine Score-Regel und Tp bzw. ¥p der Vektor der Tri-
vialprognose bzw. der perfekten Prognose fiir die Ausfdlle 0 {0,1}"™ bei einem
Gesamtausfallanteil von py € (0,1). Dann ist der zu S gehérende Skill-Score
SK :{0,1}" x [0,1]" — R fiir 6 und die Prognosen T € [0, 1]" definiert durch

S(0, &) — S(6,%r)
S(0,Zp) — S0, %)

SK(f,%) :=
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Ein Skill-Score misst also die Qualitat einer Prognose im direkten Vergleich zur Tri-
vialprognose der Schuldnerpopulation. Er nimmt den optimalen Wert Eins an, wenn

¥ die perfekte Prognose ist und den Wert Null, falls & der Trivialprognose entspricht.

Statt der Trivialprognose kann auch eine beliebige Referenzprognose in der Defi-
nition des Skill-Scores verwendet werden (Gneiting & Raftery, 2007). Da jedoch
in dieser Arbeit der Vergleich verschiedener Schuldnerpopulationen im Fokus steht,

wird an der Trivialprognose als Referenz festgehalten.

3.3 Kalibrierte Prognosen

Dieser Abschnitt untersucht Qualitatskriterien im Falle, dass die Ausfallprognosen
kalibriert sind. Folgender Satz zeigt, dass die Trivialprognose im Sinne anreizerhal-

tender Score-Regeln, die schlechteste aller kalibrierten Prognosen ist.

Satz 3.20. Sei P9 die bivariate Verteilung eines kalibrierten Wahrscheinlichkeits-
prognostikers gemdfS Definition 2.1. Fir eine anreizerhaltende Score-Regel S (mit

konkaver erwarteter Score-Funktion) gilt dann:
(i) S(©,X) < 5(0,X7),
(i) $(6,X) > (6, Xp),
wobei Xp die Trivialprognose und Xp die perfekte Prognose fiir © ist.

Beweis: Teil (i) folgt sofort mit Bemerkung 3.13 und der Jensen-Ungleichung, da ¢

eine konkave Funktion ist:

5(6,X) = E(s(0, X)) = E(9(X)) < g (E(X)) = g(p1) = 5(0, X7).



34 Kapitel 3: Skalarwertige Qualitatskriterien

k
Mit ¢ der Zahldichte von P¥ gilt aufgrund der Kalibrierung p; = 3 a;q(a;). Somit
j=1

ergibt sich (ii):

S(O,Xp) = Zajq a;)g(1) + > (1 —a;)q(a;)g(0)

7j=1
k
=>_a(a;)(a;9(1) + (1 — a;)g(0))
7j=1
g konkav k
< > dlaj)gla;) = S(6,X).
7j=1

]

Bemerkung 3.21. Satz 3.20 ldsst sich auch fiir realisierte Werte von Score-Regeln
formulieren: Der Wert einer anreizerhaltenden Score-Regel (mit konkaver erwarteter
Score-Funktion), also S(é; X), ist bei empirisch kalibrierten Wahrscheinlichkeitspro-
gnosen maximal fir die Trivialprognose und minimal fiir die perfekte Prognose. Der

Nachweis ist analog zu dem von Satz 3.20.

Mit Satz 3.20 ist es wenig tiberraschend, dass fiir eine anreizerhaltende Score-Regel
und kalibrierte Prognosen SK € [0,1] und fiir nicht kalibrierte Prognosen

SK € [—o0,1] gilt.

Aus Satz 3.20 folgt auch, dass der Erwartungswert einer anreizerhaltenden Score-

Regel mit erwarteter Score-Funktion g fiir kalibrierte Prognosen im Intervall

[p1g(1) + (1 — p1)g(0) , g(p1)]

liegt. Fiir nulloptimale Score-Regeln ergibt sich entsprechend [0, g(p1)]. Dieses Inter-

vall hangt offensichtlich von der Gesamtausfallwahrscheinlichkeit p; ab. Also strebt
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der Erwartungswert einer nulloptimalen Score-Regel fiir p; | 0 zwangslaufig ge-
gen den (optimalen) Wert Null. Dies gilt insbesondere auch fiir die Trivialprogno-
se. Damit ist klar, dass sich bei unterschiedlichen Schuldnerpopulationen (mit un-
terschiedlichen Gesamtausfallwahrscheinlichkeiten) einfache Score-Regeln nicht zum
Vergleich der Vorhersagequalitét eignen. Diese Uberlegung motiviert im Nachhinein
die Definition und Verwendung von Skill-Scores, wenn Prognostiker unterschiedliche

Schuldnerpopulationen bewerten.

Bei Vorliegen einer bewerteten Schuldnerpopulation konnen die theoretischen Vertei-
lungen und die darauf basierenden Konstrukte dieses Kapitels (z. B. die Lorenzkurve)
durch die zugehorigen empirischen Verteilungen geschétzt werden. Beispielsweise

wird folgend die empirische Lorenzkurve definiert, dazu vorab:

Zu gegebenen Ausfillen § € R" und Prognosen 7 € W" = {ay,...,a,}" wird die bi-
variate ~ Wahrscheinlichkeitsfunktion eines Prognostikers geschétzt — durch

7:{0,1} x [0,1] — [0, 1], mit

i1 A 1 & .
r(l,aj) = gzgl]l{%}(a?l), ] = 1,...,]{3,
i=1
i A 1 & ‘
7(0,a;) :== - (=01, (z), j=1,....k
i=1
n k
Der Gesamtausfallanteil in der Population ist dann p; := % >0, = X (1, a).
i=1 j=1

Damit sind die Groflen §(a;), p(f]a;) und ¢(a; | 6) entsprechend wie in Kapitel 2

definiert.
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Definition und Korollar 3.22. Gegeben seien empirisch kalibrierte Wahrschein-
lichkeitsprognosen T € WP mit 0 <y <...<ap <1 fur die Ausfdlle g e {0,1}"
und ein Gesamtausfallanteil von py > 0. Dann ist die empirische Lorenzkurve,

also der Polygonzug durch die Punkte

i=1

j j '
=1

gleich dem Polygonzug durch die Punkte

Y g
1 =
) ! nl ) 1= 07 , I,
n Z l,j
j=1
wobet x(1y < w) < ... < @1y die geordneten Wahrscheinlichkeitsprognosen sind.

Beweis: Es ist sofort ersichtlich, dass beide Polygonziige ihre Steigung nur an maxi-
mal k—1 Stellen &ndern, da x; € {ay,...,ax}, Vi = 1,...,n. Der y-Koordinatenwert

der Lorenzkurve fiir ein beliebiges j € {1,...,k — 1} lautet nach Definition

j Jj on
i Z( ;) w2 2 0l ()
A A i=1 i=1j=1
> dla;|1) R = _
i=1 b1 D1

Aufgrund der Kalibrierung ist i 0;1 (e (2;) = i ;14,1 (x;), vgl. Definition 2.7.
j=1 1

Damit folgt

] n
J LS S el i T ow
> i = - ~ Lt day
i=1 p1 Y41

Da Korollar 2.3 (iii) auch bei empirischer Kalibrierung gilt, folgt die Behauptung.
O
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Murphy (1988) hat bereits den Zusammenhang zwischen Skill-Scores und dem Kor-
relationskoeffizienten untersucht. Unter der Annahme der Kalibrierung lasst sich

eine weitergehende Beziehung herausstellen:

Satz 3.23. Gegeben seien empirisch kalibrierte Wahrscheinlichkeitsprognosen
7 e W fir die Ausfille 6 € {0,1}" mit einem Gesamtausfallanteil von p; € (0,1).
Dann entspricht der Brier-Skill-Score (BSK ) dem quadrierten Korrelationskoeffizi-

enten (von Bravais und Pearson) zwischen T und 0:

M:

P1)(0: — p1)

BSK(0,7) 21
\/Z 1) > (0 — pr)?

=1

Beweis: Aus der Kalibrierung der Prognosen folgt:

: n
1y ;0 —sz (%)
nuis . nis
Somit ist
B LYy ai(l—z) =2y (1-L Y )
BSK(Q, f) — zil ZZI zzl
%;ﬂﬂ—@—%;%ﬂ—%;%)
n n 2
LEa- (L2 )
_ M=t i=1
- n n 2
% Z Ty — <,,11 Z xz)
i=1 i=1
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3.4 Anreizerhaltende Skill-Scores

Der Skill-Score einer anreizerhaltenden Score-Regel ist im Allgemeinen nicht anrei-
zerhaltend (Gneiting & Raftery, 2007; Jolliffe & Stephenson, 2008; Mason, 2008).
Als bekanntes Beispiel wird in der Literatur zumeist der nicht anreizerhaltende
Brier-Skill-Score genannt (Murphy, 1973). Dieses Kapitel geht der Frage nach, ob
der Skill-Score einer anreizerhaltenden Score-Regel, wie in Definition 3.19 und 3.9

eingefiihrt, iberhaupt anreizerhaltend sein kann.

Mit dieser Problematik beschéftigt sich bereits Murphy (1973), indem er den erwar-
teten Brier-Skill-Score betrachtet. Fiir die Trivialprognose unterstellt Murphy eine
feste Wahrscheinlichkeit (Referenz), gegen die der Wahrscheinlichkeitsprognostiker
antritt. Die Annahme einer fixen Trivialprognose wird im Folgenden aufgeweicht,
indem die Trivialprognose als zufélliger Gesamtausfallanteil in der Schuldnerpopu-

lation angesehen wird, vgl. Definition 2.7.
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Der Skill-Score einer nulloptimalen Score-Regel S mit Score-Funktion s und erwarte-
ter Score-Funktion g hat zu gegebenen Prognosen & € W und Ausfallen g e {0,1}"

die Form

SK(0, %) = — =" =
S(0,2p) — S(0,zr)
_,_ 50,9
S0, @r)
1 & os(0;,xy)
:1—— = s
n; 9(291)

wobei p; € (0,1) dem Gesamtausfallanteil in der Schuldnerpopulation entspricht.
Wichtig hierbei ist: Fiir p; = 0 oder p; = 1 ist der Skill-Score nicht definiert, da
g(0) = g(1) = 0 ist. Daher ist ein erwarteter Skill-Score mit zufilligem Gesamt-
ausfallanteil nur unter der Bedingung, dass mindestens einer und nicht alle Kredite

ausfallen, sinnvoll definiert.

Seien Oy, ..., 0, unabhingig bernoulliverteilte Zufallsvariablen mit ©; ~ Bin(1, 7;),
€ (0,1),i=1,...,n. Definiere 7 := (my,...,m,) und © := + i 0;. Der erwartete
i=1

Skill-Score einer Score-Regel S € L., ist dann:

(i, i
E(SK |0 € (0,1)) ZE( %) | 5 e (o, )).
o 9(0)
Fallsauch z; € (0,1),7 = 1,...,n, so ist der erwartete Skill-Scores garantiert endlich.
Da die Wahrscheinlichkeitsprognosen x4, . .., x, nicht zuféllig sind, spielt die bivaria-

te Verteilung von Ausfallvariable und Prognose hier keine Rolle. Diese Uberlegung

fithrt zur folgenden Definition anreizerhaltender Skill-Scores.
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Definition 3.24. Seien Oq,...,0, unabhdngig bernoulliverteilte Zufallsvariablen
mit ©; ~ Bin(l,m;), m € (0,1), i« = 1,...,n. Der Skill-Score der Score-Regel

S € Lyp, heifit anreizerhaltend, falls fir alle (x1,...,x,) € (0,1)™ gilt:

— n S(@Z’,I‘i)
Oc (0,1)) <> E (g G

Dabei ist s die Score-Funktion und g die erwartete Score-Funktion von S. Der

O € (0, 1)) : (3.6)

Skill-Score von S heifit streng anreizerhaltend, falls in Gleichung (3.6) fir alle

xz € (0, 1)"\{(m1,...,m)'} sogar echte Ungleichheit besteht.

Definition 3.24 koénnte als irrelevant bezeichnet werden, denn wie die folgenden Er-
gebnisse zeigen, sind Skill-Scores von anreizerhaltenden Score-Regeln S € L,,,,, mit

zweifach differenzierbarer erwarteter Score-Funktion selbst nicht anreizerhaltend.

Nach Definition 3.24 hiangt der erwartete Skill-Score also von der gemeinsamen Ver-

teilung von ©; und © ab, i = 1,...,n. Weil die Ausfallwahrscheinlichkeiten (mogli-

cherweise) unterschiedlich sind, folgt f: O, einer verallgemeinerten Binomialvertei-
i=1

lung mit Wahrscheinlichkeitsvektor 7, geschrieben i ©; ~ GB(7). Diese Verteilung
i=1

héngt vom Wahrscheinlichkeitsvektor 7 € (0,1)" ab und hat die Zahldichte

wﬁ(m);:p@@i:m): S [In[[(Q-m). m=0...n.

=1 AGBm icA jeAC

dabei ist B,, das Mengensystem, das aus allen m-elementigen Teilmengen besteht,

die aus dem Tréager {1,2,...,n} gebildet werden konnen.
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Satz 3.25. In der Situation von Definition 3.24 gilt firt=1,...,n

S((")i,[lfi) —_
E (g(@) O € (0, 1))

_ 2 s(0,20) - wz, (m) - (1 —m) + s(1,23) - wz, (m —1) - m .
5 (2) - (= wnl0) — weln) B

Dabei entspricht 7; dem Vektor @ ohne den i-ten Eintrag und wz der Zdihldichte

der verallgemeinerten Binomialverteilung mit Wahrscheinlichkeitsvektor 7.

Beweis: Zunéichst einmal gilt fir i =1,...,n

S(@i, :1:1)
" (9 ®)

n—1
_ S(O’MP(@i:O?@:m ‘ @E(O’l)>
m=1 g(%) "
n—1 . — raY
. 5(1,:51)13(@1:1,@:7”‘ @e(0,1)>
n
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Dajedoch 3 ©; ~ GB(®) und ¥ ©; ~ GB(#) folgt:
j=1 je{1,...n}\{i}

_ _ 2z (m)- (1 —m;
P(@i:O,sz‘@€(0,1)>_ w(m) - (1= m)
n 1 —wz(0) — wz(n)
o . Wz m—1 Uy
Analog kann gezeigt werden P (@i =1,0=2 ‘ O € (0, 1)) = 171:_)((0) w) (- Damit
folgt die Behauptung. n

Damit ist der Weg frei zur Bestimmung der im Sinne des erwarteten Skill-Scores

optimalen Prognosen.

Korollar 3.26. In der Situation von Definition 3.24 mazimieren die Wahrschein-

lichkeitsprognosen
n—1 Wz, (m—1)-m;
*x m=1 g(%) -
Ti T wz, . (m=1)-m+wz . (m)-(1-m;)’ t=1L...,m,
Z (4) (3)
m=1 a(%)

den Erwartungswert des Brier-Skill-Scores bzw. des Logarithmus-Skill-Scores, wo-

bei g die erwartete Score-Funktion der entsprechenden Score-Regel ist.
Beweis: Differenzieren von Gleichung (3.7) nach x; fihrt zur notwendigen

Bedingung fiir das Vorliegen der optimalen Prognose z}

2 8'(0,27) - wz g (m) - (L —m) + (1, 27) - wz, (m— 1) - m

m=1 g (%) (1 = wz(0) — wz(n))

= 0. (3.8)

Mit der Score-Funktion des Brier- bzw. Logarithmus-Scores, vgl. Tabelle 3.1 folgt die
Behauptung. Da die zweite Ableitung von Gleichung (3.7) nach x; groer als Null ist,
minimiert 7 den Ausdruck aus Gleichung (3.7) bzw. maximiert den entsprechenden

erwarteten Skill-Score. OJ
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Fiir den Brier- und Logarithmus-Skill-Score gilt im Allgemeinen =} # 7;, was leicht
durch Gegenbeispiele gezeigt werden kann. Dies ist fiir den Brier-Skill-Score nicht
iiberraschend, da dieser bekanntermaflen nicht anreizerhaltend ist. Es gilt jedoch

auch folgendes Resultat:

Korollar 3.27. Sei S € L,,, eine anreizerhaltende Score-Regel mit zweifach dif-
ferenzierbarer erwarteter Score-Funktion. Dann ist der zu S gehdrende Skill-Score

nach Definition 3.24 nicht anreizerhaltend.

Beweis: Gleichung (3.8) muss fiir anreizerhaltende Skill-Scores insbesondere fiir

x} = m; erfillt sein. Fir n = 2 und m; = m € (0, 1) ist dies dann dquivalent zu

s'(0,m1) - wa, (1) - (1 =) +8(1,m1) - wz, (0) - m =0

= §'(0,m) - m(l—m) +s(1L,m) - (1—m)m =0
= §'(0,m) = —s'(1,m).

Mit Gleichung (3.4) ist dies wiederum dquivalent zu

(1—m)g"(m)=m4g"(m) <= m =0.5.
£0

Also ist die notwendige Bedingung aus Gleichung (3.8) hier nicht fiir jedes
m € (0,1) erfillt. O

Beispiel 3.28. Seien O4, ..., O3y unabhdngig bernoulliverteilte Zufallsvariablen mit

©; ~ Bin(l,m; = ﬁ) firi = 1,...,30. Dieses Beispiel untersucht die folgenden

Fragen, jeweils fiir den Brier- und den Logarithmus-Skill-Score.

1) Wie sehen die Skill-Score optimalen Prognosen x} aus?
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2) Wie wverhdalt sich der Skill-Score, wenn als Prognose nicht x; = m;, sondern

x; = x} verwendet wird?

Zu 1): Die Skill-Score optimalen Prognosen werden mit Korollar 3.26 bestimmt. Ab-
bildung 3.3 zeigt, dass die Abweichung zwischen zf wund m; mit wachsendem
m; € [0.01,0.3] betragsmafsig grofler wird und dass z; < m; gilt. Auflerdem ist
die Abweichung fir den Logarithmus-Skill-Score hier betragsmdj$ig kleiner als fir
den Brier-Skill-Score. Vereinfacht ausgedriickt, verletzt der Logarithmus-Skill-Score
die Anreizerhaltung in diesem Beispiel also weniger stark als der Brier-Skill-Score.
Es sei darauf hingewiesen, dass der Brier-Skill-Score (bei fester Referenzprognose)

asymptotisch anreizerhaltend ist (Murphy, 1973; Jolliffe € Stephenson, 2008).
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Abbildung 3.3: Gegeben die Situation aus Definition 3.24 mit n = 30 und w; = ﬁ:

Abweichung zwischen der Ausfallwahrscheinlichkeit m; und der Skill-Score-optimalen
Prognose z7.

Zu 2): Tabelle 3.2 zeigt die erwarteten Skill-Scores (Logarithmus und Brier), jeweils

fiir # = @ und ¥ = T*, vgl. Satz 3.25. Zum Vergleich zeigt SK g, die simulierten
mittleren Skill-Scores. Mit Korollar 3.26 ist es nicht tiberraschend, dass die erwar-

teten und realisierten Skill-Scores mit ¥ = T* grofier sind als die mit T = 7.
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Tabelle 3.2: Seien ©; ~ Bin(1, m; = ﬁ;()) unabhéngig firi = 1, ..., 30. Die erwarteten
Skill-Scores fiir = 7 und & = #* sind mithilfe von Satz 3.25 bestimmt. Dabei ist £*
der Vektor der Skill-Score-optimalen Prognosen gemafl Korollar 3.26. Zum Vergleich

zeigt SK g die mittleren realisierten Skill-Scores von 108 Simulationen.

Brier-Skill-Score Logarithmus-Skill-Score
E(SK|©€(0,1)) SKgm | E(SK|© €(0,1)) SKgn
r=7 0.0040 0.0041 0.0228 0.0229
=1 0.0118 0.0119 0.0268 0.0268







Kapitel 4

Halbordnungen bei identischen

Schuldnerkollektiven

Dieses Kapitel untersucht verschiedene Halbordnungen zum Vergleich von Wahr-

scheinlichkeitsprognostikern bei identischen Schuldnerkollektiven.

4.1 Motivation

Ein Kreditausfall ist fiir eine Bank vor allem dann ungiinstig, wenn dieser Kredit
mit einer geringen Ausfallwahrscheinlichkeit bewertet wurde. Behr & Giittler (2004,
S. 149/150) verdeutlichen, dass der Logarithmus-Score einen solchen Fehler stérker
bestraft als der Brier-Score, weshalb der Logarithmus-Score dem Brier-Score im Kre-
ditrisikobereich vorzuziehen sei. Auch wenn solche Uberlegungen bei der Wahl einer
geeigneten Score-Regel beriicksichtigt werden sollten, sind sie nur bedingt hilfreich,
da beliebig viele skalare Mafle, wie z. B. Score-Regeln existieren. Die Wahl fiir ein
bestimmtes skalares Maf3 ist daher letztendlich immer ein Kompromiss. Dabei ist es
problemlos moglich, dass sich zwei Mafle beziiglich der gemessenen Vorhersagequa-

litdt widersprechen, wie folgendes Beispiel zeigt:

47
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Beispiel 4.1. Seien die Wahrscheinlichkeitsprognostiker A, B und C  gemdfs
Tabelle 4.1 definiert. Tabelle 4.2 zeigt die zugehorigen erwarteten Brier-, Logarithmus-

und sphdarischen Scores.

Tabelle 4.1: Prognoseverteilungen von drei (kalibrierten) Prognostikern mit einer
Gesamtausfallwahrscheinlichkeit von 10 % (gleiche Schuldnerpopulationen).

a;
0 01 02 1
q*(a;) | 0.532 0.240 0.190 0.038
q®(a;) | 0.626 0.020 0.320 0.034
q“(a;) | 0.563 0.330 0.050 0.057

Tabelle 4.2: Erwartungswerte vom Brier-, Logarithmus- und sphérischen Score fiir
drei kalibrierte Wahrscheinlichkeitsprognostiker, deren Prognosen geméafl Tabelle 4.1
verteilt sind. Die Erwartungswerte sind auf drei Nachkommastellen gerundet.

Erwarteter Score

Logarithmus Brier Spharisch

Prognostiker A 0.173 0.052 0.059
Prognostiker B 0.167 0.053 0.059
Prognostiker C' 0.132 0.038 0.043

Offensichtlich widersprechen sich der Logarithmus- und der Brier-Score bei der Be-
wertung der Prognostiker A und B. Nach dem Brier-Score ist A besser als B, hin-
gegen ist nach dem Logarithmus-Score B besser als A. Prognostiker C' ist beziiglich

aller drei Score-Regeln besser als A und B.

Von besonderem Interesse ist daher die Frage: Ist C' im Sinne aller anreizerhaltenden
Score-Regeln besser als A und B? Um Fragen solcher Art zu beantworten, werden
in diesem Kapitel verschiedene Halbordnungen vorgestellt. Es zeigt sich, dass die
hier gestellte Frage zu verneinen ist, jedoch gilt: C' ist besser als A beziiglich aller

anreizerhaltenden Score-Regeln (Fortsetzung in Beispiel 4.7).
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Fir zwei Wahrscheinlichkeitsprognostiker A und B, die mittels einer Ordnungsrela-

tion verglichen werden, sei die folgende Notation definiert:
(i) A> B, falls A so gut wie B oder besser im Sinne der Ordnungsrelation ist.
(ii)) A > B, falls A besser als B im Sinne der Ordnungsrelation ist.

Weiter sei A = B, falls A und B die gleiche bivariate Verteilung von Ausfallvariable

und Prognose besitzen.

Definition 4.2. Seien A, B und C drei beliebige Wahrscheinlichkeitsprognostiker.
Fine Ordnungsrelation ,>“ auf der Menge der Wahrscheinlichkeitsprognostiker bil-

det eine Praordnung, wenn die Eigenschaften
(i) Reflexivitdt: A > A,
(i) Transitivitdt: Falls A> B und B > C, so folgt A > C

erfillt sind. Die Ordnungsrelation bildet eine Halbordnung, wenn neben (i) und (ii)

auch die Eigenschaft
(iii) Antisymmetrie: Falls A > B und B > A, so folgt A= B

erfillt ist. Die Ordnungsrelation bildet eine Totalordnung, wenn neben (i)-(iii)

auch die Eigenschaft
(iv) Totalitdt: Es gilt A> B oder B> A

erfillt ist.

Im Folgenden ist die in Kapitel 3 eingefithrte Notation mit dem Prognostiker spe-

zifischen Buchstaben indiziert. So ist beispielsweise ¢“(a;) die Wahrscheinlichkeit,
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dass Prognostiker A die Prognose a; abgibt. Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsprogno-
stiker A und B auf demselben Schuldnerkollektiv folgt dann insbesondere fiir die

k
Gesamtausfallwahrscheinlichkeit: p; = Z r4(1,a;) = 3 rB(1, ;).
i=1

4.2 Refinement-Ordnung

Die Refinement-Ordnung ist eine Halbordnung fiir kalibrierte Wahrscheinlichkeits-
prognostiker auf derselben Schuldnerpopulation. Mathematisch liefert diese Halb-
ordnung ein Konzept zum Vergleich zweier diskreter Verteilungen mit gleichem Er-
wartungswert. Die Refinement-Ordnung wurde von DeGroot & Fienberg (1981) vor-
gestellt und basiert auf einer Transformation der Prognoseverteilung mittels einer

spaltenstochastischen Matrix.

Definition 4.3. Eine Matriv M = (M;;); j=1..x € R¥F*, heifit spaltenstochas-

-----

tisch genau dann, wenn alle Fintrage nichtnegativ sind und sich die Fintrage in

jeder Spalte zu Eins aufsummieren.

Definition 4.4 (DeGroot & Fienberg, 1981). Seien A und B kalibrierte Wahr-
scheinlichkeitsprognostiker auf derselben Schuldnerpopulation. A dominiert B beziig-
lich der Refinement-Ordnung (A >r B) genau dann, wenn eine spaltenstochas-
tische Matriz M = (M;;); j=1

r € RM® existiert, sodass die Gleichungen

-----

Miiq*(a;) = ¢"(ai), i=1,...,k, (4.1)

Mija;q*(a;) = aig®(ai), i=1,....k, (4.2)

erfillt sind.
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Die Refinement-Ordnung ist ein Ordnungskonzept zum Vergleich von kalibrierten
Prognoseverteilungen mit gleichem Erwartungswert hinsichtlich der Spreizung der

Prognosen (gleichbedeutend mit Trennschérfe).

Zur besseren Interpretation lassen sich Gleichung (4.1) und (4.2) umschreiben, so-

dass fiir zwei kalibrierte Vorhersager folgt

k
(0,a;) +77(1,a;) =Y M;(r*(0,a5) + (1, a;)) i=1,...k,
j=1
k
1al :Z 1CL] 2215 7k

Subtraktion der beiden Gleichungen voneinander liefert eine alternative Definition
der Refinement-Ordnung: A > B ist dquivalent zu, fiir zwei kalibrierte Wahrschein-
lichkeitsprognostiker A und B auf derselben Schuldnerpopulation existiert eine spal-

tenstochastische Matrix M = (M;;); j=1,..k € R*** sodass gilt:

r2(0,a1) 72(1,ay) My, ... M r2(0,a;) r4(1,a;)
rB(0,ar) rP(1,az) My ... M r4(0,ax) (1, a)
—:RB —RA

Die bivariate Verteilung von B ergibt sich also aus der bivariaten Verteilung von A
iiber die Transformation mit einer spaltenstochastischen Matrix M. Dabei wirkt M
auf beide Spalten in R4 gleich. Wegen der Kalibrierung kann die so entstehende

Prognoseverteilung von B daher nur weniger trennscharf sein als die von A.
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Beispiel 4.5. Tabelle 4.3 zeigt die Prognoseverteilungen von finf kalibrierten Wahr-
scheinlichkeitsprognostikern. Offensichtlich ist Prognostiker B trennschdrfer als die
Trivialprognose von Prognostiker A, d. h. B >r A. Die Prognostiker C und D tei-
len die Kredite in die Ausfallklassen 5 %, 15 % und 45 % bzw. 5 %, 10 % und
45 % auf und sind wiederum trennschdarfer als Prognostiker B, d. h. C' >r B und
D >g B. Die perfekte Prognose von Prognostiker E besitzt mazximale Trennschdrfe
und dominiert daher alle anderen Prognostiker beziiglich der Refinement-Ordnunyg.
Tabelle 4.3: Verteilung der Ausfallwahrscheinlichkeiten von fiinf kalibrierten Wahr-

scheinlichkeitsprognostikern. Die Gesamtausfallwahrscheinlichkeit in der Schuldner-
population betragt 20 % (entspricht dem Erwartungswert der Prognoseverteilun-

gen).

Verteilung der Kredite auf die Ausfallklassen

Ausfallwahrscheinlichkeit A B C D E
0% 0 0 0 0 0.8

5 % 0 0.25 0.1 0

10 % 0 0.5 0 0.6 0

15 % 0 0.50 0

20 % 1 0 0 0

30 % 0 0.5 0 0 0

45 % 0 0 0.25 0.3 0

100 % 0 0 0 0 0.2

Die Prognostiker C' und D sind nicht beziiglich der Trennschérfe (Refinement-Ord-
nung) vergleichbar: Weder gilt C >r D noch D >r C. Die Refinement-Ordnung ist
also auf der Menge der kalibrierten Wahrscheinlichkeitsprognosen keine Totalord-

nung (sondern lediglich eine Halbordnunyg).

Die Suffizienz-Ordnung liefert ein Konzept zum Vergleich zweier Wahrscheinlich-
keitsprognostiker ohne Kalibrierung (DeGroot & Fienberg, 1983). Dabei dominiert

Prognostiker A den Prognostiker B nach der Suffizienz-Ordnung, wenn fiir eine
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-----

spaltenstochastische Matrix M = (M;;); j=1.. x € R¥** gilt:

k
qB(ai|0):ZMiqu(aj|9), \V/izl,...,k, 0 e {0,1}

=1

Bei vorliegender Kalibrierung der beiden Prognostiker reduziert sich die Suffizienz-

Ordnung zur Refinement-Ordnung.

Die Refinement-Ordnung ist eng mit anderen Vergleichskriterien verbunden, welche
im Folgenden dargelegt werden. Satz 4.6 beschreibt unter anderem den Zusammen-

hang zur Lorenzkurve.

Satz 4.6. Seien A und B kalibrierte Wahrscheinlichkeitsprognostiker auf derselben
2u bewertenden Schuldnerpopulation. Sei LA und L® die Lorenzkurve von A und B.
Weiter sei g eine auf [0, 1] stetige und konkave Funktion, dann gilt:

(i) A>r B <= L4x) < LP(x) Vxe|0,1],

(i) A2 B = S (a;—a)(gMa) — qP(a) 20 Wj=2,... k-1,

=1

k k

(i) A>p B <= Elg(ai)qf‘(ai) < ;g(ai)qB(ai)-

Beweis: (i) DeGroot & Eriksson (1985). (ii) DeGroot & Fienberg (1981).

(iii) Hardy et al. (1929). O

Mit Satz 4.6 (iii) und Bemerkung 3.13 folgt fiir zwei kalibrierte Wahrscheinlichkeits-

prognostiker A und B auf derselben zu bewertenden Population von Krediten:
A>r B < S5(0,X%) <5(0,X5) (4.3)

fir alle anreizerhaltenden Score-Regeln S (Kramer, 2006).
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Beispiel 4.7 (Fortsetzung von Beispiel 4.1).

Seien die Prognostiker A, B und C' wie in Beispiel 4.1 gegeben. Abbildung A.1 im
Anhang zeigt die zugehorigen Lorenzkurven. Hier ist C' > A, sodass mit Satz 4.6
der Prognostiker C' im Erwartungswert besser ist als Prognostiker A beziglich aller

anreizerhaltenden Score-Regeln, vgl. Gleichung (4.3).

Im Folgenden wird die Refinement-Ordnung fir den Spezialfall W = {ay, as, as, a4}
ausfithrlich diskutiert. Dabei seien sowohl die perfekte Prognose als auch die Trivi-

alprognose moglich und ag € (py, 1) beliebig aber fest, sodass W = {0, py, as, 1} folgt.

Wie kann ein kalibrierter Wahrscheinlichkeitsprognostiker nun seine Prognosen wah-
len und welchen Einfluss hat diese Wahl auf den Vergleich mit einem anderen kali-
brierten Prognostiker beziiglich der Refinement-Ordnung? Diese Fragen beantwortet

der folgende Satz.

Satz 4.8. Seien A und B kalibrierte Wahrscheinlichkeitsprognostiker auf derselben
Schuldnerpopulation mit Gesamtausfallwahrscheinlichkeit 0 < p; < 1. Sei W =
{0, p1, a3, 1} die zuldssige Menge der Wahrscheinlichkeitsprognosen mit ag € (p, 1).

Mit den Grenzen

b= (0" ) = () + 4" (0s). (44)
by = T (%) = 4" () + ¢ () (45)

qgilt:
(i) A>r B < ¢"*(a3) < min{by, b},

(ii) B >r A <= ¢"*(a3) > max {by, by}.
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(iii) Es besteht nach der Refinement-Ordnung keine Dominanz zwischen A und B

genau dann, wenn

A( (b1,b2), ¢*(p1) < ¢®(p1)

q a3)€
(b2,b1), q*(p1) > ¢%(m).

4 4
Beweis: Fiir die Prognoseverteilungen von A und B gilt 3° ¢*(a;) = X ¢®(a;) = 1
j=1 j=1

4 4
und aufgrund der Kalibrierung zusétzlich 3 aj¢*(a;) = 3 a;q%(a;) = pi.
=i =1
Damit sind pro Prognostiker zwei Gleichungen gegeben. Diese fiihren fiir A zu einer

Prognoseverteilung der Form ¢4 := (¢*(a1), ..., q¢"*(as)) € R* mit:

(1 =p)(1 = A) = A(L — as)
A

Ay

pl(l — )\114) — )\‘5‘&3

wobei

p(1 =X

0< A
0< M\
~ 9 as

IN

erfiillt seien miissen (genauso fir B indiziert). Sei nun A >z B, dann gelten wegen

Satz 4.6 (ii) die Ungleichungen:

(a2 — a1)(q”(a1) — ¢"(a1)) > 0,

(a3 — a1)(q¢*(a1) — ¢"(a1)) + (a3 — a2)(¢"(a2) — ¢"(az)) > 0.

Einsetzen der Losung aus Gleichung (4.6) und Umstellen der Gleichungen nach A3
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liefert Grenzen fiir gegebene AP, A\P-Werte in Abhéingigkeit von \{!

X< ELOP - + 0,
3

=1 (A{Y)
1—p

A < (AT = A0 + 27,

=:by (}\‘?)

sodass gilt:

A>p B =X <min{b(A\), b\ },

B >p A<= A >max {bi(\M), (M)},

wobei die Gleichungen (4.7) und (4.8) erfiillt seien, damit die Verteilungen wohlde-
finiert sind. Damit ldsst sich auch leicht erkennen, dass genau dann keine Dominanz

zwischen A und B vorliegt, wenn

(bs(A), b (M), M < AP

)\A
2 e
(b2(A), b (M), A > AP

Bemerkung 4.9.

(i) Satz 4.8 verdeutlicht auch, dass fir den Fall W = {ay, as, a3, a4} die komplette
bivariate Verteilung r(-,-) eines kalibrierten Wahrscheinlichkeitsprognostikers

durch zwei Fintrige des Vektors (q(a1),q(az2), q(as),q(as))" festgelegt ist.
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(ii) Hier gilt nach Voraussetzung az # py. Fir ag = py, also W = {0, p, 1}, ist die
Refinement-Ordnung eine Totalordnung. Von zwei kalibrierten Wahrschein-
lichkeitsprognostikern auf demselben Schuldnerkollektiv ist in diesem Fall der

mit weniger Wahrscheinlichkeitsmasse auf p1 dominant.

Abbildung 4.1 veranschaulicht die Aussage von Satz 4.8. Hier ist
e p; = 0.1 die Gesamtausfallwahrscheinlichkeit in der Schuldnerpopulation,
e W =1{0,0.1,0.2,1} die zuldssige Menge der Wahrscheinlichkeitsprognosen,

e ¢8 =(0.553,0.190,0.220,0.307)" die Prognoseverteilung des kalibrierten Wahr-

scheinlichkeitsprognostikers B.

Wegen der Gleichungen (4.6), (4.7) und (4.8) gehort jeder Punkt auf den markier-
ten Flidchen zu genau einer kalibrierten Prognoseverteilung. Die Prognoseverteilung
von B wird eindeutig durch den Punkt (¢#(0.1),¢%(0.2))" = (0.190,0.220)" festge-
legt, dieser ist blau eingezeichnet. Genauso legt (¢*(0.1),¢*(0.2))" die Prognosever-
teilung von A eindeutig fest und je nach Auspriagung, gilt entweder A >g B oder
B >k A oder A und B lassen sich nicht beziiglich der Refinement-Ordnung verglei-
chen. Die zugehorigen Flachen in der Abbildung sind durch die Grenzen b; und b,

aus Satz 4.8 voneinander getrennt.
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Abbildung 4.1: Dominanz nach der Refinement-Ordnung zwischen zwei kalibrierten
Wahrscheinlichkeitsprognostikern A und B. Hier gilt p; = 0.1, W = {0,0.1,0.2, 1}
und ¢8 = (0.553,0.190, 0.220,0.307)". Die Dominanzbeziehung ist in Abhingigkeit
von (¢(0.1),¢*(0.2))" zu verstehen. Die Grenzen b; und by aus Satz 4.8 sind einge-
zeichnet. Offensichtlich: Die Prognose von A entspricht der perfekten Prognose im
Punkt (0,0)" und der Trivialprognose im Punkt (1,0)".
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4.3 Vardeman-Meeden-Ordnung

Die Vardeman-Meeden-Ordnung ist eine Halbordnung fiir Wahrscheinlichkeitspro-
gnostiker, wenn diese identische Schuldnerpopulationen bewerten. Unabhangig von
Kalibrierung ist die Frage sinnvoll, welcher von zwei Prognostikern den Ausfillen
bzw. Nichtausfallen a priori die grofleren bzw. kleineren Ausfallprognosen zuordnet.
Im Mittelpunkt stehen daher die bedingten Prognoseverteilungen gegeben dem Aus-
fall bzw. dem Nichtausfall eines Kredits. Die Vardeman-Meeden-Ordnung verwendet

fiir den Vergleich dieser Verteilungen das Konzept der stochastischen Dominanz.

Definition 4.10. Seien X4 und X? Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F4
und FB. Dann gilt: X* dominiert X® im Sinne der stochastischen Dominanz

n-ter Ordnung (n € N), (X* >gp@) XP), wenn
Foy(x) < Foy(z) Vo eR

mit F(f‘l) (x) = _fo Fé‘lfl)(u)du und F{l‘)(:c) = FA(z) und fiir XP entsprechend defi-

niert.

Aus stochastischer Dominanz n-ter Ordnung folgt stochastische Dominanz

(n 4 1)-ter Ordnung. Eine umgekehrte Folgerung ist im Allgemeinen nicht moglich.

Vardeman & Meeden (1983) wenden das Prinzip der stochastischen Dominanz bei
der Bewertung von Wahrscheinlichkeitsprognosen an. Die Idee dabei ist, dass Aus-
fille hohe Ausfallprognosen und Nichtausfille kleine Ausfallprognosen zugeordnet

bekommen sollten.
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Definition 4.11. Seien A und B Wahrscheinlichkeitsprognostiker.

(i) A dominiert B im Sinne der Vardeman-Meeden-Ausfallordnung (VM-

Ausfallordnung) genau dann, wenn

J J
A>vu@ B = > ¢Mai|) <> ¢%(ai|1) Vi=1,... .,k
=1

i=1

(ii) A dominiert B im Sinne der Vardeman-Meeden-Nichtausfallordnung

(VM-Nichtausfallordnung) genau dann, wenn

<.

J
A>vymgy B = Y q¢*a;]0) > Z (a;]0) Vj=1,... k.
i=1 i=1
(iii) A dominiert B im Sinne der Vardeman-Meeden-Ordnung (VM-Ordnung)

genau dann, wenn

A>vm@ B und A >vyma B.

Die VM-Ausfallordnung entspricht stochastischer Dominanz erster Ordnung in der
auf den Ausfall bedingten Prognoseverteilung. Die VM-Nichtausfallordnung ent-
spricht stochastischer Dominanz erster Ordnung in der auf den Nichtausfall be-

dingten Prognoseverteilung.

Bemerkung 4.12. Bei gleichen Schuldnerkollektiven ist die VM-Ordnung eine Hal-
bordnung und die VM-Ausfallordnung und die VM-Nichtausfallordnung sind Prdord-
nungen. Wird zusdtzlich die Kalibrierung der Prognostiker unterstellt, so erfillen
auch die VM-Ausfallordnung und die VM-Nichtausfallordnung die Antisymmetrie,

sodass diese dann Halbordnungen sind.



Kapitel 4: Halbordnungen bei identischen Schuldnerkollektiven 61

In der Diskussion um die VM-Ordnung stellen Vardeman & Meeden (1983) folgende

Beziehung zur Refinement-Ordnung heraus:

Satz 4.13. Seien A und B kalibrierte Wahrscheinlichkeitsprognostiker auf derselben

zu bewertenden Schuldnerpopulation, dann gilt:
(i) A>vn@ B= A>r B,

Beweis: Siehe Satz 2.1 in Vardeman & Meeden (1983). O

Folgender Satz liefert eine zur Refinement-Ordnung (Definition 4.4) &hnliche Be-

trachtungsweise fiir die VM-Ausfallordnung.

Satz 4.14. Seien A und B Wahrscheinlichkeitsprognostiker, dann gilt:

k
A2vpu@ B = ¢"lai|1) =D Myq'(a;[1) Vi=1,... .k,

J=1

wobet M = (MU)’Lj:l

,

» € R¥¥F eine spaltenstochastische obere Dreiecksmatriz ist.

.....

Beweis: ,,<=*: Definiere €; € R™* fiir i = 1,..., k als Zeilenvektor, dessen erste i
Eintrage gleich 1 und die tibrigen gleich 0 sind. Da M eine spaltenstochastische

obere Dreiecksmatrix ist, gilt:

~ , . .
eM=(1,...,1,d%, ... ) e R,
—_———
¢ Eintrage

wobei 0 < cy) <1,j=i+1,...k Sei ¢ = (¢*(ar]1),...,¢*(ax|1)) € RF,

womit fiir ¢ = 1,..., k beliebig folgt:

S qP(a 1) = eMqt > g a; | 1).
j=1 j=1
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,2==": Sei nun A >y 7(q) B und seien X' und X1 die Zufallsvariablen der beding-
ten Prognoseverteilungen mit Zihldichte ¢*(.| 1) und ¢®(.|1). Sei die gemeinsame
Verteilung von X2 und X4! fiir 4,7 = 1,..., k iiber die Komonotoniecopula defi-

niert, also tiber

1

m=1 m=1

J
Fij = P(XBH <a;, XM < a;j) = min { Z qA(am 1), q° (am| 1)} :

Dann gilt wegen der stochastischen Dominanz F;; = F}; fiir alle ¢ > j. Daher ist die
Matrix @ € R¥** mit Eintrigen Q;; := P(XB! = q;, XA = q;) firi,j = 1,...,k

eine obere Dreiecksmatrix. Und die Matrix M = (M;;); j=1,..x € R***¥ mit Eintrigen

-----

P(XB = q; | XA =), ¢*(a;|1) >0
M;; = ( | i) (a; 1) , i,j=1,...,k,
0, ¢*(a;]1) =0

ist eine spaltenstochastische obere Dreiecksmatrix. Damit folgt

k k
S Mgt (a; | 1) =3 Qi =¢%(ai|1), Vi=1,...,k,
j=1

j=1

und damit die Behauptung. O]

k
Offensichtlich gilt A >v ey B <= qa;|0) = 3 M;;jqP(a;10) Vi=1,... k mit
j=1

.....

wegen umgekehrter stochastischer Dominanz).

Kréamer (2005) halt die VM-Ordnung bei kalibrierten Prognosen auf gleichen Schuld-
nerkollektiven fiir praktisch irrelevant und zeigt, dass die VM-Ordnung nur in be-

stimmten Fallen moglich ist:
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Satz 4.15 (Kramer, 2005). Seien A und B kalibrierte Wahrscheinlichkeitspro-

gnostiker auf derselben zu bewertenden Schuldnerpopulation, dann gilt:

(i) Falls ¢*(0) = ¢®(0) = 0, so kénnen A und B nicht nach der VM-Ausfallord-

nung sortiert werden.

(ii) Falls ¢*(1) = ¢P(1) = 0, so kénnen A und B nicht nach der VM-Nichtausfall-

ordnung sortiert werden.

Beweis: Kriamer (2005). Ahnlich zum Beweis von Satz 5.4 in dieser Arbeit. O

4.4 Lorenz- und ROC-Ordnung

Die in diesem Unterkapitel vorgestellten Ordnungen basieren auf der Lorenzkurve
und der ROC-Kurve und benétigen daher grundsétzlich keine expliziten Ausfall-
wahrscheinlichkeiten, vgl. Kapitel 3.1. Da jedoch in dieser Arbeit der Fokus auf der
Bewertung von Wahrscheinlichkeitsprognosen liegt, sind die Definitionen entspre-

chend formuliert.

Definition 4.16. Seien A und B Wahrscheinlichkeitsprognostiker mit Lorenzkurven
LA und LP sowie ROC-Kurven ROC4 und ROCPE.

(i) A dominiert B im Sinne der Lorenz-Ordnung genau dann, wenn

A> B = LYz)<LB(x) Yrel01].

(1i) A dominiert B im Sinne der ROC-Ordnung genau dann, wenn

A>poc B <= ROC#(z) > ROCP(z) Vax€l0,1].
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Bemerkung 4.17. Wird in Definition 4.16 Kalibrierung vorausgesetzt, so sind die
Lorenz-Ordnung und die ROC-Ordnung bei identischen Schuldnerkollektiven Halb-
ordnungen. Ohne Kalibrierung ist jedoch die Antisymmetrie verletzt: Werden bei-
spielsweise in der Situation von Abbildung 3.1 alle Prognosen halbiert, so ist der
Prognostiker zwar nicht mehr kalibriert, aber die Lorenzkurve und die ROC-Kurve
bleiben unverdndert. Aus der Gleichheit der Kurven kann dann nicht auf die Gleich-
heit der Prognosen geschlossen werden. Ohne Kalibrierung sind die Lorenz- und die

ROC-Ordnung also nur Praordnungen (Reflexivitit, Transitivitit sind gegeben).

Da sich zwei Lorenzkurven bzw. ROC-Kurven schneiden konnen, ist die Totalitét

hier offensichtlich nicht erfullt.

Falls sich die ROC-Kurven der beiden Prognostiker schneiden, kann die partielle
Flache unter der ROC-Kurve betrachtet werden (partial AUC), um einen Vergleich

der Trennschéarfe zu erhalten (McClish, 1989).

Definition 4.18. Seien A und B Wahrscheinlichkeitsprognostiker mit ROC-Kurven
ROC* und ROC®. A dominiert B im Sinne der partiellen ROC-Ordnung genau

dann, wenn
A>poc B = / ROCA(t)dt > / ROCE(t)dt V€ [0,1].
0 0

Offensichtlich gelten die Folgerungen A >roc B = A >,roc B und A >,roc B
= AUCA > AUCP, sodass sich diese Ordnung (Halbordnung, falls die Schuldner-
kollektive identisch und die Prognosen kalibriert sind) in den Kontext bestehender
Bewertungskriterien einordnen lasst. Wie man leicht durch Gegenbeispiele zeigt, gibt

es hier keine eindeutige Beziehung zur Refinement-Ordnung sowie zur VM-Ordnung.
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Kramer & Posch (2015) zeigen, dass die Lorenz- und ROC-Ordnung bei identischen
Schuldnerpopulationen und kalibrierten Prognosen é&quivalent zueinander sind.
AuBerdem sind diese Halbordnungen dann dquivalent zur Refinement-Ordnung, vgl.

Satz 4.6.

Falls die empirische Lorenzkurve von A tiberall kleiner oder gleich der von B ist, gilt
die empirische Lorenz-Ordnung A >; B. Genauso sind alle in Kapitel 4 vorge-
stellten Halbordnungen fiir empirische Grofien definiert, d. h. A >5 B, A >55 B,

A va) B, A vad) B usw.






Kapitel 5

Halbordnungen bei
unterschiedlichen

Schuldnerkollektiven

In diesem Kapitel werden kalibrierte Wahrscheinlichkeitsprognostiker verglichen,
die (moglicherweise) unterschiedliche Schuldnerkollektive bewerten. Dazu wird zum
einen die VM-Ordnung betrachtet und zum anderen die verallgemeinerte Lorenz-

Ordnung definiert und untersucht.

5.1 Motivation

Liegen beim Vergleich von Wahrscheinlichkeitsprognostikern keine gemeinsamen Po-
pulationen von Kreditnehmern vor, so hat dies weitreichende Folgen fiir alle bislang
vorgestellten Bewertungskriterien: Die Lorenz- und die ROC-Ordnung sowie die VM-
Ordnung erfiillen, selbst bei kalibrierten Prognosen, nicht langer die Antisymmetrie
und sind daher lediglich Praordnungen. Die Refinement-Ordnung ist, unter diesen

allgemeineren Annahmen, nicht mehr anwendbar.

67
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Insbesondere sind die Ordnungsprinzipien nun auf einer gréfleren Menge von ka-
librierten Wahrscheinlichkeitsprognostikern definiert. Wurden bislang nur bivariate
Verteilungen P®X mit identischer Randverteilung P® verglichen, sind jetzt auch

unterschiedliche Randverteilungen fiir P® moglich.

Beispiel 5.1 zeigt, dass bei unterschiedlichen Schuldnerkollektiven und kalibrierten
Prognosen die Lorenz-Ordnung und die ROC-Ordnung (Definition 4.16) nur Pra-

ordnungen sind (Reflexivitat und Transitivitit sind gegeben).

Beispiel 5.1. Bei verschiedenen Schuldnerpopulationen verletzen die Lorenz- und
ROC-Ordnung die Antisymmetrie: Betrachte einen kalibrierten Wahrscheinlichkeits-
prognostiker auf einer Schuldnerpopulation mit einer Gesamtausfallwahrscheinlich-

keit von p1 = 0.2 und W = {ay, as, as}.

(1) Mit den Prognosen W = {0,0.125,0.375} und q(a;) wie in Abbildung 3.1 (hal-

bierte Prognosen) ergibt sich ebenfalls die Lorenzkurve aus Abbildung 3.1 (a).

(2) Mit den Prognosen W = {0, 5, %} und q(a;|1) wie in Abbildung 3.1 erhdlt

man die ROC-Kurve aus Abbildung 3.1 (b).
Bei unterschiedlichen Schuldnerpopulationen gibt es also in der Menge der kali-
brierten Wahrscheinlichkeitsprognosen verschiedene Verteilungen P®X, welche die
gleiche Lorenz- bzw. ROC-Kurve besitzen. Daher kann hier aus der Gleichheit der
Kurven nicht auf die Gleichheit der Prognostiker geschlossen werden (Antisymme-

trie ist verletzt).
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Beispiel 5.2 veranschaulicht, dass bei unterschiedlichen Schuldnerpopulationen die
Lorenz-Ordnung nicht mehr sinnvoll ist und dass die Lorenz- und ROC-Ordnung

nicht mehr aquivalent zueinander sind.

Beispiel 5.2. Abbildung 5.1 (a) zeigt, dass die optimale Lorenzkurve von Progno-
stiker B bis 1 — pP bei Null verliuft und dann linear zum Punkt (1,1)" ansteigt.
Infolgedessen ist es bei verschiedenen Populationen von Krediten problemlos mdg-
lich, dass die Lorenzkurve eines nicht optimalen Prognostikers unterhalb der eines
optimalen Prognostikers verlduft. Die ROC-Ordnung bleibt in dieser Situation sinn-
voll, es gilt A >roc B, vgl. Abbildung 5.1 (b). Doch auch die ROC-Ordnung ist
hier lediglich eine Prdordnung, da beispielsweise zwei perfekte Prognostiker auf ver-
schiedenen Populationen dieselbe (optimale) ROC-Kurve besitzen (Antisymmetrie

ist verletzt).

(@) (b)

|

|
?
o

o\a

[ B [ [ 1
0 1-p; 08 1 0 3/17 1

> a(a) Y d(ak-i+1 | 0)

Y a(ai| 1)
00 02 04 06 08 1.0
|
\
z q(ak—|+1 | 1)
00 02 04 06 08 1.0
|

Abbildung 5.1: (a) Lorenzkurve des perfekten Prognostikers B bei einer Gesamt-
ausfallwahrscheinlichkeit von p = 0.5 im Vergleich zur Lorenzkurve des Progno-
stikers A (kalibriert) mit ¢*(0) = 0.7, ¢*(0.25) = ¢*(0.5) = ¢*(0.75) = 0.1 und
pt = 0.15. (b) ROC-Kurven von A und B.
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In den folgenden Kapiteln 5.2 und 5.3 sind Bewertungskriterien von Interesse, welche
die Eigenschaften einer Schuldnerpopulation (hier die Gesamtausfallwahrscheinlich-

keit) geeignet berticksichtigen.

5.2 Vardeman-Meeden-Ordnung

Die VM-Ordnung beriicksichtigt die Gesamtausfallwahrscheinlichkeit in einer Popu-
lation von Kreditnehmern, da die Verteilungen ¢(a; | 1) = r(a;, 1)/p; und ¢(a; |0) =
r(ai, 1)/(1—p1) von der Gesamtausfallwahrscheinlichkeit p; abhéngen. Damit ist die
VM-Ordnung grundsétzlich geeignet, um Wahrscheinlichkeitsprognosen bei (mog-
licherweise) unterschiedlichen Schuldnerkollektiven zu bewerten. Jedoch verletzen
z. B. zwei perfekte Prognostiker auf verschiedenen Populationen die Antisymmetrie

der Ordnung, sodass die VM-Ordnung hier nur eine Praordnung ist.

Weiter folgt aus der VM-Ausfallordnung bzw. der VM-Nichtausfallordnung bei ver-

schiedenen Schuldnerkollektiven nicht langer die Lorenz-Ordnung, vgl. Satz 4.13.

Auch die VM-Ausfallordnung und die VM-Nichtausfallordnung sind nun, selbst bei
Kalibrierung, lediglich Praordnungen. Wird jedoch die Menge der moglichen Wahr-
scheinlichkeitsprognosen W = {ay, ..., a;} geeignet restringiert, so stellen die VM-

Ausfallordnung und die VM-Nichtausfallordnung Halbordnungen dar:

Korollar 5.3. Seien A und B kalibrierte Wahrscheinlichkeitsprognostiker auf Schuld-

nerpopulationen mit Gesamtausfallwahrscheinlichkeiten 0 < pit < pP < 1, dann gilt:

(i) Fir0<a; <...<ap <1 ist die VM-Ausfallordnung eine Halbordnung.

(i) Fir0<a; <...<ag <1 ist die VM-Nichtausfallordnung eine Halbordnung.
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Beweis:

(i) Dass die VM-Ausfallordnung bei unterschiedlichen Populationen die Reflexivi-
tdt und die Transitivitat erfiillt, ist leicht zu sehen. Wie folgend gezeigt wird,
ist durch a; > 0 garantiert, dass aus A >y ) Bund B >y g Aauch A= B
folgt (Antisymmetrie):
Sei A >v gy B und B >y A, so folgt ¢*(a;|1) = ¢%(a; | 1) Vi=1,... k.
Also folgt mit der Kalibrierung a;q%(a;) = %aqu(aj) Vj =1,..., k. Damit

und mit a; > 0 folgt

(ii) Analog zu (i) folgt ¢*(a; | 0) = ¢®(a;|0) Vj = 1,..., k, sodass mit der Kalibrie-

. . 1-pA &
rung und mit a; < 1 gilt: Zl q(a;) = 1—§% '21 #la;) <= pi=pP O
J: j:

Mit Korollar 5.3 folgt: Falls a; > 0 oder a, < 1 gilt, so ist die VM-Ordnung auf der
Menge der kalibrierten Prognosen eine Halbordnung bei unterschiedlichen Schuld-
nerkollektiven. Es reicht jedoch auch aus, wenn aus der Menge der kalibrierten Wahr-
scheinlichkeitsprognosen die perfekte Prognose ausgeschlossen wird. Auf dieser ein-
geschréankten Menge ist die VM-Ordnung eine Halbordnung bei unterschiedlichen
Schuldnerkollektiven. Diese Aussage lésst sich dhnlich wie Korollar 5.3 nachweisen,
unter Ausnutzung, dass Ek: a;q(a;) = ‘Zk:1 a?q(a;) hier nur gilt, falls die perfekte Pro-

=1

gnose vorliegt.

Wie bei identischen Schuldnerkollektiven, ist eine Dominanzaussage mittels der VM-
Ordnung auch hier nur selten moglich: Satz 4.15 ldsst sich unter Beriicksichtigung

der Gesamtausfallwahrscheinlichkeit wie folgt verallgemeinern.
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Satz 5.4. Seien A und B kalibrierte Wahrscheinlichkeitsprognostiker auf Schuld-
nerpopulationen mit Gesamtausfallwahrscheinlichkeiten 0 < p' < pP < 1, dann

qgilt:
(i) Falls ¢*(0) = ¢®(0) =0, so ist A >v ) B nicht maglich.
(ii) Falls ¢*(1) = ¢®(1) =0, so ist B >y arma) A nicht maglich.
Beweis:

(i) Der Nachweis erfolgt durch Widerspruch: Sei ¢4(0) = ¢®(0) = 0, pi* < p?
und A >y B. Weiter sei 0. B.d. A. 0 = a; < ay; < ... <a, =1 und

¢*(a2]1) < ¢"(az | 1).

A
—  ray, 1) < 1r8(ay, 1) p—}g < rP(ay, 1)
&
<1
= q¢*(a2) < ¢"(az). (%)

Aus A >y ) B folgt weiter ¢*(az | 1) + ¢ (az|1) < ¢®(az|1) + ¢ (as | 1).

A
— rag, 1) +r?(as, 1) < (T’B<a2, 1) +rP(as, 1)) p—}g
z
<1
= axq"(a2) + a3q”(as) < azq”(a2) + asq®(as)
— azq’(az) < \ag/(qB(@) — q*(a2)) + asq”(as)

<as o
< a3(¢”(az) — ¢*(a2)) + asq” (as)
— ¢ (a2) + ¢*(as) < ¢"(a2) + ¢®(as).

k k
Analog wie in Kramer (2005) kann sukzessiv 3 ¢*(a;) < 3 ¢P(a;) gefolgert
i=2 i=2

werden, was im Widerspruch zu ¢*(0) = ¢”(0) = 0 steht.
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k=2 k=2
(ii) Seiq?(1) =¢®(1) =0, B >varnay Aundo. B.d. A. Y ¢*(a;]0) < 3 ¢%(a;]0)
i=1 i=1

= 1— qA(ak,l 10) <1— qB(ak,l |0)

1—pi
— (1= ar—1)q™ (ar—1) > (1 — ar—1)q" (ar—1) ﬁ
——

Aus B >y pna) A folgt weiter

iw@msgf@m

i=1

— 1 —q¢*ar_1]0) — ¢*(ar_2]0) <1 —¢®(ar_1|0) — ¢®(ar_2]0)

— (1 — ap_2)g*(ar—2) > (1 — ap_1)(¢®(ar_1) — ¢*(ar_1))

+ (1 — ap-2)q" (ax—2)

(*x A(

q*(ar—2) + ¢ ax—1) > ¢®(ar_2) + ¢®(ar_1).

k1 k=1
Wieder kann sukzessiv 3 ¢4(a;) > X ¢P(a;) gefolgert werden, was im Wi-
i=1 i=1

derspruch zu ¢#(1) = ¢®(1) = 0 steht. O

Korollar 5.5. Seien A und B kalibrierte Wahrscheinlichkeitsprognostiker mit

O=a;<ay<...<ap=1sowie 0 <p! <1 und0<pP <1, dann gilt:

(i) Falls ¢*(0) = ¢®(0) = 0 und ¢*(az2) > 0 = ¢®(az2), so sind A >y B und

B >var(nay A nicht maglich.

(ii) Falls ¢*(1) = ¢®(1) = 0 und ¢*(ar—1) > 0 = ¢®(ar_1), so sind B >yrrq) A

und A >y arnay B nicht méglich.
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Beweis: (i) Seien A, B wie gefordert mit ¢4(0) = ¢%(0) = 0 und
q*(az) > 0 = ¢P(ay). Damit ist vor allem 2, ¢*(a; |1) > 0 = 22, ¢®(a; | 1), so-
dass A >y (g B nicht méglich ist. Genauso gilt Y2 q%(a;10) >0=X%,q¢"(a;]0),

weshalb B >y y/(na) A nicht moglich ist. Teil (ii) folgt analog. O

Bemerkung 5.6. In der Situation von Korollar 5.5 ist auch keine stochastische
Dominanz (VM-Ordnung) héherer Ordnung fiir die bedingten Prognoseverteilungen

moglich.

5.3 Verallgemeinerte Lorenz-Ordnung

Wie bereits gesehen, ist keines der genannten Ordnungsprinzipen (VM-Ordnung,
Lorenz-Ordnung, ROC-Ordnung) bei unterschiedlichen Schuldnerkollektiven und
kalibrierten Prognosen im Allgemeinen eine Halbordnung. Diese Liicke schlieflen
Kréamer & Neumaérker (2016), indem sie die verallgemeinerte Lorenz-Ordnung defi-

nieren.

Abbildung 5.1 (a) macht deutlich: Die Lorenzkurve der perfekten Prognose strebt bei
steigender Gesamtausfallwahrscheinlichkeit gegen die Lorenzkurve der Trivialpro-
gnose. Daher beweist insbesondere der Prognostiker eine hohe Trennschérfe, dessen
Lorenzkurve bei groBlerer Gesamtausfallwahrscheinlichkeit unterhalb der des Kon-

kurrenten verlauft. Diese Uberlegung fiihrt zur
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Definition 5.7. Seien A und B Wahrscheinlichkeitsprognostiker auf (moglicherwei-
se) verschiedenen Schuldnerkollektiven mit pi' > 0 und p? > 0. A dominiert B im

Sinne der verallgemeinerten Lorenz-Ordnung genau dann, wenn

A>yp B &= A>. B und pi>pl.

Fiir p{! = pP reduziert sich die verallgemeinerte Lorenz-Ordnung auf die Lorenz-
Ordnung aus Definition 4.16. Dass die verallgemeinerte Lorenz-Ordnung bei kali-
brierten Prognosen die Eigenschaften Transitivitit, Reflexivitdt und Antisymmetrie

erfiillt und somit eine Halbordnung ist, ist offensichtlich.

Bemerkung 5.8. Kramer & Posch (2015) betrachten bei verschiedenen Schuldner-
kollektiven die Lorenzkurve der Ausfille (Definition 3.1) und die Lorenzkurve der
Nichtausfille (Bemerkung 3.3 (iii)). Fir einen Prognostiker ist es dann erstrebens-
wert, wenn fir thn Dominanz beziiglich beider Lorenzkurven besteht. In Beispiel 5.2
gilt dies fir keinen der beiden Prognostiker (Abbildung A.2 im Anhang zeigt die Lo-

renzkurven der Nichtausfille).

Folgender Satz aus Krdmer & Neumérker (2016) stellt einen Zusammenhang zwi-

schen der verallgemeinerten Lorenz-Ordnung und Skill-Scores her.

Satz 5.9. Seien A und B empirisch kalibrierte Wahrscheinlichkeitsprognostiker mit
A >3 B. Dann ist A mindestens genauso gut wie B, im Sinne des Brier-Skill-

Scores und des Logarithmus-Skill-Scores.

Dieses Resultat wird im Folgenden auf eine groflere Klasse von Score-Regeln erwei-

tert, dazu vorab:
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Korollar 5.10. Seien 7 € W empirisch kalibrierte Wahrscheinlichkeitsprognosen
fur die Ausfdlle 0c {0,1}™. Weiter sei S € L, eine anreizerhaltende Score-Regel
mit zweifach differenzierbarer erwarteter Score-Funktion g(x) und xg”(x) monoton

fallend auf [0,1]. Dann gilt fir alle c € [0,1] und p; = + i 6; > 0:
i=1

> glep)g(w). (5.1)

Beweis: Fur ¢ = 1 ist die Gleichheit in Gleichung (5.1) offensichtlich, fir
¢ = 0 folgt sie sofort mit g(0) = 0. Sei nun ¢ € (0,1). Zunachst gilt aufgrund der
empirischen Kalibrierung p; = %éxl Falls f(z) := g(p1)g(cx) — g(cpr)g(x) eine
konvexe Funktion auf [0, 1] ist, so glgt die Giiltigkeit von Gleichung (5.1) direkt mit
der Jensen-Ungleichung. Zeige hier also f”(x) = c*g(p1)g” (cx) — g(cp1)g”(x) > 0,

Vz € [0,1]. Da g konkav ist, gilt fiir alle ¢ € (0,1):

g9(ep) = cg(pr) + (1 =) g(0) = cg(Pr).  (x)

Damit ist

Also ist eine hinreichende Bedingung fiir f”(x) > 0 gegeben durch

7

cg’(cx) = g"(x) 20 <= ag"(x) < cxg’(ca). (5.2)
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Fir ¢ € (0,1) und x € [0,1] ist Gleichung (5.2) dquivalent dazu, dass z¢”(z) eine

monoton fallende Funktion auf [0, 1] ist, was nach Voraussetzung gilt. ]

Satz 5.11. Sei S € LL,,,, eine anreizerhaltende Score-Regel mit zweifach differenzier-
barer erwarteter Score-Funktion g(x) und xg"(x) monoton fallend auf [0, 1]. Weiter
seien A und B empirisch kalibrierte Prognostiker mit A >3 B. Dann ist A min-

destens genauso gut wie B, im Sinne des zu S gehorenden Skill-Scores.

Beweis: Sei pf! bzw. pP der zu Prognostiker A bzw. B gehorende Gesamtaus-
fallanteil in der Schuldnerpopulation. Mit Satz 4.6 ist leicht ersichtlich, dass hier
im Falle p#! = pP der Prognostiker A mindestens genauso gut ist wie B fiir al-
le Skill-Scores, die auf einer anreizerhaltenden Score-Regel beruhen. Sei nun aber
0. B.d. A. 0 < pP < ¢ und ¢ := pP/p! < 1. Betrachte einen weiteren empirisch
kalibrierten Vorhersager A* mit moglichen Vorhersagen a; := ca; und Haufigkei-
ten ¢ (af) = ¢*(a;). Wegen der Invarianz der Lorenzkurve unter positiver Skalie-
rung, haben A und A* die gleichen empirischen Lorenzkurven und die empirische
Lorenzkurve von B liegt nach Voraussetzung unter der von A*. Weiter gilt nach
Konstruktion p7" = pP, sodass A* nicht schlechter ist als B fiir jede anreizerhalten-
de Score-Regel, was hier insbesondere auch fir die zugehorigen Skill-Scores (SK)
gilt. Diese sind zwar nicht anreizerhaltend, jedoch fiir gleiche Gesamtausfallanteile
aquivalent zu den zugrundeliegenden Score-Regeln. Damit bleibt die folgende erste
Ungleichheit zu zeigen
SKA > 54 MY siee,

Die Behauptung SK4" < SK# lisst sich unter Ausnutzen der empirischen Kalibrie-

rung fur S € I,,,, umschreiben zu
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n

L3 gleat) — glept) 3 glat) — 9(50)
L — < = — , (5.3)
—g(cpt) —g(p1')
wobei ! die Wahrscheinlichkeitsprognosen von Prognostiker A sind, i = 1,...,n.

Gleichung (5.3) ist dquivalent zu + i (g(ﬁf)g(cxf‘) - g(cﬁf)g(x{‘)) > 0. Diese Un-
i=1
gleichung ist wegen Korollar 5.10 hinreichend erfiillt, da x¢”(z) eine monoton fal-

lende Funktion auf [0, 1] ist. O

Satz 5.9 folgt mit Satz 5.11, denn es gilt: Fir den Brier-Score ist z¢”(x) = —2z

monoton fallend auf [0,1]. Fiir den Logarithmus-Score ist 2g”(x) = -5 monoton
fallend auf (0,1) und f aus dem Beweis von Korollar 5.10 ist stetig und somit auch

konvex auf [0, 1].

Die Funktion zg”(x) zu einer anreizerhaltenden Score-Regel S € L,,, mit zwei-
fach differenzierbarer erwarteter Score-Funktion g, ist genau dann monoton fallend
auf [0, 1], wenn

- [2g"@)dz = g(x) - g'(x)z = 5(0, )

konvex auf [0, 1] ist, vgl. Satz 3.14 (Savage-Darstellung).

Bemerkung 5.12.

(i) Neben dem Logarithmus-Score und dem Brier-Score ist die Aussage von Satz 5.9

beispielsweise auch fir den hyperbolischen Score aus Kapitel 3.2 giiltig, denn

s(0,x) ist konvex auf [0,1], siehe Abbildung 5.2 (a).
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Abbildung 5.2: (a) Die Score-Funktion s(0,z) des hyperbolischen Scores ist konvex
auf [0, 1], sodass die Voraussetzung aus Satz 5.11 erfiillt ist. (b) Hingegen ist s(0, z)
des spharischen Scores nicht konvex, sodass Satz 5.11 fiir diesen nicht anwendbar ist.

(it) Eine Score-Regel mit konvexer Funktion s(0,z) bestraft Abweichungen zwi-
schen 0 = 0 und der Prognose mit wachsender Prognose ,besonders stark*,
d. h.
Ags(0,2) < Aygs(0,y) Ve <y

mit Ags(0,x) := s(0,z+d) —s(0,2) > 0 fir ein d € [0,1 — x]. Die Konvexitdt

von s(0,z) ist in diesem Sinne also durchaus erstrebenswert.

Satz 5.11 ist ohne zusétzliche Annahmen nicht auf alle (streng) anreizerhaltenden

Score-Regeln erweiterbar, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 5.13. Sei A ein Prognostiker mit Prognosen 1 = ... = x50 = 0.1 und
Ts01 = ... = X000 = 0.4 und B ein Prognostiker mit Prognosen y; = 0.5x; + 0.01
fir i = 1,...,1000 (beide empirisch kalibriert). Weiter sei eine anreizerhaltende

Score-Regel gegeben, mit (konkaver) erwarteter Score-Funktion

g(x) :=0.5% — (x — 0.5)%.
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Abbildung 5.3 zeigt die zu A und B gehorenden empirischen Lorenzkurven. Damit

ist A > B, jedoch gilt fir die Skill-Scores konstruiert aus g:
SK*=0.08<0.11 =SK”".

Somit ist hier die Folgerung A >3 B = SK* > SKP? nicht fir jede anreizer-
haltende Score-Regel S € L, richtig, aber fir solche mit xg"(x) monoton fallend
(hier ist xg"(x) = —56x(x — 0.5)% nicht monoton fallend auf [0,1]). Fiir den Brier-
Skill-Score gilt hingegen: BSK* = 0.12 > 0.05 = BSK?".

Anteil an den Ausfallen
0.0 0.2 04 06 08 1.0

| | | | | |
00 02 04 06 08 1.0

Anteil der Prognosen (von gut nach schlecht)

Abbildung 5.3: Empirische Lorenzkurven von Prognostiker A mit Wahrscheinlich-
keitsprognosen r; = ... = x50 = 0.1 und z59; = ... = x1000 = 0.4 sowie Pro-
gnostiker B mit Prognosen y; = 0.5z; + 0.01 fir ¢ = 1,...,1000 (beide empirisch
kalibriert). Damit ist pi' = 0.25 > pf = 0.135, sodass A >~ B folgt.

Korollar 5.14. Sei S € L,,, eine anreizerhaltende Score-Regel mit dreifach diffe-
renzierbarer erwarteter Score-Funktion g, welche g(x) = g(1 —x) Ya € [0, 1] erfiille,

dann ist:

§"(0,2) >0 Vxe[0,1] <= §"(1,2)>0 Vze][0,1].
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Beweis: Wegen der Symmetrieeigenschaft g(z) = g(1 — z) VYa € [0, 1], ist

§'(@)=g'"(l—2) wd ¢"(x)=—g"(1-2)

und fir ein beliebiges = € [0, 1] folgt mit Gleichung (3.4):

"0,1—2)=—¢"1—2)—(1—2)¢d"(1—2) >0
—=g¢'(1-2)<—(1-2)¢g"(1—2)
L g'(x) < (1 - 2)g"(2)

— —g"(x) + (1 —x)g"(x) 2 0

E4 11, 2) > 0.

Da x € [0, 1] beliebig ist, folgt die Behauptung. O

Wegen Korollar 5.14 ist fiir eine anreizerhaltende Score-Regel S € L,.,,, mit um 0.5
symmetrischer erwarteter Score-Funktion die Forderung, dass s(0, z) konvex ist (no-

tig fiir Satz 5.11) dquivalent dazu, dass s(1,z) konvex ist.






Kapitel 6

Gewichtete monotone Regression

Die meisten Methoden aus den Kapiteln 3 bis 5 benutzen explizite Ausfallwahr-
scheinlichkeiten. Daher ist es von praktischem Interesse, einer durch Ratings bewer-
teten Schuldnerpopulation explizite Ausfallwahrscheinlichkeiten zuzuordnen bzw.
diese ex post zu schatzen. Dazu wird in diesem Kapitel die gewichtete monotone
Regression vorgestellt. Es wird gezeigt, dass dieses Verfahren im vorliegenden Kon-
text Lorenz-optimal zur Schitzung monoton steigender Ausfallwahrscheinlichkeiten

in empirisch kalibrierten Klassen ist.

6.1 Motivation

Bei der Bewertung von Kreditratings ist die vom Prognostiker unterstellte Men-
ge der Ausfallwahrscheinlichkeiten W = {ay,...,ax} in der Regel unbekannt. Fur
den ¢-ten Kredit in der Schuldnerpopulation sei hier also nur die Ratingklasse r; €

{R1,..., Ry} und der Wert der Ausfallvariablen 6; € {0,1} gegeben, i =1,...,n.

83
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Weiter sei jedes Rating mit einer Ausfallwahrscheinlichkeit iiber eine unbekannte
Funktion f verkniipft. Dabei sei f monoton steigend (isoton) in den Ratingklassen,

sodass f(R;) =a; fir j=1,...,kund 0 < @y <ay < ... <aq; <1ist.

Es ist in diesem Kapitel also nicht von Interesse, ein Rating bzw. eine Ausfallwahr-
scheinlichkeit anhand von individuellen Schuldnermerkmalen zu erstellen. Dies ist
Aufgabe der Ratingagentur. Stattdessen ist das Ziel, den gegebenen Ratings r; ex
post eine Ausfallwahrscheinlichkeit x; fiir ¢ = 1,...,n zuzuordnen bzw. gleichbe-
deutend den Ratingkategorien R; eine Ausfallwahrscheinlichkeit a; fiir j = 1,..., k.
Also werden die Ausfallwahrscheinlichkeiten a; = f(R;) fir j = 1,..., k geschétzt
und zwar so, dass diese erstens in den Ratingklassen monoton steigend sind (da f

isoton) und dass diese zweitens zu empirischer Kalibrierung (Definition 2.7) fithren.

Dazu ist der empirische Ausfallanteil in einer Ratingkategorie R; fir j = 1,...,k
definiert als .
Zeiﬂ{Rj}(T‘i) n
= falls ]I{Rj}(ri) >0
a; = > Lir;y(ri) i=1
i=1
0, sonst,.

Ein erster naiver Ansatz zur Losung des obigen Problems ist, die Ausfallwahrschein-
lichkeiten der Ratingkategorien durch a; zu schétzen, falls 337", 1z} (r;) > 0. Die-
se Prognosen sind dann zwar nach Konstruktion empirisch kalibriert, jedoch nicht
zwangslaufig monoton steigend in den Ratingklassen. Konsequenterweise werden Ra-
tingklassen oftmals zusammengefasst, sodass deren Ausfallanteile monoton steigend
sind. Beispielsweise arbeitet Kramer (2017) mit der reduzierten Ratingskala AAA,
AA, A, BBB, BB, B, CCC-C von Standard & Poor’s. Diese Skala ist inhaltlich
sinnvoll, da nur Ratings mit gleichen Buchstaben zusammengefasst werden, vgl. Ta-

belle 7.1. Die Art und Weise, wie die Ratingkategorien zusammengefasst werden,
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hat jedoch offensichtlich Einfluss auf die Spreizung der empirischen Ausfallanteile.
Wiirde man beispielsweise alle Ratings in einen Topf werfen, wiirde man in diesem
Topf nur noch den empirischen Gesamtausfallanteil (die Trivialprognose) beobach-
ten. Daher ist es aus mathematischer Sicht interessant, welche Zusammenlegung der
Ratingklassen die Spreizung der geschétzten Ausfallwahrscheinlichkeiten (die isoto-
nen empirischen Ausfallanteile) maximiert. Um diese Frage zu beantworten, wird

folgend die gewichtete monotone Regression vorgestellt.

6.2 Schatzung isotoner
Ausfallwahrscheinlichkeiten

Die monotone Regression wird zum Beispiel zur Klassifikation beim maschinellen
Lernen (Zadrozny & Elkan, 2002) oder zur Erstellung von Dosis-Wirkungs-Kurven
(Stylianou & Flournoy, 2002) angewandt. In dieser Arbeit, aber auch beispielsweise
in Hardle et al. (2007), wird die monotone Regression als nichtparametrisches Ver-
fahren zur Schitzung monotoner Ausfallwahrscheinlichkeiten genutzt. Die gewich-
tete monotone Regression ist eine gewichtete Kleinste-Quadrate-Schatzung unter

Restriktion (Robertson et al., 1988, S. 4).

Definition 6.1. Der Vektor (af,...,a}) € R¥ ist die Schétzung der monotonen
Regression zum Vektor (a1, ...,a;) € R* mit Gewichten ¢(R;) € R, j=1,...,k,
falls
k
/

(af,...,a}) = argmin Y q(R;)(z; — a;)* (6.1)
(zl,...,zk)’GRk j=1

unter den Nebenbedingungen z; < zj41 firj=1,...,k—1.
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Zur Schétzung isotoner Ausfallwahrscheinlichkeiten sind die Gewichte der Re-

gression als Anteile der Beobachtungen in den Ratingklassen definiert, also

qA(RJ) = nilzll{Rj}(ri), j = 1, e ,/{7.

i=1

Bemerkung 6.2. Die Schdtzungen der monotonen Regression fiir die Ausfallwahr-
scheinlichkeiten sind zwar verzerrt, jedoch konsistent, d. h. a} = G Dies ist
intuitiv, da fir q(a;) > 0 auch a; =2 a gilt und a1 < ... < ay, ist (Robertson et

al., 1988, S. 42 & 8. 591/392).

Zur Losung des Minimierungsproblems (6.1) existieren eine Vielzahl von Losungs-
algorithmen. Nachfolgend wird der intuitive Pool-Adjacent-Violators-Algorithmus
vorgestellt (Barlow et al., 1972, S. 13-15). Die Grundidee des Algorithmus ist es, be-
nachbarte Ratingklassen geeignet zusammenzufassen, falls deren Ausfallanteile nicht
isoton sind. Den so zusammengefassten Ratingklassen wird dann der gemeinsame
mittlere Ausfallanteil zugeordnet. Sukzessives Zusammenfassen der Ratingklassen
und Mitteln der entsprechenden Ausfallanteile (diese Schritte werden auch als das
Poolen von Ausfallanteilen bezeichnet) fithren letztlich zu einer isotonen Folge von

geschatzten Ausfallwahrscheinlichkeiten.

Definition 6.3. In der Situation von Definition 6.1 seiaj, ..., af die Losung des Mi-
nimierungsproblems (6.1). Der Pool-Adjacent-Violators-Algorithmus (PAV-

Algorithmus) erhdlt diese Losung in folgenden Schritten:

(1) Setze af == a; > 0 und ¢*(R;) :== §(R;) firi=1,...,k und aj, == —1.
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(2) Sei l := min{i : af > al,}. Falls | = k, so ist af,...,a; die Lisung des

Minimierungsproblems (6.1). Falls | < k, so setze

g (Ry)a; + q*(RlH)al*H
(R) +¢*(Riya)

¢ (R1) = ¢ (Ripa) := ¢"(Ri) + ¢"(Risa)

* . % —
a/l - al+1 -

und gehe zu (2).

Die Losung des Minimierungsproblems (6.1) kann auch grafisch mithilfe der kumu-

lierten Summenkurven konstruiert werden (Silvapulle & Sen, 2005, S. 48).
Definition 6.4.

(i) Die kumulierte Summenkurve (cumulative sum diagram (CSD)) trigt den
kumulierten Anteil der Beobachtungen in den Ratingklassen (beste Ratingklas-
sen zuerst) gegen die kumulierte Summe der gewichteten Ausfallanteile zu den
Ratingklassen (beste Ratingklassen zuerst) gegeneinander ab. Sie ist der Poly-

gonzug durch die Punkte

=1

(i q(R;), iq(Rz>dz) , 1=0,... k. (6.2)

(i) Die grofite konvexe Minorante (greatest convex minorant (GCM)) der
kumulierten Summenkurve ist der Graph des Maximums tber alle konvexen

Funktionen, deren Graphen unterhalb der kumulierten Summenkurve liegen:

GCM(z) := max{u(z) : w ist konver und u(z) < CSD(z) Vx}.
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Robertson et al. (1988, S. 7/8) liefern den Zusammenhang zwischen der GCM und
der Losung der monotonen Regression. Sie zeigen, dass die Losungen aj,...,aj
des Minimierungsproblems (6.1) der monotonen Regression durch die Steigungen

der GCM festgelegt sind. Konkret ist a; die Steigung der GCM auf dem Intervall

(JZi q(Ry), ijlqA(Rl)> fur j =1,...,k (falls g(R;) > 0).

Andererseits ist damit aber auch die GCM der kumulierten Summenkurve iber
die Losung des Minimierungsproblems (6.1) af, ..., a} definiert: Die GCM ist der

Polygonzug durch die Punkte

Im Folgenden wird die GCM aus Gleichung (6.3) mit der Lorenzkurve der ge-
schétzten Ausfallwahrscheinlichkeiten aj,...,a; in Verbindung gebracht, vgl. De-
finition (3.1). So wird gezeigt, dass die mittels der monotonen Regression erhaltene
Losung, die also dem Rating R; die geschitzte Ausfallwahrscheinlichkeit a} aus Glei-

chung (6.1) zuordnet, Lorenz-optimal in empirisch kalibrierten Klassen ist.

In dieser Situation sei eine feste Population von bewerteten Krediten gegeben, mit
Ausfallen 6; € {0,1} und Ratings r; € {Ry,..., Ry}, i = 1,...,n. Diese gegebene
Population sei mit (P) bezeichnet. Somit legt (P) vor allem die empirischen Aus-
fallanteile in den Ratingklassen @y, . . ., a; und die empirischen relativen Haufigkeiten

der Ratingklassen §(R1),...,J(Rx) fest.
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Definition 6.5. Sei (P) eine Population von bewerteten Krediten mit Ausfdllen
0; € {0,1} und Ratings r; € {Ry,..., Ry}, i = 1,...,n. Die geschdtzten Ausfall-

wahrscheinlichkeiten ay, .. ., ay heiffen vertrdaglich mit (P), wenn:

(a) 0<i <...<éay <1,

(b) Mit der Zuordnung r; = R; = x; = a; firi=1,...,nund j =1,... k ist

!/

(1, ..., 2,)" empirisch kalibriert fir (61,...,0,).

In Definition 6.5 sichert die Bedingung (b) zum einen die empirische Kalibrierung
einer vertraglichen Schiatzung und zum anderen, dass die durch die Ratings vorge-

gebenen Klassen erhalten bleiben oder zusammengefasst werden.

Bemerkung 6.6.

(i) Die empirischen Ausfallanteile a,. .., ay erfillen (b) aus Definition 6.5. Sie

sind genau dann vertraglich mit (P), wenn a; < ... < a.

(ii) Die Trivialprognose, also a; == py Vi = 1,...k, ist eine mit (P) vertragliche

Schatzung.

Anhang C untersucht die Menge der mit (P) vertraglichen Schatzungen und zeigt,

dass die Schétzung der monotonen Regression a7, ..., a} vertréglich ist.

Die Lorenzkurve Lg, . a, einer mit (P) vertraglichen Schatzung as,...,a; ist, we-
gen der empirischen Kalibrierung von (z1,...,z,)" mit Zuordnung wie in Definiti-

on 6.5 (b), gerade der Polygonzug durch die Punkte
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k
wobei p; = 3 @;G(R;) > 0 der Gesamtausfallanteil in der betrachteten Population
i=1

ist, vgl. Definition 3.1.

Mit dieser Notation wird nun die Lorenz-Optimalitat der monotonen Regression in

der Menge der vertraglichen Schétzungen herausgestellt:

Satz 6.7. Seien Gy, ...,ar mit (P) vertraglich und a}, ..., a} die Lésungen des Mi-
nimierungsproblems (6.1) der monotonen Regression sowie p1 > 0. Dann gilt fir die

zugehdrigen Lorenzkurven: Las . ax () < Lay...a,(x) fir alle x € [0, 1].

Beweis: Offensichtlich entspricht die empirische Lorenzkurve Lg, .z, (Notation wie
in Gleichung (6.4)) der kumulierten Summenkurve aus Gleichung (6.2) mit auf [0, 1]
skalierter y-Achse. Daher gilt auch hier mit aj,...,a; der Losung des Minimie-
rungsproblems (6.1), dass La;,...,a; die grofite konvexe Minorante von Lg, . 5, ist,
vgl. Gleichung (6.3). Das Zusammenfassen von Ratingkategorien und Mitteln der
zugehorigen Ausfallanteile kann jedoch nur eine Lorenzkurve liefern, die durch eine
Teilmenge der von Lg,

----------

sichtlich optimal in dieser Menge von Lorenzkurven. [

Beispiel 6.8. Angenommen von n = 80 Krediten besitzen 30 das beste Rating Ry,
20 das mittlere Rating Ry und nochmal 30 das schlechte Rating R3. Dazugehorend
seien die (nicht isotonen) empirischen Ausfallanteile a1 = 0.2, as = 0 und az = 0.8
beobachtet. Abbildung 6.1 (a) zeigt die Lorenzkurve der empirischen Ausfallanteile
Li, ay.a5- Diese ist nicht konvex, da die Ausfallanteile nicht isoton sind, vgl. De-
finition 3.1. Das Zusammenfassen von Ratingkategorien kann zu Isotonie in den
empirischen Ausfallanteilen (der zusammengefassten Kategorien) fihren. Hier exis-

tieren vier Mdglichkeiten, die drei Ratingkategorien zusammenzufassen und zwar
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{{Ru} AR} {Rs}}, {{Ry, R}, {Rs}}, {{R1}, {R2, Rs}} und {{Ry, R, Rs}}. Diese
Zusammenlegungen liefern jeweils verschiedene (gepoolte) Ausfallanteile. So ergeben
sich die vier in Abbildung 6.1 (b) dargestellten Lorenzkurven. Abbildung 6.1 (c) zeigt
die konvezen Lorenzkurven aus Abbildung 6.1 (b). Die grofste konvexe Minorante von
L, ay.a5 ist optimal (am stirksten durchgebogen) in der Klasse aller konvexen Lo-
renzkurven, die sich aus dem Zusammenfassen der Ratingkategorien ergeben. Diese
entspricht hier der empirischen Lorenzkurve nach dem Zusammenfassen der Rating-
kategorien zu {{R1, R2},{Rs}}, d. h. die Lorenz-optimalen geschdtzten Ausfallwahr-
_ 0.2:3040-20

scheinlichkeiten lauten af = a3 = === = 0.12 und a3 = 0.8. Dies sind auch die

Schdtzungen nach der monotonen Regression.
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Abbildung 6.1: (a) Lorenzkurve der empirischen Ausfallanteile. (b) Lorenzkurven der
zusammengefassten Ratingkategorien. (¢) Einschrankung auf konvexe Lorenzkurven.
In dieser Menge ist die grofite konvexe Minorante von Lg, s, a, optimal.

Aus Satz 6.7 und Satz 4.6 folgt auch, dass die mittels monotoner Regression ge-
schétzten Ausfallwahrscheinlichkeiten optimal im Sinne aller streng anreizerhalten-
den Score-Regeln sind (unter allen vertriaglichen Schétzungen). Dies stellen auch
Brimmer & Du Preez (2013) heraus. Ihre Argumentation ist allerdings wesentlich

technischer und verwendet keine Halbordnungen.
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Fawcett & Niculescu-Mizil (2007) bringen die monotone Regression mit der ROC-
Kurve in Zusammenhang. Sie zeigen, dass die geschatzten Ausfallwahrscheinlichkei-
ten aus der monotonen Regression ROC-Dominanz tiber alle anderen vertraglichen

Schatzungen besitzen.

Ebenso kénnen auch Briicken zur Refinement-Ordnung (vgl. Kapitel 4) und zum
Mean-Preserving-Spread (Rothschild & Stiglitz, 1970) geschlagen werden. Auch im
Sinne dieser Kriterien sind die aus der monotonen Regression resultierenden ge-
schétzten Ausfallwahrscheinlichkeiten optimal in der Menge aller vertréiglichen Schét-

zungen.



Kapitel 7

Anwendung im Bereich der

Ratingindustrie

Standard & Poor’s (S&P), Moody’s und Fitch sind die gréfiten drei internatio-
nalen Ratingagenturen. Sie gehoren zu den zehn Ratingagenturen, die als Natio-
nally Recognized Statistical Rating Organization (NRSRO) eingetragen sind (U.S.
Securities and Exchange Commission, 2017, S. 7). Diese férmliche Anerkennung
wird von der United States Securities and Exchange Commission (SEC), einer
US-Borsenaufsichtsbehérde vergeben und soll die Qualitat der Ratings garantie-
ren. Dazu verlangt die SEC von den eingetragenen Agenturen unter anderem ei-
ne regelméflige Offenlegung ihrer Ratinghistorie. Aus dieser Historie werden hier
Ratings fiir durch private Wohnimmobilien hypothekenbesicherte Wertpapiere (re-
sidential mortgage-backed securities (RMBS)) mit einer Laufzeit von zehn Jahren
betrachtet (Fitch Ratings, 2017, S. 7; Moody’s, 2017, S. 8; Standard & Poor’s,
2017, S. 14).

93
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Diese Informationen werden in diesem Kapitel fiir einen exemplarischen Vergleich
von S&P, Moody’s und Fitch genutzt. Dabei hat die Anwendung vorrangig das Ziel,
die vorgestellten Methoden zu veranschaulichen. Auf Signifikanztests, z. B. fir die
Gleichheit von Lorenzkurven, wird daher verzichtet, siehe etwa Dardanoni & Forcina

(1999) oder Blochlinger & Leippold (2018).

Tabelle 7.1 zeigt die Verteilung der Ratings fiir RMBS getrennt fiir S&P, Moody’s
und Fitch. Die Gesamtausfallraten von 41.55 % (S&P), 40.09 % (Moody’s) und
34.83 % (Fitch) sind aufféllig hoch und auch damit begriindet, dass die Finanzkrise

ab 2007 im Untersuchungszeitraum liegt, vgl. Kapitel 1.

7.1 Gewichtete monotone Regression

Tabelle 7.1 zeigt auch, dass die empirischen Ausfallanteile der RMBS nicht monoton
steigend in den 21 Ratingklassen sind. Vor allem in den Ratingkategorien mit er-
hohtem Ausfallrisiko (B bis C) ist die Monotonieeigenschaft deutlich verletzt. Diese
Beobachtung wird hier nicht weiter untersucht. Ein Grund dafiir kénnte jedoch die

verhaltnismaBig geringe Besetzung dieser Klassen sein.

Zur Schitzung monoton steigender Ausfallwahrscheinlichkeiten wird hier die gewich-
tete monotone Regression genutzt. Dabei werden die relativen Haufigkeiten der Ra-
tingklassen als Gewichte der Regression verwendet. So ergeben sich die geschétzten
Ausfallwahrscheinlichkeiten (empirisch kalibriert) aus Tabelle 7.1, welche auflerdem

in Abbildung 7.1 dargestellt sind.
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Seien die gegebenen Ratingklassen von gut nach schlecht mit den Werten 1,2, ...,21
assoziiert. Die optimalen Zusammenlegungen der Menge {1,2,...,21} sind nach dem

PAV-Algorithmus mit den Daten aus Tabelle 7.1 gegeben durch

{{1}, {2}, {3},{4,5,6},{7},{8,9}, {10}, {11,12,13}, {14}, {15},{16,...,21}} (S&P)
{{1},{2,3}, {4}, {5, 6}, {7}, {8,9},{10,...,21}} (Moody’s)
{{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9, 10}, {11, ...,14},{15,...,21}} (Fitch).

Die Zusammenlegungen zeigen an, welche Ratingklassen durch die monotone Re-
gression dieselbe geschétzte Ausfallwahrscheinlichkeit zugeordnet bekommen: Dies
sind die Ratings, die gemeinsam in einer Menge des Mengensystems stehen, und
die geschétzte Ausfallwahrscheinlichkeit entspricht dem gewichteten arithmetischen
Mittel der empirischen Ausfallanteile in den entsprechenden Klassen. Beispielsweise
wird den 8151 von S&P bewerteten Wertpapieren aus den Ratingklassen AA-; A+
und A die Ausfallwahrscheinlichkeit

1588 1941 4622
* S&P * S&P * S&P
_ _ = 22900 6247 + ——-0.6394 4+ —=20.5887 = 0.6078
a4 @5 % 8151 *S151 * S151

zugeordnet, vgl. Tabelle 7.1.

Die in Kapitel 6 herausgestellte Lorenz-Optimalitat der monotonen Regression wird

anhand der Schétzung fiir S&P im Beispiel D.1 im Anhang verdeutlicht.
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Abbildung 7.1: Empirische Ausfallanteile und monotone Regression im Bereich
RMBS (residential mortgage-backed securities) fiir eine Laufzeit von 10 Jahren.
Bemerkung: Die gefitteten Werte der monotonen Regression sind lediglich zur bes-
seren Visualisierung linear miteinander verbunden, zwischen den Ratings sind die
geschdtzten Ausfallwahrscheinlichkeiten nicht definiert.
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7.2 Vardeman-Meeden-Ordnung

In diesem Unterkapitel werden die mittels der monotonen Regression geschétzten
Ausfallwahrscheinlichkeiten von Fitch, Moody’s und S&P aus Tabelle 7.1 mithilfe

der Vardeman-Meeden-Ordnung verglichen.

Wie Tabelle 7.1 zu entnehmen, lassen sich die Gesamtausfallanteile im Bereich
RMBS (Laufzeit 10 Jahre) aufsteigend ordnen: Fitch (34.83 %), Moody’s (40.09 %)
und S&P (41.55 %). AuBerdem hat keine der Agenturen ein Rating abgegeben, wel-
ches mit der geschitzten Ausfallwahrscheinlichkeit 0 oder 1 verkniipft ist. Damit
sind die Voraussetzungen von Satz 5.4 und Korollar 5.5 gegeben und es konnen die
meisten Beziehungen nach der VM-Ausfall- und Nichtausfallordnung ohne weitere
Berechnungen direkt ausgeschlossen werden. Tabelle 7.2 und 7.3 veranschaulichen
dies und zeigen, dass beztiglich der VM-Ausfallordnung keinerlei Ordnung zwischen
S&P, Moody’s und Fitch besteht und dass beziiglich der VM-Nichtausfallordnung
lediglich Moody’s durch Fitch dominiert wird. Dies resultiert aus der Betrachtung

der zugehorigen bedingten Prognoseverteilungen (Abbildung A.3 im Anhang).

Tabelle 7.2: Dominanzbeziechungen nach der VM-Ausfallordnung fiir den Bereich
RMBS (Laufzeit 10 Jahre). Es besteht nach der VM-Ausfallordnung keinerlei Ord-

nung zwischen S&P, Moody’s und Fitch. (X £ Keine Dominanz, v £ Dominanz)

wird dominiert S&P Moody’s Fitch
dominiert
S&P —— X (Korollar 5.5) X (Korollar 5.5)
Moody’s X (Satz 5.4) _— X
Fitch X (Satz 5.4) X (Satz 5.4) _—



Kapitel 7: Anwendung im Bereich der Ratingindustrie 99

Tabelle 7.3: Dominanzbeziehungen nach der VM-Nichtausfallordnung fiir den Be-
reich RMBS (Laufzeit 10 Jahre). Fitch dominiert Moody’s, ansonsten besteht keine

Ordnung zwischen S&P, Moody’s und Fitch. (X £ Keine Dominanz, v £ Dominanz)

wird dominiert S&P Moody’s Fitch
dominiert
S&P —— X (Satz 5.4) X (Satz 5.4)
Moody’s X (Korollar 5.5) —— X (Satz 5.4)
Fitch X (Korollar 5.5) v S

Abbildung 7.2 zeigt die integrierten empirischen Verteilungsfunktionen, der auf den
Ausfall bedingten Prognoseverteilungen und einen Ausschnitt dieser. Diese sind fiir

x € [0, 1] durch

Fylw)i= [ lalat (7.1)

—00 a;fgt

definiert, wobei ¢(a}|1) die empirische relative Héufigkeit von a} in der auf den
Ausfall bedingten Prognoseverteilung ist (7 = 1,...,21), vgl. Tabelle 7.1. In Abbil-
dung 7.2 ist Fi3)(z) < 5 () fir alle z € [0,1], wobei 3}, Fi fiir Moody’s und
Fitch nach Gleichung (7.1) definiert sind. Moody’s dominiert daher Fitch beziiglich

der Ausfille im Sinne der stochastischen Dominanz zweiter Ordnung.
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Abbildung 7.2: (a) Integrierte empirische Verteilungsfunktionen, der auf den Ausfall
bedingten Prognoseverteilungen. (b) Der Ausschnitt zeigt, dass die integrierte Ver-
teilungsfunktion von Moody’s auf dem Intervall [0.20, 0.25] kleiner oder gleich denen
von S&P und Fitch ist.

7.3 Verallgemeinerte Lorenz-Ordnung

Die Refinement-Ordnung (Definition 4.4) ist fur die Ratinghistorie im Bereich RMBS
(Tabelle 7.1) nicht anwendbar, da die Agenturen unterschiedliche Populationen be-
wertet haben. Die verallgemeinerte Lorenz-Ordnung (Definition 5.7) stellt eine Er-
weiterung der Refinement-Ordnung fiir unterschiedliche Schuldnerpopulationen dar.
Daher werden folgend die mittels der monotonen Regression geschétzten Ausfall-
wahrscheinlichkeiten aus Tabelle 7.1 mithilfe der verallgemeinerten Lorenz-Ordnung

verglichen. Die zugehorigen empirischen Lorenzkurven zeigt Abbildung 7.3.
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Abbildung 7.3: Empirische Lorenzkurven von S&P, Moody’s und Fitch. Die zuge-
hérigen Gesamtausfallraten sind pYF = 41.55 %, pM = 40.09 % und p¥ = 34.83 %
(gerundet auf zwei Nachkommastellen).

Die nur schwach durchgebogenen empirischen Lorenzkurven in Abbildung 7.3 zeigen
die geringe Trennschérfe in den gemachten Ratings. Dies ist nicht verwunderlich, da
die Sparte der RMBS zur Zeit der Finanzkrise 2007 ungeniigend préazise bewertet
war (Financial Crisis Inquiry Commission, 2011, S. xxv). Dennoch ist ein systema-
tischer Unterschied zwischen den Agenturen vorhanden: Die Lorenzkurve von S&P
liegt auf dem Intervall (0,1) unterhalb der Lorenzkurve von Moody’s. Da aufler-
dem der Gesamtausfallanteil in der von S&P bewerteten Schuldnerpopulation mit
PP = 41.55 % groBer ist als der von Moody’s mit pM = 40.09 %, wird Moody’s von
S&P im Sinne der (empirischen) verallgemeinerten Lorenz-Ordnung dominiert. We-
gen Satz 5.11 ist S&P hier daher auch besser als Moody’s im Sinne aller Skill-Scores,
die auf einer anreizerhaltenden Score-Regel mit konvexer Score-Funktion (fiir § = 0)

basieren.
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Tabelle 7.4 veranschaulicht dies und zeigt Werte ausgewéhlter Score-Regeln, die die
Voraussetzung von Satz 5.11 erfiillen. Insbesondere hat S&P hier bessere Skill-Score-

Werte als Moody’s, was auch direkt wegen der Dominanz nach der (empirischen)

verallgemeinerten Lorenz-Ordnung folgt.

Tabelle 7.4: Werte ausgewéhlter Score-Regeln und Skill-Scores fiir den Bereich

RMBS (Laufzeit 10 Jahre).

Score-Regel

Skill-Score

Brier Logarith- Hyper- Brier Logarith- Hyper-

mus bolisch mus bolisch

S&P 0.1861 0.5566 0.2058 0.2337 0.1800 0.2215
Moody’s | 0.1983 0.5841 0.2186 0.1743 0.1326 0.1646
Fitch 0.1941 0.5750 0.2143 0.1448 0.1104 0.1373
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Fazit und Zusammenfassung

Wahrscheinlichkeitsprognosen finden Anwendung in verschiedensten Bereichen, wie
der Meteorologie, der Medizin sowie der Versicherungs- und Bankenbranche. In die-
ser Arbeit liegt der Fokus auf der Bewertung von Wahrscheinlichkeitsprognosen in
der Ratingindustrie. Dazu wurden verschiedene Konzepte zum Vergleich von Kre-

ditausfallprognosen vorgestellt, untersucht und erweitert.

Fiir die Klasse der anreizerhaltenden Score-Regeln wurden Resultate fiir kalibrierte
Wahrscheinlichkeitsprognosen formuliert. Beispielsweise entspricht der Brier-Skill-
Score bei empirischer Kalibrierung gerade dem quadrierten Korrelationskoeffizien-
ten von Bravais-Pearson. Die Savage-Darstellung ermoglicht auch die Konstruktion
von anreizerhaltenden Score-Regeln. Auf diese Weise wurde der (anreizerhaltende)
hyperbolische Score definiert. Auflerdem wurde nachgewiesen, dass Skill-Scores an-
reizerhaltender Score-Regeln, wie der Brier- oder Logarithmus-Skill-Score, im All-

gemeinen nicht anreizerhaltend sind.

103
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Unterschiedliche Score-Regeln kénnen sich hinsichtlich der gemessenen Vorhersage-
qualitat widersprechen. Hier helfen Halbordnungen, die beziiglich einer gesamten
Klasse von Score-Regeln Dominanz garantieren kénnen. Halbordnungen zum Ver-
gleich von Wahrscheinlichkeitsprognosen bei identischen Schuldnerkollektiven, wie
die Refinement-Ordnung, die Vardeman-Meeden-Ordnung und die Lorenz-Ordnung,
sind in der Literatur gut erforscht. Darauf aufbauend wurde insbesondere die Refine-
ment-Ordnung bei Vorliegen von vier Ratingkategorien untersucht. Ein hierftr for-
mulierter Dominanzsatz ermdoglicht auch die Visualisierung der Dominanzbeziehung

von zwei Prognostikern.

Wird die Restriktion auf identische Schuldnerkollektive aufgegeben, so sind die ge-
nannten Ordnungen entweder nicht mehr anwendbar oder reduzieren sich zu Praord-
nungen. Daher wurde unter der Annahme kalibrierter Prognosen bei unterschied-
lichen Schuldnerkollektiven eine neue Halbordnung, die verallgemeinerte Lorenz-
Ordnung definiert und untersucht. Ein zentrales Ergebnis fiir kalibrierte Prognosen
ist: Besteht Dominanz nach der verallgemeinerten Lorenz-Ordnung, so ist der domi-
nierende Prognostiker auch im Sinne wichtiger Skill-Scores, wie dem Brier-Skill-Score

besser als sein Konkurrent.

Die monotone Regression ist ein nichtparametrisches Verfahren, das zur Schatzung
von Ausfallwahrscheinlichkeiten zu gegebenen Ratingklassen genutzt werden kann.
Hier wurde gezeigt, dass dieses Verfahren Lorenz-optimal in einer Klasse von ver-

tréglichen Schatzungen ist.

Eine Anwendung auf die internationale Ratingindustrie veranschaulicht die

in dieser Arbeit herausgearbeiteten Ergebnisse. Der Vergleich umfasst die
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Ratings der fiihrenden Ratingagenturen Standard & Poor’s; Moody’s und Fitch.
Die verwendeten Daten wurden von den Agenturen im Rahmen der Anerkennung
als NRSRO (nationally recognized statistical rating organization) veroffentlicht. Da
die Agenturen unterschiedliche Schuldnerkollektive in der betrachteten Sparte be-
wertet haben (residential mortgage backed securities), wurde der Vergleich insbe-
sondere mittels der verallgemeinerten Lorenz-Ordnung durchgefiihrt. Hierbei domi-
niert Standard & Poor’s den Konkurrenten Moody’s im Sinne der verallgemeinerten

Lorenz-Ordnung.

Ausblick: Die Relevanz, Ratingagenturen zu iiberwachen und zu bewerten, moti-
viert eine Vielzahl von weiteren zukiinftigen Forschungsfragen. Neben aussagekraf-
tigen empirischen Untersuchungen sind viele methodische Fragen offen. So sollten
beispielsweise anreizerhaltende Qualitatskriterien fiir den Vergleich von Wahrschein-
lichkeitsprognosen bei unterschiedlichen Schuldnerpopulationen entwickelt werden.
Weiter ist es interessant, die Restriktion auf kalibrierte Wahrscheinlichkeitsprogno-
sen fallen zu lassen. Einen Ansatz dazu bieten Krdmer & Posch (2015), die Halb-

ordnungen fiir semikalibrierte Prognosen betrachten.



Anhang A

Grafiken
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Abbildung A.1: Lorenzkurven von drei kalibrierten Wahrscheinlichkeitsprognosti-
kern auf gleichen Schuldnerpopulationen, vgl. Tabelle 4.1. Hier ist C' > A, sodass
mit Satz 4.6 der Prognostiker C' besser ist als Prognostiker A beztiglich aller anrei-
zerhaltender Score-Regeln (im Erwartungswert).
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Abbildung A.2: Lorenzkurve der Nichtausfille des perfekten Prognostikers B bei ei-
ner Gesamtausfallwahrscheinlichkeit von p? = 0.4 im Vergleich zur Lorenzkurve der
Nichtausfille des Prognostikers A (kalibriert) mit ¢(0) = 0.7, ¢*(0.25) = ¢*(0.5) =
¢*(0.75) = 0.1 und p3' = 0.15.
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Abbildung A.3: (a) Empirische Verteilungsfunktionen, der auf den Nichtausfall be-
dingten Prognoseverteilungen. (b) Empirische Verteilungsfunktionen, der auf den
Ausfall bedingten Prognoseverteilungen.



Anhang B

Tabelle

Tabelle B.1: Ratingskala von Moody’s fiir langfristige Anleihen mit einer Laufzeit
von mindestens einem Jahr (Emery, 2017). Zur weiteren Differenzierung innerhalb
der Ratingkategorien fiigt Moody’s den Ratings Aa bis Caa eine Zahl aus {1,2,3}
hinzu, beispielsweise ist Baal besser als Baa2 und Baa2 ist besser als Baa3, so

ergeben sich 21 mogliche Ratings.

Aaa

Aa

A

Baa

Caa

Anleihen bewertet mit Aaa sind von héchster Qualitdt und haben das geringste
Kreditausfallrisiko.

Anleihen bewertet mit Aa sind von guter Qualitdt und haben ein sehr geringes
Kreditausfallrisiko.

Anleihen bewertet mit A sind von mittel guter Qualitdt und haben ein geringes
Kreditausfallrisiko.

Anleihen bewertet mit Baa sind von mittlerer Qualitdt und haben ein méafliges
Kreditausfallrisiko, sie sind leicht spekulativ.

Anleihen bewertet mit Ba sind spekulativ und besitzen ein substantielles Kre-
ditausfallrisiko.

Anleihen bewertet mit B sind spekulativ und besitzen ein hohes Kreditaus-
fallrisiko.

Anleihen bewertet mit Caa sind spekulativ und besitzen ein sehr hohes Kre-
ditausfallrisiko.

Anleihen bewertet mit Ca sind sehr spekulativ. Der Zahlungsausfall ist wahr-
scheinlich, mit etwas Aussicht auf Erholung.

Anleihen bewertet mit C sind, die am schlechtesten bewerteten. Der Zahlungs-
ausfall steht meist unmittelbar bevor, mit geringer Aussicht auf Erholung.
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Tabelle B.2: Marktanteile der in der EU registrierten Ratingagenturen (European
Securities and Markets Authority, 2017).

Kreditratingagentur Marktanteil in %
S&P Global Ratings 46.26
Moody’s Investors Service 31.27
Fitch Ratings 15.65
DBRS Ratings 1.87
CERVED Rating Agency 0.97
AM Best Europe Rating Services 0.90
The Economist Intelligence Unit 0.69
CreditReform Rating 0.53
Scope Ratings 0.46
GBB-Rating 0.35
Assekurata 0.23
Euler Hermes Rating 0.22
Capital Intelligence Ratings 0.13
ICAP 0.12
ModeFinance 0.08
Spread Research 0.07
Dagong Europe Credit Rating 0.07
ARC Ratings 0.05
Axesor Rating 0.03
CRIF Ratings 0.03
BCRA Credit Rating Agency 0.02
BEuroRating 0.01
INC Rating < 0.01
European Rating Agency < 0.01
Rating-Agentur Expert RA GmbH < 0.01
Total 100




Anhang C

Vertragliche Schatzungen

Bezeichne mit V p) die Menge aller mit (P) vertraglichen Schétzungen. Im Folgenden
werden vertrégliche Schatzungen und ihre Verteilungen naher untersucht. Dazu wird

das Hilfskonstrukt der monotonen Partitionierung definiert.

Definition C.1.

(i) Eine monotone Partitionierung einer Menge {1,... k}, k € N, ist ein

Mengensystem M; = {IMy,...,M;} mit Elementen
Mj — {bj—l + 1,bj_1 —|— 2, e 7b]} — IN ﬂ [bj—l + 1, b]]

mitb; €N firj=1,...,lund0=by <by <...<b_1 <b=k.

(ii) Seien 0 < a; <...<ap <1l und firi=1,... k seiugl) =min{j: & = a;}

und u'? = max{j: a; = a;}. Damit ist

die zu ay,...,a; gehorende monotone Partitionierung.

110



Kapitel C: Vertragliche Schiatzungen 111

Seien @y, ..., a; mit (P) vertréglich und sei {&§<), . ,&l(<)} die Menge, der sich von-

einander unterscheidenden Wahrscheinlichkeitsprognosen in {as,...,d;} mit

al¥ < ... < a1 <k Dann gilt mit MO = (M, ... M} und (b) aus

Definition 6.5 sowie der Monotonie der geschitzten Prognosen, dass die relative

Héufigkeit von d§-<) gegeben ist durch:

i(69) = X R, j=1,....L

SEMJ'

Wegen der empirischen Kalibrierung gilt weiter

Also sind mit (P) vertragliche Schatzungen und ihre Verteilung eindeutig tber die
zugehorige monotone Partitionierung festgelegt. Diese Uberlegung fiihrt direkt zu
Korollar C.2, das die Menge der vertraglichen Schatzungen iiber geeignete monotone

Partitionierungen definiert.

Korollar C.2. Sei (P) eine Population von bewerteten Krediten mit Ausféllen
0; € {0,1} und Ratings r; € {Ry,...,Rx}, i = 1,...,n. Die geschditzten Ausfall-
wahrscheinlichkeiten a, < ... < @y, sind genau dann vertraglich mit (P), wenn eine

monotone Partitionierung M, existiert, sodass fir j =1,...,1 gilt

~(A(<) A ~(<) ESEM]‘ Q<Rs)ds
a; = R,) und a;’ = - ’
! ( ! ) SGZ:MJ' Q( ) ! Zsele Q<Rs)

wobei {&§<), o ,dl(<)} die Menge, der sich voneinander unterscheidenden Wahr-

scheinlichkeitsprognosen in {ay, ..., ay} mit a§<) <. < dl(<) ist.
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Beweis: ,—“: Klar mit Voriiberlegung.
,<="“: Bedingung (a) aus Definition 6.5 ist nach Voraussetzung erfiillt. Bedin-
gung (b) aus Definition 6.5, also die empirische Kalibrierung, ist erfillt, da d§<)

ein empirischer Ausfallanteil in (moglicherweise) zusammengefassten Ratingklassen

ist, j=1,... k. O

Korollar C.2 zeigt auch, dass sich vertragliche Schatzungen als gewichtete Mittel der

empirischen Ausfallanteile darstellen lassen.

Korollar C.3. Sei (P) eine Population von bewerteten Krediten mit Ausfillen
0; € {0,1} und Ratings r; € {R1,...,Rx}, i =1,...,n, dann gilt:

(i) [Vip)| < 25

(i) Die Losung a3, ..., a; des Minimierungsproblems (6.1) der monotonen Regres-

sion ist vertrdglich mit (P).
Beweis:

(i) Sei zunéchst a; < ... < ag, dann gehort jede monotone Partitionierung der
Menge {1,...,k} gemaf Korollar C.2 zu genau einer mit (P) vertréglichen
Schitzung. Weiter sei M; = {My,...,M,;} die monotone Partitionierung der
Menge {1,...,k}, k € N, definiert iiber

1, falls3dje{l,.... i} mitie M; und 1+ 1 € M;
B { } j j 1)

0, sonst

fuiri=1,...,k — 1. Der Vektor ho= (hi,...,hx_1)" legt die monotone Parti-

tionierung also eindeutig fest. Offensichtlich gibt es jedoch 2¥~! verschiedene
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Moglichkeiten den Vektor h zu bilden. Daher gibt es ebenso viele monotone
Partitionierungen bzw. verschiedene vertriagliche Schétzungen.

Sei nun beispielsweise @, > s, so liefert der Vektor h = (0,...,0) € R*! ge-
méaf Gleichung (C.1) keine vertrédgliche Schatzung (Monotonie der Prognosen

ist verletzt), sodass insgesamt |Vp)| < 2771 gilt.

(ii) Die Aussage folgt aus Schritt (2) des PAV-Algorithmus und Korollar C.2. [



Anhang D

Alternative vertragliche Schatzung

Beispiel D.1. Tuabelle 7.4 umfasst die Werte ausgewdhlter Score-Regeln, jeweils fir
SEP, Moody’s und Fitch. Beispielsweise ist der Logarithmus-Score von SEP gerade
SSEF = 0.5566. Den Berechnungen dieser Score- Werte liegen die mittels der monoto-
nen Regression geschitzten Ausfallwahrscheinlichkeiten af aus Tabelle 7.1 zugrunde.

Wiirden die Ausfallwahrscheinlichkeiten stattdessen als Ausfallanteile gemdf der Zu-

sammenlegung

{{1},{2},{3,4},{5,6}, {7}, {8,9}, {10}, {11,12,13}, {14}, {15}, {16,...,21}}

geschatzt (unterscheidet sich zur optimalen Zusammenlegung nur durch die Auftei-

lung der Klassen 3, 4, 5 und 6), so waren die geschdtzten Ausfallwahrscheinlichkeiten

5410 1588
~SEP ~SEP
_ = 2204399 + —°°() 6247 = .4818
3 4 6993 * 6908 ’
1041 4622
~SEP ~SEP
_ = 272006394 + —=£(0.5887 = 0.6037.
@5 % 6563 * 6563
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Die geschdtzten Ausfallwahrscheinlichkeiten der Klassen AAA, AA+ sowie A bis
C blieben unverindert (Zusammenlegung ist dort gleich), siehe Tabelle 7.1. Mit
dieser leicht verdnderten Zusammenlequng ergdbe sich also auch eine vertrdgliche
Schétzung der Ausfallwahrscheinlichkeiten. Mit der wiirde SE9P einen Logarithmus-
Score von SEET = 0.5577 > 0.5566 erzielen. Dass dieser Score-Wert schlechter ist,
ist nicht tiberraschend, da die Schdtzung mittels der monotonen Regression nach
Satz 6.7 Lorenz-optimal in der Menge der vertraglichen Schdtzungen ist. Und Lorenz-

Optimalitat ist hier dquivalent zur Optimalitat fir alle anreizerhaltenden Score-

Regeln, also auch fir den Logarithmus-Score, vgl. Satz 4.6.
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