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Wert des AIC-Kriteriums, s. (2.20)

Komponente der Kovarianzmatrix der asymptotischen Vert.
des Quasi-Maximum-Likelihood Schétzers, s. (2.17)
Komponente der Kovarianzmatrix der asymptotischen Vert.
des Quasi-Maximum-Likelihood Schitzers, s. (2.18)
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Kapitel 1
Einleitung

In der Medikamentenentwicklung ist die Untersuchung von Dosis-Wirkungs-Bezie-
hungen von zentraler Bedeutung. Gerade in den ersten Phasen von klinischen Stu-
dien ist es notwendig, diese moglichst genau zu beschreiben, um so die erforderliche
Dosierung eines Medikamentes zu bestimmen, mit der ein gewiinschter Effekt er-
reicht wird. Hierzu werden in verschiedenen Phasen die Medikamente an Probanden
getestet. Dabei ist die erste Phase die Untersuchung von pharmakokinetischen- und
dynamischen Eigenschaften der Substanzen an wenigen meist gesunden, freiwilligen
Probanden. Die zweite Phase dient dazu, erste Erkenntnisse iiber die Wirksamkeit
bei Patienten zu gewinnen. Mittels der ersten Phasen der klinischen Studie kann ei-
ne passende Dosierung des Medikamentes fiir anschliefende Phase 111 und Phase IV
Studien ermittelt werden, in denen dann die Wirksamkeit einer neuen Behandlung
an einer groferen Patientengruppe nachgewiesen wird (siehe beispielsweise Schuma-
cher und Schulgen (2007)). Dabei ist es nicht nur aus finanziellen, sondern auch aus
ethischen Griinden erstrebenswert in allen Phasen der klinischen Studie die Patien-

tenzahlen moglichst klein zu halten.

Ein klassisches Instrument zur Minimierung solcher Fallzahlen ist die optimale Ver-
suchsplanung. Diese blickt auf eine lange Geschichte zuriick, wobei exemplarisch die
Monographien von Pukelsheim und Rieder (1992), Atkinson et al. (2007) und Fedo-
rov und Leonov (2013) genannt seien, die die Grundlagen der optimalen Versuchs-
planung erliutern und einen Uberblick iiber verschiedene Verfahren geben. Unter
der Annahme, dass die Regressionsfunktion, die die Dosis-Wirkungs-Beziehung be-
schreibt, bekannt ist, existieren zahlreiche Ansétze zur optimalen Versuchsplanung.
Je priiziser das Vorwissen iiber die Regressionsfunktion und ihre Parameter ist, desto
effizienter ist ein basierend hierauf entwickelter Versuchsplan. Dette et al. (2008) zei-

gen, dass die Effizienz eines Versuchsplans durch eine Missspezifikation des Modells
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2 Kapitel 1: Einleitung

stark sinken kann. Liegt also kein Vorwissen iiber das wahre Modell, beispielsweise
aus vorangegangenen Phasen einer klinischen Studie, vor, so kann auch ein sorgfiltig
bestimmter Versuchsplan auf Grundlage einer falschen Modellannahme ungeeignet
sein. Ein Ansatz Modellunsicherheit in der Versuchsplanung zu beriicksichtigen, geht
auf Lauter (1974) zuriick. Dieser verwendet fiir konkurrierende Modelle zur Beschrei-
bung des Einflusses der Versuchsbedingungen auf das Versuchsergebnis ein gemisch-
tes Versuchsplanungskriterium, indem er das Produkt einzelner Kriterien nutzt und

so effiziente Versuchspléane fiir alle betrachteten Modelle bestimmt.

In jeder statistischen Analyse ist ein entscheidender Schritt die Wahl eines passenden
Modells, welcher in dem Kriterium aus Léuter (1974) keine Beriicksichtigung findet.
Hierzu finden sich jedoch zahlreiche weitere Veroffentlichungen im Bereich der op-
timalen Versuchsplanung. Einen der ersten Ansétze zur optimalen Versuchsplanung
zur Unterscheidung verschiedener Modelle bieten Atkinson und Fedorov (1975), in-
dem sie die Trennschérfe eines Tests zur Unterscheidung zweier Kandidatenmodelle
mittels der Wahl eines geeigneten Versuchsplans maximieren. Zu den zahlreichen
Erweiterungen und weiteren Ansétzen zu dieser Thematik gehoren beispielsweise
Ucinski und Bogacka (2005), Lépez-Fidalgo et al. (2007), Wiens (2009) und Dette
und Titoff (2009). Um gleichzeitig eine moglichst gute Trennung zwischen Modellen
und eine moglichst prézise Schéitzung der enthaltenen Parameter zu erméglichen,
verwenden Zen und Tsai (2002), Atkinson (2008) oder Tommasi (2009) dhnlich wie
Léuter (1974) Mischungen aus Versuchsplanungskriterien zur Trennung von Model-

len und zur Parameterschétzung.

Die oben genannten Ansétze zur Versuchsplanung legen unterschiedliche Verfah-
ren zur Modellselektion zugrunde. Fiir einen Uberblick iiber verschiedene hiufig
verwendete Kriterien zur Modellselektion, wie etwa Akaike’s Informationskriterium
(AIC), das Bayesianische Informationskriterium (BIC), Mallow’s C,,, die generalisier-
te Kreuzvalidierung oder das Fokussierte Informationskriterium (FIC), verweisen wir
exemplarisch auf die Monographien von Burnham und Anderson (2002) oder Claes-
kens und Hjort (2008). Diese Verfahren sind in der Praxis sehr attraktiv, da sie ein
einzelnes Modell liefern, in dem die statistische Analyse durchgefiihrt wird, wodurch
eine Interpretation der Ergebnisse leicht féllt. Die einzelnen Modellwahlstrategien
sind jeweils unterschiedlich motiviert und haben verschiedene Eigenschaften, welche
auch von den betrachteten Modellen abhéngen. Hierzu zédhlen Kriterien wie Konsi-
stenz, Effizienz und Sparsamkeit (jeweils im Sinne von Claeskens und Hjort (2008,
Kapitel 4) verwendet). Es gibt jedoch kein universell einsetzbares bestes Modell-

wahlverfahren, welches sémtliche wiinschenswerten Eigenschaften besitzt.
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Zudem fithren Modellwahlverfahren zu einem post selection problem (siehe etwa
Poetscher (1991)). Dieses liegt darin begriindet, dass Parameterschétzer, die nach
einer Modellselektion bestimmt werden, {iblicherweise einer Mischung mehrerer Ver-
teilungen folgen. Ist beispielsweise p ein Zielparameter, der in einem Regressionsmo-
dell zu schéitzen ist und ein einzelnes Modell wird mittels eines Modellwahlkriteriums
ausgewdahlt, so fiihrt die Vernachlédssigung der zusétzlichen Unsicherheit, die mit der
Modellselektion einhergeht, zu Konfidenzintervallen, welche unter Umsténden ei-
ne zu kleine Uberdeckungswahrscheinlichkeit besitzen (siehe Claeskens und Hjort
(2008, Kapitel 7)). Die Herleitung von ,korrekten“ Konfidenzintervallen ist kompli-
ziert und vom jeweils betrachteten Modell sowie unbekannten Parametern abhéngig
(siehe Leeb und Potscher (2006) fiir eine Diskussion dieser Problematik).

Als Alternative zu diesem Ansatz schlagen verschiedene Autoren anstelle der Schét-
zung des Zielparameters in einem einzelnen Modell vor, diesen in allen Kandidaten-
modellen zu schétzen und dann iiber diese Schétzungen zu glatten. Dadurch findet
die zusétzliche Variabilitat der Schéatzer durch die Modellunsicherheit angemessene
Beriicksichtigung. Vor allem im Bereich der Bayes-Statistik ist dieser Ansatz unter
dem Stichwort bayesianisches Model-Averaging weit verbreitet (siehe etwa das Tuto-
rium von Hoeting et al. (1999) als ein Beispiel unter vielen). Wie Hjort und Claeskens
(2003) herausstellen, ist eine Schwierigkeit bei diesem Ansatz, wie auch bei anderen
Bayes-Verfahren, die Wahl geeigneter A-priori Wahrscheinlichkeiten fiir die Klasse
der Kandidatenmodelle. Daher schlagen sie das sogenannte frequentistische Model-
Awveraging als Alternative vor und entwickeln eine asymptotische Theorie fiir dieses.
Ihre Resultate beschrinken sich dabei auf eine Modellklasse, die der Annahme [o-
kaler Alternativen geniigt, wodurch sie eine geschlossene Form der resultierenden
asymptotischen Verteilung herleiten konnen. Simulationsstudien weisen darauf hin,
dass die Model-Averaging Schiatzung im Vergleich zur Schiatzung nach Modellselek-
tion die Schitzgenauigkeit verbessern kann (siehe etwa Breiman (1996) und Raftery
und Zheng (2003)). Im Kontext von Dosis-Wirkungsstudien bestitigen Schorning
et al. (2016), Aoki et al. (2017) und Buatois et al. (2018) diese Ergebnisse. Daher
scheint es vielversprechend, ein Versuchsplanungskriterium zu entwickeln, das diese

Art der Parameterschiatzung beriicksichtigt.

Mit diesem Ziel fithren wir in Kapitel 2 zunéchst notwendige Grundlagen ein. Wir
erliutern dabei grundlegende Konzepte der optimalen Versuchsplanung und tref-
fen Annahmen, die wir zur Bestimmung der asymptotischen Verteilung von Model-
Averaging Schétzern benotigen. Ein erster Ansatz zur optimalen Versuchsplanung

fiir Model-Averaging Schétzer findet sich in Kapitel 3. In diesem nutzen wir die Re-
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sultate aus Hjort und Claeskens (2003), um Versuchsplédne zu bestimmen, die den
asymptotischen mittleren quadratischen Fehler des Model-Averaging Schétzers mi-
nimieren. Hjort und Claeskens (2003) setzen dabei voraus, dass die Kandidatenmo-
delle verschachtelt sind und nutzen sogenannte lokale Alternativen. Dadurch handelt
es sich bei dem mittleren quadratischen Fehler um einen handlichen Ausdruck, bei
dem Verzerrung und Varianz jeweils mit der Stichprobengrofie sinken. Wir zeigen
anhand von Simulationen, dass die optimalen Versuchspliane die Schétzgenauigkeit
des Model-Averaging Schétzers deutlich verbessern kénnen. Zudem ist in den Simu-
lationen zu beobachten, dass Model-Averaging Schétzer praziser sind als Schétzer
nach Modellselektion. Um auch Versuchspléne fiir Model-Averaging Schétzer in all-
gemeineren Modellklassen bestimmen zu konnen, leiten wir in Kapitel 4 zunéchst
die asymptotische Verteilung von Model-Averaging Schétzern unter sehr allgemei-
nen Annahmen her. Dabei treffen wir nur wenige Restriktionen beziiglich des wahren
zugrunde liegenden Modells. In diesem allgemeinen Rahmen zeigt sich nun, dass die
Verzerrung des Schétzers unabhingig von der Stichprobengréfe ist, wahrend die Va-
rianz mit dieser sinkt. Dadurch erhélt fiir groffe Stichprobenumfiange die Verzerrung
einen groferen Einfluss auf den mittleren quadratischen Fehler als die Varianz und
Schétzer nach Modellselektion kénnen préziser sein als Model-Averaging Schétzer.
Wir bestimmen optimale Versuchspline, die den asymptotischen mittleren quadra-
tischen Fehler minimieren und illustrieren auch hier anhand von Simulationsstudien,
dass sowohl die Schétzgenauigkeit von Model-Averaging Schétzern als auch die Pra-
zision von Schétzern nach Modellselektion mit diesen Versuchsplédnen deutlich erhoht

werden kann.



Kapitel 2
Grundlagen

Dieses Kapitel erldutert grundlegende Resultate der statistischen Versuchsplanung
sowie wichtige Begriffe im Zusammenhang mit Model-Averaging- und Modellselek-

tionsverfahren, welche zum Verstdndnis der Arbeit essenziell sind.

2.1 Grundlegende Konzepte der optimalen Ver-

suchsplanung

Wir gehen bei den in dieser Arbeit betrachteten Versuchsplanungsproblemen da-
von aus, dass insgesamt n Experimente unter k verschiedenen Versuchsbedingun-
gen xq,...,x, durchgefithrt werden konnen. Unter jeder Versuchsbedingung erhe-
ben wir n; Realisationen y;1,...,ym, (i = 1,..., k) der Zufallsvariablen Yjy, ... Y},
(1t = 1,...,k), sodass gilt n = Zle n;. Die Zufallsvariablen, so wie ihre Realisa-
tionen fassen wir jeweils in den Vektoren Y, = (Yi1,...,Y1n,, Y1, .., Yin,)? und
Yn = (Y115 -+ Yinys Y215 - - - s Ykn,, ). zusammen. Wir treffen an die wahre Verteilung

der Zufallsvariablen die folgende Annahme.

i=1,...,k,
j = 1,...,n;, haben eine gemeinsame Verteilung mit einer (beziiglich eines
MafBes v) messbaren Radon-Nikodym-Dichte g(- | z;).

(A1) Die stochastisch unabhéngigen (reellwertigen) Zufallsvariablen Y;;,

In den Anwendungsbeispielen dieser Arbeit gehen wir konkret davon aus, dass die

Zufallsvariablen Y;; Regressionsmodellen der Form
Y;‘:7](1[‘1‘,19)—'—81‘3‘7Z.:1,...,]€,j:1,...7ni, (21)

geniigen. Die Zufallsvariablen ¢;; haben dabei den Erwartungswert E(e;;) = 0 sowie

die Varianz Var(e;;) = 02 und sind stochastisch unabhéingig. Die Dichte g(- | «;) der

5



6 Kapitel 2: Grundlagen

wahren Verteilung héngt somit von den unbekannten Parametern 67 = (02,97) €
© C RP ab. Die Regressionsfunktion 7 soll im Folgenden differenzierbar beziiglich
der Parameter ¢ sowie stetig in x sein.

Wir betrachten, wie es in der approximativen optimalen Versuchsplanung iiblich ist
(Pukelsheim, 1993, S. 26), den Fall lim,, o ™ = & € (0,1) fiir i = 1,...,k, sodass

wir folgende Definition erhalten.

Definition 2.1. Ein approzimativer Versuchsplan £ ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl
mit endlichem Tridger auf dem Versuchsbereich X (Kiefer, 1974). Die Menge aller
approximativen Versuchspldne auf dem Versuchsbereich £ bezeichnen wir mit Z=.
Als Notation fiir einen solchen Versuchsplan & mit Trdgerpunkten xq,...,x; und

Gewichten &, ..., & verwenden wir die Matrix

. rT ... T
5_{51 fk}.

Bemerkung. Die Gewichte &; eines approximativen Versuchsplans sind als relative
Héaufigkeiten fiir die Versuchsbedingung x; anzusehen. Ist jeweils &n ganzzahlig,
so sind &n Versuche unter der Versuchsbedingung z; durchzufiihren. In der Praxis
miissen jedoch fiir gewohnlich die Werte &;n so zu ganzen Zahlen n; gerundet werden,
dass insgesamt Zle n; = n Versuche durchgefiihrt werden. Dazu nutzt diese Arbeit
die im Folgenden erklarte Rundungsprozedur von Pukelsheim und Rieder (1992).
Pukelsheim und Rieder (1992) definieren fiir ihr Vorgehen zunéchst einen Multipli-
kator k, den sie verwenden, um Startwerte k&; (i = 1,. .., k) fiir die Implementierung
des Versuchsplans zu erhalten. Sie schlagen vor
k
K=n-—g
zu wihlen. Auf die Werte k§; wenden sie zundchst eine Rundungsprozedur an, wel-
che sémtliche nicht ganzzahlige Werte «¢; auf die néchstgrofere ganze Zahl rundet,

wéahrend jeder bereits ganzzahlige Wert entweder unverdndert bleibt oder ebenso

auf die nichstgroflere ganze Zahl erhoht wird:

) k1 falls k¢, € (k,k+ 1),
| {k k4 1) falls kG =k,

fiir ein k € Z.

Gibt es nun eine Kombination von Kandidaten 7;, sodass Zle n; = n ist, so ist
diese Kombination als Versuchsplan zu wéahlen. Ist allerdings Zle n; < n, so miissen

weitere Beobachtungen hinzugefiigt werden:

n; =n; + 1, falls n; = arg min ni/n (2.2)

1<i<k &
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Die Beobachtung wird also an dem Tragerpunkt z; hinzugefiigt, an dem der relative
Anteil an Beobachtungen n;/n am weitesten vom optimalen Anteil &; entfernt ist.
Dieses Verfahren fithren wir so lange durch, bis Zle n; = n ist, bis also der Stich-
probenumfang voll ausgeschopft wird. Analog gehen wir vor, falls Zle n; > n ist.

In diesem Fall muss jedoch eine Beobachtung entfernt werden:

i — 1
iy =ty 1, fulls 7y = arg

(2.3)

Hier wird bei dem Versuchspunkt z; eine Beobachtung entfernt, bei dem der relative
Anteil an Beobachtungen nach Entfernung einer Beobachtung am néchsten an dem
Gewicht & liegt. Auch dies fithren wir durch, bis S5, 7i; = n ist. Sowohl in (2.2)
als auch (2.3) muss die Wahl von 7; nicht eindeutig sein, in diesem Fall wéhlen wir
zuféllig eines der n; aus jenen aus, die das Minimum beziehungsweise das Maximum
erreichen. Pukelsheim und Rieder (1992) bezeichnen dieses Verfahren als effizientes

Runden.

Ziel der optimalen Versuchsplanung ist, durch eine genaue Planung der Experimente
die statistische Unsicherheit zu minimieren, beispielsweise mit dem Ziel mdoglichst
prazise Parameterschétzungen zu erhalten. Daher basieren viele Versuchsplanungs-
kriterien auf einer Minimierung gewisser Funktionen der Kovarianzmatrix der Schét-
zung eines unbekannten Parametervektors (siehe beispielsweise Silvey (1980) fiir eine
Auflistung verschiedener Kriterien). Dazu sind fiir einen approximativen Versuchs-
plan ¢ geméfl Definition 2.1 sowohl die Anzahl k£ der Trégerpunkte, als auch die
Trigerpunkte x4, ..., x; selbst, sowie die Gewichte &1, ..., & so zu bestimmen, dass
der Versuchsplan in einem noch zu definierenden Sinne ,,optimal® ist.

Um den Begriff der Optimalitdt zu charakterisieren betrachten wir im Folgenden

Operatoren
O : = — (0,400,

welche eine Abbildung von der Menge aller approximativen Versuchspldne auf dem
Versuchsraum X auf die positiven reellen Zahlen sind. Dabei sei das Ziel im Fol-
genden stets eine Minimierung dieser Funktion. An die Funktion ® stellen wir in
dieser Arbeit keine weiteren Bedingungen, sodass es sich nicht um eine Informati-
onsfunktion im Sinne von Pukelsheim (1993, Kapitel 5) handelt, insbesondere ist die

Funktion nicht notwendigerweise konvex.

Beispiel 2.2. Spitestens seit Kiefer und Wolfowitz (1960) ist eines der am héaufig-

sten verwendeten Optimalitédtskriterien in der Versuchsplanung die D-Optimalitét.
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Zahlreiche Standardlehrwerke zur optimalen Versuchsplanung behandeln dieses Kri-
terium ausfiihrlich, siehe beispielsweise Silvey (1980) oder Fedorov (1972). Trotz
seiner langen Geschichte ist dieses Kriterium immer noch Gegenstand vieler Unter-
suchungen, sieche etwa Atkinson (2008) oder Dette et al. (2010). Dieses Kriterium
basiert auf der Kovarianzmatrix A(€, 0) der Parameterschétzungen des unbekannten
Parameters § € R? der wahren Verteilung mit Dichte g. Ein D-optimaler Versuchs-
plan minimiert die Determinante dieser Matrix. Die Kovarianzmatrix ist dabei im

Allgemeinen von dem unbekannten Parameter 6 sowie dem Versuchsplan ¢ abhéngig.

Definition 2.3. Ein Versuchsplan £* € = heifit D-optimal, falls gilt
mit

|A(€,0)|, A(E,0) nicht singulér,

o (6:0) = { 00, A(&, 0) singular.

Dabei bezeichnet |-| die Determinante einer Matrix und A(&, ) die Kovarianzmatrix

cines Schitzers 6 fiir 6.

In den vorliegenden Versuchsplanungsproblemen ist es im Allgemeinen nicht mog-
lich, analytische Losungen fiir die Optimierungsprobleme zu finden. Daher ist es
hilfreich Optimalitéitsbedingungen herzuleiten, welche eine Uberpriifung der nume-
rischen Losung auf Optimalitéit erlauben. Hierzu kann die Richtungsableitung des

Operators ® genutzt werden.

Definition 2.4. (Papageorgiou und Winkert, 2018, Definition 5.2.1.)
Sei X ein normierter Vektorraum (im Sinne von Papageorgiou und Winkert (2018,
Definition 3.1.13.)), £ C X offen, ¢ € Z sowie ® : = — R. Dann ist fiir £ € = die
Richtungsableitung von @ in ¢ in Richtung £ — & gegeben durch
. . D+ al—8) - D(¢
DO(£)(§ —¢) = lim (£t alf —£) = o >, (2.4)

al0 «

sofern der Grenzwert existiert.

Bemerkung. Der normierte Vektorraum X aus Definition 2.4 ist im vorliegenden
Fall der Raum der signierten Mafle versehen mit der Totalvariationsnorm, von wel-
chem die Menge = aller Wahrscheinlichkeitsmafle mit endlichem Trager auf X eine
Teilmenge bildet (siche Klenke (2013, Definition 7.40 und Korollar 7.45)).



Kapitel 2: Grundlagen 9

Mittels der Richtungsableitung (2.4) ist es moglich, eine notwendige Bedingung fiir

das Vorliegen eines Minimums zu konstruieren.

Satz 2.5. Gegeben sei ein Versuchsplan £ € = mit ®(&*) < ®(&) fir alle £ € =.
Dann gilt fir die Richtungsableitung von ® in £ in alle Richtungen S— ' mité €=
die Ungleichheit

DO(E)(E—€) >0, (2.5)
sofern die Richtungsableitung existiert.

Beweis. Ist ® minimal in £*, so gilt

B¢ +a(f =€)~ B(€) 20
fir alle @ € [0, 1]. Damit ist aber auch der Zahler in (2.4) nicht-negativ und (2.5)
folgt unmittelbar. m

Bemerkung. Die Ungleichheit (2.5) gilt fiir alle Versuchspléane ¢ € Z, insbesondere

) "

Da séamtliche Versuchspléne E € = iiber Konvexkombinationen von Einpunktdesigns

also auch fiir Einpunktdesigns

darstellbar sind, kénnen wir mit
DO(E) (& — &) =20Ve e X (2.7)

eine zu (2.5) dquivalente Bedingung fiir das Vorliegen eines Minimums angeben.
Diese Bedingung kénnen wir grafisch tiberpriifen, sodass die Verwendung von (2.7)
attraktiver ist als die Verwendung von (2.5).

Es ist zu beachten, dass obige Aussagen analog gelten, wenn das Kriterium & zu

maximieren ist. In diesem Fall betrachten wir eine Minimierung von —®.

Beispiel 2.6. (Fortsetzung von Beispiel 2.2)

Wir betrachten das Kriterium

Oy (€) = { log|A(0,€)], A(0,£) nicht singulér,

. (2.8)
00, A(6, &) singulir,

welches eine Transformation des Kriteriums aus Definition 2.3 ist. Fiir dieses erhalten
wir
D®p(E) (& — &) = tr (A(0,£) T A(0,&)) — p, (2.9)

wobei p die Dimension des unbekannten Parameters 6 ist und tr die Spur einer
Matrix bezeichnet (siehe Fedorov und Leonov (2013, S. 68)).
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Klassische Versuchsplanungskriterien sind oftmals konvex. Dabei ist die Funktion ¢
konvex, falls fiir &;,& € Z und A € [0, 1] gilt

PAG + (1= N)&) < AP(&) + (1 = N)D(&)

(Pshenichnyi, 1971, Definition 12). Konvexe Versuchsplanungskriterien sind insbe-
sondere deswegen beliebt, da fiir sie die Bedingung aus Satz 2.5 nicht nur notwendig,

sondern auch hinreichend ist.

Satz 2.7. Fiir eine konvexe und beschrinkte Funktion ® existiert die Richtungsablei-
tung (2.4). Ist weiterhin die Bedingung (2.7) fir ein & € Z erfillt, so minimiert

der Versuchsplan & das Kriterium .
Beweis. Pshenichnyi (1971, Theorem 1.2. und Theorem 2.3.). O

Beispiel 2.8. (Fortsetzung von Beispiel 2.2)

Das Kriterium aus Definition 2.3 ist nicht konvex. Die Transformation aus (2.8)
hingegen schon (siche Fedorov und Leonov (2013, S. 61)). Somit ist mit Satz 2.7
und (2.9) ein Versuchsplan £* € = genau dann D-optimal, falls die Ungleichung

tr (A(0,€) 7 A(0,&)) > p

fiir alle x € X erfiillt ist.

2.2 Quasi-Maximum-Likelihood Schéitzung

In Abschnitt 2.1 haben wir stets angenommen, dass die Dichte g(- | z;) der Ver-
teilung der Zufallsvariablen Y;; bekannt ist. In der Praxis ist die wahre Verteilung
sowie ihre Dichte fiir gewohnlich jedoch nicht bekannt. Stattdessen liegen Kandi-
datenmodelle vor, welche das wahre Modell moglichst gut beschreiben sollen. Wir
gehen davon aus, dass r verschiedene Kandidatenmodelle vorliegen und treffen fiir
sie die folgende Annahme. Um die Notation zu vereinfachen bezeichne dabei Y die
Zufallsvariable, die das Ergebnis eines Versuches beschreibt; und g(y | «) ihre Dichte

fiir eine Versuchsbedingung = € X.

(A2) Jedes Kandidatenmodell besitzt eine Verteilung, welche (beziiglich des MaBes
v) eine Radon-Nikodym-Dichte fs(- | x,05) mit Parameter 6, € O, C RPs
besitzt, wobei ©, kompakt ist. Diese ist fiir alle 5 € O, messbar in y € R und
fiir alle y € R stetig in 0, € ©,. Wir bezeichnen das s-te Kandidatenmodell

auch mit f.
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In den Anwendungsbeispielen dieser Arbeit verwenden wir fiir die Kandidatenmo-
delle ebenfalls Regressionsmodelle der Form (2.1), wobei wir jedoch davon ausgehen,
dass die wahre Form 7 der Regressionsfunktion unbekannt ist. Im Kandidatenmodell
fs ersetzen wir diese daher durch eine Regressionsfunktion 7 (s = 1,...,r), welche
die gleichen Annahmen erfiillt wie  und einen Parameter ¢, enthélt. Die unbekann-
ten Parameter fassen wir zusammen zu 07 = (02, 97) € ©, C R+, sodass die Dichte
im Modell s gegeben ist durch fs(- | x,05) (s =1,...,7r). Im Allgemeinen ist dabei
der Parameter #, unbekannt.

Basierend auf dem Beobachtungsvektor y,, der geméfl eines entsprechenden Ver-
suchsplans erhoben wurde, konnen die unbekannten Parameter der Kandidatenmo-
delle mit der (Quasi-)Maximum-Likelihood Methode geschétzt werden. Dazu defi-

nieren wir die Quasi-log-Likelihood im Kandidatenmodell f, als

kK n;
1 7
gn,s(es | yn) = ﬁ Zzlog fs(yij | $i795)7 (210)
i=1 j=1
wobei wir hier die Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen Y3, ..., Y}, ausgenutzt ha-

ben. Der Quasi-Maximum-Likelihood Schétzer ist dann derjenige Parameterwert,

welcher (2.10) maximiert, sprich

O, = arg max Lo,s(0s | yn)- (2.11)
Wir gebrauchen die Terminologie ,,quasi‘, da wir nicht die tatséchliche Likelihood
verwenden. Diese erhielte man unter Verwendung der wahren Dichte g(- | z) (Wool-
ridge, 2010, S. 503). Unter den Annahmen (A1) und (A2) zeigt White (1982, Satz
2.1), dass fiir alle n ein messbarer Quasi-Maximum-Likelihood Schétzer gemé$ (2.11)
existiert.
Oftmals ist nicht die Schéitzung des Parameters 6, selbst von Interesse, sondern die
Schétzung eines Zielparameters p. Dieser Zielparameter wiederum ist im Kandida-
tenmodell f, fiir gewohnlich darstellbar iiber eine Funktion ps : © — R. Die Funk-
tionen s seien jeweils stetig differenzierbar beziiglich 6. Mit der Quasi-Maximum-
Likelihood Schitzung aus (2.11) erhalten wir eine Schéatzung fiir den Zielparameter

w1 im Modell f,, ndmlich

fog = MS(énp‘)- (2.12)
Um die Verteilung solcher Schéitzungen zu bestimmen, nutzen wir in den folgenden
Kapiteln Resultate aus der (Quasi-)Maximum-Likelihood Theorie, welche wir hier

auffithren. Sémtliche Annahmen beziehen sich dabei auf Indizes s,t € {1,...,r}.
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Wir benétigen zunéchst den Kullback-Leibler Abstand der Modelle f; (s = 1,...,7)

zum wahren Modell g.

Definition 2.9. Fiir einen approximativen Versuchsplan ¢ ist der Kullback-Leibler-

Abstand vom Kandidatenmodell f; zum wahren Modell g gegeben durch

Kio: 10,6 = [ [ y|xlog(fs((" >))dyd§<x>. (2.13)

Der Kullback-Leibler-Abstand entspricht der (unter g) erwarteten Differenz zwi-
schen den logarithmierten Dichten g und f,. Um die Existenz des Kullback-Leibler-
Abstands sowie die Identifizierbarkeit des Parameters 6, zu gewéhrleisten, benétigen

wir die folgende Annahme.

(A3) Fiir alle € X existiert Ey(.j5)(log(g(Y|x))) und fiir jedes Kandidatenmodell
wird die Funktion y — |log fs(y | x,65)| von einer Funktion dominiert, welche
integrierbar beziiglich g(- | =) und unabhéngig von 6 ist. Zudem hat der
Kullback-Leibler-Abstand (2.13) ein eindeutiges Minimum

0.(§) = arg min KL(g : f; [ 65,¢). (2.14)

Ist in (2.14) die Abhéngigkeit von der zugrundeliegenden wahren Dichte g

eindeutig, so schreiben wir auch 07 (¢) anstelle von 07 (&).

Satz 2.10. Unter den Annahmen (A1)-(A3) ist der Quasi-Mazimum-Likelihood
Schitzer aus (2.11) stark konsistent fiir den Wert 05 (£), das heifst

Ors =2 074(6),

wobei =25 fast sichere Konvergenz bezeichnet. Somit konvergiert der Quasi-Mazimum-
Likelihood Schdtzer gegen den Wert, der den Kullback-Leibler-Abstand zum wahren

Modell minimiert.
Beweis. Siehe White (1982, Satz 2.2). O

Um die asymptotische Verteilung des Quasi-Maximum-Likelihood Schétzers anzuge-
ben, benotigen wir zusétzliche Annahmen. Dazu sei zunéchst die Ableitung der loga-
rithmierten Dichte f, (s = 1,...,r) beziiglich des Parameters 6 = (0,1, ...,0,,.)"
bezeichnet mit
Olog fs(yl|z,0s)
a05,1
dlog fs(y | z,0s) _ .

0. (2.15)

0log fs (ylx,0s)
00s,ps

An diese Ableitung stellen wir die folgende Forderung.
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(A4) Fir alle z € X ist die Funktion y +— (%Jgfg—égsﬂzﬂs) aus (2.15) messbar fiir alle
0, € O, und zudem stetig differenzierbar beziiglich 6, fiir alle y € R.

Die Differenzierbarkeit aus (A4) nutzen wir, um basierend auf der Ableitung (2.15)

durch erneutes Differenzieren die Hesse-Matrix zu erhalten:

9% log fs(ylz,8s)  02log fs(ylz,0s) 9% log fs(ylz,0s)
895,1893’1 895,189372 T 695,1895@3

521 0 9%log fs(ylz,0s) 9% log fs(y|z,0s) 92 log fs (y|z,05)

Og f3<y ‘ I7 3) _ 805,2395,1 605,2895,2 T 805,2808,105 c Rpsxps
00,007 : : . :

9? log fs(y|x,0s) 22 log fs(y|x,0s) 92 log fs (y|x,0s)

8954’3895;1 898,?3895;2 T 805,?58057175
(2.16)

Mit dieser ergibt sich eine weitere Annahme.

(A5) Die Absolutbetrige der Eintrage der (matrixwertigen) Funktionen

9%log fs(y | x,0;)
90,007

aus (2.16) und die Absolutbetrige der Eintriage der Matrix

_, Olog fuly | #.0,) (Dlog fi(y | #,6)\"
00, 00,

werden fiir alle y € R und 6, € ©O,,0, € O, von einer Funktion dominiert,

welche integrierbar beziiglich g(- | x) ist.

Durch die Annahmen (A4) und (A5) ist die Existenz der folgenden Matrizen fur
s, t € {1,...,r} gesichert:

0?log fo(Yi; | w4, 05)
A (0, 8) = Zg, (-fz2) ( 90,007 ) 240

Olog fs(Yii | x;,65) (Olo Yii|x;,0 r
Bo(6s,00.6) Z& m( 0 b (Ol Y t>>>_(2_18)

Hierbei verwenden wir die Erwartungswerte beziiglich der wahren Verteilung mit

Dichte g(- | z). Ist die Abhéngigkeit vom Versuchsplan £ eindeutig, so verwenden wir
als Kurzschreibweise auch As(6;) und By (0, 0;). Fiir diese Matrizen soll Folgendes
gelten.

(A6) Fur die Matrizen aus (2.17), (2.18) und den Vektor aus (2.14) treffen wir

folgende Annahmen:
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(1) Der Vektor 0%(¢) ist ein innerer Punkt der Menge Oy,
(2) Die Matrix Bgs(6%(€),0%(€)) ist nicht singulér,
(3) Die Matrix A (6%(§)) ist nicht singulér.

Satz 2.11. Unter den Annahmen (Al1)-(A6) ist der Quasi-Mazimum-Likelihood

Schdtzer asymptotisch normalverteilt ist. Es gilt
V(B — 02(€)) =2 N (0, A7H(02(9) B (03(£), 0:(€) AT (02(8))) . (2.19)
wobei 2 die Konvergenz in Verteilung bezeichnet.

Beweis. Siehe White (1982, Satz 3.2). O

Bemerkung. White (1982) verwendet anstelle von (A6)(3) die schwéchere Annahme,
dass fiir alle 0, in einer offenen Umgebung von 67 (¢) die Matrix A,(0,, &) konstan-
ten Rang hat und zeigt, dass dann unter den iibrigen Annahmen A;(6%(§), &) nicht
singulér ist.

Befindet sich unter den Kandidatenmodellen das wahre Modell, gilt also g(- | z) =
fs(- | z,0%) fiir ein 62 € O,, so erhalten wir die klassischen Maximum-Likelihood
Resultate. Insbesondere gilt 07(£) = 0%, sodass der Maximum-Likelihood Schétzer
nach Satz 2.10 stark konsistent fiir den wahren Parameterwert ist. Weiterhin ist
unter schwachen Regularititsbedingungen (siche (A7) in White (1982)) A4 (0Y) =
—Bs(6°2,60%) und —A,(6°) ist die Fisher-Informationsmatriz (White, 1982, Theorem
3.3).

2.3 Modellselektion und Model-Averaging

In Abschnitt 2.2 ist das Verhalten des Quasi-Maximum-Likelihood Schétzers 97%3
in einem Kandidatenmodell f; bei wahrem Modell g erlautert. Genauer gesagt lie-
gen in dieser Arbeit r Kandidatenmodelle vor, in denen ein Zielparameter p mittels
(2.12) geschitzt werden kann. Eine klassische Vorgehensweise in dieser Situation
ist die Berechnung eines Modellwahlkriteriums und mittels der realisierten Werte
des Kriteriums die Bestimmung eines ,besten” Modells fq+, wodurch eine einzelne
Schéitzung fi . resultiert. Ein populdres Modellwahlkriterium ist Akaikes Informati-
onskriterium (AIC), welches in Standardlehrwerken zur Modellselektion ausfiihrlich
behandelt wird (siehe etwa Claeskens und Hjort (2008) und Burnham und Anderson
(2002)). Dieses von Akaike (1973) eingefithrte Kriterium basiert auf dem Kullback-
Leibler-Abstand (2.13) der Modelle fs (s =1,...,7) zum wahren Modell g. Mittels
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des AIC-Kriteriums wird der Kullback-Leibler-Abstand der Kandidatenmodelle zum
unbekannten wahren Modell geschitzt und das Modell ausgewéhlt, welches den ge-
ringsten geschéatzten Abstand aufweist. Das resultierende Modellwahlkriterium ist
nach Claeskens und Hjort (2008, Kapitel 2.1.) fiir das Modell f; und Beobachtungen
yn € R gegeben durch

AIC(fs|yn) = Qén,s(én,swn) — 2ps. (2‘20)

Das Modell, in dem der Wert des Kriteriums maximal ist, wird zur Schéitzung des
Parameters verwendet. Somit bewirkt die Verwendung dieses Kriteriums eine Ba-
lance zwischen einer guten Modellanpassung, welche sich durch einen grofien Wert
der Quasi-log-Likelihood ausdriickt, und der Modellkomplexitéit, gemessen anhand
der Anzahl p, der zu schitzenden Parameter.

Ein weiteres populires Modellwahlkriterium, das dem AIC von der Form &hnlich
ist, ist das Bayesianische Informationskriterium (BIC). Dieses Kriterium approxi-
miert die A-posteriori Wahrscheinlichkeit fiir ein Kandidatenmodell f; fiir gegebene

Beobachtungen y,, € R™ mittels

BIC(foltm) = 20n.5(On.s|ym) — (logn)ps. (2.21)

Auch hier wird das Modell s* ausgewéhlt, welches den hochsten Wert BIC( fo|yy,)
und somit die grofite geschétzte A-posteriori Wahrscheinlichkeit innerhalb der Kan-

didatenmodelle besitzt. Mittels dieses Kriteriums werden weniger komplexe Modelle
ausgewahlt als mittels des AIC, da hier die Anzahl der Parameter stiarker bestraft
wird (Claeskens und Hjort, 2008, Kapitel 3).

Insbesondere fiir das AIC existieren zahlreiche Erweiterungen und Korrekturen und
es gibt eine Fiille weiterer Modellwahlkriterien, die ebenso wie AIC und BIC auf
informationstheoretischen Ansétzen beruhen (siehe Burnham und Anderson (2002)
fiir einen Uberblick iiber solche). Auch Verfahren, die nicht auf Informationskriterien
beruhen, sind in der Modellwahl gebriauchlich, etwa die Verwendung von Tests fiir
die Anpassungsgiite eines Modells. Einen Uberblick hierzu bieten Claeskens und
Hjort (2008).

An Modellselektionsverfahren konnen unterschiedliche Anforderungen gestellt wer-
den. Hierzu zéhlen Konsistenz, Sparsamkeit und Effizienz. Claeskens und Hjort
(2008) bezeichnen ein Modellselektionsverfahren als schwach konsistent, falls die
Wahrscheinlichkeit gegen 1 konvergiert, dass das Verfahren das Modell auswéhlt,
das den geringsten Kullback-Leibler-Abstand zum wahren Modell besitzt. Gibt es
jedoch mehrere Modelle mit dem gleichen Kullback-Leibler-Abstand, so ist das spar-

samere Modell zu bevorzugen, welches weniger Parameter beinhaltet. Claeskens und
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Hjort (2008) erldutern, dass sowohl das AIC als auch das BIC schwach konsistent
sind, jedoch nur das BIC auch sparsam ist. Neben der Konsistenz erortern Claeskens
und Hjort (2008) ebenso das Konzept der Effizienz. Hierzu nutzen sie den mittle-
ren quadratischen Fehler und nennen ein Kriterium effizient, wenn der Quotient des
Fehlers im gewéhlten Modell und des Fehlers im (beziiglich des Kullback-Leibler-
Abstands) besten Modell in Wahrscheinlichkeit gegen 1 konvergiert. Die Effizienz
eines Kriteriums héngt dabei stark von der betrachteten Modellklasse ab. So ist
beispielsweise das AIC effizient im Kontext von klassischen linearen Regressions-
modellen und autoregressiven Modellen. Jedoch kann keines der Modellwahlkrite-
rien sdmtliche Anforderungen gleichzeitig erfiillen, sodass es kein universell bestes
Modellwahlkriterium gibt. Es ist zudem hinlénglich bekannt, dass die Modellwahl
mit anschlieender Parameterschéitzung zu einer grofleren Variabilitit der Schiatzung
fithrt, welche bei anschlieender Inferenz zu berticksichtigen ist (siehe beispielsweise
Poetscher (1991) als eine der ersten Verdffentlichungen zu dieser Problematik oder
Claeskens und Hjort (2008) fiir eine ausfiihrliche Abhandlung). Beispielsweise fiithrt
die Ignoranz der zusétzlichen Variabilitat bei der Konstruktion von Konfidenzinter-
vallen zu Intervallen mit zu kleiner Uberdeckungswahrscheinlichkeit. Als Alternative
entwickeln Hjort und Claeskens (2003) mit ihren frequentistischen Model-Averaging
Schatzern Rahmenbedingungen, um die Verteilung solcher Schétzer erklaren zu kon-
nen. Gleichzeitig bieten sie hiermit eine andere Moglichkeit zur Schiatzung des Ziel-
parameters. Sie verwenden die Schétzung i, aus (2.12) und definieren den Model-

Averaging Schétzer i, als

flonay = > W, (2.22)
s=1
wobei wy, ..., w, Gewichte fir die einzelnen Modelle darstellen mit > ._ wy = 1.

Hjort und Claeskens (2003) erlauben dabei, dass diese Gewichte von den Daten
abhéngen. Aufgrund dieser Abhéngigkeit nutzen wir auch die Bezeichnung zufdilli-
ge Gewichte. Uber eine geeignete Wahl der Gewichte kénnen Hjort und Claeskens
(2003) auch Modellwahlverfahren beschreiben. Fiir das obige Beispiel der Modell-

wahl mittels des AIC erreichen sie dies, indem sie die Gewichtung

w?IC(Yn) = ]l{fs = fs*} (223)

verwenden. Dabei stellt 1{A} die Indikatorfunktion fiir die Menge A dar und f- ist
dasjenige Modell, welches unter den Kadidatenmodellen den gréfiten AIC Wert be-
sitzt. Soll Model-Averaging anstelle von Modellwahl verwendet werden und es liegen

keine A-priori Informationen vor, so sind gleiche Modellgewichte eine naheliegende
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Wabhl. Diese nutzen beispielsweise Stock und Watson (2004) und Kapetanios et al.
(2008). Ausgefeiltere Gewichte schlagen unter Anderem Claeskens und Hjort (2008)
vor, indem sie iiber die verschiedenen AIC Werte glatten:
exp(3AIC(f,[Y2))
i1 exp(AIC(f4]Ya))

Diese Gewichtung nennen wir glatte AIC-Gewichtung. Die glatten AIC-Gewichte

wzmAIC (Yn> —

(2.24)

finden haufig Anwendung in der Praxis, etwa in Verrier et al. (2014) im Kontext
von Dosis-Wirkungs-Studien oder in Kapetanios et al. (2008) zur Vorhersage der
Inflation in Grofibritannien. Analog zu (2.23) und (2.24) konnen Gewichte fiir das
BIC-Kriterium (2.21) konstruiert werden. Weitere Gewichte, die zur Bestimmung
von Model-Averaging Schétzern gebrauchlich sind, finden sich etwa in Buckland
et al. (1997), Hjort und Claeskens (2003) oder Hansen (2007). Die Verteilung von
Model-Averaging Schétzern der Form (2.22) findet sich unter speziellen Annahmen
in Hjort und Claeskens (2003). Fiir feste Modellgewichte geben wir diese Resultate
in Kapitel 3 wieder und erweitern sie in Kapitel 4 auf die in Abschnitt 2.1 und

Abschnitt 2.2 getroffenen Annahmen.
Bemerkung. Claeskens und Hjort (2008) wihlen den Begriff frequentistische Model-

Averaging Schdtzung, um ihr Verfahren von der bayesianischen Model-Averaging
Schdtzung abzugrenzen. In der bayesianischen Literatur sind Model-Averaging Schét-
zer bereits seit Langem sehr populér, eine Einfiihrung in dieses Verfahren findet sich
in Hoeting et al. (1999). Gemafl Hoeting et al. (1999) beriicksichtigen bayesianische
Model-Averaging Schéitzer die zusétzliche Variabilitdt der Schétzer, die durch die
Modellunsicherheit resultiert.

Um einen bayesianischen Model-Averaging Schétzer zu bestimmen wird die A-poste-

riori Verteilung des Zielparameters p fiir gegebene Daten g, mittels

P | yn) = Y P | for yn)P(fs | yn) (2.25)

bestimmt. Dabei ist P(u | fs,yn) die A-posteriori Wahrscheinlichkeit fiir den Para-
meter p fiir gegebene Daten y, und ein gegebenes Modell f;. Diese wird mit der
A-posteriori Wahrscheinlichkeit P(f; | y,,) fiir das Modell f; fiir gegebene Daten y,,

gewichtet. Letztere kann berechnet werden iiber

_ P(y | ()
ST By | B

wobei P(fs) die A-priori Wahrscheinlichkeit fiir Modell f; bezeichnet. Enthélt das

Modell f, unbekannte Parameter ,, so miissen fiir diese ebenfalls A-priori Wahr-

P(fs | yn)

(2.26)
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scheinlichkeiten P(6; | fs) spezifiziert werden. Dann erhalten wir fiir die Wahrschein-
lichkeit P(y, | fs) aus (2.26) mittels Integration

Py | fo) = / Py | 6o, £, | £.)d6,. (2.27)

wobei P(y, | 05, fs) die Likelihood der Daten ist.
Ist die A-posteriori Wahrscheinlichkeit P(fs | y,) bestimmt, so ergibt sich der Model-

Averaging Schétzer als gewichtetes Mittel der A-posteriori Erwartungswerte
E(u | yn f):

p=E | ya) =Y B | Yo, f)P(fs | yn)- (2.28)

Hoeting et al. (1999) illustrieren anhand zweier Beispiele, dass diese Art der Schiéit-
zung prézisere Vorhersagen ermoglicht als die Schatzung in einem einzelnen Modell.
Um jedoch einen Schétzer der Form (2.28) zu bestimmen, miissen zunéchst A-priori
Wahrscheinlichkeiten fiir die Modelle f, sowie ihre Parameter 6, bestimmt werden.
Zudem ist die Berechnung der Wahrscheinlichkeit in (2.25) mitunter sehr aufwéndig,
da eine grofile Anzahl Terme auftreten kann und das Integral in (2.27) fiir gewhn-
lich mittels Markov-Chain-Monte-Carlo-Verfahren bestimmt werden muss (Hoeting
et al., 1999). Da zudem Kapetanios et al. (2008) in Simulationen demonstrieren,
dass die frequentistischen Model-Averaging Schétzer ebenso gute Ergebnisse liefern
wie ihre bayesianischen Pendants, konzentriert sich diese Arbeit auf frequentistische

Ansétze.



Kapitel 3

Model-Averaging unter lokalen

Alternativen

Das Ziel dieser Arbeit ist die Bestimmung optimaler Versuchsplidne zur Model-
Averaging Schitzung eines Zielparameters p. Um uns diesem Ziel zu ndhern, be-
schrianken wir uns in diesem Kapitel zunéchst auf eine spezielle Struktur der Kan-
didatenmodelle fi, ..., f., welche in Hjort und Claeskens (2003) verwendet wird,
um die asymptotische Verteilung von Model-Averaging Schétzern der Form (2.22)
zu beschreiben. Diese Struktur beschreiben wir in Abschnitt 3.1 und erldutern die
resultierende asymptotische Verteilung des Model-Averaging Schétzers. Basierend
darauf entwickeln wir in Abschnitt 3.2 Kriterien, welche optimale Versuchspléane zur
Model-Averaging Schéitzung eines Zielparameters p charakterisieren und leiten fiir
diese notwendige Bedingungen her. Zwei Beispiele illustrieren die Theorie in Ab-
schnitt 3.3 und wir untersuchen die Eigenschaften der resultierenden Versuchspliane
anhand von Simulationsstudien. In Abschnitt 3.4 schlagen wir eine adaptive Vorge-
hensweise vor, in welcher die Modellgewichte anhand der Daten angepasst werden.
Beweise zu den vorgestellten theoretischen Resultaten finden sich in Abschnitt 3.5.
In Abschnitt 3.6 préasentieren wir weitere Simulationsergebnisse, welche die Beobach-
tungen aus Abschnitt 3.3 ergénzen. Die in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse
finden sich in Teilen auch in Alhorn et al. (2019a).

3.1 Das Konzept der lokalen Alternativen

Hjort und Claeskens (2003) verwenden das hier vorgestellte Konzept der lokalen
Alternativen, um die asymptotische Verteilung von Model-Averaging Schéitzern zu

bestimmen. Wir erldutern im Folgenden, welche Annahmen sie zusétzlich zu den For-

19
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derungen (A1)-(A6) aus Kapitel 2 stellen. Wihrend in Kapitel 2 das wahre Modell
nicht unter den Kandidatenmodellen sein muss, gehen Hjort und Claeskens (2003)
davon aus, dass das wahre Modell eine parametrische Dichte g besitzt, welche in
der Menge S von parametrischen Dichten von Kandidatenmodellen enthalten ist.
Grundlegend bei diesem Konzept ist die Existenz eines grofiten Modells mit pa-
rametrischer Dichte fyiqe(y|z,0,7), bei dem die Form der Dichte bekannt ist, die
Parameter 6 = (6,...,0,) € © und v = (7,...,7,) € I' jedoch unbekannt sind.
Wir betrachten dabei einen kompakten Parameterraum © x I' C R?P x R?. Diese No-
tation weicht von der Notation aus Kapitel 2 ab, in welchem die wahre Verteilung
lediglich den Parameter # € © enthéilt. Der zusétzliche Parameter v dient Hjort und
Claeskens (2003) zur Konstruktion der iibrigen Dichten, die in S enthalten sind. So
erhalten sie beispielsweise das kleinste in S enthaltene Modell, indem sie den Para-
meter vy auf einen zuvor festgelegten (bekannten) Parameterwert vy € T fixieren. Sie
wéhlen also als Dichte framow (Y|, 0) = fuide(y|Z, 0, 70). Weitere Kandidatenmodelle
ergeben sich dann als Submodelle zwischen dem grofiten und dem kleinsten Modell.
Diese erhalten wir, indem wir fiir eine Teilmenge S C {1,...,¢} von Indizes mit
Kardinalitit |S| die Projektionsmatrizen g € RIS*? und 7g. € RIS1*¢ einfiihren,
welche einen g-dimensionalen Vektor auf seine Komponenten abbilden, deren Index
in S beziehungsweise S¢ enthalten ist. Fiir die entsprechenden Projektionen von
nutzen wir im Folgenden die Abkiirzungen vg = mgy und 7y gc = mgeyp. Damit ist
dann die Dichte von dem Kandidatenmodell mit den Komponenten aus S gegeben
durch

fS(y|fL"a‘97’YS) = fWide(y|x79775a’70,Sc>- (31)

Das bedeutet also, dass in diesem Modell die Komponenten von g unbekannt und
somit zu schéitzen sind, wihrend die Komponenten von v mit Index aus S¢ =
{1,...,¢}\ S durch die entsprechenden Komponenten aus 7y, ersetzt werden. Dieser
Ansatz ermoglicht es, gewisse Parameter in jedem Kandidatenmodell zu inkludieren.
Er stellt jedoch keine Beschrankung dar, da auch sdmtliche Parameter des Modells

in v enthalten sein kénnen.

In dieses Konzept lassen sich auch leicht die oben definierten Dichten einbetten,
némlich ist fharrow = fo und fuide = f{1,..q3- Auf diese Weise ist es moglich 27 ver-
schiedene Dichten zu konstruieren. Es mag jedoch Situationen geben, in denen nicht
alle Submodelle von Interesse sind, sodass wir lediglich r konkurrierende Kandida-

tenmodelle mit Indexmenge Si,...,S, C {1,...,q} betrachten. Um die Notation zu
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vereinfachen, schreiben wir im Folgenden analog zu Kapitel 2 fiir fs, auch f;, sodass
die Menge S der Kandidatenmodelle durch

S = {fl(y|x7 6775&)7 s 7f7"(y‘x70775r>}

gegeben ist. Die Bezeichnung lokale Alternativen fiir das hier beschriebene Konzept
beruht auf den Annahmen von Hjort und Claeskens (2003) an die wahre Dichte.

Diese lasst sich schreiben als

)
gn(y‘x) = fwide (y|«73> 90770 + %)7 (32)

sodass die wahren Parameterwerte also 6y € © und vy + \/iﬁ € I' sind. Es handelt sich
hierbei um die Dichte des grofiten Modells mit einem mit der Stichprobengrofie n
variierenden Wert von 7. Mit wachsendem n néhert sich die wahre Dichte der Dichte

des kleinsten Modells an.

Beispiel 3.1. Wir betrachten in diesem Beispiel ein Regressionsmodell analog zu
(2.1), wobei wir hier die Notation an das oben erlduterte Konzept anpassen. Dazu
gehen wir davon aus, dass wir normalverteilte Fehler haben, sodass fyiqe(y|z, 8,7) =
fa(y|x,0,~) die Dichte einer Normalverteilung ist mit Varianz ¢ und Erwartungs-
wertfunktion

22

PR (33)

na(z,9,7) =1+t

mit 7 = (02,91,92) und 77 = (y1,72). Bei diesem Modell handelt es sich um das
weit verbreitete sigmoidale Emaz-Modell. Es findet Anwendung bei der Modellierung
von biochemischen oder pharmakologischen Konzentrations-Wirkungs-Beziehungen
(siche beispielsweise Goutelle et al. (2008) fiir einen Uberblick). Vor allem in der Me-
dikamentenentwicklung ist dieses Modell beliebt, um Dosis-Wirkungs-Beziehungen
zu beschreiben (siehe beispielsweise MacDougall (2006)). Eine grafische Darstellung
der Erwartungswertfunktion (3.3) findet sich in Abbildung 3.1. In dieser verwenden
wir feste Parameter vy = 1.81, ¥J5 = 0.79 und 7, = 0, wihrend fiir v, jeweils un-
terschiedliche Werte abgetragen sind. In der Terminologie, die im Zusammenhang
von Dosis-Wirkungs-Beziehungen gebréuchlich ist, lassen sich die Parameter wie
folgt interpretieren: v, stellt den Placebo-Effekt eines Medikamentes dar, wahrend
Y1 der asymptotische maximale Effekt ist (relativ zum Placebo-Effekt). Die Dosis,
bei der die Hélfte des maximalen Effektes erreicht wird, kann an vy abgelesen wer-
den. Es zeigt sich beispielsweise in Abbildung 3.1 fiir alle Kurven, dass im Punkt

Y9 = 0.79 die Hélfte des maximalen Effektes vy = 1.81 erzielt wird. Der sogenannte
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Wirkung

Konzentration

Abbildung 3.1: Erwartungswertfunktion 7, des sigmoidalen Emax-Modells aus (3.3) fiir
Y1 =1.81, 92 =0.79, 1 = 0 und v € {1,2,3}.

Hill-Parameter 7, bestimmt die Steilheit der Kurve. Je grofler dieser Parameterwert
ist, desto ausgeprégter ist die S-Form der Kurve (siche Abbildung 3.1).

Ausgehend von dem grofiten Modell konnen weitere Kandidatenmodelle konstruiert
werden. Dabei sei der Parameter 6 in jedem der Kandidatenmodelle enthalten, wih-
rend die Komponenten von 7 fixiert werden kénnen auf vy = (0, 1)7. Dadurch besitzt
das kleinste Modell fyamow(y|7,0) = fi(y|z,0) eine Normalverteilung mit Varianz o2
und Erwartungswertfunktion

Hx

T+

m(z,v) = (3.4)

Hierdurch entspricht 7, der Michaelis-Menten-Gleichung. Diese ist in der Biochemie
gebrauchlich, um Enzymkinetiken zu beschreiben, bei denen Enzyme an Substrate
binden und zu Produkten umsetzen (siehe beispielsweise Cornish-Bowden (2012)).
Die weiteren Kandidatenmodelle ergeben sich durch Fixierung von entweder v, = 0
oder 75 = 1, sodass die resultierenden Kandidatenmodelle die Dichten von Normal-
verteilungen mit Varianz 02 und Erwartungswertfunktion

22

2 + 19'272 ’

772(%197(0772)) =1 773(95719a (7171)) =M + (35)

33+192

sind. Dabei erhalten wir mit 13 das Emaz-Modell, welches zur Unterscheidung vom
sigmoidalen Emax-Modell auch hyperbolisches Emax-Modell genannt wird und eben-

falls Anwendung in der Modellierung von Dosis-Wirkungs-Beziehungen findet (siche
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beispielsweise Holford und Sheiner (1981) oder MacDougall (2006)). Abschliefend
ergibt sich unter der Annahme, dass wir lokale Alternativen vorliegen haben, die

wahre Dichte g, (y|z) als Dichte einer Normalverteilung mit Mittelwert

5 plto2/vn
ru n(x) - _1 + 191
Thrue, \/ﬁ 148/ \n +19§+62/\/ﬁ

und Varianz o?2.

Wie in Kapitel 2 beschrieben soll mit den vorliegenden Kandidatenmodellen ein
Fokusparameter p geschétzt werden. In obiger Notation hédngt dieser Fokusparame-
ter von den Parametern § und 7 ab, sodass wir auch schreiben p(6, 7). Wir setzen
voraus, dass p : © x I' — R eine beziiglich der Parameter (6,~) differenzierbare
Funktion ist. Wir kénnen dann den Schétzer des Fokusparameters aus (2.12) unter

Verwendung des Modells f; in der hier verwendeten Notation schreiben als

A
A~

Mg :M(eap}/SSaﬂyO,Ssc)aS: 1,...,7’, (36)

wobei (9, ¥s.) € RP+S: der Maximum-Likelihood-Schétzer der Parameter im Modell
fs ist.

Beispiel 3.2. (Fortsetzung von Beispiel 3.1)
In Dosis-Wirkungs-Studien sind typische Fokusparameter p die Fldche unter der
Kurve (AUC)

(0, v) = /Cn(x,ﬁ,v)drv (3.7)

fiir einen gegebenen Bereich C C R oder fiir gegebenes a € (0, 1) und eine monotone

Funktion 7 das ,Quantil® definiert iiber

1(6,~) = inf {x e X ‘ 7;7((;;%777))__’;(&%7?) > a} . (3.8)

Der Wert, der in (3.8) definiert ist, ist die ED,. Dies ist die effektive Dosis, bei der
100 x a% des maximalen Effekts im Versuchsraum X = [z}, x,,] erreicht wird (siehe
MacDougall (2006) oder Bretz et al. (2008)).

Auch wenn die Verwendung der oben beschriebenen Annahmen in Teilen sehr re-
striktiv ist, so hat sie den Vorteil, dass sie zu handlichen Ausdriicken fiir die asym-
ptotische Verteilung der Schitzer in (3.6) fiithrt. Zur Herleitung dieser gehen wir
davon aus, dass die Annahmen (A1)-(A6) erfiillt sind, die typisch im Kontext der
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Maximum-Likelihood-Theorie sind (siche Kapitel 2). Wir benétigen zudem eine wei-
tere Annahme aus der klassischen Maximum-Likelihood Theorie, ndmlich dass das

Integral
[ ety | 2.0.7)dt)

unter dem Integralzeichen zweimal differenzierbar ist (Lehmann, 1983, Kapitel 6).
In Anlehnung an die Notation aus Hjort und Claeskens (2003) schreiben wir im
Folgenden fiir die Matrix aus (2.18) auch Jy(§, 0y, 70.s.). Hierbei handelt es sich um

die Informationsmatriz im Kandidatenmodell f, genauer

dyé(dz).
(3.9)

0 T
6 907,.)/05 / / 075 fS y|l’ 9077053))(a(gﬁss)fs(ml', 90,’}/0’53))
fs(wlz, 00,7%0,5.)

Satz 3.3. Unter der Annahme der lokalen Alternativen sowie den genannten Regu-

laritatsbedingungen gilt fiir den Schatzer des Zielparameters i, im Modell f

Vit (i = 100,70+ 25)) = As ~ N ((8), 72(6)). (3.10)

Dabei ist N'(v5(€),72(€)) eine Normalverteilung mit Varianz

732(5) =T (f 0o, %0) = C (f 00, 70,8, )Cs

wobei cs der Gradient der Zielfunktion p beziiglich (8,~s,) ist, das bedeutet

= ¢5(60,70,5.) = oy 0515, Y0,59)|015.)= (00 70.5.)- (3.11)

Weiterhin ist Js die Informationsmatriz im Kandidatenmodell fs aus (3.9). Der
Mittelwert in (3.10) ldsst sich darstellen als

Vs(g) = Vs(€757 90,’}/0) = CTLS(5790770)57 (312)

wobes

€= C(QO: ’70) (o, 7)“( )|(0 7)=(60,70) (313)

der Gradient von p im gréfsten Modell ist und wir die Matriz Ly definieren als

axq

_ 0
L(&,00,7) = (P] 71, 00,70,5.) Ps I (€, 00, 7%0) — Lipra)x(pra)) (IPX(I) . (3.14)

Dabei ist J(&,00,7) die Informationsmatriz im grofsten Modell fyige und Py ist

I 0
P, = ( bxp ) . (3.15)
0 TS,

gegeben durch
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Bemerkung. ITm groBten Modell ergibt sich v4(§) = 0, sodass hier die Schitzung
unverzerrt ist. Jedoch kann die Schitzung vieler Parameter zu einer grofien Varianz
fithren. Somit konnen wir die Varianz der Parameterschiatzung verringern, wenn wir
nicht sémtliche Parameter schétzen. Dies fiihrt allerdings zu einer Verzerrung, so-
dass wir bei der Modellwahl stets zwischen Verzerrung und Varianz abwégen miissen.
Claeskens und Hjort (2008, Kapitel 5) erldutern diesen Konflikt und geben fiir ge-
wisse Situationen Kriterien an, ob die Schiatzung im grofien oder im kleinen Modell
genauer ist (gemessen am mittleren quadratischen Fehler). Basierend auf der Er-
kenntnis, dass die Wahl des Modells insbesondere vom Fokusparameter p abhéngt,
entwickeln Claeskens und Hjort (2003) das Fokussierte Informationskriterium (FIC).
Im Gegensatz zum AIC oder BIC wahlt dieses Kriterium das Modell, das sich zur
Schatzung des Zielparameters am besten eignet. Dabei ist das am besten geeignete
Modell dasjenige, in dem der Schétzer fi, aus (2.12) beziehungsweise (3.6) den ge-
ringsten asymptotischen mittleren quadratischen Fehler besitzt, welchen sie mit den

Resultaten aus Satz 3.3 bestimmen.
Soll ein Model-Averaging Schétzer (2.22) verwendet werden, kénnen wir basierend

auf Satz 3.3 die asymptotische Verteilung dessen angeben.

Satz 3.4. Unter der Annahme lokaler Alternativen (3.2) und den genannten Regu-
larititsbedingungen gilt fir den Model-Averaging Schétzer [i,,,, aus (2.22) bei festen

Gewichten wy, ..., w,:

ﬁ(ﬂmav - (‘90770 + = ) — ZwSA ~ 5 5 90770) (6700770)) . (316)

Dabei sind Erwartungswert und Varianz der resultierenden Normalverteilung gegeben

durch

v(£,0,00,70) = Zwsus@,é, 0o, 70), (3.17)

7%(€,600,7%) = Zzwswt J (& 00, 70) e (€). (3.18)

s=1 t=1

Der Ausdruck vs(&,6,00,70) ist in (3.12) gegeben und J(&,00,70) ist wie in Satz 3.3

die Informationsmatriz im grofiten Modell f,;q.. Weiterhin definieren wir den Vektor

hs(€) als
hs(g) = PZJ;1(§7 90770,55)6& (319)

wobei cs, Js und Py gemdf$ (3.11), (3.9) und (3.15) verwendet werden.
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Bemerkung. Hjort und Claeskens (2003) verzichten auf die Annahme fester Gewich-
te wy, ..., w, und nutzen stattdessen zuféllige Gewichte wie beispielsweise in (2.23)
und (2.24). Hierdurch lassen sich die Verteilung von Model-Averaging Schitzern
und von Schétzern nach Modellselektion in einem einheitlichen Rahmen darstellen.
Jedoch ist die resultierende asymptotische Verteilung bei der Verwendung von zufél-
ligen Gewichten eine nichtlineare Kombination von zwei Zufallsvariablen, die nicht
notwendigerweise einer Normalverteilung folgt. Ist der Parameter v eindimensional,
so kann die asymptotische Verteilung iiber numerische Integration bestimmt wer-
den. Fiir hoherdimensionale Parametervektoren ist dies nicht ohne Weiteres moglich,
sodass Claeskens und Hjort (2008, S. 197) eine rechenintensive Naherung der Ver-
teilung mittels Simulationen vorschlagen. Diese Arbeit verfolgt diesen Ansatz auf-
grund der aufwandigen Bestimmung der Verteilung nicht weiter. Zudem beobachten
wir in den durchgefiithrten Simulationen in Abschnitt 3.3, dass in vielen Szenarien
die Schitzung basierend auf einer festen Gewichtung wy, ..., w, geringere mittlere

quadratische Fehler aufweist als die Schétzung basierend auf zufélligen Gewichten.

3.2 Versuchsplanungskriterien

Wir haben in Abschnitt 3.1 die asymptotische Verteilung von Model-Averaging
Schétzern fi,,,, aus (2.22) im Kontext lokaler Alternativen hergeleitet. Satz 3.4 zeigt,
dass diese von den betrachteten Modellen sowie deren unbekannten Parametern aber
auch mafigeblich vom verwendeten Versuchsplan ¢ abhiangt. Model-Averaging Schét-
zer sind gemaf (3.16) im Allgemeinen nicht erwartungstreu fiir den Fokusparameter
(6o, Yo + 0/+4/n), sodass ein guter Versuchsplan sowohl die Verzerrung als auch die
Varianz dieses Schétzers minimieren sollte. Somit betrachten wir im Folgenden den
mittleren quadratischen Fehler (MSE) der asymptotischen Verteilung des Schétzers,
welcher sich mit Satz 3.4 ergibt als

CI)mav(é.7 w, 57 007 70) = V2(§7 57 007 70) + 7—2(57 007 70) ~nc MSE(ﬂmaV)? (32())

wobei die Varianz 72(¢, 6y, 7o) und die Verzerrung v(¢, 6,6y, v) in (3.17) und (3.18)

angegeben sind.

Definition 3.5. Fiir eine endliche Menge S von Kandidatenmodellen f,, welche ge-
méf (3.1) konstruiert ist und feste Gewichte ws (s = 1,...,7) heifit ein Versuchsplan

& lokal optimaler Versuchsplan zur Model-Averaging Schétzung des Parameters pu,
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falls er die Funktion ®,,., (&, w, 9,00, 7) in (3.20) in der Klasse aller approximativen

Versuchspliane auf X minimiert, das heifit falls
q)mav(g*7 w, (57 907 70) = rglelél (Dmav(£7 w, 57 607 70)

Wir verwenden die Bezeichnung ,lokal“ im Sinne von Chernoff (1953), da lokal op-
timale Versuchspldne zur Model-Averaging Schiatzung des Parameters p zwar die
Unsicherheit beziiglich des Modells f; beriicksichtigen, jedoch Vorwissen iiber die
Parameter 6y, vy und 6 nétig ist, um sie zu bestimmen. Dieses mag in gewissen Situa-
tionen zwar vorliegen, etwa durch vorherige Studien (siehe beispielsweise Dette et al.
(2008) oder Bretz et al. (2010)), oftmals ist es jedoch notwendig Versuchsplanungs-
kriterien zu verwenden, die weniger Vorwissen iiber die Modellparameter benttigen.
Dazu zéhlen sequenzielle, bayesianische oder standardisierte Maximin-Kriterien. Bei
sequenziellen Versuchsplédnen wird ein Parameterschétzer zur Bestimmung eines op-
timalen Versuchsplans verwendet, welcher mit Ergebnissen aus neuen Experimenten
jeweils angepasst wird, sodass basierend auf dem verbesserten Schétzer erneut Ver-
suche geplant werden kénnen. Die Bestimmung der Verteilung solcher Verfahren ist
jedoch wesentlich komplexer, da die Zufallsvariablen Y;; nicht mehr unabhéngig sind
(siche beispielsweise Silvey (1980, Kapitel 7)). Standardisierte Maximin-Kriterien
basieren auf einem Worst-Case-Szenario, bei dem ein optimaler Versuchsplan die
minimale Effizienz maximiert (siehe Silvey (1980, S. 59)). Wir konzentrieren uns
in dieser Arbeit auf Bayes-optimale Versuchspléne (siche Chaloner und Verdinelli
(1995) fiir eine Ubersichtsarbeit), bei welchen wir die Unsicherheit iiber die unbe-
kannten Parameter mit einer A-priori Verteilung 7 auf © x I' quantifizieren. Basie-

rend auf dieser definieren wir ein neues Versuchsplanungskriterium.

Definition 3.6. Unter den Annahmen aus Definition 3.5 heiffit ein Versuchsplan
&* Bayes-optimal zur Model-Averaging Schitzung des Parameters p hinsichtlich der

A-priori Verteilung m, falls er die Funktion

B = | Dl 0.8.0,2)m(d. ) (3.21)
exI’
minimiert, das heift, falls
Praae (§7) = min Op,, (€).

Wir gehen dabei stets davon aus, dass das Integral in (3.21) existiert.

Ein Bayes-optimaler Versuchsplan minimiert also den unter der A-priori Verteilung

7w erwarteten asymptotischen mittleren quadratischen Fehler des Model-Averaging
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Schétzers. Wir beschrénken uns in dieser Arbeit auf eine A-priori Verteilung fiir die
Parameter # und . In Anwendungen ist die hier vorgestellte Theorie jedoch leicht
um eine A-priori Verteilung fiir den Parameter § erweiterbar, sodass Unsicherheiten

beziiglich dieses Parameters ebenfalls beriicksichtigt werden kénnen.

Ein Bayes-optimaler Versuchsplan zur Model-Averaging Schétzung des Parameters
i héngt zwar nicht mehr von den Parametern ¢ und v ab, dafiir jedoch von der
Wahl der A-priori Verteilung 7. In einigen Anwendungen kann zur Bestimmung
dieser Vorwissen verwendet werden. Dies ist typischerweise in Dosisfindungsstudien
der Fall, in denen Informationen aus der pharmazeutischen Entwicklung oder einer
bereits durchgefiihrten Phase I Studie vorliegen (siehe beispielsweise Dette et al.
(2008)). Zudem ist die Verwendung nichtinformativer A-priori Verteilungen mog-
lich. Die durch den Bayes-optimalen Versuchsplan erzielte Schitzgenauigkeit héngt
von der Wahl der A-priori Verteilung ab. Insbesondere ist es von zentraler Bedeu-
tung, wie gut die A-priori Verteilung die Wahrheit widerspiegelt. In Simulationen
zeigt sich, dass die Schéitzungen basierend auf lokal optimalen Versuchspldanen zur
Model-Averaging Schéiitzung des Parameters p geringere mittlere quadratische Feh-
ler aufweisen als die Schétzungen basierend auf Bayes-optimalen Versuchspldnen
zur Model-Averaging Schéitzung des Parameters pu, sofern die zuvor getétigten Para-
meterannahmen sehr prézise sind. Sind die Parameter jedoch falsch spezifiziert, so
weisen Bayes-optimale Versuchspline im Allgemeinen bessere Ergebnisse (hinsicht-

lich der Schétzgenauigkeit) auf.

Die Berechnung der Kriterien ®,,,(§) und @7 . (&) liefert sehr komplexe Ausdriicke,
deren analytische Minimierung im Allgemeinen nicht méglich ist. Daher bestimmen
wir optimale Versuchspldane numerisch, Beispiele hierzu finden sich in Abschnitt 3.3.
Um zu iiberpriifen, ob ein numerisch bestimmter Versuchsplan Bayes-optimal zur
Model-Averaging Schiatzung des Parameters p sein kann, geben wir nun eine not-

wendige Bedingung analog zu Satz 2.5 an.

Satz 3.7. Ist ein Versuchsplan £ Bayes-optimal zur Model-Averaging Schdtzung
des Parameters p hinsichtlich der A-priori-Verteilung w, dann gilt fir alle x € X

dﬂ'(ma 5*) = /@ - _21/(5*7 57 9, 7)D1(£*7 z, 67 97 ’7) - D2(§*a xz, 97 P)/)W(dea dﬁ)/) S 0.
(3.22)
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Dabei ist v(£*,6,0,v) in (3.17) definiert und die Ableitungen Dy und Dy sind gegeben
durch

D1(f*,33, 9, 90,’70 Zws TPST f 0o, Yo, Ss) (PsJ(fx, 90,’70) (3-23)
—1/¢* * OP
Js(§$790770,55)‘]5 (g 70077075'5)Ps‘](€ 7007/70)> 5 ;

DQ(f*axaeoﬁo Z wswt {J(f 00/}/0) + J({x,ﬁo,%)}ht( ) (324)

s,t=1
—2ﬁf<g*,fm>J<g*,eo,wht(é*)) ,

wobei die Vektoren ¢ und hy(§) in (3.13) und (3.19) gegeben sind und die Matrizen
J(&*,00,%), Js(&xy00,70.5.) und Py in Satz 3.3, (3.9) und (3.15) definiert sind. Der
Vektor hy(£*,€) sei definiert als

hs(€5,6) = PIT7HE, 00,70.5.) (€, 00, 70.5.) T3 (€7, 00, 0.5, ) Cs) (3.25)

wobei cs gemdaf$ (3.11) zu bestimmen ist. Der Versuchsplan &, ist das Einpunktdesign
aus (2.6).
Dariber hinaus gilt die Gleichheit in (3.22) fir alle Tragerpunkte x von &*.

Wir geben die notwendige Bedingung fiir das Optimalitatskriterium aus Definiti-
on 3.5 nicht explizit an, da dieses ein Spezialfall des Kriteriums in Definition 3.6
ist, wenn wir als A-priori-Verteilung eine Einpunktverteilung in (6y,7,) wéhlen.
Satz 3.7 kann nun verwendet werden, um zu iiberpriifen, ob ein numerisch bestimm-
ter Versuchsplan Bayes-optimal zur Model-Averaging Schéatzung des Parameters p
sein kann: Erfiillt das numerisch bestimmte Design £* die Ungleichheit in (3.22)
nicht, so kann er nicht optimal zur Model-Averaging Schétzung des Parameters p
sein und es muss weiter nach einem optimalen Versuchsplan gesucht werden. Es ist
zu beachten, dass die Funktionen ®,,,, und ®7  nicht konvex sind und somit keine

mav

hinreichende Bedingung im Sinne von Satz 2.7 vorliegt.

3.3 Anwendung und Simulation

In diesem Kapitel untersuchen wir das Verhalten von Bayes-optimalen Versuchsplé-
nen zur Model-Averaging Schiatzung des Parameters p. Wir verwenden dazu zwei
Szenarien aus Simulationsstudien im Rahmen von Dosis-Wirkungs-Studien (Born-
kamp et al., 2007; Schorning et al., 2016) und vergleichen die resultierenden Bayes-

optimalen Versuchspldne mit zwei gleichverteilten Versuchsplénen.
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In den verwendeten Beispielen berechnen wir die Ableitungen in den Informations-
matrizen J und J, aus (3.9) sowie dem Vektor ¢ aus (3.13) analytisch, um die numeri-
schen Fehler in der Berechnung des Versuchsplanungskriteriums ®7 . aus (3.21) und
seiner Richtungsableitung d, aus (3.22) moglichst klein zu halten. Dennoch kann die
numerische Berechnung der Inversen J; ! zu erheblichen numerischen Fehlern fiih-
ren, falls die Informationsmatrix schlecht konditioniert ist. Aus diesem Grund ist es
zu empfehlen; vor der Bestimmung optimaler Versuchspline die Konditionszahlen
der Matrizen J und J; sorgfiltig zu untersuchen.

Zur Bestimmung von optimalen Versuchsplidnen existieren viele Algorithmen (sie-
he beispielsweise Fedorov und Leonov (2013, Kapitel 3)), von denen viele auf der
Richtungsableitung des entsprechenden Versuchsplanungskriteriums basieren. Da-
durch konnen die Algorithmen rechnerisch weniger aufwindig sein als die direkte
Optimierung des Kriteriums. Im vorliegenden Fall ist jedoch die Berechnung der
Richtungsableitung d, aus (3.22) nicht nur komplizierter als die Kalkulation des
Kriteriums @7 aus (3.21), sondern auch numerisch instabiler. Aus diesem Grund

verzichten wir in dieser Arbeit auf derartige Algorithmen und minimieren das Ver-

U
mav

Gewichte &1, ...,& (i =1,..., k) mittels des COBYLA-Algorithmus (Powell, 1994).

suchsplanungskriterium ®7  direkt beziiglich der Tragerpunkte x4, ...,z und der

3.3.1 Schitzung der ED, im sigmoidalen Emax-Modell

Wir betrachten die Situation aus Beispiel 3.1, bei dem wir angenommen haben, dass
die zugrunde liegende Dichte die Dichte einer Normalverteilung ist mit Varianz o2
und verschiedene Regressionsfunktionen fiir den Erwartungswert moglich sind. Ge-
nauer gesagt enthélt die Menge S der moglichen Kandidatenmodelle » = 4 Elemente,
die sich durch die verschiedenen Erwartungswertfunktionen in (3.3), (3.4) und (3.5)
unterscheiden. Der Zielparameter p sei nun die EDgg aus (3.8). Der Versuchsraum
ist gewihlt als X = [0, 8] und wir gehen davon aus, dass wir n = 150 Beobachtungen
mit dem Versuchsplan durchfiihren kénnen.

Basierend auf diesen Voraussetzungen bestimmen wir einen Bayes-optimalen Ver-
suchsplan zur Model-Averaging Schitzung der EDg . Zunéchst miissen wir also eine
A-priori Verteilung fiir die Parameter spezifizieren. Das sigmoidale Emax-Modell ist
linear in den Parametern ¥¥; und ~;, sodass das Optimalitédtskriterium nicht von ih-
nen abhéngt und wir kein Vorwissen iiber diese beiden Parameter benotigen. Fiir die
Parameter (2, v2) dagegen wéhlen wir unabhéngige A-Priori Verteilungen my, und
T,,, welche gleichverteilt sind auf den Mengen {0.79,1.79,2.79} und {1,2,3}. Fir

die Varianz 0% withlen wir eine Einpunktverteilung in 02 = 4.5. Abschlielend wéihlen
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Abbildung 3.2: Die Funktion d, aus (3.22) ausgewertet fiir den Versuchsplan &% aus
(3.26) (linke Grafik) und den Versuchsplan £ aus (3.30) (rechte Grafik).

wir in der Annahme der lokalen Alternativen ¢ so, dass 6/v/n = §/+/150 = (0.1, 1)
ist.
Weitere festzulegende Parameter sind die Gewichte fiir den Model-Averaging Schét-

zer. Hier betrachten wir zunéchst eine gleiche Gewichtung aller Modelle, das heifit
ws =0.25,s=1,...,4.

Dann ist der Bayes-optimale Versuchsplan zur Model-Averaging Schiatzung der EDg g
gegeben durch

(3.26)

e = 0 0819 1.665 2.669 8
A7) 0.105 0.138 0.199 0.273 0.285 [

Dieser Versuchsplan erfiillt die notwendige Bedingung aus Satz 3.7 (siehe Abbil-
dung 3.2). Wire diese Bedingung nicht erfiillt, so konnte &% nicht der optimale
Versuchsplan sein.

Um nun die Eigenschaften der verschiedenen Versuchsplédne zur Model-Averaging
Schétzung zu untersuchen, fithren wir eine Simulationsstudie durch, in der wir zu-
néchst den Bayes-optimalen Versuchsplan (3.26) mit zwei gleichverteilten Versuchs-

plédnen

0O 2 4 6 8
él_{ Ys Ys s s s }7 (3.27)

o 1 2 3 4 5 6 7 8
=931, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 (3.28)

fo o o o e e Tle Tle /o
vergleichen, die auch in Schorning et al. (2016) und Bornkamp et al. (2007) Ver-
wendung finden. Dabei besitzt & die gleiche Anzahl an Tragerpunkten wie (3.26),
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wéahrend & deutlich mehr Tragerpunkte hat. Zusétzlich zu dem Vergleich mit an-
deren Versuchsplédnen, mochten wir untersuchen, wie der Model-Averaging Schét-
zer mit festen Gewichten abschneidet, wenn wir ihn mit zwei Schéitzern, die héu-
fig in der Praxis genutzt werden, vergleichen. Diese Schétzer sind zum einen ein
Model-Averaging Schétzer mit zufilligen Gewichten, wobei wir hier die glatte AIC-
Gewichtung aus (2.24) nutzen, zum Anderen fithren wir eine Modellselektion mittels
des AIC durch und schétzen die EDgg in dem gewéhlten Modell (siehe etwa Verrier
et al. (2014) fiir eine Anwendung dieser Verfahren in Dosis-Wirkungs Studien). Es ist
zu beachten, dass sich auch der Schétzer nach Modellselektion als Model-Averaging
Schétzer (2.22) unter Verwendung der Gewichtung in (2.23) auffassen ldsst. Zudem
untersuchen wir das Verhalten des unverzerrten Schétzers im grofiten Modell fyige,
das sich durch Verwendung von 7, aus (3.3) ergibt. Auch fiir diese Schétzer nutzen
wir Beobachtungen, die wir geméf der Versuchsplédne £, &; oder & generieren. Um
die Versuchspldne nutzen zu kénnen, nutzen wir die in Abschnitt 2.1 beschriebene
Rundungsprozedur aus Pukelsheim und Rieder (1992). Fiir n = 150 Beobachtungen
bedeutet dies beispielsweise fiir den Versuchsplan £ aus (3.26), dass jeweils n; = 16,
ny = 21, ng = 30, ny = 40 und ns = 43 Beobachtungen an den Tragerpunkten 0,
0.819, 1.165, 2.669 und 8 zu nehmen sind.

Die hier gezeigten Ergebnisse basieren jeweils auf 1000 Simulationsdurchlaufen (im
Folgenden bezeichne () jeweils das Ergebnis des [-ten Simulationsdurchlaufs) in

denen wir jeweils 150 Beobachtungen der Art

) 2

x . .
Yij _’714‘19172—29724—0'5%),@: 1,...71{3,] =1,...,n (329)

fiir die vier verschiedenen Versuchspléane erzeugen. Dabei sind die egj)

unabhéngige,
standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Wir nutzen in (3.29) verschiedene , wahre*
Parameter (97,~47) = (91,92,71,72), die Varianz dagegen withlen wir wie bei der
Bestimmung des optimalen Versuchsplans fest als 02 = 4.5.

Wir erldutern nun die Ergebnisse fiir die Parameterkombination (¢4, 95) = (1.81,0.79),
(71,72) = (0.1,2). Dies ist die Parameterkombination, welche sich unter der Annah-
me lokaler Alternativen (3.2) fiir die Parameter 6y = (4.5,1.81,0.79)7, 7o = (0,1)T
und 6/4/150 = (0.1,1)7 ergibt, welche unter Anderem zur Versuchsplanung genutzt
wurde. Weitere Ergebnisse finden sich in Abschnitt 3.6.

In jedem Simulationsdurchlauf schiatzen wir den Parameter u = EDg ¢ mittels Model-
Averaging unter Verwendung der Beobachtungen yﬁ), e ,y,(fik aus (3.29) fir die
verschiedenen Versuchsplane £, & und &. Den Schétzer der EDg g in den einzelnen

Simulationsdurchlédufen bezeichnen wir im Folgenden mit ), ) . Mit den so resultie-
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renden 1000 Schétzungen der EDg g berechnet sich dann der mittlere quadratische
Fehler iiber
] oo )

MSE(¢) = 1000 2 (Mgl)av - Mtrue) :
wobel e die EDgg im wahren sigmoidalen Emax-Modell (3.29) ist unter Verwen-
dung der Parameter (97, ~7) = (1.81,0.79,0.1, 2).
Der simulierte mittlere quadratische Fehler des Model-Averaging Schéatzers mit fe-
sten Gewichten wy = 0.25, s = 1,...,4, fiir die verschiedenen Versuchspliane &3,
&1 und & ist in der linken Spalte von Tabelle 3.1 zu sehen. Die zweite Spalte zeigt
den mittleren quadratischen Fehler des Model-Averaging Schétzers mit den glatten
AIC-Gewichten aus (2.24) und die dritte Spalte prisentiert die entsprechenden Er-
gebnisse unter Verwendung der Schétzer der EDgg in dem Modell, welches mittels
AIC-Kriterium ausgewihlt wurde. In der vierten Spalte finden sich die Ergebnis-
se fiir den Schétzer im grofiten Modell. Die fettgedruckten Zahlen in jeder Spalte
weisen auf den jeweils kleinsten mittleren quadratischen Fehler innerhalb der drei
Versuchsplane hin.
Es ist zu beobachten, dass die Model-Averaging Schétzer stets einen geringeren mitt-
leren quadratischen Fehler liefern als die Schétzer in dem vom AIC gewéhlten Modell.
Zum Beispiel ergibt sich bei Verwendung des Versuchsplans &’ fiir den Schétzer nach
Modellwahl ein mittlerer quadratischer Fehler von 0.596, wahrend dieser lediglich
0.355 beziehungsweise 0.508 betragt, wenn wir den Model-Averaging Schétzer mit fe-
ster (gleicher) Gewichtung beziehungsweise mit glatter AIC-Gewichtung verwenden
(siche Zeile 1 in Tabelle 3.1). Auch die anderen beiden (nicht optimalen) Versuch-
spléne zeigen dhnliche Ergebnisse. Diese Erkenntnis, sowie auch weitere Ergebnisse
in Abschnitt 3.6, stimmen mit Beobachtungen von Schorning et al. (2016), Aoki et al.
(2017) und Buatois et al. (2018) iiberein und deuten an, dass Model-Averaging prizi-
sere Schitzungen liefert als der Schétzer in einem einzigen per Modellwahl bestimm-
ten Modell (gemessen am mittleren quadratischen Fehler). Mit den Ergebnissen aus
Tabelle 3.1 stellen wir zudem fest, dass der Model-Averaging Schéitzer mit fester Ge-
wichtung wesentlich kleinere mittlere quadratische Fehler aufweist als der Schétzer
mit datenbasierten Gewichten. Einen dhnlichen Effekt beobachten auch Wagner und
Hlouskova (2015) im Kontext der principal components augmented regression. Eine
mogliche Erkldrung fiir diese Beobachtung ist, dass die Model-Averaging Schiatzung
mit datenbasierten Gewichten eine groflere Variabilitdt beinhaltet als die Schétzung
mit festen Gewichten. Bei einer zugleich kleinen Verzerrung kann dies zu einem

geringeren mittleren quadratischen Fehler unter Verwendung fester Gewichte fiih-
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Schétzmethode
Versuchsplan | Feste Gew. | Glatte AIC-Gew. | Modellselektion | Gréfites Modell
&4 0.355 0.508 0.596 0.675
& 0.810 0.913 1.017 1.267
& 0.637 0.846 0.994 1.121

Tabelle 3.1: Mittlerer quadratischer Fehler des Model-Averaging Schétzers der EDgg
mit Gewichten ws = 0.25,s = 1,...,4 (erste Spalte), mit der glatten AIC-Gewichtung
(2.24) (zweite Spalte), des Schétzers nach Modellselektion mit dem AIC (dritte Spalte)
und des Schétzers im grofiten Modell (vierte Spalte). Die verschiedenen Zeilen gehéren zu
verschiedenen Versuchsplidnen. Erste Zeile: Bayes-optimaler Versuchsplan £ zur Model-
Averaging Schitzung der EDg ¢ aus (3.26). Zweite Zeile: Gleichverteilter Versuchsplan &;
aus (3.27). Dritte Zeile: Gleichverteilter Versuchsplan & aus (3.28).

ren. Durch eine geschickte Wahl der Modellgewichte besteht die Moglichkeit diesen
Sachverhalt umzukehren. Zahlreiche Autoren untersuchen die optimale Wahl von
Gewichten, sodass der Model-Averaging Schétzer einen moglichst kleinen mittleren
quadratischen Fehler besitzt (siche etwa Hjort und Claeskens (2003), Hansen (2007)
und Liang et al. (2011)). Diese Gewichte hingen jeweils von den untersuchten Mo-
dellen sowie den Zielparametern ab und sind im Allgemeinen datenbasiert, sodass
wir diesen Ansatz nicht weiter verfolgen. Die vierte Spalte in Tabelle 3.1 zeigt, dass
der Schétzer der EDg g im grofiten Modell die gréfiten mittleren quadratischen Feh-
ler besitzt. Auch wenn dieser Schétzer unverfilscht ist, so besitzt er eine grofiere
Varianz als die Schétzer in den kleineren Modellen, wodurch die Benutzung dieses
Schétzers zu einem grofleren mittleren quadratischen Fehler fiihrt.

Verglichen mit den gleichverteilten Versuchsplanen &; und &, generiert der optimale
Versuchsplan aus (3.26) eine Reduzierung des mittleren quadratischen Fehlers um
56% beziehungsweise 44% fiir den Schétzer mit den festen Modellgewichten. Wei-
terhin verringert dieser Versuchsplan auch den mittleren quadratischen Fehler bei
Gebrauch der glatten AIC-Gewichtung (um 44% beziehungsweise 40%), bei Schét-
zung der EDg g im durch das AIC gewéhlten Modell (um 41% beziehungsweise 40%)
und bei Schiitzung der EDg g im gréfiten Modell (um 47% beziehungsweise 40%).
Als weiteres Beispiel betrachten wir nun den Model-Averaging Schétzer (2.22) der
effektiven Dosis EDg¢ fiir die vier Modelle aus Beispiel 3.1, wobei wir nun im Ge-

gensatz zu zuvor eine ungleiche Gewichtung gebrauchen, ndmlich

wy = 0.1,wy = 0.1, w3 = 0.3 und wy = 0.5.
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Schétzmethode
Versuchsplan | Feste Gew. | Glatte AIC-Gew. | Modellselektion | Grofites Modell
3 0.476 0.502 0.582 0.562
& 0.915 0.900 1.014 1.135
& 0.869 0.949 1.067 1.103

Tabelle 3.2: Mittlerer quadratischer Fehler des Model-Averaging Schétzers der EDgg
mit Gewichten w; = 0.1, wy = 0.1, w3 = 0.3 und wy = 0.5 (erste Spalte), mit der glatten
AIC-Gewichtung (2.24) (zweite Spalte), des Schitzers nach Modellselektion mit dem AIC
(dritte Spalte) und des Schétzers im groBten Modell (vierte Spalte). Die verschiedenen Zei-
len gehoren zu verschiedenen Versuchsplédnen. Erste Zeile: Bayes-optimaler Versuchsplan
&5 zur Model-Averaging Schatzung der EDgg aus (3.30). Zweite Zeile: Gleichverteilter
Versuchsplan &; aus (3.27). Dritte Zeile: Gleichverteilter Versuchsplan & aus (3.28).

Der Bayes-optimale Versuchsplan zur Model-Averaging Schétzung der EDg ¢ ist dann
gegeben durch

(3.30)

e 0 0.809 1.665 2.691 8
570 0152 0.120 0.175 0279 0274 [

Fiir diesen Versuchsplan ist die notwendige Bedingung in der rechten Grafik in Ab-
bildung 3.2 dargestellt. Der Vergleich der Versuchsplane £% und &} aus (3.26) und
(3.30) zeigt, dass die Tragerpunkte zwar dhnlich sind, bei den Gewichten jedoch
deutliche Unterschiede auftreten.

Auch fiir diesen Versuchsplan fithren wir eine Simulationsstudie analog zur vorheri-
gen durch. Die entsprechenden Ergebnisse finden sich in Tabelle 3.2. Diese Tabelle
zeigt ein dhnliches Bild wie Tabelle 3.1, jedoch ist dieses weniger stark ausgepragt.
Die Model-Averaging Schétzer weisen wesentlich bessere Ergebnisse auf als die Schét-
zer in dem durch das AIC gewihlten Modell (Verbesserung zwischen 10% und 19%
unter Verwendung der festen Gewichtung und zwischen 11% und 14% unter Ver-
wendung der glatten AIC-Gewichtung). Weiterhin ist bei Gebrauch von festen Ge-
wichten anstelle von glatten AIC-Gewichten fiir die Versuchspléne £ und &, eine
Verbesserung des mittleren quadratischen Fehlers zu beobachten. Diese tritt bei
Verwendung von &; nicht auf. Anders als in Tabelle 3.1 ist in dieser Situation der
Schéatzer im grofiten Modell préziser als der Schétzer nach Modellselektion mittels
des AIC bei Verwendung des Bayes-optimalen Versuchsplans £;. Weiterhin liefern
jedoch die Model-Averaging Schétzer kleinere mittlere quadratische Fehler als der
Schétzer im gréfiten Modell. Der Vergleich von Tabelle 3.1 mit Tabelle 3.2 zeigt,
dass fiir alle betrachteten Versuchsplane der Model-Averaging Schéitzer mit (festen)
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unterschiedlichen Modellgewichten grofiere mittlere quadratische Fehler besitzt als
der Model-Averaging Schétzer mit (festen) gleichen Modellgewichten.

Der Bayes-optimale Versuchsplan 5 zur Model-Averaging Schétzung der EDg ¢ bie-
tet gegeniiber den Versuchspldnen & und & eine Verbesserung des mittleren qua-
dratischen Fehlers um 48% beziehungsweise 45% bei Nutzung des Model-Averaging
Schétzers mit festen (ungleichen) Gewichten. Unter Verwendung der tibrigen Schétz-
methoden ergibt sich ebenfalls eine Verringerung des mittleren quadratischen Fehlers
um 43% bis 50%.

In Abschnitt 3.6.1 présentieren wir in Tabelle 3.7 und Tabelle 3.8 weitere Simula-
tionsergebnisse, welche auf anderen Parameterkombinationen in dem Modell (3.29)
beruhen. Die enthaltenen Ergebnisse zeigen ein sehr d&hnliches Bild wie das oben be-
schriebene. In allen untersuchten Szenarien, unabhéngig von Versuchsplan und Para-
meterkombination, liefern die Model-Averaging Schétzer kleinere simulierte mittlere
quadratische Fehler als der Schétzer in dem durch das AIC gewéhlten Modell. Ebenso
resultieren unabhéngig von der angewendeten Schétzmethode bei Verwendung der
beiden Bayes-optimalen Versuchsplane zur Model-Averaging Schétzung der EDg g4
in beinahe allen Fillen prézisere Schétzer als bei Verwendung der gleichverteilten

Versuchspléne.

3.3.2 Schiatzung der AUC im logistischen Modell

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall, dass fyiqe = f1 die Dichte einer Nor-

malverteilung mit Varianz o? und Erwartungswertfunktion

Uy
+ 2> 0, 3.31
YT exp|(Ve — ) /7] ( )

ist. Dieses logistische Modell wird ebenso wie das sigmoidale Emax-Modell zur Mo-

na(z,0,7v) =~

dellierung von Dosis-Wirkungs-Beziehungen genutzt, aber auch um das Wachstum
von Populationen zu beschreiben (siehe beispielsweise Zwietering (1990)). Auch hier
ist der Versuchsraum gegeben durch X = [0, 8], in dem n = 150 Experimente durch-
gefithrt werden kénnen. Das Ziel sei nun, die Fldche unter der Kurve (AUC) zu
schétzen, welche in (3.7) definiert ist. Dabei wéhlen wir den Bereich C identisch
zum Versuchsraum. In der Terminologie von Dosis-Wirkungs-Studien lassen sich in
(3.31) der Wert (0,9, ) als Placebo-Effekt, 9, als asymptotischer maximaler Ef-
fekt des Medikamentes (relativ zum Placebo-Effekt) und 95 > 0 als die Dosis, bei
der die Halfte des maximalen Effekts erreicht wird, interpretieren. Der Parameter
2 bestimmt die Steigung der Erwartungswertfunktion n,. Wir gehen im Folgenden

davon aus, dass die beiden fiir Medikamentenstudien zentralen Parameter ¢; und v,
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sowie die Varianz o2 in jedem Kandidatenmodell enthalten sind und fassen diese zu-
sammen in 0 = (02,9;,95)7. Die Komponenten des Parametervektors v = (71, v2)7
dagegen kénnen auf die entsprechenden Bestandteile von vy = (0, 1)7 fixiert werden,
sodass r = 4 Kandidatenmodelle in der Menge S enthalten sind. Dies sind jeweils
Regressionsmodelle der Form (2.1), welche durch unterschiedliche Erwartungswert-

funktionen charakterisiert sind, nadmlich

Mm@, V) = 1+ equ[sl(lﬁg — )]’ (3:32)
e, 9, (0,72)) = +exp[(g; 7 (3.33)
ns(z, 9, (11,1)) =7 al (3.34)

L T ——

und 74 aus (3.31). Da die Parameter v, und ¥; linear in die Modelle eingehen, benoti-
gen wir lediglich fiir die Parameter v, und 95 A-priori Verteilungen zur Bestimmung
Bayes-optimaler Versuchsplane zur Model-Averaging Schiatzung der Fldche unter
der Kurve. Diese seien unabhéingige Gleichverteilungen auf den Mengen {3,4, 5} be-
ziechungsweise {5/6,1,7/6}. Fiir die Varianz wihlen wir eine Einpunktverteilung in
02 = 4.5 und der Parameter § ist so bestimmt, dass 67 /v/150 = (0.015, —1/6) ist.

Mit diesen Spezifikationen ist der numerisch bestimmte Bayes-optimale Versuchsplan

zur Model-Averaging Schiatzung der AUC mit gleicher Gewichtung
ws =0.25,s=1,...,4,

gegeben durch

(3.35)

¢ = 0 2585 4332 5419 8
“ ] 0.094 0258 0.239 0.204 0.206 [

Dieser Versuchsplan erfiillt die notwendige Bedingung aus Satz 3.7 (hier nicht ge-
zeigt).

Auch fiir das logistische Modell untersuchen wir die Eigenschaften verschiedener
Versuchs-pléne mittels einer Simulationsstudie, in der die Daten aus dem Modell

y@ =7+ o1 +oel i
K 1+ exp[(Ve — ) /2]

@«
ij
sind und wir n = Zle n; = 150 Experimente durchfiihren kénnen.

=1,.,kj=1..n; (3.36)
generiert werden, wobei &

unabhéngige standardnormalverteilte Zufallsvariablen

Im Weiteren beschrinken wir uns darauf, die Ergebnisse fiir die Parameterkombi-
nation 97 = (9;,92) = (=1.73,4), I = (0.015,0.833) und o = 4.5 zu diskutieren.
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Schétzmethode
Versuchsplan | Feste Gew. | Glatte AIC-Gew. | Modellselektion | Gréfites Modell
£ 1.659 1.880 2.074 2.071
& 1.961 2.080 2.196 2.059
& 1.687 1.763 1.838 1.847

Tabelle 3.3: Mittlerer quadratischer Fehler des Model-Averaging Schétzers der Fldche
unter der Kurve mit Gewichten ws = 0.25,s = 1,...,4 (erste Spalte), mit der glatten
AIC-Gewichtung (2.24) (zweite Spalte), des Schitzers nach Modellselektion mit dem AIC
(dritte Spalte) und des Schétzers im grofiten Modell (vierte Spalte). Die verschiedenen
Zeilen gehoren zu verschiedenen Versuchspldnen. Erste Zeile: Bayes-optimaler Versuchs-
plan £ zur Model-Averaging Schétzung der AUC aus (3.35). Zweite Zeile: Gleichverteilter
Versuchsplan &; aus (3.27). Dritte Zeile: Gleichverteilter Versuchsplan & aus (3.28).

Dies entspricht unter der Annahme der lokalen Alternativen (3.2) der Situation,
dass 0F = (4.5,-1.73,4),7¢ = (0,1) und 67 /4/150 = (0.015, —1/6) sind. Weitere
Resultate mit anderen Parameterkombinationen zeigen ein dhnliches Bild und sind
in Abschnitt 3.6 zu finden.

Der mittlere quadratische Fehler des Model-Averaging Schéitzers mit gleichen Mo-
dellgewichten wy = 0.25,s = 1,...,4, fiir die verschiedenen Versuchspléine ist in
der ersten Spalte von Tabelle 3.3 abgetragen, wéihrend die zweite und dritte Spalte
die entsprechenden Ergebnisse fiir den Model-Averaging Schétzer basierend auf der
glatten AIC-Gewichtung beziehungsweise den Schétzer nach Modellselektion mit-
tels AIC zeigen. In der vierten Spalte sind die mittleren quadratischen Fehler des
Schétzers der EDg ¢ im gréfiten Modell zu finden.

Wie in Abschnitt 3.3.1 ist auch in Tabelle 3.3 eine prézisere Schéitzung der Fla-
che unter der Kurve unter Verwendung eines der Model-Averaging Schétzverfahrens
anstelle des Schétzers nach Modellselektion zu beobachten. In Zahlen ausgedriickt
verringert sich bei Gebrauch von festen Modellgewichten der mittlere quadratische
Fehler zwischen 8% und 20% (abhéngig vom betrachteten Versuchsplan), wéhrend
wir durch Nutzung von Model-Averaging mit glatten AIC-Gewichten eine Verbesse-
rung zwischen 4% und 9% erzielen konnen. Des Weiteren liefert der Model-Averaging
Schétzer bessere Resultate bei Verwendung von festen (gleichen) Gewichten anstel-
le von glatten AIC-Gewichten. Zudem sind die mittleren quadratischen Fehler des
Model-Averaging Schétzers mit festen Gewichten kleiner als die mittleren quadrati-
schen Fehlers des Schétzers der EDg g im grofiten Modell.
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Betrachten wir den Model-Averaging Schitzer mit festen (gleichen) Gewichten, so
erkennen wir, dass der Bayes-optimale Versuchsplan &/, zur Model-Averaging Schét-
zung der Flache unter der Kurve den gleichverteilten Versuchsplan & um 15% ver-
bessert (im Sinne des mittleren quadratischen Fehlers), wihrend die Verbesserung
gegeniiber dem Versuchsplan &, lediglich 2% betrigt. Nutzen wir dagegen datenba-
sierte Gewichte, also glatte AIC-Gewichte oder Modellselektion, oder den Schétzer
im groffiten Modell, so ist der mittlere quadratische Fehler bei Verwendung des gleich-
verteilten Versuchsplans & am geringsten. Dies lésst sich durch die Tatsache, dass
&G nicht fiir eine derartige Schétzung konstruiert ist, erkldren. Folglich liefern die
anhand des Kriteriums aus Definition 3.6 bestimmten Versuchspléne in vielen Féllen
zwar gute Ergebnisse, wir konnen jedoch im Allgemeinen nicht davon ausgehen, dass
der resultierende optimale Versuchsplan auch nah am optimalen Versuchsplan zur
Model-Averaging Schéitzung mit glatten AIC-Gewichten beziehungsweise zur Schét-
zung in dem durch das AIC gewahlten Modell ist. Ungeachtet dessen generiert der
Model-Averaging Schétzer basierend auf festen Gewichten gepaart mit dem Bayes-
optimalen Versuchsplan den kleinsten mittleren quadratischen Fehler in Tabelle 3.3.
Nun betrachten wir einen Model-Averaging Schétzer mit (ungleichen) Modellgewich-

ten
w; =0.1,wy = 0.1, w3 = 0.1 und wy = 0.7

fir die jeweiligen Modelle (3.32), (3.33), (3.34) und (3.31). Der entsprechende Bayes-
optimale Versuchsplan zur Model-Averaging Schéitzung der Fliche unter der Kurve

ist dann

. 0 2.418 4.259 5.777 8
£ = { } . (3.37)

0.122 0.284 0.197 0.253 0.145

Mit analogen Simulationen wie zuvor erhalten wir fiir die verschiedenen Versuchs-
pléne die mittleren quadratischen Fehler in Tabelle 3.4. Diese Ergebnisse bestétigen
die Beobachtungen aus Abschnitt 3.3.1, ndmlich, dass der Model-Averaging Schétzer
wesentlich préziser ist als der Schétzer nach Modellselektion. Anders als in Abschnitt
3.3.1 liefert hier aber der Model-Averaging Schéitzer mit glatten AIC-Gewichten
leicht bessere Ergebnisse als der Model-Averaging Schétzer mit festen Gewichten (es
ist ein Anstieg von etwa 2% zu beobachten bei Verwendung der festen Gewichte).
Wiéhrend in Tabelle 3.3 der Schétzer der Fléache unter der Kurve im grofiten Modell
teils bessere Ergebnisse aufweist als der Schétzer im mittels AIC gewéahlten Modell,
zeigt Tabelle 3.4 fiir den Schétzer im gréfiten Modell die hochsten mittleren quadra-

tischen Fehler aller Schédtzmethoden, unabhéngig vom betrachteten Versuchsplan.
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Schétzmethode
Versuchsplan | Feste Gew. | Glatte AIC-Gew. | Modellselektion | Gréfites Modell
&h 1.764 1.723 1.835 1.978
& 2.059 2.041 2.129 2.185
& 1.841 1.801 1.883 1.886

Tabelle 3.4: Mittlerer quadratischer Fehler des Model-Averaging Schétzers der Fldche
unter der Kurve mit Gewichten w; = wy = w3 = 0.1 und wy = 0.7 (erste Spalte), mit der
glatten AIC-Gewichtung (2.24) (zweite Spalte), des Schitzers nach Modellselektion mit
dem AIC (dritte Spalte) und des Schétzers im grofiten Modell (vierte Spalte). Die ver-
schiedenen Zeilen gehoren zu verschiedenen Versuchsplédnen. Erste Zeile: Bayes-optimaler
Versuchsplan &7, zur Model-Averaging Schétzung der AUC aus (3.37). Zweite Zeile: Gleich-
verteilter Versuchsplan & aus (3.27). Dritte Zeile: Gleichverteilter Versuchsplan & aus
(3.28).

Fiir alle Model-Averaging Verfahren (inklusive des Schéitzers nach Modellselektion)
resultiert die Verwendung des Versuchsplans &5, aus (3.37) in kleineren mittleren
quadratischen Fehlern als die Verwendung der Versuchspléne & und &,.

Weitere Simulationsergebnisse unter Verwendung anderer Parameterkombinationen
sind in Abschnitt 3.6.2 in Tabelle 3.9 (Model-Averaging Schétzer mit gleichen Mo-
dellgewichten) und Tabelle 3.10 (Model-Averaging Schétzer mit unterschiedlichen
Modellgewichten) zu finden und lassen @hnliche Schliisse wie soeben beschrieben zu.
Beispielsweise sind unabhéngig vom Versuchsplan Model-Averaging Schétzer stets
besser als der Schétzer in einem einzelnen, durch das AIC gewéhlten Modell. In den
meisten Situationen bewirkt die Verwendung der Bayes-optimalen Versuchsplédne zur
Model-Averaging Schétzung der Fliche unter der Kurve verglichen mit den beiden
gleichverteilten Versuchsplédnen eine substanzielle Verbesserung des mittleren qua-
dratischen Fehlers, selbst bei Gebrauch des Model-Averaging Schétzers mit glatten
AIC-Gewichten oder des Schétzers nach Modellwahl. Einzelheiten hierzu finden sich
in Abschnitt 3.6.2.

Bemerkung. In den Beispielen in Abschnitt 3.3.1 und Abschnitt 3.3.2 haben wir
jeweils Simulationsstudien présentiert, in denen wir Model-Averaging Schétzer mit
zufilligen Gewichten auf Grundlage des AIC-Kriteriums sowie Schétzer in dem Mo-
dell, das mittels AIC ausgewéhlt wurde, verwendet haben. Wir haben die gleichen
Simulationen wie zuvor zusétzlich unter Verwendung von BIC-Gewichten durchge-
fithrt, indem wir in (2.23) und (2.24) jeweils das BIC-Kriterium aus (2.21) anstelle
des AIC-Kriteriums eingesetzt haben (siehe auch Claeskens und Hjort (2008, Kapi-
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tel 7)). Die Ergebnisse sind den hier gezeigten Ergebnissen jedoch sehr dhnlich und
wir geben sie daher nicht gesondert an. Insbesondere sind keine wesentlichen Unter-
schiede zwischen den mittleren quadratischen Fehlern der Model-Averaging Schétzer
unter Verwendung der glatten BIC-Gewichtung und der Schétzer nach Modellselek-

tion mit dem BIC im Vergleich zu denen, die auf dem AIC basieren, zu beobachten.

3.4 Ein adaptiver Ansatz

In Abschnitt 3.3 zeigen die Simulationsergebnisse, dass Model-Averaging Schétzer
basierend auf zufélligen Gewichten oftmals unpréziser sind als diejenigen, die feste
Modellgewichte nutzen. In der Praxis jedoch ist es iiblich zufillige Gewichte, wie die
glatte AIC-Gewichtung oder die Modellselektion zu verwenden (siehe beispielsweise
Verrier et al. (2014)). Auch wenn die Bayes-optimalen Versuchspléne zur Schétzung
des Parameters p in Abschnitt 3.3 oftmals auch die mittleren quadratischen Fehler
der Model-Averaging Schétzer basierend auf datenbasierten Modellgewichten verrin-
gern, deuten die Ergebnisse aus den Abschnitten 3.3.1, 3.3.2, 3.6.1 und 3.6.2 darauf
hin, dass wir die Schétzgenauigkeit zusétzlich verbessern kénnen, indem wir alter-
native Verfahren entwickeln, welche die Schitzung mit datenbasierten Gewichten

weiter verbessern. Dies soll das Ziel dieses Abschnitts sein.

Wie in Abschnitt 3.1 diskutiert, ist der asymptotische mittlere quadratische Fehler
des Model-Averaging Schétzers mit datenbasierten Gewichten nicht in geschlossener
Form, wie etwa in (3.20), darstellbar, sodass hier auf Simulationen oder numerische
Integration zuriickgegriffen werden miisste, um ihn zu bestimmen. Damit ist die di-
rekte Konstruktion eines Versuchsplanungskriteriums fiir Model-Averaging Schétzer
mit zufalligen Gewichten nicht ohne Weiteres moglich. Betrachten wir aber beispiels-
weise die Situation aus Abschnitt 3.3.2, so zeigt ein Vergleich der mittleren quadra-
tischen Fehler der Model-Averaging Schéitzer mit zufélligen Gewichten, dass der
Versuchsplan &}, (konstruiert fir ungleiche, feste Modellgewichte) prézisere Schét-
zer ermoglicht als der Versuchsplan & (konstruiert fiir gleiche, feste Modellgewich-
te) (vergleiche Tabelle 3.3 und Tabelle 3.4, Verbesserung um 8.4% beziehungsweise
11.5%). Daher scheint es moglich, tiber eine geschickte Wahl der Modellgewichte im
Versuchsplanungsschritt den mittleren quadratischen Fehler des Model-Averaging
Schétzers mit zufélligen Gewichten zu verringern. Aus diesem Grund schlagen wir in
diesem Abschnitt eine adaptive Vorgehensweise vor. Hierbei beschrinken wir uns zur

Ilustration auf einen Ansatz basierend auf zwei Schritten mit dem Ziel der Model-
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Averaging Schitzung mit glatten AIC-Gewichten (2.24). Die Erweiterung auf mehr
Schritte oder andere Gewichte erfolgt analog zum beschriebenen Vorgehen.

Unser adaptiver Ansatz basiert auf einer Aufteilung der n moglichen Beobachtungen
in zwei Stichproben der GréBe n™™ und n®. Die ersten n(!) Experimente fithren wir
gemaf eines Bayes-optimalen Versuchsplans zur Model-Averaging Schétzung des Pa-
rameters p mit festen Gewichten durch. Dabei nutzen wir im Folgenden jeweils glei-
che Modellgewichte, die Verwendung anderer Gewichte ist aber ebenso méglich. Wir
bezeichnen die erste Stichprobe mit Yn(}l)) und berechnen basierend auf dieser die glat-
ten AIC-Gewichte wSmAIC (Yn((ll))) (s=1,...,r). Die iibrigen n/® Experimente fiihren
wir entsprechend eines Bayes-optimalen Versuchsplans zur Model-Averaging Schét-
zung des Parameters p mit Gewichten wimAIC(Yéa), . ,wimAIC(Yé(ll))) durch. Es ist
zu beachten, dass der Model-Averaging Schétzer bedingt auf die erste Stichprobe
Yn((ll)) asymptotisch normalverteilt ist (fiir n® — 00), wodurch wir das Optimalitits-
kriterium aus Definition 3.6 nutzen koénnen. In den Simulationen nutzen wir spéter
die gesamte Stichprobe mit n = n™™ + n(® Beobachtungen, um die mittleren qua-
dratischen Fehler des Model-Averaging Schétzers des Parameters u beziehungsweise
des Schétzers nach Modellselektion mit dem AIC zu bestimmen. Wir betrachten im

Folgenden die beiden Beispiele aus Abschnitt 3.3.

3.4.1 Schitzung der ED, im sigmoidalen Emax-Modell

Wir betrachten das sigmoidale Emax-Modell (3.3) mit den gleichen Parametern wie
in Abschnitt 3.3.1, wobei die Erwartungswertfunktionen der weiteren Kandidaten-
modelle in (3.4) beziehungsweise (3.5) zu finden sind. Wir teilen die Stichprobe von
n = 150 Beobachtungen auf in zwei Gruppen der GroBe n = 50 und n® = 100
und nutzen den Bayes-optimalen Versuchsplan zur Model-Averaging Schétzung der
EDgg mit festen Gewichten (wy, = 0.25, s = 1,...,4) um die ersten n!) = 50
Versuche durchzufithren. Darauf basierend berechnen wir die glatten AIC-Gewichte
wimAIC(Yé(ll))), s =1,...,4, und erheben die iibrigen n® = 100 Beobachtungen ge-
méf des Bayes-optimalen Versuchsplans zur Model-Averaging Schitzung der EDg g
mit den Gewichten wimAIC(YTL((ll))), e ,wimAIC(Yn((ll))). Hierbei ist die Aufteilung der
Stichprobe zunéchst willkiirlich. In Kapitel 4 findet sich ein Ansatz, wie die Auftei-
lung der Stichprobe erfolgen kann, wobei hier Simulationen verwendet werden.

Mit den so konstruierten Versuchsplidnen fithren wir eine Simulationsstudie analog
zu Abschnitt 3.3.1 beziehungsweise Abschnitt 3.6.1 durch. Wir generieren also Da-
ten gemaB (3.29) fiir verschiedene Parameterkombinationen (¢, ), wihrend wir die
Varianz 0% = 4.5 konstant halten. Die Ergebnisse finden sich in Tabelle 3.5. Diese
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Parameter Adaptives Vorgehen
(9,7) Glatte AIC-Gew. | Modellselektion
(1.81,0.79,0,1) 1.241 1.579
(1.81,0.79,0.1,1) 1.091 1.317
(1.81,0.79,0,2) 0.584 0.683
(1.81,0.79,0.1,2) 0.604 0.686
(1.81,1.79,0,2) 0.838 1.024
(1.81,1.79,0.1,2) 0.974 1.159
(1.81,1.79,0,3) 0.610 0.680
(1.81,1.79,0.1,3) 0.586 0.657

Tabelle 3.5: Mittlerer quadratischer Fehler des Model-Averaging Schétzers der EDg g im
sigmoidalen Emax-Modell unter Verwendung des adaptiven Vorgehens mit glatten AIC-
Gewichten wi™AC(Y,,), ..., wi™AC(Y;,) (erste Spalte) und des Schitzers nach Modellse-
lektion (zweite Spalte). Die verschiedenen Zeilen entsprechen verschiedenen Parameter-

kombinationen.

Tabelle zeigt die Ergebnisse fiir zwei unterschiedliche adaptive Vorgehensweisen. Bei
dem oben beschriebenen Vorgehen haben wir insgesamt n = n™™ + n(® Beobach-
tungen vorliegen und bestimmen Schétzer i, fir die EDgg geméB (3.6) in jedem
Kandidatenmodell (s = 1,...,4). Als Gewichte fiir den Model-Averaging Schitzer
(2.22) wéhlen wir nun entweder die glatten AIC-Gewichte basierend auf der Gesamt-
stichprobe wi™AIC(Y,,), ..., wimAMC(Y,,) oder die Gewichte wiC(Y,), ..., wiC(Y,),
mit denen sich der Schétzer nach Modellselektion mit dem AIC ergibt. Die aus
der Simulation resultierenden mittleren quadratischen Fehler des Model-Averaging
Schétzers mit glatten AIC-Gewichten finden sich in der ersten Spalte von Tabelle 3.5,
wéhrend die Ergebnisse fiir den Schitzer nach Modellselektion in der zweiten Spal-
te zu finden sind. Das Ziel der adaptiven Vorgehensweise ist, die Model-Averaging
Schitzung mit datenbasierten Gewichten im Vergleich zu den Versuchsplénen &%
und &5 aus Abschnitt 3.3.1 zu verbessern. Daher sind die Ergebnisse mit denen aus
Tabelle 3.7 und Tabelle 3.8 zu vergleichen.

Zunichst zeigt Tabelle 3.5, dass Model Averaging Schétzer mit glatten AIC-Gewichten
priziser sind als die Schéitzer nach Modellselektion mit dem AIC. Dies haben wir
bereits in Abschnitt 3.3.1 beobachtet. Es zeigt sich jedoch auch, dass das adaptive
Vorgehen in den meisten Szenarien (unabhéngig von der Schétzmethode) grofiere
mittlere quadratische Fehler aufweist als die optimalen Versuchspliane £ aus (3.26)

und &5 aus (3.30). Betrachten wir beispielsweise die Situation aus Tabelle 3.1 be-
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ziehungsweise Tabelle 3.2, so betrigt der mittlere quadratische Fehler des Model-
Averaging Schétzers mit glatten AIC-Gewichten 0.508 beziehungsweise 0.502 unter
Verwendung der Versuchspléne £ beziehungsweise £f;. Weiterhin ist der mittlere
quadratische Fehler mit diesen Versuchsplidnen 0.596 und 0.582 bei Gebrauch des
Schétzers nach Modellselektion. Fiir die entsprechende Parameterkombination weist
das adaptive Vorgehen dagegen einen mittleren quadratischen Fehler von 0.604 be-
ziechungsweise 0.686 unter Verwendung des Model-Averaging Schitzers beziehungs-
weise des Schétzers nach Modellselektion auf. Diese Erhchung des mittleren quadra-
tischen Fehlers ist darauf zuriickzufithren, dass der Schétzer durch die Verwendung
zufélliger Gewichte eine zusétzliche Variabilitéit erhilt, sodass oftmals die Schédtzung
mit festen Gewichten préziser ist als die Schiatzung mit zufélligen Gewichten (siche
Abschnitt 3.3.1). In der adaptiven Vorgehensweise werden nun jeweils zweimal da-
tenbasierte Gewichte bestimmt, welche jeweils zusétzliche Varianz mit sich bringen.
Insgesamt zeigt ein Vergleich von Tabelle 3.5 mit Tabelle 3.7 und Tabelle 3.8, dass
die adaptive Vorgehensweise in den meisten untersuchten Szenarien unpréziser ist
als die nicht-adaptive Vorgehensweise. Dennoch resultieren unter Verwendung dieser
Methode stets kleinere mittlere quadratische Fehler als unter Verwendung von &; aus
(3.27) und & aus (3.28).

3.4.2 Schitzung der AUC im logistischen Modell

In diesem Abschnitt untersuchen wir adaptive Versuchspldne zur Model-Averaging
Schétzung der Fliache unter der Kurve im logistischen Modell (3.31). Die Erwartungs-
wertfunktionen der tibrigen Kandidatenmodelle sind in (3.32), (3.33) und (3.34) zu
finden. Das Vorgehen ist dabei das Gleiche wie jenes zu Beginn von Abschnitt 3.4.1
beschriebene. Auch hier wihlen wir n(Y) = 50 und n® = 100.

Die Durchfithrung einer Simulationsstudie analog zu Abschnitt 3.3.2 beziehungs-
weise Abschnitt 3.6.2 fithrt zu den Ergebnissen aus Tabelle 3.6. Auch hier ist in
der ersten Spalte der mittlere quadratische Fehler des adaptiven Vorgehens fiir den
Model-Averaging Schétzer mit glatten AIC-Gewichten zu sehen, wihrend die zweite
Spalte die entsprechenden Ergebnisse fiir den Schétzer nach Modellselektion pra-
sentiert. Diese sind mit den mittleren quadratischen Fehlern der Bayes-optimalen
Versuchspldne zur Model-Averaging Schétzung der Flache unter der Kurve £ aus
Tabelle 3.9 und &7, aus Tabelle 3.10 zu vergleichen.

Auch in Tabelle 3.6 zeigt sich, dass der Schéitzer nach Modellselektion stets grofere
mittlere quadratische Fehler besitzt als der Model-Averaging Schétzer. Wir betrach-

ten zunéchst die Simulationsergebnisse fiir die Situation aus Abschnitt 3.3.2. Fiir
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Parameter Adaptives Vorgehen
(9,7) Glatte AIC-Gew. | Modellselektion

(-1.73,4,0,1) 1.855 1.907
(-1.73,4,0.015,1) 1.675 1.719
(-1.73,4,0,0.833) 1.793 1.795
(-1.73,4,0.015,0.833) 1.646 1.657
(-1.73,5,0,0.833) 1.779 1.858
(-1.73,5,0.015,0.833) 1.608 1.680
(-1.73,5,0,0.667) 1.653 1.794
(-1.73,5,0.015,0.667) 1.594 1.679

Tabelle 3.6: Mittlerer quadratischer Fehler des Model-Averaging Schitzers der AUC
im logistischen Modell unter Verwendung des adaptiven Vorgehens mit glatten AIC-
Gewichten w§™AC(Y,,), ..., wi™MC(Y;,) (erste Spalte) und des Schitzers nach Modells-
elektion (zweite Spalte). Die verschiedenen Zeilen entsprechen verschiedenen Parameter-

kombinationen.

diese Parameterkombination besitzt das adaptive Vorgehen einen mittleren qua-
dratischen Fehler von 1.646 beziehungsweise 1.657 unter Verwendung des Model-
Averaging Schétzers beziehungsweise des Schétzers nach Modellselektion. Diese sind
damit fiir den Model-Averaging Schéitzer um 12.4% und 4.5% sowie fiir den Schétzer
nach Modellselektion um 20.1% und 9.7% geringer als die entsprechenden Resultate
der beiden Bayes-optimalen Versuchspline &5 aus (3.35) und &, aus (3.37) (sie-
he Tabelle 3.3 und Tabelle 3.4). Zudem zeigt Tabelle 3.3, dass der gleichverteilte
Versuchsplan & in den Simulationen kleinere mittlere quadratische Fehler erzielt als
der Bayes-optimale Versuchsplan £ bei Verwendung des Model-Averaging Schétzers
mit glatten AIC-Gewichten oder des Schétzers nach Modellselektion. Das adaptive
Vorgehen hingegen besitzt kleinere mittlere quadratische Fehler als der Versuchs-
plan &. Insgesamt zeigt ein Vergleich mit den iibrigen Szenarien aus Tabelle 3.9 und
Tabelle 3.10, dass das adaptive Vorgehen fiir die Mehrheit der betrachteten Parame-
terkombinationen geringere mittlere quadratische Fehler hat als die Bayes-optimalen
Versuchspldne. Dariiber hinaus zeigt sich, dass dieses Vorgehen stets besser ist als
die Verwendung der gleichverteilten Versuchsplane & und &, insbesondere auch in
den Situationen, in denen die Bayes-optimalen Versuchspline & und &}, schlechtere

Resultate liefern als der Versuchsplan &,.
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3.5 Beweise

Satz 3.3. Der Beweis der Aussage findet sich in Hjort und Claeskens (2003, Lemma
3.3), welche jedoch eine andere Notation verwenden. Daher zeigen wir im Folgenden
die Gleichheit zu der von uns verwendeten Notation, wozu wir zunéchst ihre Notation
einfithren miissen. Sie partitionieren zunéchst die Informationsmatrix im gréfiten

Modell entsprechend der Parameter (6, ), wir haben also

Joo(§,00,70)  Jo1(§,00,70)
Ji0(€,00,7%) J11(€,00,7%) |

Weiterhin benétigen wir die Inverse der Informationsmatrix, welche wir ebenfalls

J(&@oﬁo) = (

partitionieren:

J(f 0 7)—1 _ ( Joo(fﬁo,’)’o) J01(€790770) ) ]

J10<§700770) ’]11(6760770)

Es ist zu beachten, dass fiir die Informationsmatrix aus (3.9) im Modell s gilt:

Js(ga 007 ’70,55) = PS‘](Sa GOa 70)P5T7 (338)

mit P aus (3.15). Sofern es zu keinen Verwechslungen kommen kann, tibergehen
wir im Folgenden die Abhéngigkeiten der Matrizen und Vektoren von den Para-

metern und dem Versuchsplan, wir schreiben also beispielsweise J; anstelle von

Js (§7 90; 70,55 ) .
Unter Verwendung von Rechenregeln fiir Inversen von partitionierten Matrizen (siehe

beispielsweise Liitkepohl (1996, Kapitel 3.5.3)) erhalten wir
K = JH == (Jll - J10J0_01J01)_1.

Desweiteren fithren Hjort und Claeskens (2003) die Matrizen K, und K? ein, welche
gegeben sind durch

-1 T\ 1 . 50 T
K, = (WSSK 7TSS) ; Ky = mg Kms,.

s

Abschlieflend schreiben sie

0 0
W = Jl():]&)la—g — a—:

Mit dieser Notation erhalten sie

o\ T B)
vn (ﬂs — (00,70 + %)) 5 N (@7 (Igxqg — KXKT1S, <8/;> Iy <M> +wl Kjw),
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wobei sowohl in (3.39) als auch in (3.40) die Ableitungen im Parameter (g, o) aus-
zuwerten sind und Jy die Informationsmatrix im kleinsten Modell famow st (Hjort
und Claeskens, 2003, Lemma 3.3).

Wir zeigen zunédchst die Gleichheit des Erwartungswertes aus (3.40) mit dem Er-
wartungswert (3.12). Mit L aus (3.14) ergibt sich:

(,OT(I « KOK )5 _ CT JOO(&)_1J01(€) (I o — KSK_l)(S
axq —I qxq

axq

_ J001J01 qu — KJ(Jii — Jwdee Jor) \ 0 5
Jll - JlOJOO JOl) Iqu
_ Joo- + J001J01K Jiodog' —Joo Jor K Jn) [ 0 5
_K JlOJQ()l Kg J11 Iqu

‘]00 + ‘]00 JOlK JlOJOO —J(i)lj()lﬂngﬂs J01 _ O 6
—Ts KwleoJOO WEKSWS Ji Iyxq
(57 7-90
Wir betrachten nun den Varianzterm. Hierzu ist folgende Gleichheit zu beachten:

T -1
J, 0
(@) J(D_l (@> = Cz 00 px1S Csy 8§ = 17"'7T'
06 00 Ors.xp  Ojs.x54|

Damit erhalten wir

Joo' i
wl Kow =c" < 001_ o ) e Ksms < J1doot —Igxq >c

axq

Joot Jorm T
—cTP§< 0o ot >Ks<7rstJ&]l ~ L5115 )Psc
=I5, |54

_ CT JOI)1J017TZKS7TSJ10J0701 —J()Blj()lWZKS c
s —Ksﬂ's(]m:]&)l Ks v

Hiermit ergibt sich mit entsprechenden Formeln fiir die Inverse einer partitionierten
Matrix (Liitkepohl, 1996, Kapitel 3.5.3) die abschlieende Gleichheit

o g —1 aﬂ T 770 T 7-1
2% Jy 2% +w Kjw=cgJg cs.
O

Satz 3.4. Auch in diesem Beweis schreiben wir die Abhéngigkeiten der einzelnen

Komponenten vom Versuchsplan ¢ und den Parametern (6, 7o) nicht explizit auf.
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Der Beweis vereinfacht sich substanziell, indem wir eine andere Notation fiir die
asymptotische Verteilung in Satz 3.3 verwenden. Dazu definieren wir Zufallsvariablen

U,V fiir die mit der Informationsmatrix J im gréffiten Modell fyiqe gilt:

U
(7)o

Darauf aufbauend gilt in einem Modell s (s = 1,...,r), dass
U
( > ~ N(0, P,JPl),
7T55V

mit P, aus (3.15). Fiir Jg aus (3.9) gilt gemifl (3.38) die Gleichheit P,JPT = J,.
Damit konnen wir fiir die asymptotische Verteilung einer zentrierten Version von ji,

schreiben:

PO ES

7TSV

B

wobei wir die Vektoren ¢, und ¢ sowie die Matrix Lg geméf (3.11), (3.13) und (3.14)
verwenden. Betrachten wir nun also Y., wsAy, so ergibt sich fiir den Erwartungs-

wert
y(é) 57 907 70) = E(Z wsAs) = Z ’(USCTLSd
s=1 s=1

Fiir die Varianz erhalten wir mit h, aus (3.19):

r

72(¢,60,7%) = Var (Z wsAs> => ) wa,Cov(A,, Ay)
s=1

s=1 t=1

T T U U
= Z ZwswtCOV CSTJS_1 ,ctTJt_1
s=1 t=1 WSSV WStV
T ' U U
= ZZwswtcsTJs_lPSCov (( v ) , ( v >) PtTJt_lct

s=1 t=1

= z’": ET: wswthsTJht.

s=1 t=1

O

Satz 3.7. Mit den Argumenten aus Pukelsheim (1993, Kapitel 11) und unter der An-

nahme, dass Integration und Differenziation vertauschbar sind, erfiillt gemaf Satz 2.5
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bezichungsweise (2.7) ein Bayes-optimaler Versuchsplan &* zur Model-Averaging

Schétzung des Parameters p die Ungleichheit
_Dq)mav(g*)(gx - 6*) = - D(I)mav(g*a w, 67 07 7)(590 - 5*)7r(d9a d’}/) S 0 (341)
exI’

fir alle z € X, wobei D®,,, (£, w,0,0,7)(&: — &) die Richtungsableitung (2.4) der
Funktion ®,,,, aus (3.20) in £* in Richtung &, — £* bezeichnet. Weiterhin ist &, das
Dirac-Maf} im Punkt x € X aus (2.6).

Unter Verwendung der Kettenregel (Werner, 2018, Satz I11.5.4) kénnen wir nun die

Richtungsableitung der Funktion ®,,,, bestimmen:

Dq)mav(g*a w, 57 977)(£x - ’S*) = 2V(£*>D1(€*7 Z, 57 677) + D2(£*7x7 677)7 (342)

wobei D (€%, x,6,0,v) die Richtungsableitung der Erwartungswertfunktion v aus
(3.17) und Do(&*,x,0,) die Richtungsableitung der Varianzfunktion 72 aus (3.18)
ist.

Zunéchst betrachten wir die Richtungsableitung D, (£, x, 9, 6,~), fiir welche wir

Dy(€,2,0,0,7) =Y wi" DL(E",0,7)(& — £)0 (3.43)

s=1

erhalten. Dabei bezeichnet DL (£*,0,7v)(&, — £*) die Richtungsableitung der Funk-
tion L4 aus (3.14) und ist daher gegeben durch

DL8(€*7 Qa 7)(&: - 5*) :Pngl(f*a 6)’ ’755) (st(gom Qa 7)

0.\ (3.44)
_Js<€:v707,yss)‘]s_1(€*’eﬁvss)PSJ(€*79’7)) ( g q> :

Dabei finden sich die Matrizen P; und Js(&;, 6,7s,) in (3.15) und (3.9) und J(&,, 0, )
ist die Informationsmatrix im gréfiten Modell fige. In (3.44) haben wir genutzt, dass
die Informationsmatrix Jg(§) fiir ein beliebiges Kandidatenmodell f; € S linear ist

in £, was bedeutet, dass

DJS(g*aef)/Ss)(ga: - f*) = JS(fzaef)/Ss) - J8(6*797755)'

Weiterhin gilt

D‘]s_l(é*vgafySs)(&B - 5*) = ‘]s_l(f*vga’yss) - Js_l(g*a07753)‘]5(538797’755)‘]5_1(6*707753)'
(3.45)

Die Kombination von (3.43) und (3.44) ergibt dann die Darstellung von Dy (£*, x, 6, 6,7)
in (3.23).
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Die Richtungsableitung Do (£*, x, 6, 7) besitzt die Form

Dy(&",2,0,7) = Y wewy (2DRL(E7)(Ex — €T (€7,0,7)ha(€)
s,t=1 (346)

+hT(ENI(E,0,7) + T (&, 0,7)Hu(€9)),

wobei Dh,(€*)(&, — &) die Richtungsableitung von hg in (3.19) fiir ein beliebiges
Kandidatenmodell f; € S ist. Unter Beachtung von (3.45) ist die Richtungsableitung
gegeben durch

Dhy(£)(& — €)= hs(€7) — ha(€7, &), (3.47)
mit
ﬁs(§*>f) = ngs_l(f*>Qo,VO,SS)JS(&QO,VO,SS)ng(f*y90,70,55)03,

siehe (3.25). Eine Verkniipfung von (3.46) und (3.47) liefert den Ausdruck fiir D
in (3.24). Die notwendige Bedingung in (3.22) resultiert durch Zusammenfiigen von
(3.41) und (3.42).

Es bleibt zu zeigen, dass in (3.22) Gleichheit fiir alle Trégerpunkte = des Versuchs-
plans £* gilt. Angenommen, es existiert mindestens ein Trégerpunkt xy des Versuchs-

plans £*, sodass in (3.22) echte Ungleichheit herrscht. Dann erhalten wir auch

/X/@ F(_2V(§*757877>D1(€*7I757‘97’7) - D2(£*’x7977))W(d07d’y)§*(dx> <0.

Da aber [, J(&,0,7)€*(dx) = J(€°,0,7) und [ hy(6%,6,)€"(dx) = hy(€7) ist, resul-
tiert andererseits

/ Dy(€,2,8,0,7)€"(dz) = 0 und / Do(€",60,7)€" (dx) = 0,
X X
sodass sich
/X /e 20(€,6.0,7)Dl€"2.6,6,7) — Daf€",.6,7)7(d8, )€ (do)
:/ {_2y(£*757977>/ D1(£*>x767677)€*(dx)_
exI’ X
[ pa e,ws*(dx)} ~(d9, dy) = 0
X

ergibt. Dies stellt einen Widerspruch dar und es folgt, dass in (3.22) Gleichheit fiir
alle Tragerpunkte x des Versuchsplans £* gelten muss.
0
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3.6 Weitere Simulationsergebnisse

In diesem Abschnitt priasentieren wir weitere Simulationsergebnisse fiir die Beispiele
aus Abschnitt 3.3.

3.6.1 Schitzung der ED(4 im sigmoidalen Emax-Modell

Dieser Abschnitt zeigt weitere Simulationsergebnisse fiir die Beispiele aus Abschnitt
3.3.1. In diesem haben wir Bayes-optimale Versuchspline zur Model-Averaging Schét-
zung der EDg ¢ im sigmoidalen Emax-Modell bestimmt. In den Simulationen gene-
rieren wir Daten gemifl des Modells (3.29), wobei die n = 150 Beobachtungen
jeweils gemé&fB der Versuchspldne &%, &5, & und & aus Abschnitt 3.3.1 erzeugt
werden. Um zu demonstrieren, dass die Ergebnisse aus Abschnitt 3.3.1 représen-
tativ sind, betrachten wir hier weitere Parameterkombinationen (1, ). Die entspre-
chenden simulierten mittleren quadratischen Fehler sind in Tabelle 3.7 (gleiche Ge-
wichtung: wy = 0.25,s = 1,...,4) und Tabelle 3.8 (unterschiedliche Gewichtung:
w; = 0.1, wy = 0.1, w3 = 0.3 and wy = 0.5) dargestellt. In der ersten und zweiten
Spalte sind die Ergebnisse fiir die Model-Averaging Schiatzung der EDg ¢ mit fester
beziehungsweise glatter AIC-Gewichtung zu finden, wéhrend die dritte und vierte
Spalte die Resultate fiir die Schétzer der EDgg in dem durch das AIC gewéhlten
Modell und in dem grofiten Modell préasentieren.

Wir beobachten in Tabelle 3.7, dass wir unter Verwendung der Model-Averaging
Schétzer stets prizisere Schiatzungen erhalten als mit dem Schétzer nach Modellse-
lektion. In Zahlen betrigt die Reduktion des mittleren quadratischen Fehlers 14%-
47% bei Gebrauch der festen (gleichen) Gewichtung beziehungsweise 7%-23% bei
Nutzung der glatten AIC-Gewichtung im Vergleich zum Schétzer nach Modellse-
lektion. Weiterhin verbessert die Verwendung der festen Gewichtung anstelle der
datenbasierten glatten AIC-Gewichtung die Model-Averaging Schéitzung. In allen
betrachteten Szenarien besitzt der Model-Averaging Schéitzer mit gleichen Gewich-
ten kleinere mittlere quadratische Fehler als der Schétzer der EDg ¢ im grofiten Mo-
dell. Dariiber hinaus verbessert der Model-Averaging Schéatzer mit glatten AIC-
Gewichten die Schitzung im grofiten Modell fiir beinahe alle untersuchten Parame-
terkombinationen und der Schétzer im mittels AIC gewéhlten Modells ist in mehr
als der Hélfte der betrachteten Fille préziser.

Auch in Tabelle 3.8 sind diese Phénomene zu sehen, jedoch ist der Unterschied zwi-
schen dem Model-Averaging Schétzer basierend auf fester (unterschiedlicher) Ge-

wichtung und glatter AIC-Gewichtung weniger deutlich. Zudem lassen einige Pa-
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rameterkombinationen erkennen, dass ungleiche, feste Gewichte zu einem grofieren
mittleren quadratischen Fehler fithren kénnen als glatte AIC-Gewichte.
AbschlieBend vergleichen wir die optimalen Versuchsplidne £ und £} mit den gleich-
verteilten Versuchspldnen & und &,. Dieser Vergleich offenbart bei Gebrauch von &£
oder £ eine Verringerung des mittleren quadratischen Fehlers des Model-Averaging
Schitzers der EDg g mit fester Gewichtung zwischen 21% und 56% gegeniiber dem
Versuchsplan & und zwischen 28% und 54% gegeniiber dem Versuchsplan &,. Fiir
den Model-Averaging Schétzer basierend auf den glatten AIC-Gewichten kénnen die
optimalen Versuchspline % und &5 den mittleren quadratischen Fehler um 8%-55%
beziehungsweise 28%-53% verringern. Bei Schitzung der EDg¢ im grofiten Modell
beobachten wir eine Verringerung des mittleren quadratischen Fehlers um 11%-49%
beziehungsweise 23%-54% bei Verwendung der optimalen Versuchspléne £* bezie-
hungsweise £5. Bei der Schétzung in dem durch das AIC gewéhlten Modell reduzie-
ren die optimalen Versuchspléne den mittleren quadratischen Fehler in den meisten
betrachteten Féllen.
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Parameter Versuchsplan Schéatzmethode
(9,7) Feste Gew. | Glatte AIC-Gew. | Modellsel. | Gr. Modell

&4 0.818 1.065 1.180 1.310

(1.81,0.79,0,1) &1 1.339 1.526 1.660 1.631
& 1.207 1.549 1.791 2.052

& 0.718 0.957 1.059 1.510

(1.81,0.79,0.1,1) & 1.238 1.413 1.535 1.852
& 1.045 1.406 1.695 1.858

&4 0.394 0.533 0.639 0.558

(1.81,0.79,0,2) & 0.788 0.823 0.915 1.097
& 0.659 0.852 0.975 0.874

& 0.355 0.508 0.596 0.675

(1.81,0.79,0.1,2) & 0.810 0.913 1.017 1.267
& 0.637 0.846 0.994 1.121

& 0.732 0.953 1.103 0.881

(1.81,1.79,0,2) & 1.374 1.570 1.767 1.591
& 1.119 1.437 1.660 1.644

& 0.777 1.121 1.453 1.338

(1.81,1.79,0.1,2) & 1.166 1.384 1.532 1.500
& 0.985 1.222 1.415 1.539

& 0.449 0.513 0.623 0.692

(1.81,1.79,0,3) & 0.988 1.144 1.250 1.116
& 0.762 0.908 1.049 0.912

A 0.464 0.598 0.713 0.795

(1.81,1.79,0.1,3) &1 0.932 1.182 1.314 1.202
& 0.724 0.892 1.061 0.912

Tabelle 3.7: Mittlerer quadratischer Fehler des Model-Averaging Schétzers der EDg g mit
Gewichten ws = 0.25,s = 1,...,4 (erste Spalte), mit der glatten AIC-Gewichtung (2.24)
(zweite Spalte), des Schétzers nach Modellselektion mit dem AIC (dritte Spalte) und des

Schétzers im grofiten Modell (vierte Spalte). Die verschiedenen Zeilen entsprechen ver-

schiedenen Parameterkombinationen. Innerhalb jeder Parameterkombination gehoren die

verschiedenen Zeilen zu verschiedenen Versuchsplinen. Erste Zeile: Bayes-optimaler Ver-

suchsplan £ zur Model-Averaging Schétzung der EDg ¢ aus (3.26). Zweite Zeile: Gleich-

verteilter Versuchsplan & aus (3.27). Dritte Zeile: Gleichverteilter Versuchsplan & aus

(3.28).



54 Kapitel 3: Model-Averaging unter lokalen Alternativen

Parameter Versuchsplan Schéatzmethode
(9,7) Feste Gew. | Glatte AIC-Gew. | Modellsel. | Gr. Modell

&g 0.864 0.849 1.012 1.500

(1.81,0.79,0,1) &1 1.504 1.498 1.605 1.953
& 1.382 1.450 1.631 2.020

&n 0.914 0.937 1.112 1.441

(1.81,0.79,0.1,1) 3 1.493 1.497 1.613 1.968
& 1.306 1.310 1.491 1.967

£p 0.540 0.536 0.600 0.535

(1.81,0.79,0,2) 3 0.967 0.967 1.048 1.151
& 0.834 0.861 1.004 1.067

3 0.476 0.502 0.582 0.562

(1.81,0.79,0.1,2) & 0.915 0.900 1.014 1.135
& 0.869 0.949 1.067 1.103

£p 0.904 0.873 1.038 1.173

(1.81,1.79,0,2) & 1.292 1.329 1.506 1.618
& 1.362 1.338 1.611 1.522

3 0.875 0.931 1.091 1.070

(1.81,1.79,0.1,2) & 1.382 1.410 1.573 1.540
& 1.350 1.368 1.599 1.588

3 0.516 0.532 0.619 0.780

(1.81,1.79,0,3) & 1.129 1.144 1.251 1.155
& 0.836 0.813 0.927 1.086

5 0.578 0.560 0.615 0.606

(1.81,1.79,0.1,3) & 1.130 1.171 1.304 1.166
& 0.800 0.851 1.023 1.049

Tabelle 3.8: Mittlerer quadratischer Fehler des Model-Averaging Schitzers der EDgg
mit Gewichten w; = 0.1, wy = 0.1, w3 = 0.3 und wy = 0.5 (erste Spalte), mit der glatten
AIC-Gewichtung (2.24) (zweite Spalte), des Schétzers nach Modellselektion mit dem AIC
(dritte Spalte) und des Schétzers im groBten Modell (vierte Spalte). Die verschiedenen Zei-
len entsprechen verschiedenen Parameterkombinationen. Innerhalb jeder Parameterkom-
bination gehoren die verschiedenen Zeilen zu verschiedenen Versuchsplinen. Erste Zeile:
Bayes-optimaler Versuchsplan £ zur Model-Averaging Schétzung der EDg¢ aus (3.30).
Zweite Zeile: Gleichverteilter Versuchsplan &; aus (3.27). Dritte Zeile: Gleichverteilter Ver-
suchsplan &, aus (3.28).
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3.6.2 Schitzung der AUC im logistischen Modell

In Ergéinzung zu Abschnitt 3.3.2 prasentiert dieser Abschnitt weitere Simulationser-
gebnisse fiir die Model-Averaging Schitzung der Fliache unter der Kurve im logisti-
schen Modell. Dabei erzeugen wir die Daten mit dem Modell (3.36) und generieren
n = 150 Beobachtungen geméfl der Versuchspléne &, €7, & und &. Um die Er-
kenntnisse aus Abschnitt 3.3.2 zu validieren, nutzen wir hier weitere Kombinationen
der Parameter (¢, v) und simulieren den mittleren quadratischen Fehler der Schétzer
der Fliache unter der Kurve. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.9 (gleiche Modellge-
wichte: wy = 0.25,s = 1,...,4) und Tabelle 3.10 (unterschiedliche Modellgewichte:
w; = we = w3z = 0.1 und wy = 0.7) zu finden. In deren erster Spalte présentieren
wir die Ergebnisse der Model-Averaging Schétzer mit festen Gewichten, wiahrend die
zweite beziehungsweise dritte Spalte die jeweiligen Resultate des Model-Averaging
Schéatzers mit glatter AIC-Gewichtung beziehungsweise des Schétzers in dem Mo-
dell, das mittels AIC gewahlt wurde, zeigt. Die vierte Spalte gibt die entsprechenden
Ergebnisse fiir den Schétzer der EDg g im grofiten Modell an.

Analog zu Abschnitt 3.3.2 ist festzustellen, dass der mittlere quadratische Fehler
von den beiden Model-Averaging Verfahren stets kleiner ist als der des Schétzers
im Anschluss an eine Modellselektion mittels des AIC (Verbesserung: 7%-26% mit
gleicher Gewichtung, 1%-7% mit unterschiedlicher Gewichtung und 2%-10% mit
glatter AIC-Gewichtung) und als der des Schétzers im groften Modell. Weiterhin
liefert der Model-Averaging Schétzer mit gleichen Modellgewichten eine Verringe-
rung des mittleren quadratischen Fehlers um 4%-18% (abhéngig vom Versuchsplan
und den verwendeten Parametern) verglichen mit dem Model-Averaging Schitzer
mit glatter AIC-Gewichtung (siehe Tabelle 3.9). Dagegen fiihrt die Verwendung der
unterschiedlichen Gewichtung zu einem leichten Anstieg des mittleren quadratischen
Fehlers (siehe Tabelle 3.10). Dies kann auf die in Abschnitt 3.3 diskutierte Problema-
tik zuriickzufiithren sein, dass die feste, unterschiedliche Gewichtung nicht optimal
sein muss fiir die Model-Averaging Schétzung in diesem Kontext. Es ist zu beachten,
dass auch die gleiche Gewichtung nicht unbedingt optimal ist, jedoch scheint sie in
diesem Kontext angemessener.

In Tabelle 3.9 beobachten wir, dass der Bayes-optimale Versuchsplan £ den Model-
Averaging Schéitzer mit festen (gleichen) Gewichten in allen betrachteten Szenarien
verbessert (Verringerung des mittleren quadratischen Fehlers um 2%-27%). Nutzen
wir feste (ungleiche) Modellgewichte, so betriagt die Verbesserung durch Verwendung
des optimalen Designs &5 nur 1%-16% und es gibt vereinzelte Parameterkombina-

tionen, fiir die de facto keine Verbesserung auftritt (siche Tabelle 3.10). Es ist zu
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beachten, dass der Bayes-optimale Versuchsplan zur Model-Averaging Schitzung der
Flache unter der Kurve so konstruiert ist, dass er fiir eine Menge an Parameterwerten
(0,~) optimal ist. Dies kann zu einer geringeren Schitzgenauigkeit fiir einzelne Pa-
rameterwerte fithren. Nutzen wir datenbasierte Gewichte (also glatte AIC-Gewichte
oder Modellselektion), so erkennen wir in etwa der Hélfte der betrachteten Sze-
narien eine Verringerung des mittleren quadratischen Fehlers bei Nutzung von £/
anstelle von &, wihrend der Versuchsplan &; stets die grofiten mittleren quadrati-
schen Fehler aufweist. Der Bayes-optimale Versuchsplan &7, bestimmt fiir ungleiche,
feste Modellgewichte, weist in fast allen untersuchten Féllen einen kleineren mittle-
ren quadratischen Fehler als die Versuchsplidne & und &, auf, unabhéngig von der
verwendeten Schiatzmethode. Bei Schéitzung der EDg g im grofiten Modell zeigt der
gleichverteilte Versuchsplan &, iiber beide Tabellen hinweg in 75% der untersuchten

Szenarien die kleinsten mittleren quadratischen Fehler.
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Parameter Versuchsplan Schiatzmethode
(9,7) Feste Gew. | Glatte AIC-Gew. | Modellsel. | Gr. Modell
&8 1.559 1.741 1.871 1.985
(-1.73,4,0,1) &1 1.886 1.963 2.030 2.168
& 1.880 1.959 2.042 1.936
& 1.503 1.658 1.802 2.069
(-1.73,4,0.015,1) & 2.060 2.140 2.222 2.100
& 1.831 1.917 1.981 1.840
&8 1.630 1.825 1.986 2177
(-1.73,4,0,0.833) &1 2.042 2.139 2.230 2.092
& 1.681 1.811 1.883 1.943
&8 1.659 1.880 2.074 2.071
(-1.73,4,0.015,0.833) &1 1.961 2.080 2.196 2.059
& 1.687 1.763 1.838 1.847
3 1.442 1.637 1.762 2.312
(-1.73,5,0,0.833) & 1.671 1.815 1.925 2.036
& 1.659 1.846 1.996 1.891
&& 1.517 1.773 1.953 2.380
(-1.73,5,0.015,0.833) &1 1.690 1.820 1.924 2.140
& 1.629 1.764 1.884 1.950
&8 1.389 1.688 1.873 2.045
(-1.73,5,0,0.667) & 1.672 1.823 1.955 2.269
& 1.511 1.691 1.807 1.990
&8 1.421 1.687 1.839 2.243
(-1.73,5,0.015,0.667) &1 1.649 1.870 2.040 2.295
& 1.626 1.792 1.907 1.943

Tabelle 3.9: Mittlerer quadratischer Fehler des Model-Averaging Schétzers der AUC mit
Gewichten ws = 0.25,4 = 1,...,4 (erste Spalte), mit der glatten AIC-Gewichtung (2.24)
(zweite Spalte), des Schétzers nach Modellselektion mit dem AIC (dritte Spalte) und des

Schétzers im groften Modell (vierte Spalte). Die verschiedenen Zeilen entsprechen ver-

schiedenen Parameterkombinationen. Innerhalb jeder Parameterkombination gehoren die

verschiedenen Zeilen zu verschiedenen Versuchspldnen. Erste Zeile: Bayes-optimaler Ver-
suchsplan & zur Model-Averaging Schétzung der AUC aus (3.35). Zweite Zeile: Gleich-
verteilter Versuchsplan & aus (3.27). Dritte Zeile: Gleichverteilter Versuchsplan & aus

(3.28).
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Parameter Versuchsplan Schiatzmethode
(9,7) Feste Gew. | Glatte AIC-Gew. | Modellsel. | Gr. Modell
13 1.913 1.851 1.956 1.886
(-1.73,4,0,1) &1 2.139 2.128 2.213 2.269
& 1.942 1.918 1.989 1.884
&5 1.890 1.843 1.951 2.039
(-1.73,4,0.015,1) & 2.042 2.018 2.106 2.306
& 1.935 1.912 1.959 2.090
13 1.662 1.604 1.702 1.909
(-1.73,4,0,0.833) &1 1.964 1.934 2.025 2.084
& 1.832 1.807 1.875 2.018
&h 1.764 1.723 1.835 1.978
(-1.73,4,0.015,0.833) & 2.059 2.041 2.129 2.185
& 1.841 1.801 1.883 1.886
& 1.863 1.771 1.886 1.940
(-1.73,5,0,0.833) 3 1.881 1.818 1.930 2.194
& 1.842 1.813 1.942 1.889
&H 1.689 1.617 1.761 1.970
(-1.73,5,0.015,0.833) & 2.006 1.944 2.083 2.143
& 1.700 1.670 1.815 1.994
35 1.671 1.590 1.716 1.988
(-1.73,5,0,0.667) & 1.833 1.769 1.925 2.086
& 1.818 1.768 1.920 1.855
D 1.745 1.665 1.816 2.079
(-1.73,5,0.015,0.667) &1 1.896 1.824 1.957 2.231
& 1.649 1.626 1.779 1.900

Tabelle 3.10: Mittlerer quadratischer Fehler des Model-Averaging Schitzers der AUC
mit Gewichten w; = we = w3y = 0.1 und wy = 0.7 (erste Spalte), mit der glatten AIC-
Gewichtung (2.24) (zweite Spalte), des Schéitzers nach Modellselektion mit dem AIC (dritte
Spalte) und des Schitzers im groBten Modell (vierte Spalte). Die verschiedenen Zeilen ent-

sprechen verschiedenen Parameterkombinationen. Innerhalb jeder Parameterkombination

gehoren die verschiedenen Zeilen zu verschiedenen Versuchspldnen. Erste Zeile: Bayes-

optimaler Versuchsplan £}, zur Model-Averaging Schétzung der AUC aus (3.37). Zweite
Zeile: Gleichverteilter Versuchsplan &; aus (3.27). Dritte Zeile: Gleichverteilter Versuchs-

plan & aus (3.28).




Kapitel 4

Model-Averaging fiir
nicht-verschachtelte Modelle

In Kapitel 3 haben wir mit dem Ziel optimale Versuchsplane zur Model-Averaging
Schétzung eines Zielparameters p zu bestimmen zunéchst einen Spezialfall betrach-
tet, bei dem die Modelle verschachtelt sind und die Annahme lokaler Alternativen
erfiillen. Hierdurch kann ein handlicher Ausdruck fiir die asymptotische Verteilung
des Schétzers angegeben werden, welcher zur Bestimmung optimaler Versuchsplane
genutzt werden kann. Diese Annahme kann sehr restriktiv sein, sodass beispielswei-
se Raftery und Zheng (2003) die Verwendung der Rahmenbedingungen aus Hjort
und Claeskens (2003) anzweifeln. In der Praxis ist es zudem iiblich, auch nicht-
verschachtelte Modelle zu betrachten. Hierzu sei exemplarisch die MCP-Mod Me-
thodik genannt, welche in Dosis-Wirkungs-Studien Anwendung findet und neben
Modellwahlverfahren auch die Model-Averaging Schétzung iiber verschiedene (nicht-
verschachtelte) Kandidatenmodelle nutzt (Bretz et al., 2005; Pinheiro et al., 2014).
Aus diesem Grund entwickeln wir in diesem Kapitel ein Versuchsplanungskriterium
fiir die Model-Averaging Schéatzung unter festen Alternativen. Wir verwenden da-
bei das Wort ,fest* um das Konzept dieses Kapitels von dem Konzept der lokalen

Alternativen aus Kapitel 3 abzugrenzen.

Aufbauend auf ersten Erkenntnissen aus Kapitel 3, welche zeigen, dass Model-
Averaging Schétzer oftmals geringere mittlere quadratische Fehler aufweisen als
Schétzer nach Modellselektion, zeigen wir in Abschnitt 4.1 zunéchst, dass die Giil-
tigkeit dieser Aussage stark von den betrachteten Kandidatenmodellen abhéngt. In
Abschnitt 4.2 leiten wir die asymptotische Verteilung von Model-Averaging Schét-
zern her, welche die Beobachtungen aus den Simulationsstudien erklirt. Basierend

auf dieser Verteilung bestimmen wir ein Kriterium zur Bestimmung eines opti-

99
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malen Versuchsplans, der den asymptotischen mittleren quadratischen Fehler des
Model-Averaging Schétzers minimiert. Die Vorteile der Verwendung so konstruier-
ter Versuchspléne illustrieren wir in Abschnitt 4.3 anhand von Simulationsstudien.
Es zeigt sich, dass gerade bei Verwendung sehr unterschiedlicher Kandidatenmodelle
die Nutzung datenabhéngiger Gewichte zur Model-Averaging Schitzung vorteilhaft
ist, weshalb wir in Abschnitt 4.4 eine adaptive Vorgehensweise vorschlagen, welche
dieser Beobachtung Rechnung triagt. Abschliefend schlagen wir in Abschnitt 4.5 eine
Variante des in Abschnitt 4.2 entwickelten Versuchsplanungskriteriums vor, welche
weniger Rechenkapazitdten bendtigt und dadurch fiir die Anwendung attraktiv sein
kann. Beweise zu den Aussagen dieses Kapitels finden sich in Abschnitt 4.6. Die in

diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse finden sich zum Teil auch in Alhorn et al.
(2019b).

4.1 Model-Averaging versus Modellselektion

Unter den Rahmenbedingungen aus Kapitel 2 betrachten wir Regressionsmodelle
der Form (2.1). Dabei unterscheiden sich die Kandidatenmodelle jeweils in ihren
Regressionsfunktionen 7, (mit Parameter ;) und wir gehen davon aus, dass insge-
samt 4 verschiedene Regressionsfunktionen 7, ..., n4 vorliegen. In diesem Abschnitt
nehmen wir an, dass die Fehler normalverteilt sind, sodass sich fiir die Kandidaten-
modelle die Dichten fi, ..., f4 von Normalverteilungen mit Erwartungswertfunktion
M, ..,ns und Varianz o2 ergeben. Mittels der Kandidatenmodelle bestimmen wir
jeweils Model-Averaging Schéitzer geméafi (2.22), wobei wir zum einen gleiche Mo-
dellgewichte und zum anderen die glatten AIC-Gewichte aus (2.24) verwenden. Wir
vergleichen diese mit dem Schétzer nach Modellselektion, welcher sich als Model-
Averaging Schétzer mit den Gewichten aus (2.23) darstellen lasst.

Die folgende Simulationsstudie basiert auf einer Studie aus Pinheiro et al. (2006),
welche die Dosis-Wirkungs-Beziehung von Beruhigungsmitteln untersucht. Dabei
kann die Dosis des Medikamentes im Intervall X = [0, 150] variiert werden, wobei in
der vorliegenden Studie die Patienten mit k = 6 verschiedenen Dosen

z; € {0,10,25,50,100, 150} behandelt wurden, auf welche sie moglichst gleich auf-
geteilt wurden. Wir betrachten hier n € {50, 100,250} Patienten und die Schitzung
der EDy 4, welche in (3.8) definiert ist.

Um die Unterschiede zwischen Modellselektion und Model-Averaging zu untersu-
chen, wéahlen wir im Folgenden zwei verschiedene Mengen von Kandidatenmodellen

aus den in Tabelle 4.1 gegebenen Modellen aus.
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Modell Erwartungswertfunktion n; Parameterspezifikationen
Log-Linear (f1) | mi(z, 1) = Y11 + Uiz log(z; + d13) 0y = (0,0.0797, 1)"
Emax (f5) Mo (i, U2) = Vg + 7220 ¥y = (0,0.467,25)T

Exponentiell (f3) N3 (I‘i, 193) = 1931 + 1932 exp(xi/"z?;;g) 193 = (—008265, 008265, 85>T
Quadratisch (fy) Na(5,94) = Vg1 + gz + Vy32? ¥4 = (0,0.00533, —0.00002)"

Tabelle 4.1: Verwendete Modelle und Parameter zum Vergleich von Model-Averaging
und Modellselektion bei nicht-verschachtelten Modellen.

Die erste Menge

S1 = {f1, fo, fa} (4.1)

enthélt das log-lineare, das Emax und das quadratische Modell, wéhrend die zweite

Menge

St ={f1, f, I3} (4.2)

das log-lineare, das Emax und das exponentielle Modell enthélt. Dabei dient die
erste Menge als Prototyp fiir eine Menge &dhnlicher Kandidatenmodelle, wéihrend
die Modelle in Sy eine eher unterschiedliche Form aufweisen. Diese Unterschiede
sind in Abbildung 4.1 illustriert. In der linken Grafik ist das quadratische Modell
mit den Parametern aus Tabelle 4.1 dargestellt, sowie die besten Approximationen
der Erwartungswertfunktion durch ein log-lineares (f;) und ein Emax Modell (f5)
beziiglich des Kullback-Leibler Abstandes (2.13). Es wird deutlich, dass alle Funk-
tionen eine dhnliche Form haben. Dies driickt sich auch in den einzelnen EDg 4 aus,
welche 32.581, 32.261 und 33.810 fiir das log-lineare, das Emax und das quadratische
Modelle betriagt. Analog zeigt die rechte Grafik in Abbildung 4.1 das exponentiel-
le Modell mit den Parametern aus Tabelle 4.1 und seine besten Approximationen
durch das log-lineare und das Emax Modell. Hier zeigen sich nun gréfere Unter-
schiede zwischen den Modellen, welche sich auch in den unterschiedlichen EDg 4 von
58.116, 42.857 und 91.547 fiir das log-lineare, das Emax und das exponentielle Modell
widerspiegeln.

Die Ergebnisse, die wir in diesem Kapitel présentieren, basieren jeweils auf 1000

Simulationsdurchldufen, in denen jeweils n Beobachtungen der Form

y =y 0) +el)i=1, ki =1, (4.3)

erzeugt werden. Dabei sind 5%) unabhéngige, zentrierte normalverteilte Zufallsva-

riablen mit Varianz 0% = 0.1 und 7, ist eine der Funktionen 7, ..., ns (jeweils mit
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Abbildung 4.1: Links: Quadratisches Modell (durchgezogene Linie) und die besten Ap-
proximationen durch das log-lineare (gestrichelte Linie) und das Emax Modell (gepunktete
Linie) beziiglich des Kullback-Leibler-Abstandes. Rechts: Exponentielles Modell (durchge-
zogene Linie) und die besten Approximationen durch das log-lineare (gestrichelte Linie)
und das Emax Modell (gepunktete Linie) beziiglich des Kullback-Leibler-Abstandes.

der Parameterspezifikation aus Tabelle 4.1). In jedem Simulationsdurchlauf schitzen
wir den Parameter © = EDg 4 mittels Model-Averaging mit gleicher Gewichtung, mit
glatter AIC-Gewichtung (2.24) und mittels des Schétzers nach Modellselektion mit
dem AIC. Mit den resultierenden Schéitzern bestimmen wir jeweils den empirischen
mittleren quadratischen Fehler. Wir berechnen also mittels der Schétzungen ﬂgﬂ)av

aus (2.22) aus jedem Simulationsdurchlauf den Fehler iiber

1 1000
MSE(&) - m Z(ﬂfrll)av - Ntrue)zg (44)
=1

wobel fie jeweils die EDg 4 in dem in (4.3) verwendeten Modell ist.

Die mit den unterschiedlichen Mengen von Kandidatenmodellen simulierten mittle-
ren quadratischen Fehler sind jeweils in Tabelle 4.2 und Tabelle 4.3 dargestellt. Diese
zeigen die Ergebnisse unter Verwendung des Model-Averaging Schétzers mit gleichen
Gewichten (linke Spalte), unter Verwendung von glatten AIC-Gewichten (mittlere
Spalte) und unter Verwendung des Schétzers nach Modellselektion (rechte Spalte).
Dabei nutzen wir in (4.3) unterschiedliche Modelle zur Generierung der Daten. Die
zugehorigen Simulationsergebnisse sind in den unterschiedlichen Zeilen der entspre-
chenden Tabellen dargestellt. Zudem geben wir die Ergebnisse unter Verwendung
unterschiedlicher Stichprobengréfien n an. Die fettgedruckten Zahlen weisen jeweils
auf die Schatzmethode mit dem kleinsten mittleren quadratischen Fehler innerhalb

jeder Zeile hin.
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4.1.1 Modelle von dhnlicher Form

In diesem Abschnitt setzen wir uns zunéchst mit den Simulationsergebnissen fiir die
Menge S; von Kandidatenmodellen mit &hnlicher Form auseinander (siche Tabel-
le 4.2). Ist das datengenerierende Modell auch Teil der Menge S; (verwenden wir
also fi, fo oder fy), so zeigt Tabelle 4.2, dass die Model-Averaging Schitzung mit
gleicher Gewichtung sehr prézise ist. Bis auf zwei Félle ist der mittlere quadratische
Fehler dieser Schitzmethode um 10%-25% geringer als der des Model-Averaging
Schéatzers mit glatter AIC-Gewichtung. Zudem ist der mittlere quadratische Feh-
ler des Schétzers nach Modellselektion in nahezu allen betrachteten Féllen deutlich
grofler als der mittlere quadratische Fehler der beiden Model-Averaging Schétzer,
insbesondere bei kleiner Stichprobengréfie. Dies ist durch die zusétzliche Variabili-
tat, die mit datenbasierten Gewichten einhergeht zu begriinden. Ist beispielsweise
bei einer Stichprobengrofie von n = 50 das log-lineare Modell f; das datengenerie-
rende Modell, so ist der mittlere quadratische Fehler des Model-Averaging Schétzers
mit festen Gewichten 437.045. Bei Verwendung von glatten AIC-Gewichten betragt
dieser dagegen 498.323 und bei Schéitzung in dem mittels AIC gewéhlten Modell
sogar 758.978. Dabei teilen sich diese jeweils in eine Varianz von 235.152, 337.609
beziehungsweise 599.678 und eine quadrierte Verzerrung von 201.894, 160.714 und
159.300 auf. Dementsprechend kann die Verzerrung des Schétzers durch Verwendung
von datenbasierten Gewichten verringert werden, da hierdurch ein grofleres Gewicht
auf das ,richtige” Modell gelegt wird. Mit steigender Stichprobengréfle sinkt die Va-
rianz der Schétzer, sodass Schétzer basierend auf zuféilligen Gewichten fiir grofere
Stichproben préziser werden und teils kleinere mittlere quadratische Fehler besitzen
als Model-Averaging Schétzer mit festen Gewichten. Insgesamt ist jedoch festzu-
halten, dass Model-Averaging préziser ist als Modellselektion, sofern das , wahre*
Modell unter den Kandidatenmodellen ist und sich die Menge ebendieser dhnlich
ist. Insbesondere Model-Averaging Schitzer mit gleichen Gewichten liefern sehr gute
Ergebnisse. Dies stimmt mit den Beobachtungen aus Kapitel 3 iiberein und &hnli-
che Ergebnisse finden sich in Schorning et al. (2016) und Buatois et al. (2018) im
Kontext von Dosis-Wirkungs-Studien. Zudem beobachten Chen et al. (2018) &hnli-
che Effekte fiir AIC-basierte Gewichte im Zusammenhang mit multinomialen Logit
Modellen.

Ist dagegen keines der Modelle aus der Menge der Kandidatenmodelle das ,,wahre*
Modell, so dndert sich dieses Verhalten. Dies ist im unteren Teil von Tabelle 4.2
dargestellt, welcher die mittleren quadratischen Fehler unter Nutzung des exponen-

tiellen Modells f3 zur Datenerzeugung enthilt, welches nicht in §; enthalten ist.
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Schétzmethode
Modell | Stichprobengr. || Gleiche Gew. | Glatte AIC-Gew. | Modellselektion
n =50 437.045 498.323 758.978
fi n = 100 223.291 218.99 285.062
n = 250 111.973 82.713 78.371
n =50 286.638 329.904 515.32
fa n = 100 189.785 203.796 251.836
n = 250 62.792 64.854 66.54
n =50 276.037 361.101 669.873
fa n = 100 190.662 244.558 391.443
n = 250 92.653 109.852 139.859
n =50 1503.903 1372.31 1381.033
f3 n = 100 1109.622 856.484 729.912
n = 250 864.163 398.144 255.604

Tabelle 4.2: Mittlerer quadratischer Fehler des Model-Averaging Schétzers der EDg 4
mit gleichen Gewichten (linke Spalte), mit glatten AIC-Gewichten (mittlere Spalte) und
des Schitzers nach Modellselektion mit dem AIC (rechte Spalte). Die Menge der Kan-
didatenmodelle ist S; = {f1, f2, fa}. Die verschiedenen Zeilen gehéren zu verschiedenen

datengenerierenden Modellen aus Tabelle 4.1 und verschiedenen Stichprobengréfien n.

Hier ist zu sehen, dass die Model-Averaging Schéatzer mit glatten AIC-Gewichten
stets besser sind als die Model-Averaging Schétzer mit gleicher Gewichtung. Zudem
sind die Schétzer nach Modellselektion mit dem AIC bei steigendem Stichproben-
umfang préaziser als die Model-Averaging Schétzer. Dieses Verhalten ist durch die
unterschiedlichen Formen der Regressionsfunktionen zu erkléren, welche in Abbil-
dung 4.1 dargestellt sind. Durch eine entsprechende Wahl der Parameter kann das
quadratische Modell die Form des exponentiellen Modells annehmen, wahrend selbst
die besten Approximationen durch das log-lineare und das Emax Modell weiterhin
eine andere Gestalt aufweisen als das exponentielle Modell (siehe rechte Grafik in Ab-
bildung 4.1). Ein Einschluss dieser Modelle in die Model-Averaging Schitzung fiihrt
dementsprechend zu einer groflen Verzerrung, die deutlich reduziert werden kann
durch glatte AIC-Gewichte oder durch Modellselektion. Ist beispielsweise n = 100, so
betragt die quadrierte Verzerrung des Model-Averaging Schétzers mit gleichen Mo-
dellgewichten 981.631, wihrend sie 328.634 bezichungsweise 69.465 fiir den Model-
Averaging Schétzer mit glatten AIC-Gewichten beziehungsweise den Schétzer nach
Modellselektion betragt.
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4.1.2 Modelle von unterschiedlicher Form

Wir betrachten nun die Menge S, aus (4.2), welche als Beispiel fiir eine Menge
von Kandidatenmodellen von unterschiedlicher Form dient und das log-lineare, das
Emax und das exponentielle Modell enthélt. Die simulierten mittleren quadratischen
Fehler der drei Schatzungen der EDg 4 sind in Tabelle 4.3 zu finden. Der obere Teil
der Tabelle enthélt die Szenarien, in denen das ,,wahre* Modell unter den Kandida-
tenmodellen in Sy ist. Im Gegensatz zu Abschnitt 4.1.1 zeigt sich hier lediglich ein
Szenario, in dem der Model-Averaging Schétzer mit gleichen Gewichten den klein-
sten mittleren quadratischen Fehler innerhalb der drei Schédtzmethoden besitzt. Je
grofler der Stichprobenumfang ist, desto deutlicher tritt die Verbesserung, die sich
durch Verwendung von datenbasierten anstelle von festen Gewichten ergibt, zutage.
Eine Erklarung fiir dieses Verhalten ist, dass die Verwendung von gleichen Modellge-
wichten bei einer Menge von Kandidatenmodellen mit sehr unterschiedlicher Form
eine grofle Verzerrung mit sich bringt. Model-Averaging Schitzer mit glatten AIC-
Gewichten und Schétzer nach Modellselektion hingegen legen mehr Gewicht auf das
,wahre* Modell, insbesondere wenn die Stichprobe grof ist. Auch wenn der Schétzer
nach Modellselektion eine groflere Varianz besitzt als der Model-Averaging Schét-
zer mit glatten AIC-Gewichten, ist dieser fiir grofle Stichproben effizienter. Dies ist
darin begriindet, dass die Varianz der Schéitzung mit dem Stichprobenumfang sinkt,
wodurch die Verzerrung des Schétzers den mittleren quadratischen Fehler ab einer
gewissen Stichprobengrofie dominiert.

Ist das ,wahre“ Modell das quadratische Modell f; ¢ S, so besitzt der Model-
Averaging Schétzer mit gleichen Gewichten fiir kleine und mittlere Stichproben-
groflen den kleinsten mittleren quadratischen Fehler. In diesen Szenarien weist der
Schéatzer nach Modellselektion einen wesentlich grofleren mittleren quadratischen
Fehler auf als die Model-Averaging Verfahren. Die Unterschiede verringern sich je-
doch mit wachsender Stichprobengroflie. Insbesondere weisen fiir n = 250 der Model-
Averaging Schétzer mit glatten AIC-Gewichten und der Schiatzer nach Modellselek-
tion kleinere mittlere quadratische Fehler auf als der Model-Averaging Schéitzer mit
gleichen Gewichten.

Insgesamt ldsst sich anhand der Ergebnisse aus Abschnitt 4.1.1 und Abschnitt 4.1.2
bilanzieren, dass anders als in Kapitel 3 und weiteren Simulationsstudien in der Lite-
ratur, Model-Averaging Schétzer nicht zwangslaufig effizienter sind als Schétzer nach
Modellselektion. Insbesondere sind Model-Averaging Schétzer mit gleichen Modell-
gewichten nur dann préziser als die beiden verwendeten datenbasierten Verfahren,

wenn die Kandidatenmodelle ,,dhnlich® sind. Besitzen die Kandidatenmodelle da-
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Schétzmethode
Modell | Stichprobengr. || Gleiche Gew. | Glatte AIC-Gew. | Modellselektion
n =50 834.295 553.427 776.311
fi n = 100 712.404 340.254 353.707
n = 250 524.518 48.587 38.591
n = 50 640.706 505.054 669.285
fa n = 100 517.963 267.967 286.272
n = 250 394.536 65.805 53.424
n =50 1076.154 1141.476 1427.441
fs n = 100 871.362 766.140 802.763
n = 250 802.196 480.641 399.839
n =50 288.091 486.501 852.377
fa n = 100 208.628 298.315 419.651
n = 250 162.689 138.331 142.673

Tabelle 4.3: Mittlerer quadratischer Fehler des Model-Averaging Schétzers der EDg 4
mit gleichen Gewichten (linke Spalte), mit glatten AIC-Gewichten (mittlere Spalte) und
des Schitzers nach Modellselektion mit dem AIC (rechte Spalte). Die Menge der Kan-
didatenmodelle ist So = {f1, f2, f3}. Die verschiedenen Zeilen gehéren zu verschiedenen

datengenerierenden Modellen aus Tabelle 4.1 und verschiedenen Stichprobengréfien n.

gegen sehr unterschiedliche Formen, so sind Model-Averaging Schétzer mit glatten
AIC-Gewichten oder der Schétzer nach Modellselektion der Variante mit festen Ge-
wichten vorzuziehen. Diese Beobachtungen lassen sich anhand der theoretischen Re-
sultate im folgenden Kapitel erklédren. Wir zeigen zudem anhand von Simulationen,
dass die auf Basis dieser Theorie entwickelten Versuchspléane die Schitzgenauigkeit

aller drei Schatzmethoden stark verbessern konnen.

4.2 Asymptotische Verteilung und optimale Ver-

suchsplanung

In diesem Abschnitt leiten wir asymptotische Eigenschaften von Model-Averaging
Schétzern mit festen Modellgewichten fiir die allgemeinen Annahmen (A1)-(A6) aus
Kapitel 2 her. Insbesondere verzichten wir also auf die Annahme verschachtelter
Modelle und treffen nur milde Annahmen an das wahre Modell g. Dieser Rahmen

erlaubt die Beobachtungen aus Abschnitt 4.1 zu erklédren, insbesondere die Domi-
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nanz der Verzerrung im mittleren quadratischen Fehler fiir grofe Stichprobengrofien
n. Diese Ergebnisse nutzen wir im Weiteren, um optimale Versuchsplidne zu bestim-
men, die den asymptotischen mittleren quadratischen Fehler des Model-Averaging

Schatzers minimieren.

4.2.1 Asymptotische Verteilung

Hjort und Claeskens (2003) bestimmen die asymptotische Verteilung von frequenti-
stischen Model-Averaging Schitzern unter Verwendung der Annahme lokaler Alter-
nativen. Dieses in Kapitel 3 verwendete Konzept setzt voraus, dass die wahre Dichte
¢ in einem grofiten parametrischen Kandidatenmodell enthalten ist. Sémtliche Kan-
didatenmodelle sind Teilmengen von diesem und die Abweichungen der Parameter
sind so beschrinkt, dass sie maximal von der Gréfie n=!/2 sind (siehe (3.2)). Hier-
durch kann in Satz 3.4 ein handlicher Ausdruck fiir den mittleren quadratischen
Fehler der Grenzverteilung des Model-Averaging Schétzers angegeben werden, da
sowohl Verzerrung als auch Varianz von der Ordnung O(1/n) sind. Dieses Kapitel
verzichtet auf derartige Annahmen, sodass lediglich die Annahmen aus Kapitel 2
Anwendung finden.

Im Folgenden bezeichne die Zufallsvariable Y den Ausgang eines Experimentes unter
Versuchsbedingung z. Wir gehen analog zu Kapitel 2 davon aus, dass r verschiedene
Kandidatenmodelle mit Dichten

fl(y’x701)7"‘7f7’(y|$79r> (45)

vorliegen. Allgemein muss die Dichte g des wahren Modells nicht in der Menge
der Kandidatenmodelle (4.5) enthalten sein. Die in Abschnitt 4.1 betrachteten Re-
gressionsmodelle der Form (2.1) sind ein Spezialfall der hier verwendeten Theorie.
Wie bereits in Kapitel 2 erldutert, existiert in jedem der Kandidatenmodelle ein
(Quasi-)Maximum-Likelihood Schiitzer 0, ,, welcher stark konsistent fiir den Wert
0% ,(§) = 0:(§) aus (2.14) ist. Weiterhin ist eine zentrierte Version dieses Schétzers
geméf Satz 2.11 asymptotisch normalverteilt. Mit diesen Ergebnissen kénnen wir

nun die asymptotische Verteilung von Schétzern der Form (2.22) angeben.

Satz 4.1. Unter den Annahmen (A1)-(A6) aus Kapitel 2 gilt fir den Model-Averaging
Schitzer aus (2.22) mit festen Modellgewichten

Vi (um - Zwsusw:(s))) = N (0,05,(6°(€))
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wobei
R e Opus (02T 4 1, e e ppen - aeren O (07(8))
oo (0°(€)) = ;;wswt <ae> ATHO2(£)) B (05(6), 07 (€)) Ay (67 (5))876%'
(4.6)

Diese Grenzverteilung ist wesentlich komplexer als die Verteilung in (3.16) unter der
Annahme lokaler Alternativen. Vor allem die Abhéngigkeit der Parameter 6% () vom
Versuchsplan fithrt dazu, dass die Berechnung der Varianz in (4.6) sehr aufwéandig ist.
Satz 4.1 zeigt, dass der Model-Averaging Schétzer nicht unverzerrt ist, sofern nicht
Yo wspts(05(€)) = e gilt. Aus diesem Grund erldutern wir im Folgenden ein
Versuchsplanungskriterium, das den asymptotischen mittleren quadratischen Fehler
des Model-Averaging Schéatzers minimiert. Im Gegensatz zu Kapitel 3 hdangt hier die
Verzerrung des Schétzers nicht von der Stichprobengrofie ab, wahrend die Varianz
von der Ordnung O(1/n) ist.

4.2.2 Optimale Versuchsplanung

In Kapitel 3 haben wir Versuchsplédne bestimmt, die den mittleren quadratischen
Fehler des Model-Averaging Schétzers bei verschachtelten Kandidatenmodellen un-
ter der Annahme lokaler Alternativen minimieren und demonstriert, dass diese die
Schéitzgenauigkeit im Vergleich zu gleichverteilten Versuchsplinen, die in Dosis-
Wirkungs-Studien gebrauchlich sind, stark verbessern konnen. Mit dem Resultat aus
Satz 4.1 kénnen wir dieses Versuchsplanungskriterium auf Situationen erweitern, in
denen die Kandidatenmodelle nicht verschachtelt sind und selbst das wahre Modell
nicht unter den Kandidatenmodellen sein muss. Wir betrachten im Folgenden also

das Versuchsplanungskriterium

Duae(6,9) = ~ %0 () + (3wt (0(€) — pee) % MSE(fi), (A7)

wobei figre der Zielparameter im wahren Modell mit Dichte g ist und o2 (6*(€))
und 0%(¢) in (4.6) beziehungsweise (2.14) definiert sind. Dieses Kriterium héngt
dementsprechend von der wahren Verteilung iiber fi,e sowie die Parameter 6% (&) =
0% ,(§) ab, mittels derer die beste Approximation des wahren Modells durch ein
Kandidatenmodell beziiglich des Kullback-Leibler-Abstands erreicht wird.

Um nun einen Zielparameter p moglichst prizise mittels Model-Averaging zu schét-
zen, sollte ein , guter Versuchsplan moglichst kleine Werte der Funktion ®,,,,(§, 9)

aus (4.7) erzielen.
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Definition 4.2. Fiir eine endliche Menge S von Kandidatenmodellen f,, s =1,...,r,
welche die obigen Annahmen erfiillt, und feste Gewichte w, (s =1,...,7) heifit ein
Versuchsplan &* lokal optimaler Versuchsplan zur Model-Averaging Schitzung des
Parameters p, falls er die Funktion ®,,,,(£, g) in (4.7) in der Klasse aller approxi-

mativen Versuchsplane auf X minimiert, das heifit falls

mav(f g) mln(bmav(’f g)

Auch hier verwenden wir den Begriff lokal analog zu Chernoff (1953), da das Op-
timalitétskriterium in Definition 4.2 von der unbekannten Dichte g(y | x) abhéngt.
Wie in Kapitel 3 verwenden wir einen bayesianischen Ansatz, um ein von der unbe-
kannten Dichte unabhéngiges Versuchsplanungskriterium zu erhalten. Bezeichne G

eine endliche Menge moglicher Dichten und sei 7 ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf G.

Definition 4.3. Unter den Annahmen aus Definition 4.2 heifit ein Versuchsplan
& Bayes-optimal zur Model-Averaging Schatzung des Parameters p hinsichtlich der

A-priori Verteilung m, falls er die Funktion

D7, (6) = /g D (€, 9)l(g) (48)

minimiert, das heift, falls

Doy (§7) = min &7 (€).

mav EE_ mav
Wir gehen dabei stets davon aus, dass das Integral in (4.8) existiert.

Allgemein kénnen wir die Menge G unabhéingig von der Menge der Kandidatenmo-
delle konstruieren. Liegt jedoch kein spezifisches Vorwissen iiber das wahre Modell
vor, so kann eine Menge G auf Grundlage der Kandidatenmodelle gebildet werden.
Dazu bezeichnen wir die Menge der Dichten in (4.5) mit S. Jedes der Kandidatenmo-
delle héngt von einem unbekannten Parameter 6, ab und wir nutzen die Bezeichnung
Fr, C O fiir eine Menge moglicher wahrer Parameterwerte fiir das Modell f,. Sei
nun my eine A-priori Verteilung auf der Menge S und fiir jedes fs € S durch m (- | f5)
eine A-priori Verteilung auf 7, gegeben. Dann definieren wir die Menge der wahren
Modelle durch G = {(g,0) : g € S,0 € F,} und eine A-priori Verteilung auf dieser
durch

dr(g,0) = dmi(0 | g)dma(g). (4.9)

Dadurch kénnen wir das Kriterium (4.8) umschreiben zu

D7 / /f P (€m0 | 9) o). (4.10)
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In der Simulationsstudie im folgenden Abschnitt sind sowohl die Menge S als auch
die Menge F7, (fiir jedes f; € S) endlich, sodass auch die Menge G endlich ist.

Bemerkung. Die Bezeichnung der optimalen Versuchsplédne in diesem Kapitel ist, um
die Notation kurz zu halten, identisch zu den Bezeichnungen aus Kapitel 3. Sofern
nicht anders angegeben, verwenden wir in diesem Kapitel die Bezeichnungen stets
geméfl Definition 4.2 und Definition 4.3.

Die Bestimmung eines optimalen Versuchsplans ist aufgrund des komplexen Aus-
drucks in Definition 4.3 lediglich numerisch méglich. Durch die Abhéngigkeit der
Parameterwerte 6%(£) aus (2.14) vom optimalen Versuchsplan ist die Herleitung ei-
ner notwendigen Bedingung mit Hilfe von Satz 2.5 deutlich aufwéndiger als in Ka-
pitel 3, sodass wir diesen Ansatz in dieser Arbeit nicht weiter verfolgen. Daher liegt
kein Instrument vor, um die Optimalitét eines numerisch bestimmten Versuchsplans
zu iiberpriifen. Fiir die in Abschnitt 4.5 hergeleitete Variante des hier angegebenen
Versuchsplanungkriteriums jedoch geben wir eine notwendige Bedingung fiir das

Vorliegen eines Minimums an.

Das in diesem Abschnitt vorgeschlagene Versuchsplanungskriterium basiert - ebenso
wie jenes aus Kapitel 3 - auf der Annahme, dass die Modellgewichte fest gew#hlt sind.
Hjort und Claeskens (2003) kénnen unter der Annahme lokaler Alternativen einen
Ausdruck fiir die asymptotische Verteilung von Model-Averaging Schéitzern mit zu-
falligen Gewichten angeben. Diese ist eine Mischung zweier Normalverteilungen und
sie schlagen basierend hierauf Md&glichkeiten vor, mittels numerischer Integration
oder anhand von Simulationen die Verteilung von Model-Averaging Schitzern mit
zufalligen Gewichten numerisch zu bestimmen. Grundlegend fiir ihren Ansatz ist da-
bei, dass sich die Grenzverteilung der Modellgewichte sowie die asymptotische Ver-
teilung des Schétzers des Zielparameters als Funktion der gleichen Zufallsvariablen
schreiben lassen. Die Angabe der asymptotischen Verteilung eines Model-Averaging
Schétzers mit zuféalligen Gewichten ist unter den allgemeinen Annahmen in diesem
Kapitel nicht fiir beliebige Gewichte w(Y;,) moglich. Unter der Bedingung jedoch,
dass die zufalligen Gewichten w;(Y;,) gegen Konstanten wg konvergieren, kann mit
dem Lemma von Slutsky eine solche Verteilung angegeben werden. Dies illustrieren

wir im folgenden Beispiel fiir die glatten AIC-Gewichte aus (2.24).

Wir zeigen in Abschnitt 4.3 anhand von Simulationen, dass die Verwendung von
Versuchsplianen, die geméfl des hier vorgeschlagenen Kriteriums basierend auf fe-
sten Gewichten konstruiert sind, zu einer Verbesserung der Schitzgenauigkeit von

Model-Averaging Schiatzern mit glatten AIC-Gewichten sowie von Schéitzern nach
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Modellselektion fithrt. Zudem schlagen wir in Abschnitt 4.4 eine adaptive Vorge-

hensweise vor, welche datenbasierte Gewichte beriicksichtigt.

Beispiel 4.4. Wir betrachten Kandidatenmodelle mit Dichten f,..., f, und die
glatten AIC-Gewichte aus (2.24). Dann gilt nach White (1981, Lemma 3.1) fiir das
Maximum der Quasi-log-Likelihood im Kandidatenmodell fi:

k  n;
én,s@n,sm):%ZZlogfs( | i, 00) _>Z§ ) [log fo(Y3j | :,62,(€))] -
i=1 j=1

Damit folgt fiir das AIC aus (2.20) mit dem Continuous Mapping Theorem

ALC(f: | Ya) 22@ (o) (108 (Y | 26,05,(6))] — 20 = ay

und wir erhalten weiterhin

exp(AIC(fs | ¥4)/2)  as, _ exp(as/2)
21 xP(AIC(f, [ Y2)/2) 30 exp(as/2)

Insgesamt gilt dann analog zu Satz 4.1

wsmAIC (Yn) —

s

= Ws.

(S, - S e ) 2 0.k 0).

wobei

3w <8us (5))) AZH(02(€)) Bu (02(6), 0?(5))14;1(9:(5))(%(;555))'

s=1 t=1

Wir betrachten nun ein Regressionsmodell der Form (2.1), in dem die Fehler ¢;;
normalverteilt sind. Die wahre Dichte g(- | z;,0) ist also die Dichte einer Nor-
malverteilung mit Erwartungswertfunktion 7(z;,9) und Varianz o2. Die einzelnen
Kandidatenmodelle hingegen besitzen die Dichten fi(- | z;, S) von Normalvertei-
lungen mit Erwartungswertfunktion 7,(z;,9J,) und Varianz o2. Mit dem Parame-
ter 07, = (02,,(0%)")" aus (2.14), der den Abstand zum wahren Parameterwert

0 = (02,97)T minimiert, erhalten wir dann
Eq(1z) [logfs(Ysj | @i, 05 ,(€))]
= —log(V2mos.) —

Zgz g( \xl) 2] ('r1719:))2

2

s =1

— 2 . 19 _ 19* 2

= —log( 27-(0-57*) - —_— (n(xl’ ) 775(3:’“ S)) )
2} 272,

S,%
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Damit ergibt sich also

AIC(f, | Y,) =5 —210g(\/_08*)—

_ Z& n(xi, V) — ns(2i, 05))°

4.3 Anwendung und Simulation

In diesem Kapitel zeigen wir mit Hilfe einer Simulationsstudie, dass die Effizienz
aller betrachteten Schétzmethoden durch die Wahl eines geeigneten Versuchsplans
deutlich gesteigert werden kann. Dazu betrachten wir erneut die Situation aus Ab-
schnitt 4.1, in welchem wir Regressionsmodelle der Form (2.1) mit normalverteilten
Fehlern mit Varianz o? betrachtet haben. Wir betrachten zwei Mengen von Kan-
didatenmodellen, ndmlich S; aus (4.1), welche das log-lineare, das Emax und das
quadratische Modell enthélt, und Ss aus (4.2) mit dem log-linearen, dem Emax und

dem exponentiellen Modell.

Mit dem Kriterium aus Definition 4.3 bestimmen wir im Folgenden Bayes-optimale
Versuchspliane zur Model-Averaging Schatzung der EDg 4 mit gleicher Gewichtung
und n = 100 Beobachtungen. Dazu benétigen wir zunéchst eine A-priori Verteilung
fir die unbekannte Dichte g, wozu wir eine Verteilung der Form (4.9) nutzen. Wir
betrachten also die Dichten fs(y | x,6s) von Normalverteilungen mit Erwartungs-
wertfunktion 7,(x,¥,) und Varianz o? = 0.1, wobei die Erwartungswertfunktionen in
Tabelle 4.1 gegeben sind. Fiir diese miissen die Mengen F, moglicher Parameterwer-
te festgelegt werden. Dabei ist zu beachten, dass das Kriterium (4.10) bei Schétzung
der EDg 4 nicht von dem Parameter 9,; abhéngt. Aus diesem Grund variieren wir
diesen nicht, sondern wahlen die Parameterspezifikationen aus Tabelle 4.1. Fiir die
iibrigen Parameter wihlen wir jeweils den Wert aus Tabelle 4.1 sowie einen um 10%

grofleren beziehungsweise kleineren Wert dieses Parameters. Damit ergeben sich die

Mengen
.Ffl {(0 1912, '1913) 1912 - 00797 :l: 10%, 1913 == 1 :|: 10%}, (411)
Fr, = {(0, 099, 993) : Vo = 0.467 £ 10%, Vo3 = 25 + 10%},
Fr, = {(—0.08265, U39, ¥33) : U35 = 0.08265 £ 10%, V33 = 85 + 10%},
Fir, = {(0,942,043) : D42 = 0.00533 £ 10%, V43 = —0.00002 = 10%}.
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4.3.1 Modelle von dhnlicher Form

Zunéchst betrachten wir die Menge S; = { f1, f2, f1} von Kandidatenmodellen, be-
stehend aus dem log-linearen, dem Emax und dem quadratischen Modell. Fiir diese
Menge verwenden wir zur Konstruktion einer A-priori Verteilung (4.9) fiir das Kri-
terium (4.10) eine Gleichverteilung my auf S; sowie eine Gleichverteilung (- | fs)
auf jeder Menge Fy, in (4.11) (s = 1,2,4). Der Bayes-optimale Versuchsplan zur
Model-Averaging Schitzung der EDg 4 ergibt sich unter Verwendung des COBYLA-
Algorithmus und ist gegeben durch

. 0 14447 49.283 150
& = _ (4.12)

0.227 0.167 0.365 0.240

Um die Effizienz dieses Versuchsplans in endlichen Stichproben zu untersuchen, ver-

gleichen wir ihn mit dem Versuchsplan

0 10 25 50 100 150
€p={ } (4.13)
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

den Pinheiro et al. (2006) in einer Studie zur Dosis-Wirkungs-Beziehung von Be-
ruhigungsmitteln verwenden (siehe auch Abschnitt 4.1) und dem lokal optimalen
Versuchsplan zur Schétzung der EDg, im log-linearen Modell f; mit Parameter
¥, = (0,0.0797,1)T, welcher gegeben ist durch

([ 0 4051 150 "
70 0339 05 0161 [° '

Dieser Versuchsplan ist so konstruiert, dass er die asymptotische Varianz des Schét-
zers (2.12) der EDg4 im log-linearen Modell minimiert (siche Dette et al. (2010)).
Die Ergebnisse fiir die lokal optimalen Versuchsplédne zur Schitzung der EDg 4 im
Emax und im exponentiellen Modell, welche Dette et al. (2010) ebenfalls herleiten,
sind dhnlich und daher hier nicht angegeben. Wir beschrénken uns zudem darauf,
die Ergebnisse fiir n = 100 Beobachtungen zu présentieren.

Wir fithren mit obigen Versuchspldnen nun eine Simulationsstudie analog zu Ab-
schnitt 4.1 durch. Insbesondere generieren wir in jedem Simulationsdurchlauf n =
100 Beobachtungen geméif} (4.3) unter Verwendung der Regressionsfunktionen und
Parameter, die in Tabelle 4.1 gegeben sind. Wir verwenden dabei auch das Modell
f3, welches nicht in der Menge &; der Kandidatenmodelle enthalten ist, die zur
Bestimmung des Model-Averaging Schétzers zur Verfiigung stehen. Dabei nutzen

wir jeweils einen der oben angegebenen Versuchsplidne, wobei wir unter Umstédnden
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Schatzmethode
Modell | Versuchsplan || Gleiche Gew. | Glatte AIC-Gew. | Modellselektion
&5, 164.338 161.239 182.069
fi &p 223.291 218.99 285.062
& 185.251 184.77 340.698
§:§1 122.665 135.969 168.577
fa &p 189.785 203.796 251.836
&r 501.814 501.394 1162.654
£s, 174.535 212.746 331.552
£ ¢p 190.662 9244.558 391.443
&r 404.716 427.548 1396.051
fjgl 1073.859 804.385 630.458
f3 &p 1109.622 856.484 729.912
&r 3184.11 3413.566 4102.964

Tabelle 4.4: Mittlerer quadratischer Fehler des Model-Averaging Schétzers der EDg 4
mit gleichen Gewichten (linke Spalte), mit glatten AIC-Gewichten (mittlere Spalte) und
des Schitzers nach Modellselektion mit dem AIC (rechte Spalte). Die Menge der Kan-
didatenmodelle ist S; = {f1, f2, fa}. Die verschiedenen Zeilen gehéren zu verschiedenen
datengenerierenden Modellen aus Tabelle 4.1 und verschiedenen Versuchspldnen. Erste
Zeile: Bayes-optimaler Versuchsplan &G zur Model-Averaging Schétzung der EDg4 aus
(4.12). Zweite Zeile: Versuchsplan {p aus (4.13) aus Pinheiro et al. (2006). Dritte Zeile:
Lokal optimaler Versuchsplan &7, zur Schitzung der EDg 4 aus (4.14).

die in Kapitel 2 beschriebene Rundungsprozedur aus Pukelsheim und Rieder (1992)
nutzen, um die Anzahl n; zu erhalten, mit der Versuche mit der Versuchsbedingung
x; wiederholt werden. Die gemé&fi (4.4) errechneten simulierten mittleren quadra-
tischen Fehler finden sich in Tabelle 4.4. Dabei prisentieren die unterschiedlichen
Spalten die Ergebnisse der unterschiedlichen Schétzmethoden. In der linken Spalte
finden sich die mittleren quadratischen Fehler des Model-Averaging Schétzers mit
gleicher Gewichtung, wéhrend in der mittleren und rechten Spalte die Resultate des
Model-Averaging Schétzers mit glatter AIC-Gewichtung beziechungsweise des Schét-
zers nach Modellselektion abgetragen sind. Die verschiedenen Zeilen zeigen jeweils
die mittleren quadratischen Fehler unter Verwendung unterschiedlicher datengene-
rierender Modelle und unter Verwendung der verschiedenen Versuchspléne {5 aus
(4.12), &p aus (4.13) und &g, aus (4.14). Die fettgedruckten Zahlen markieren fiir
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jede Schitzmethode den kleinsten mittleren quadratischen Fehler innerhalb der drei

betrachteten Versuchspléne.

Wir diskutieren zunéchst die Simulationsergebnisse unter Verwendung eines der in
S1 = {f1, f2, f1} enthaltenen Modelle zur Generierung der Daten. Diese finden sich
im oberen Teil von Tabelle 4.4. Wie auch in Abschnitt 4.1.1 ist zu beobachten, dass
die beiden Model-Averaging Schétzer stets préziser sind als der Schéitzer nach Mo-
dellselektion, wobei diese Beobachtung unabhingig vom betrachteten Versuchsplan
ist. Im Vergleich zu den Versuchsplidnen £p und £, erhoht der Bayes-optimale Ver-
suchsplan £5 zur Model-Averaging Schitzung der EDg 4 die Schitzgenauigkeit aller
untersuchten Schéatzmethoden. Betrachten wir beispielsweise das Szenario, in dem
die Daten geméfl des log-linearen Modells f; generiert werden, so kann durch Ver-
wendung des optimalen Versuchsplans der mittlere quadratische Fehler des Model-
Averaging Schitzers mit festen Gewichten um 26.4% beziehungsweise 11.3% im Ver-
gleich zu den Versuchspldnen £p und &, reduziert werden. Diese Verbesserung ist
bemerkenswert, da der Versuchsplan &, optimal ist zur Schéatzung der EDg 4 im log-
linearen Modell f;, wenn die Daten auch geméfl dieses Modells generiert werden.
Dieser Versuchsplan eignet sich somit offenbar nicht gut zur Schatzung der EDg 4 im
Emax oder im quadratischen Modell, welche ebenfalls im Model-Averaging Schét-
zer Beriicksichtigung finden. Die hohere Effizienz, die durch Verwendung des opti-
malen Versuchsplans anstelle von £p oder £ resultiert, zeigt sich in den iibrigen
Szenarien noch deutlicher. So fiihrt beispielsweise bei Nutzung des Emax Modells
fo zur Erzeugung der Daten die Verwendung des optimalen Versuchsplans zu ei-
ner Verringerung des mittleren quadratischen Fehlers um 35.4% beziehungsweise
75.6% im Vergleich zu {p und £;. Tabelle 4.4 zeigt weiterhin, dass der optimale
Versuchsplan (unabhéngig vom datengenerierenden Modell) auch bei Verwendung
des Model-Averaging Schétzers mit glatten AIC-Gewichten oder des Schéitzers nach
Modellselektion deutlich akkuratere Schétzergebnisse liefert als die Versuchspléane &p
und &7. Entstammen die Daten beispielsweise dem log-linearen Modell f;, so kann
der mittlere quadratische Fehler durch Verwendung von &5 anstelle von {p bezie-
hungsweise 7, um 26.4% beziehungsweise 12.7% fiir den Model-Averaging Schétzer
mit glatten AIC-Gewichten sowie 36.1% beziehungsweise 46.6% fiir den Schétzer
nach Modellselektion reduziert werden. Ahnliche Ergebnisse zeigen sich unter Ver-

wendung von fs und f;.

Wir betrachten nun den Fall, dass die Daten geméaf§ des exponentiellen Modells f3 er-
zeugt werden, welches nicht unter den Kandidatenmodellen in & ist. Selbst in diesem

Szenario verbessert die Verwendung des Bayes-optimalen Versuchsplans die Schétz-
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genauigkeit deutlich. Dies zeigt sich vor allem bei dem Model-Averaging Schéitzer mit
glatten AIC-Gewichten (Verringerung des mittleren quadratischen Fehlers um 6.1%
beziehungsweise 76.4% im Vergleich zu p beziehungsweise £;) und bei dem Schét-
zer nach Modellselektion (Verbesserung um 13.6% beziehungsweise 84.6%). Fiir den
Model-Averaging Schétzer mit gleicher Gewichtung liegt diese Verbesserung dagegen
bei 3.2% beziehungsweise 66.3%.

Zusammenfassend zeigen die Ergebnisse aus Tabelle 4.4, dass die Verwendung des
Bayes-optimalen Versuchsplans zur Model-Averaging Schétzung der EDg4 zu ei-
ner substanziellen Verringerung des mittleren quadratischen Fehler fithren kann. Im
Vergleich zu den Versuchsplanen £p und & liegt die Verringerung fiir den Model-
Averaging Schétzer mit gleicher Gewichtung bei 3.2%-75.6%, fiir den Model-Averaging
Schétzer mit glatter AIC-Gewichtung bei 6.1%-76.4% und fiir den Schétzer nach
Modellselektion bei 13.6%-85.5%.

4.3.2 Modelle von unterschiedlicher Form

Wir betrachten nun die zweite Menge Sy = {fi, f2, f3} von Kandidatenmodellen,
welche aus dem log-linearen, dem Emax und dem exponentiellen Modell besteht.
Hier verwenden wir zur Bestimmung einer A-priori Verteilung geméf (4.9) eine
Gleichverteilung 75 auf der Menge S, sowie eine Gleichverteilung (- | fs) auf jeder
Menge Fy, in (4.11) (s = 1,2,3). Mit dieser A-priori Verteilung ist der numerisch
bestimmte Bayes-optimale Versuchsplan zur Model-Averaging Schitzung der EDg 4

gegeben durch

(4.15)

¢ 0 5.529 74.303 77.186 150
%71 0179 0.142 0274 0.162 0243 [

Anders als der Versuchsplan €5 in (4.12) besitzt dieser fiinf Tragerpunkte.

Auch mit diesem Versuchsplan fithren wir eine Simulationsstudie analog zu Ab-
schnitt 4.3.1 durch. Die Ergebnisse finden sich in Tabelle 4.5, wobei auch hier die un-
terschiedlichen Spalten die mittleren quadratischen Fehler der verschiedenen Schétz-
methoden angeben und verschiedene Zeilen zu den unterschiedlichen Versuchsplanen
£s, aus (4.15), {p aus (4.13) und & aus (4.14) und den unterschiedlichen datenge-
nerierenden Modellen f7, fo, f3 und f; gehoren.

In Tabelle 4.5 ist zu sehen, das bei Verwendung des Bayes-optimalen Versuchsplans
(anders als in Abschnitt 4.1.2) der Schitzer nach Modellselektion am prazisesten
ist, sofern das datengenerierende Modell unter den Kandidatenmodellen ist. Die

Verwendung von f; ¢ S, hingegen fiihrt dazu, dass der Model-Averaging Schéitzer
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Schétzmethode
Modell | Versuchsplan || Gleiche Gew. | Glatte AIC-Gew. | Modellselektion
&s, 724.682 349.615 344.991
fi ¢p 712.404 340.254 353.707
& 798.473 444.457 459.335
&s, 510.354 239.594 206.281
fa Ep 517.963 267.967 286.272
&L 1155.793 1025.269 1835.355
&5, 834.284 665.07 646.381
f3 &p 871.362 766.140 802.763
& 1526.230 1842.633 2721.415
&s, 148.559 307.103 388.958
fa Ep 208.628 298.315 419.651
& 522.652 610.198 1907.066

Tabelle 4.5: Mittlerer quadratischer Fehler des Model-Averaging Schétzers der EDg4
mit gleichen Gewichten (linke Spalte), mit glatten AIC-Gewichten (mittlere Spalte) und
des Schitzers nach Modellselektion mit dem AIC (rechte Spalte). Die Menge der Kan-
didatenmodelle ist So = {f1, f2, f3}. Die verschiedenen Zeilen gehéren zu verschiedenen
datengenerierenden Modellen aus Tabelle 4.1 und verschiedenen Versuchspldnen. Erste
Zeile: Bayes-optimaler Versuchsplan &G zur Model-Averaging Schétzung der EDg 4 aus
(4.15). Zweite Zeile: Versuchsplan {p aus (4.13) aus Pinheiro et al. (2006). Dritte Zeile:
Lokal optimaler Versuchsplan &y, zur Schitzung der EDg 4 aus (4.14).

mit gleichen Gewichten den kleinsten mittleren quadratischen Fehler aufweist. Wei-
terhin demonstriert Tabelle 4.5 auch fiir die Menge &> von Kandidatenmodellen mit
unterschiedlicher Form, dass in den meisten betrachteten Szenarien und fiir beinahe
alle Schiatzmethoden die Verwendung des optimalen Versuchsplans die Schétzge-
nauigkeit im Vergleich zu den Versuchsplinen p und &, erhoht. Es ist jedoch auch
ersichtlich, dass unter Verwendung des log-linearen Modells in (4.3) der mittlere
quadratische Fehler des Model-Averaging Schétzers mit gleichen Gewichten unter
Verwendung des optimalen Versuchsplans um 1.7% grofer ist als unter Verwendung
von {p. Fiir den Model-Averaging Schéitzer mit glatten AIC-Gewichten betriagt diese
VergroBlerung 2.8%. Dies ist damit zu begriinden, dass der Bayes-optimale Versuchs-
plan so konstruiert ist, dass er fiir eine Menge von Modellen optimal ist. Fiir einzelne
datengenerierende Modelle fs kann er dadurch eine geringere Effizienz besitzen als

andere Versuchspléne.
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Zusammenfassend zeigen die numerischen Ergebnisse, dass der Bayes-optimale Ver-
suchsplan €5, den mittleren quadratischen Fehler des Model-Averaging Schétzers mit
gleichen Gewichten um bis zu 71.6% reduzieren kann im Vergleich zu den Versuch-
splianen &p und £;. Diese Verbesserung kann fiir den Model-Averaging Schétzer mit
glatten AIC-Gewichten und den Schétzer nach Modellselektion mit bis zu 76.6%
beziehungsweise 88.8% noch grofler ausfallen. Selbst fiir das quadratische Modell,
welches sich nicht unter den Kandidatenmodellen befindet, konnen Verbesserungen

beobachtet werden.

4.4 Ein adaptiver Ansatz

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gezeigt, dass mittels des Bayes-
optimalen Versuchsplans zur Model-Averaging Schitzung der EDg4 mit gleichen
Gewichten oftmals eine deutliche Verbesserung der Schitzgenauigkeit des Model-
Averaging Schétzers mit glatten AIC-Gewichten und auch des Schétzers nach Mo-
dellselektion erzielt werden kann, auch wenn der Versuchsplan unter der Annahme
gleicher Modellgewichte konstruiert ist. Weiterhin zeigt sich insbesondere bei Ver-
wendung der Menge S, von Kandidatenmodellen, dass der Model-Averaging Schét-
zer mit datenbasierten Gewichten, sowie auch der Schéitzer nach Modellselektion we-
sentlich genauer sein kénnen, als der Model-Averaging Schéitzer mit festen Gewich-
ten. Daher ist es von Interesse zu untersuchen, ob diese beiden in der Praxis haufig
genutzten Schatzmethoden zusétzlich verbessert werden kénnen durch ein Versuchs-
planungskriterium, das die Verwendung datenbasierter Gewichte besser reflektiert.
Da jedoch, wie in Abschnitt 4.2 erlautert, der asymptotische mittlere quadratische
Fehler eines Model-Averaging Schétzers mit zufilligen Gewichten im Allgemeinen
nicht in geschlossener Form darstellbar ist, schlagen wir ein adaptives Vorgehen zur
Verbesserung von Model-Averaging Schétzern mit zufélligen Gewichten vor, welches
bereits in Abschnitt 3.4 in dhnlicher Form Anwendung gefunden hat. Wir beschran-
ken uns auf zwei adaptive Schritte zur Bestimmung optimaler Versuchspléne, eine
Erweiterung auf weitere Schritte ist jedoch moglich.

Wie auch in Abschnitt 3.4 teilen wir im Folgenden die Gesamtstichprobe mit n
Beobachtungen in zwei Gruppen n) und n® auf. Im ersten Schritt erheben wir
n) Beobachtungen geméif des Bayes-optimalen Versuchsplans zur Model-Averaging
Schétzung des Parameters p mit gleichen Gewichten. Wir bezeichnen diese Stichpro-

(

be im Folgenden mit Y (11)) und berechnen anhand dieser die glatten AIC-Gewichte

n

wimAIC(Yn((ll))). Im zweiten Schritt der Versuchsplanung verwenden wir diese zur Be-
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rechnung des mittleren quadratischen Fehlers in (4.7) und bestimmen den Bayes-
optimalen Versuchsplan zur Model-Averaging Schétzung des Parameters p mit Ge-
wichten wimAIC(Yn(a), . ,wimAIC(Y;(ll))). Diesen nutzen wir, um weitere n(® Beob-
achtungen zu erheben. Bedingt auf die Stichprobe Yn(}% ist der Model-Averaging
Schiitzer asymptotisch normalverteilt (fiir n?> — 00), sodass die Anwendung des
Kriteriums (4.8) moglich ist. Abschliefend nutzen wir die gesamte Stichprobe vom
Umfang n = n® + n® um den Zielparameter p mittels eines Model-Averaging
Schétzers mit glatten AIC-Gewichten oder mittels des Schéatzers nach Modellselek-

tion mit dem AIC zu schatzen.

Zur Bestimmung adaptiver Versuchsplédne ist es notwendig, die Stichprobe geeignet
aufzuteilen, da die Effizienz der resultierenden Versuchspldne mafigeblich von dieser
Aufteilung abhéngt. So zeigen beispielsweise Dette et al. (2013), dass die Effizienz
adaptiver Versuchspléne stark von dem zugrundeliegenden statistischen Problem ab-
héngt und erldutern, dass bei nichtlinearen Regressionsmodellen mit groflen Varian-
zen die erste Stichprobe hinreichend grofi gewéhlt werden sollte. Wir schlagen hier ein
Vorgehen zur Aufteilung der Stichprobe vor, welches auf Simulationen beruht. Dazu
betrachten wir zunéchst die Situation aus Abschnitt 4.3. Hier erhéhen die nicht-
adaptiven Bayes-optimalen Versuchsplédne in beinahe allen betrachteten Situationen
die Schétzgenauigkeit der Model-Averaging Schétzer. Bei Verwendung der Menge
S, von Kandidatenmodellen, welche aus dem log-linearen (f;), dem Emax (f2) und
dem exponentiellen Modell (f3) besteht, zeigt sich jedoch, dass der Model-Averaging
Schétzer mit glatten AIC-Gewichten basierend auf dem Bayes-optimalen Versuchs-
plan einen grofleren mittleren quadratischen Fehler besitzt, als der entsprechende
Schétzer unter Verwendung des Versuchsplans p aus (4.13), falls das log-lineare
Modell zur Erzeugung der Daten genutzt wird (siehe Tabelle 4.5). Wir nutzen dies
als Startpunkt, um die ,,optimale* Aufteilung der Stichprobe vom Umfang n = 100
zu bestimmen, da insbesondere in diesem Szenario eine Verbesserung im Vergleich zu
&p erreicht werden soll. Dazu betrachten wir verschiedene Stichprobenaufteilungen
n®) /n mittels derer wir den mittleren quadratischen Fehler der adaptiven Vorge-
hensweise simulieren. In insgesamt 1000 Simulationsdurchléufen bestimmen wir also
jeweils einen Model-Averaging Schétzer mit glatten AIC-Gewichten, beziehungswei-
se einen Schétzer nach Modellselektion unter Verwendung der oben beschriebenen
adaptiven Vorgehensweise fiir verschiedene n(™. Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.2
zu finden. In dieser ist in der linken Grafik der resultierende mittlere quadratische
Fehler des Model-Averaging Schétzers mit glatten AIC-Gewichten fiir unterschied-
liche AnfangsstichprobengréBen n") abgetragen. Dabei entspricht n()/n = 1 dem
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Abbildung 4.2: Mittlerer quadratischer Fehler des adaptiven Ansatzes fiir verschie-
dene Aufteilungen der Stichprobe. Links: Model-Averaging Schitzer mit glatten AIC-
Gewichten. Rechts: Schitzer nach Modellselektion mit dem AIC.

mittleren quadratischen Fehler aus Tabelle 4.5, da hier de facto keine Anpassung der
Gewichte stattfindet. In der rechten Grafik finden sich die entsprechenden Ergebnisse
unter Verwendung des Schétzers nach Modellselektion mit dem AIC. Die Abbildun-
gen verdeutlichen, dass durch Verwendung des adaptiven Ansatzes bis zu einer in-
itialen StichprobengroBe von n(!) = 50 der mittlere quadratische Fehler im Vergleich
zum nicht-adaptiven Ansatz gesenkt werden kann. Fiir groflere Stichprobenumféinge
im ersten Schritt zeigt sich dagegen bei Verwendung des Model-Averaging Schétzers
mit glatten AIC-Gewichten eine Verschlechterung der Schétzgenauigkeit. Bei Schét-
zung der EDg 4 mittels Model-Averaging basierend auf glatten AIC-Gewichten ergibt
sich der geringste mittlere quadratische Fehler fiir eine Anfangsstichprobengrofie von
n® = 35. Auch fiir den Schétzer nach Modellselektion mit dem AIC liefert diese
Stichprobenaufteilung gute Ergebnisse. Der resultierende mittlere quadratische Feh-
ler von 287.699 ist lediglich um 0.6% grofier als der minimale mittlere quadratische
Fehler von 286.027 fiir n(Y) = 10 (siche rechte Grafik von Abbildung 4.2). Daher
wihlen wir fiir alle folgenden Simulationen n() = 35 fiir die erste Stichprobe und

n® = 65 fiir die zweite Stichprobe.

Wir betrachten nun die Situation aus Abschnitt 4.3.1 und Abschnitt 4.3.2, um mit-
tels Simulationen die Effizienz des oben beschriebenen adaptiven Verfahrens mit
der Stichprobenaufteilung n(Y /100 = 0.35 im Vergleich zu den in Abschnitt 4.3 be-
trachteten Versuchsplanen zu untersuchen. Dazu gibt Tabelle 4.6 die entsprechenden
Ergebnisse der Simulationen an. Fiir die Situation aus Abschnitt 4.3.1, bei der die
Kandidatenmodelle der Menge S; jeweils eine dhnliche Form haben, findet sich im
linken Teil der Tabelle der mittlere quadratische Fehler des Model-Averaging Schét-
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Kandidatenmodelle: {f, fa2, fa} Kandidatenmodelle: {fi, fa, f3}
Modell | glatte AIC-Gew. | Modellselektion || glatte AIC-Gew. | Modellselektion
fi 184.500 198.329 310.433 287.699
f2 135.033 168.504 258.495 228.569
f3 783.574 623.298 698.500 645.918
fa 225.692 349.164 253.726 306.753

Tabelle 4.6: Mittlerer quadratischer Fehler verschiedener Schétzer der EDg 4 unter Ver-
wendung des adaptiven Vorgehens. Die Menge der Kandidatenmodelle ist S1 = { f1, fo, fa}
(linker Teil) und Sy = {f1, f2, f3} (rechter Teil). Linke Spalten: Model-Averaging Schétzer
mit glatten AIC-Gewichten; Rechte Spalten: Schétzer nach Modellselektion mit dem AIC.

Die verschiedenen Zeilen gehoren zu verschiedenen datengenerierenden Modellen.

zers mit glatten AIC-Gewichten und des Schétzers nach Modellselektion mit dem
AIC. Dabei ist zu beachten, dass f3 nicht in der Menge S; enthalten ist. Wie bereits
in Abschnitt 4.1.1 ist auch hier der Model-Averaging Schétzer mit glatten AIC Ge-
wichten préziser als der Schitzer nach Modellselektion, sofern das datengenerierende
Modell unter den Kandidatenmodellen ist. Die Ergebnisse konnen jeweils mit den
fettgedruckten Ergebnissen aus Tabelle 4.4 verglichen werden, welche dem mittleren
quadratischen Fehler der verschiedenen Schétzer basierend auf dem nicht-adaptiven
Bayes-optimalen Versuchsplan £5 aus (4.12) entsprechen. Der Vergleich der mittle-
ren quadratischen Fehler offenbart, dass das adaptive Vorgehen bessere Ergebnisse
liefert als das nicht-adaptive Vorgehen, wenn das Emax, das quadratische oder das
exponentielle Modell die Daten generieren. Die Nutzung des log-linearen Modells
hingegen bewirkt, dass der Versuchsplan {3 geringere mittlere quadratische Fehler
aufweist als das adaptive Vorgehen. Dennoch ist das adaptive Vorgehen effizienter

als die zum Vergleich hinzugezogenen Versuchsplidne {p und &;, (siehe Tabelle 4.4).

Im rechten Teil von Tabelle 4.6 finden sich die entsprechenden Ergebnisse fiir die
Situation aus Abschnitt 4.3.2, in welchem wir die Menge von Kandidatenmodellen
Sy = {f1, f2, f3} betrachtet haben, die mit dem log-linearen, dem Emax und dem
exponentiellen Modell sehr unterschiedliche Kandidatenmodelle enthélt. Hier weist
der Model-Averaging Schétzer mit glatten AIC-Gewichten groflere mittlere quadra-
tische Fehler auf als der Schéatzer nach Modellselektion mit dem AIC, wenn eines der
in Sy enthaltenen Modelle zu Erzeugung der Daten genutzt wird. Um zu priifen, ob
das adaptive Vorgehen eine Verbesserung im Vergleich zu den in Abschnitt 4.3.2 be-
trachteten Versuchsplanen bietet, konnen die Resultate mit den in Tabelle 4.5 ange-

gebenen mittleren quadratischen Fehlern verglichen werden. Zunéchst wird deutlich,
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dass bei Verwendung des log-linearen Modells f; in der Simulation der mittlere qua-
dratische Fehler des Model-Averaging Schitzers mit glatten AIC-Gewichten durch
Verwendung des adaptiven Vorgehens anstelle des optimalen Versuchsplans £5, um
11.2% reduziert werden kann. Insbesondere ist das adaptive Vorgehen zudem effizi-
enter als die Verwendung des Versuchsplans £p, welcher in Tabelle 4.5 den geringsten
mittleren quadratischen Fehler aufweist. Bei Betrachtung des Schétzers nach Modell-
selektion liegt die Reduktion im Vergleich zu &5, bei 16.6%. Es ist zu beachten, dass
die Aufteilung der Stichprobe so erfolgt ist, dass sie in dieser Situation ,,optimal® ist.
Diese Aufteilung muss jedoch nicht unbedingt geeignet sein, wenn andere Modelle
die Daten erzeugen. So zeigt sich fiir das adaptive Vorgehen sowohl fiir das Emax
Modell f; als auch das exponentielle Modell f; ein grofierer mittlerer quadratischer
Fehler als unter Verwendung des Bayes-optimalen Versuchsplans £g,. Dennoch ist
das hier vorgeschlagene adaptive Vorgehen stets besser als die Versuchspléane £p aus
(4.13) und &, aus (4.14).

4.5 Approximation des Versuchsplanungskriteri-

ums

Die Bestimmung von lokal oder Bayes-optimalen Versuchsplédnen zur Model-Avera-
ging Schétzung des Parameters p ist sehr aufwéndig. Sie muss numerisch erfolgen,
wobei der COBYLA-Algorithmus zum Einsatz kommt. Dieser erfordert zahlreiche
Berechnungen der Funktion 7 (£) aus (4.8), wobei fir jede Kalkulation zunéchst
der Parameterwert 67 (£) aus (2.14) bestimmt werden muss. In diesem werten wir
die Gradienten der Zielfunktion sowie die Matrizen A aus (2.17) und By aus (2.18)
aus. Hierdurch miissen zahlreiche weitere Optimierungsschritte in jeder Iteration des
COBYLA-Algorithmus durchgefiihrt werden und die Bestimmung Bayes-optimaler
Versuchsplidne geméafl Definition 4.3 nimmt mitunter viel Zeit in Anspruch.

Wir schlagen daher als Alternative zur Verwendung des exakten asymptotischen
mittleren quadratischen Fehlers aus (4.7) eine Modifikation dessen vor. Wir erset-
zen dabei den Parameter 07 (£) aus (2.14) durch eine Néherung, welche nicht vom
gewahlten Versuchsplan abhingt. Genauer gesagt verwenden wir nun anstelle des
MaBes ¢ zur Berechnung des Kullback-Leibler-Abstands aus (2.13) das Lebesgue-
Mafl A und definieren

g 1,100 = [ [ ot 12108 (551575 ) v
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Damit ist der Parameter @:797 welcher

O, = argersréiéls KL(g: fs | 6s) (4.16)
erfiillt, unabhéngig vom Versuchsplan £. Wir verwenden nun diesen Parameter zur

Berechnung des mittleren quadratischen Fehlers in (4.7) und erhalten mit

= ()" (éj;g)T)T

eine Approximation des mittleren quadratischen Fehlers der asymptotischen Vertei-

lung des Model-Averaging Schétzers i,

2
~ - - ~x
Pran(§,9) = ~03,(0,) + (Z witts(0,) — Mtrue) . (4.17)
s=1

In diesem Ausdruck ist nun die Verzerrung unabhéngig vom gewihlten Versuchsplan
&, sodass eine Minimierung des approximativen mittleren quadratischen Fehlers einer

Minimierung der approximativen Varianz entspricht.

Definition 4.5. Unter den Annahmen aus Definition 4.2 heifit ein Versuchsplan £*
approximativ lokal optimal zur Model-Averaging Schdtzung des Parameters p, falls
er die Funktion 5mav(§ ,g) aus (4.17) unter allen approximativen Versuchspldnen ¢
auf X minimiert, das heif}t falls

a)mav<€*a g) = min imav(ga g)

£eE

Weiterhin heif3t fiir eine A-priori Verteilung 7 auf G der Versuchsplan £* approximativ
Bayes-optimal zur Model-Averaging Schitzung des Parameters p hinsichtlich der A-

priori Verteilung m, falls er die Funktion

F7,(6) = /g Bunen (€, 9)dr(9) (4.18)

minimiert, das heift, falls

&7, (€)= min &7, (€).

mav fEE mav
Wir gehen dabei stets davon aus, dass das Integral in (4.18) existiert.

Der Ansatz aus Definition 4.5 ist nicht nur numerisch weniger fordernd als das in
4.2 hergeleitete Kriterium, sondern wir kénnen mit Satz 2.5 auch eine notwendige
Bedingung herleiten, um zu iiberpriifen ob ein numerisch bestimmter Versuchsplan

optimal sein kann.
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Satz 4.6. Ist ein Versuchsplan £ Bayes-optimal zur Model-Averaging Schdtzung
des Parameters p hinsichtlich der A-priori-Verteilung w, dann gilt fir alle v € X

~% T ~%
) roor Ous (0, . T
dn(2,£7) = = /QZZwswt <8(9)> WE 2,0, 01) g((,jg)dwso. (4.19)

s=1t=1

Dabei ist

h(ga €, 857 et) = As_l(e& 5) : (Bst(esa eta g) + Bst(057 Qtv gx)
- As(em £m>A3_1(937 g)Bst(‘gm ‘9157 5)
_Bst<057 eta g)A;1(0t7€>At(6t7£x)) A;1(9t7€>7

wobei &, das in (2.6) definierte Einpunktdesign ist.
Dariiber hinaus gilt die Gleichheit in (4.19) fir alle Tragerpunkte x von &*.

Bemerkung. Mit Satz 4.6 ergibt sich ebenfalls eine notwendige Bedingung fiir lokal
optimale Versuchspldne zur Model-Averaging Schéitzung des Parameters p geméfl
Definition 4.5. Hierzu ist lediglich eine Einpunktverteilung als A-priori Verteilung

zu wahlen.

Wir zeigen nun exemplarisch fiir die Situation aus Abschnitt 4.3.2, wie sich ein gem#&f
Definition 4.5 konstruierter Versuchsplan in Simulationen verhélt. Wir betrachten
also die Menge S = { f1, f2, f3} und bestimmen einen approximativ Bayes-optimalen
Versuchsplan zur Model-Averaging Schéitzung der EDg4 mit gleichen Gewichten.
Dabei verwenden wir die in Abschnitt 4.3.2 erlauterte A-priori Verteilung und gehen

von n = 100 Beobachtungen aus. Minimierung des Ausdrucks (4.18) liefert dann

- 0 9.801 78982 150
Es, = . (4.20)
0.169 0.169 0.447 0.215

Dieser unterscheidet sich von 5, aus (4.15) vor allem darin, dass er lediglich vier
Tragerpunkte besitzt. Fiir diesen Versuchsplan kénnen wir die notwendige Bedin-
gung aus Satz 4.6 berechnen. Diese ist in Abbildung 4.3 dargestellt und spricht nicht
gegen das Vorliegen eines optimalen Versuchsplans.

Um zu untersuchen, wie sich der approximative Versuchsplan im Vergleich zum
Bayes-optimalen Versuchsplan &5, aus (4.15) verhélt, fiihren wir eine Simulation
analog zu Abschnitt 4.3 durch. Die simulierten mittleren quadratischen Fehler, die
sich bei Verwendung des Versuchsplans & s, aus (4.20) fiir verschiedene datengenerie-
rende Modelle ergeben, finden sich in Tabelle 4.7. Die verschiedenen Spalten zeigen

dabei die Ergebnisse fiir die verschiedenen Schétzmethoden.
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Abbildung 4.3: Die Funktion d, aus (4.19) ausgewertet fiir den Versuchsplan & S, aus
(4.20).

Wir konzentrieren uns zunéchst auf die mittleren quadratischen Fehler, die sich unter
Verwendung eines der datengenerierenden Modelle ergeben, die in Sy = {f1, fa, f3}
enthalten sind. Hier zeigt sich, dass der approximative Versuchsplan fiir Daten, die
geméfl des log-linearen Modells f; simuliert werden, den mittleren quadratischen
Fehler aller Schitzmethoden im Vergleich zu dem Bayes-optimalen Versuchsplan £,
senkt. So reduziert sich der mittlere quadratische Fehler um 5.3% (Model-Averaging
Schétzer mit gleichen Gewichten), 10.9% (Model-Averaging Schitzer mit glatten
AIC-Gewichten) beziehungsweise 13.7% (Schétzer nach Modellselektion). Es ist je-
doch zu beachten, dass der adaptive Ansatz aus Abschnitt 4.4 bessere Resultate
aufweist als der approximative Versuchsplan (vergleiche Tabelle 4.6). Sind dagegen
die Daten geméf des Emax (fy) oder des exponentiellen Modells (f;) entstanden,
so verringert sich die Schatzgenauigkeit durch Verwendung des approximativen Ver-
suchsplans é s, Genauer gesagt erhoht sich der mittlere quadratische Fehler durch
Verwendung von & s, anstelle von &5 bei Nutzung von f; beziehungsweise f3 um 5.3%
beziehungsweise 5.5% (Model-Averaging Schétzer mit gleichen Gewichten), 19.0%
beziehungsweise 12.3% (Model-Averaging Schétzer mit glatten AIC-Gewichten) und
31.2% beziehungsweise 6.6% (Schétzer nach Modellselektion).

Betrachten wir die Ergebnisse fiir das quadratische Modell, welches bei der Bestim-
mung beider Versuchspléne keine Beriicksichtigung findet, so ist fiir feste Gewichte
der Bayes-optimale Versuchsplan effizienter. Die verschiedenen Schétzer basierend
auf dem AIC hingegen sind préziser unter Verwendung des approximativen Ver-
suchsplans.

Zusammenfassend weist der approximative Versuchsplan teils einen kleineren mitt-
leren quadratischen Fehler auf als der Bayes-optimale Versuchsplan zur Model-

Averaging Schiatzung der EDg 4. Auf der anderen Seite verschlechtert sich die Schétz-
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Schatzmethode
Modell || Gleiche Gew. | Glatte AIC-Gew. | Modellselektion
fi 686.479 311.352 297.852
fo 537.628 285.067 270.580
f3 880.255 747.186 689.152
fa 159.123 275.181 336.636

Tabelle 4.7: Mittlerer quadratischer Fehler des Model-Averaging Schétzers der EDg4
mit gleichen Gewichten (linke Spalte), mit glatten AIC-Gewichten (mittlere Spalte) und
des Schitzers nach Modellselektion mit dem AIC (rechte Spalte). Die Menge der Kan-
didatenmodelle ist So = {f1, f2, f3}. Die verschiedenen Zeilen gehéren zu verschiedenen

datengenerierenden Modellen aus Tabelle 4.1 unter Verwendung des Versuchsplans & S, aus
(4.20).

genauigkeit in einigen Situationen durch Verwendung dieses Versuchsplans jedoch
deutlich. Dennoch kann dieser Ansatz bei einer groffen Menge an Kandidatenmo-
dellen hilfreich sein, da die Bestimmung Bayes-optimaler Versuchspléne geméfl De-
finition 4.3 sehr aufwindig ist und keine Uberpriifung der numerisch bestimmten

Versuchspldne moglich ist.

4.6 Beweise

Satz 4.1. Gleichung (A.2) aus White (1982) liefert zunéchst

V(O — 07(6)) + AT (07 (€ IZZ 01og fi 09| 708 g (g0

=1 j5=1

wobei -+ Konvergenz in Wahrscheinlichkeit bezeichnet. Dabei ist die Matrix A,(6%) =
A (0%(6),€) aus (2.17) nicht singuldr dank Annahme (A6). Durch Anwendung des
multivariaten zentralen Grenzwertsatzes (siche beispielsweise (Rao, 1973, Kapitel

2)) erhalten wir

- : SN o , (422)
ZZ . Z 810g fr YVzJ|731 6 (6)) BT‘l P Brr

wobel By = By (0%5(£),0;(£),€) in (2.18) definiert ist.
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Durch Kombination von (4.21) und (4.22) ergibt sich die schwache Konvergenz des
Vektors 6,, = (éT 0. )T, ndmlich

n,lr 9 Ynr
VB, — 07(€)) = N(0,9),

wobei ¥ = (X4t)s =1, » eine Blockmatrix mit ps x p; Eintragen

.....

So = A (05(6) Bat(0:(8), 07 () AT (07 (€) , sit=1,....7

ist und der Vektor 0*(£) gegeben ist durch
07 (&) = (1), (67:())".

Weiterhin definieren wir fiir den Parametervektor 6 = (0T, ...,07) € RE=1Ps die

Projektion 7y durch ﬂsé := 0, und den Vektor

(B) = (1 (m). ... 1 (m,9))"

mit Ableitung

T
O (61)
(2ai) 0o .. 0
T
Hy = 0 (&) 0 . 0
0 0 (wTw)T

Unter Verwendung der Delta-Methode (siehe beispielsweise Van der Vaart (2007,
Kapitel 3)) resultiert

VR(i(0n) = 0 ()) > N (0, e (tire) ")

Die Aussage folgt schliellich durch das Continuous Mapping Theorem und die Dar-
stellung

:&’mav = (’11)1, s 7w7“) ﬂ(én)
O
Satz 4.6. Auch hier nutzen wir die Argumente aus Pukelsheim (1993, Kapitel 11)
und gehen davon aus, dass Integration und Differenziation vertauschbar sind. Dann

muss ein approximativ Bayes-optimaler Versuchsplan zur Model-Averaging Schét-

zung des Parameters p nach Satz 2.5 die Ungleichheit

D& (€Y (6 — ) = — / D (€, 9) (6 — E)dm <0 (4.23)

g
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fiir alle z € X erfiillen. Dabei ist D@y (€%, 9) (€, — £°) die Richtungsableitung (2.4)
der Funktion ®,,, aus (4.17) in & in Richtung &, —¢&* und &, das Dirac-MaB im Punkt
xr € X aus (2.6). Es sei darauf hingewiesen, dass das Versuchsplanungskriterium (4.8)
nicht konvex ist und somit die Bedingung (4.23) nicht hinreichend ist.

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass (4.18) von £ lediglich iiber o2 (0) aus (4.6)
abhéangt, geniigt es die Richtungsableitung ebendieser Funktion in £* in Richtung
&, — & zu bestimmen. Dazu nutzen wir, dass die Richtungsableitung der Matrix
A71(0,,€) in £* in Richtung &, — £ gegeben ist durch

DATH0:,6)(€ — &) = A1 (06, €7) — AT (05, €) As(0s, &) AT (05, €7).

Unter Anwendung der Kettenregel erhalten wir dann fiir die Sandwich-Matrix in
02 (0) die Richtungsableitung

DA;1<057€*)B51§<957 Ht,f*)At_l(Qt,f*)(g* - gw)
= A;l(es,f*) ' (Bst(esvehf*) + Bst(esvetagac) - (957€x) (687€ ) st(e&etyf*)
_Bst(087etvg*)Agl(gtvf*))At(gtvfaﬁ)) t (0t7§ )

Setzen wir nun 9:79 aus (4.16) ein, so folgt die notwendige Bedingung (4.19).
AbschlieBend zeigen wir, dass in (4.19) Gleichheit fiir alle Tragerpunkte = des Ver-
suchsplans £* gilt. Dazu gehen wir zunéchst davon aus, es gédbe einen Tragerpunkt

xo von £, sodass wir echte Ungleichheit in (4.19) haben. Dann ergibt sich aber auch

~* T
0 s\Ys,g " ~x  ~x O t9
//ZZwswt (”_)> het w00, ) ua(et 2 dne*(dr) < 0. (4.24)

s=1 t=1 0,

Da aber f)( Qsagx)g*(dx) 5(0575*) und fX Bst(gsaeta§x>§*(dx) = Bst(gsaetag*)
gilt, ergibt sich andererseits

//h(é-*alj?é:gvé:,g)—o (57t:1,...77’)
xJg

und damit

~% T
- - a s 93 ~ % ~ % (9 t @
_/X/Zzwswt (%) W w0007 ) Ma(et ) dn (dz) = 0.

Dies steht im Widerspruch zu (4.24). Folglich muss in (4.19) die Gleichheit gelten,

wenn z ein Trégerpunkt des Versuchsplans &* ist. O]



Kapitel 5
Zusammenfassung und Ausblick

Wir bestimmen in dieser Arbeit optimale Versuchspliane zur Model-Averaging Schét-
zung eines Zielparameters . Um uns diesem Ziel zu ndhern, beschrinken wir uns
zunéchst auf einen Spezialfall, bei dem wir annehmen, dass sdmtliche Modelle ver-
schachtelt sind und die Abweichungen von den wahren Parametern mit der Stich-
probengrofle sinken. Hierdurch konnen wir die Theorie aus Hjort und Claeskens
(2003) nutzen, um handliche Ausdriicke fiir die asymptotische Verteilung von Model-
Averaging Schétzern zu erhalten, bei denen Varianz und Verzerrung des Schétzers
jeweils gleichermafien mit n sinken. Wir schlagen basierend hierauf ein neuartiges
Versuchsplanungskriterium vor, welches den asymptotischen mittleren quadratischen
Fehler des Schétzers minimiert. Anhand einer Simulationsstudie zeigen wir, dass die-
se optimalen Versuchsplidne die Effizienz von Model-Averaging Schétzern stark erho-
hen kénnen. Wir erweitern anschlieffend diese Theorie auf allgemeinere Situationen,
in denen wir keine Annahmen an die Zusammenhénge zwischen den Kandidaten-
modellen und der wahren Verteilung machen. Insbesondere kann mit dieser Theorie
auch das Verhalten von Model-Averaging Schétzern bei nicht-verschachtelten Mo-
dellen erklért werden. Auch fiir diese Situation leiten wir ein Versuchsplanungskri-
terium her, das den mittleren quadratischen Fehler des Model-Averaging Schétzers
minimiert. In Simulationen zeigen auch die so bestimmten Versuchspline eine ho-
here Schitzgenauigkeit (beziiglich des mittleren quadratischen Fehlers) als andere

Versuchspléne.

Die oben beschriebenen Kriterien beruhen jeweils auf der Annahme, dass die Ge-
wichte der Model-Averaging Schétzer fest gewéhlt sind. Dies ist in der Praxis fiir
gewohnlich jedoch nicht der Fall. Stattdessen werden oftmals Gewichte basierend auf
Informationskriterien wie dem AIC oder dem BIC genutzt oder auch die Schétzer

nach Modellselektion mit diesen Kriterien. Auch wenn die Simulationen zeigen, dass

89
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die optimalen Versuchsplédne fiir feste Modellgewichte den mittleren quadratischen
Fehler von Schétzern dieser Art oftmals ebenfalls verbessern, so bleibt es eine her-
ausfordernde Aufgabe ein Versuchsplanungskriterium zu entwickeln, dass diese Art
von Modellgewichten angemessen beriicksichtigt.

Es ist nicht in allen Situationen moglich, den mittleren quadratischen Fehler von
Model-Averaging Schétzern mit datenabhéngigen Gewichten in geschlossener Form
anzugeben, sodass unter Umsténden auf rechenintensive Simulationen oder numeri-
sche Integration zuriickgegriffen werden muss, um diesen zu bestimmen. Die direkte
Einbindung von zufilligen Modellgewichten in die Versuchsplanung ist daher eine
herausfordernde Aufgabe in zukiinftigen Studien. Als ersten Ansatz hierzu schlagen
wir in dieser Arbeit einen adaptiven Ansatz vor, bei dem in einem ersten Schritt Be-
obachtungen gemifl des optimalen Versuchsplans zur Model-Averaging Schéitzung
mit gleichen Modellgewichten erhoben werden. Mittels dieser werden neue Modell-
gewichte bestimmt, welche zur Konstruktion eines neuen Versuchsplans genutzt wer-
den. In Simulationen zeigt sich, dass in einigen Situationen die Schitzgenauigkeit
durch Verwendung dieses Verfahrens verbessert werden kann. Oftmals liefert jedoch
die Verwendung des optimalen Versuchsplans mit festen Modellgewichten geringere
mittlere quadratische Fehler als das adaptive Vorgehen. Dies kann unter Anderem an
einer nicht optimalen Aufteilung der Gesamtstichprobe liegen. In Kapitel 4 schlagen
wir fiir diese Aufteilung eine Vorgehensweise basierend auf Simulationen vor, die je-
doch nur eines der Kandidatenmodelle beriicksichtigt. Solch eine optimale Aufteilung
der Stichprobe kann zu deutlichen Verbesserungen fithren, wenn die Daten geméfl
dieses spezifischen Kandidatenmodells erzeugt werden. Unter Verwendung anderer
datengenerierender Modelle kann diese Aufteilung jedoch auch zu einer Verschlech-
terung der Schitzgenauigkeit fithren (im Vergleich zum nicht-adaptiven Vorgehen).
Eine interessante Frage fiir zukiinftige Forschungen ist daher, diese Vorgehensweise
zu erweitern oder gar die optimale Aufteilung analytisch zu bestimmen. Weiter-
hin ist die Betrachtung ,optimaler Gewichte, welche den mittleren quadratischen
Fehler des Model-Averaging Schéitzers minimieren, von grofiem Interesse (siehe et-
wa Hansen (2007), Liang et al. (2011)). Diese hédngen jedoch von den Daten und
den speziellen betrachteten Modellen ab und kénnen oftmals nur unter grofem Auf-
wand analytisch bestimmt werden. Ein weiterer Ansatz in diese Richtung ist die
Verwendung eines Minimax-Ansatzes fiir die Wahl der Modellgewichte, um so den
mittleren quadratischen Fehler fiir die ,schlechteste Wahl von Modellgewichten zu

minimieren.
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