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Kapitel 1.

Einleitung

Die Strukturmechanik stellt fiir die Beschreibung der Deformation von
Festkorpern und den daraus resultierenden inneren Spannungen verschie-
dene theoretische Ansétze zur Verfiigung. Neben der vollstdndigen drei-
dimensionalen Beschreibung der physikalischen Zusammenhénge, die fiir
gewohnlich mittels partieller Differentialgleichungen erfolgt, existieren
dariiber hinaus vereinfachte Modelle — vergleiche beispielsweise [42, 43,
44]. Die zugehorige Herleitung beruht dabei auf der Vereinfachung des
allgemeinen Sachverhalts durch die Berticksichtigung prézise definierter
Rahmenbedingungen, wie beispielsweise ein differentialer Zusammenhang
zwischen Verschiebung und Verdrehung, vernachléssigbare, ausgewihlte
Spannungskomponenten, bestimmtes Materialverhalten oder geometri-
sche Eigenschaften des vorliegenden Festkorpers. In den meisten Féllen
sind die Voraussetzungen so gewahlt, dass sich hierbei die fiir die Be-
schreibung notwendige Raumdimension reduziert. Beim Vergleich der er-
mittelten Verschiebungen, Verzerrungen und Spannungen auf Basis der
vereinfachten Theorien mit den entsprechenden Ergebnissen resultierend
aus der allgemeinen dreidimensionalen Formulierung, liegt fiir die ent-
sprechenden Problemstellungen eine sehr gute Ubereinstimmung vor. Der
grofse Unterschied ist der zu betreibende Aufwand, um die Losungen zu
ermitteln. Wahrend bei der vollstéandigen Modellierung eine partielle Dif-
ferentialgleichung beziiglich aller drei Raumdimensionen gel6st werden
muss, reduziert sich beispielsweise bei der Verwendung der Balkentheo-
rie die Aufgabenstellung auf die Bestimmung der vertikalen Auslenkung
in Abhéangigkeit von der Position entlang der neutralen Faser als Losung
einer gewohnlichen Differentialgleichung 4. Ordnung. Dem deutlich redu-
zierten Aufwand stehen andererseits die extremen Rahmenbedingungen
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Abbildung 1.1.: Demonstratorbauteil des Sonderforschungsbereich /
Transregio 73

gegeniiber, die die mogliche Auswahl an zulédssigen Festkorpern und an
aukeren Belastungen sehr stark einschrankt. Insbesondere bei der Be-
handlung realer Problemstellungen sind diese schwierig zu erfiillen, so-
dass trotz grokerem Aufwand fiir eine ganzheitliche Beschreibung die
vollstandige dreidimensionale Theorie benotigt wird. Vernachléassigt wird
hierbei jedoch die Tatsache, dass oftmals Teilbereiche identifiziert wer-
den konnen, in denen die Annahmen der vereinfachten Theorien zutreffen.
Insbesondere im Ingenieurwesen treten solche Situationen héufig bei der
Analyse von industriellen Fertigungsprozessen auf.

Ein Beispiel ist das in Abbildung 1.1 dargestellte Bauteil. Zu sehen
ist ein Synchronring, wie er in dhnlicher Form beispielsweise in Automo-
bilgetrieben /Differentialen zu finden ist. Charakteristisch ist hierbei die
napfartige Form mit verschiedenen Arten von Nebenformen im Kragen-
bereich. Dazu zéhlen sowohl einfache Verzahnungen (beispielsweise links
im Bild) als auch komplexere Formen wie offene und geschlossene Mitneh-

mer. Die Herstellung eines solchen Bauteils ist in der industriellen Fer-



tigung auch heute noch eine anspruchsvolle Aufgabe. Zu diesem Zweck
wurde im Rahmen des DFG Sonderforschungsbereich / Transregio 73
(TR73) Umformtechnische Herstellung von komplezen Funktionsbautei-
len mit Nebenformelementen aus Feinblechen — Blechmassivumformung —
ein neues Herstellungsverfahren entwickelt und analysiert. Der im Uber-
sichtsartikel [65] eingefiihrte und und prézise definierte Umformprozess

der Blechmassivumformung beschreibt dabei das

Jbildsame Andern der Form eines flichigen Halbzeugs unter
Beibehalt des Stoffzusammenhalts durch wahrend des Form-
gebungsprozesses zeitgleich oder nacheinander wirkende zwei-

und dreiachsige Spannungs- und Formé#nderungszustinde.“!

Vereinfacht gesagt bedeutet dies, dass Bauteile wie in Abbildung 1.1 dar-
gestellt, aus einem flachigen Werkstiick, beispielsweise einem Blech, in
einem kombiniertem Verfahren aus typischen Blech- und auch Massiv-
umformungen hergestellt werden. Dabei treten zweiachsige Spannungs-
und Forménderungszustinde hauptsichlich im Rahmen der Blechumfor-
mung zur Realisierung der napfartigen Form auf. Die zur Auspragung der
Nebenformen notwendigen Massivumformungen fiihren dagegen zu drei-
achsigen Zusténden. Die vorliegende Situation legt eine strukturmechani-
sche Beschreibung mittels unterschiedlicher theoretischer Anséitze nahe.
Im Bereich der Nebenformen ist aufgrund signifikanter Groéfen beziiglich
aller drei Raumrichtungen nur eine vollstindige, dreidimensionale For-
mulierung sinnvoll. Hingegen bietet der Bereich der Blechumformung die
Moglichkeit einer zweidimensionalen Beschreibung basierend auf schalen-
theoretischen Annahmen. Die beschriebenen Aspekte sind insbesondere
im Hinblick auf die strukturmechanische Analyse eines solchen Prozesses
von grofem Interesse, da die hierbei verwendeten Simulationsverfahren
eine Berticksichtigung der unterschiedlichen theoretischen Voraussetzun-
gen erlauben. Auf diese Art und Weise lassen sich effiziente numerische
Verfahren entwickeln, die kosten- und zeitintensive Testfertigung vermei-
den koénnen.

Die bei der Simulation von strukturmechanischen Prozessen héaufig
verwendete Methode der Finiten Elemente bietet die Moglichkeit bei

1Zitat aus der offiziellen Beschreibung auf der Internetseite des SFB/Transregio 73.
Nachzulesen unter www.tr-73.de
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der Konstruktion der unterschiedlichen Elementtypen auch theoretische
Rahmenbedingungen zu berticksichtigen. So ist es moglich eine struktur-
mechanische Beschreibung mit der zugehorigen Finite Element Entwick-
lung zu identifizieren. Hinsichtlich des Bauteils in Abbildung 1.1 bedeutet
dies, dass die zur Beschreibung der Ausformung der Nebenformen ver-
wendete vollstandige dreidimensionale Theorie mit Hilfe von klassischen
verschiebungsbasierten Volumenelementen abgebildet wird. In den Be-
reichen, in denen schalentheoretische Annahmen zutreffen, wird dagegen
auf volumenartige Schalenelemente zuriickgegriffen. Zu beachten ist an
dieser Stelle jedoch, dass aus der Konstruktionsweise dieses Elementtyps
zusétzlich eine Modifikation der diskreten Formulierung resultiert. Aus
mathematischer Sicht sind also Finite Elemente Methoden fiir die Art
von Problemstellungen zu untersuchen, in denen sich kontinuierliche und
diskrete Formulierung unterscheiden.

Im Rahmen der vorliegenden Dissertation werden zwei Beispiele be-
trachtet, die dieser Ausgangssituation entsprechen: Zum einen wird das
Konzept der selektiv reduzierten Integration diskutiert — vergleiche |26,
51, 52, 62|. Die Kernidee ist, dass ein Teil der zugrundeliegenden Ele-
mentformulierung durch die Verwendung einer Gaufs—Quadraturformel
mit nur einem Punkt absichtlich fehlerhaft integriert wird. Zum ande-
ren werden die zuvor erwiahnten volumenartigen Schalenelemente néaher
untersucht. Aufgrund der schalentheoretischen Grundlage ist dieser Ele-
menttyp stark durch numerische Instabilitéiten, die auch als Lockingeffek-
te bezeichnet werden, belastet. Die in [13, 14, 31, 82, 83, 85| beschriebene
Konstruktionsweise verwendet daher eine Vielzahl von Stabilisierungs-
techniken, die zu einer modifizierten diskreten Formulierung fiihren.

Das eingangs erwihnte Beispiel aus dem Bereich der Blechmassivum-
formung hat bereits verdeutlicht, dass sich die kombinierte Verwendung
von volumenartigen Schalenelementen und Volumenelementen positiv auf
den zu betreibenden Aufwand auswirkt und sich dieser dadurch deutlich
reduzieren lasst. Ein Indikator dafiir, in welchem Bereich welcher Ele-
menttyp eingesetzt wird, ldsst sich auf der Basis von a posteriori Feh-
lerschétzern bereitstellen. Diese geben zum einen den Fehler beziiglich
der Elementwahl hinsichtlich eines zielgerichteten Mafes wieder und lie-
fern zum anderen auch eine Auskunft iiber die Verteilung des Fehlers.

Das Konzept der Dimensionsadaptivitiat baut auf diesen Informationen



auf und realisiert im Rahmen von adaptiven Algorithmen eine automa-
tische, lokale Wahl des Elementtyps. Dieser Ansatz wird fiir gewShnlich
mit der Technik der klassischen Netzadaptivitiat kombiniert, bei der die
Feinheit der zugrundeliegenden Vernetzung ebenfalls basierend auf ei-
ner Fehlerschétzung modifiziert wird. Die gemeinsame, grundlegende In-
tention sowohl der Netzadaptivitdt, als auch der Dimensionsadaptivitét
als Beispiele fiir adaptive Finite Elemente Methoden im Allgemeinen, ist
durch die Pramisse charakterisiert, mittels minimalem numerischem Auf-
wand beziehungsweise durch einen geschickten Einsatz der vorhandenen,
limitierten Ressourcen ein bestmogliches Maf an Genauigkeit der berech-
neten Losung zu erzielen. Da entsprechende a posteriori Fehlerschitzer
die Grundlage fiir die Entwicklung adaptiver Algorithmen darstellen, ist
das iibergeordnete Ziel der Arbeit diese fiir die abweichende Ausgangssi-
tuation der modifizierten diskreten Formulierung bereitzustellen. Dabei
wird der Diskretisierungsfehler separat vom Fehler resultierend aus der
Wahl des Elementtyps betrachtet.

Die Herleitung eines zielorientierten a posteriori Fehlerschatzers fiir
den Diskretisierungsfehler, auf dessen Grundlage Indikatoren fiir eine lo-
kale Netzverfeinerung abgeleitet werden, ist demnach das erste Ziel der
vorliegenden Dissertation. Das in |7] und [11] eingefiihrte Konzept der
dual-gewichteten Residuen (DWR) stellt vor dem Hintergrund der Si-
mulation von Blechmassivumformprozessen eine geeignete Methodik dar,
da diese sowohl fiir lineare als auch nichtlineare Zielgrofen und Problem-
stellungen anwendbar ist. Andere, auch nicht zielorientierte a posteriori
Fehlertechniken im Bereich der Finite Elemente Methoden finden sich
beispielsweise in der Monographie [89, Kapitel 1]. Ein erstes Resultat
fiir eine DWR-Fehlerschiatzung bei modifizierten diskreten Formulierung
liefert bereits [11, Abschnitt 2.3|. Die dabei geforderte Konsistenzbedin-
gung an die diskrete Formulierung ist in der hier vorliegenden Situation
jedoch nicht erfiillt, sodass die préasentierte Herleitung das urspriingliche
Resultat verallgemeinert.

Der zweite Aspekt, den es zu untersuchen gilt, ist die lokal unter-
schiedliche Wahl der verschiedenen strukturmechanischen Theorien. Die
in 1, 15, 21, 87, 88] beschriebene Technik der Dimensionsadaptivitit wird
im Rahmen dieser Arbeit hinsichtlich des in [22] vorgestellten Konzepts
der Modelladaptivitdt betrachtet. Durch die Identifizierung der theore-
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tischen Ansétze mit den zugehorigen (modifizierten) diskreten Problem-
stellungen entspricht der Modellwechsel einem Wechsel der beschreiben-

den diskreten Formulierung.

Ein weiteres Ziel der vorliegenden Dissertation ist demnach die Herlei-
tung eines zielorientierten a posteriori Fehlerschétzers fiir den Modellfeh-
ler, anhand dessen eine lokal adaptive Wahl unterschiedlicher diskreter
Formulierungen erfolgen kann. Anders als in [22] dargestellt, agiert der
hier betrachtete Modellfehler auf diskreter Ebene, sodass auch von einer

diskreten Modelladaptivitit gesprochen werden kann.

Die Anwendung der hergeleiteten Fehlerschitzer erfolgt im Rahmen
von linear elastischen Problemstellungen, um so die Auswirkungen der
modifizierten diskreten Formulierung auf die DWR-Fehlerschétzung iso-
liert untersuchen zu kénnen. Fiir die Umsetzung wurde dabei auf die freie
Finite Elemente Bibliothek deal.II — Version 9.0 [5, 6] zuriickgegriffen.
Obwohl deal.Il bereits eine Vielzahl von Techniken bereitstellt, war eine
vollstéandige Implementierung des verwendeten volumenartigen Schalen-
elements notwendig. Dartiiber hinaus musste die Technik zur patchstruk-
turerhaltenden Verfeinerung und auch die Bestimmung der Interpolati-
onsbedingungen fiir hingende Knoten auf den Fall anisotroper Verfeine-

rung erweitert werden.

Der Aufbau der vorliegenden Arbeit ist wie folgt: Kapitel 2 beschéftigt
sich mit der Theorie der linearen Elastizitat. Im sich anschlieffenden Ka-
pitel 3 werden die unterschiedlichen, verwendeten FE-Diskretisierungen
eingefithrt. Das Hauptresultat der vorliegenden Arbeit ist das in Kapi-
tel 4 entwickelte allgemeine Konzept zur DWR-Fehlerschéatzung bei modi-
fizierten diskreten Formulierungen. Die Kapitel 5 und 6 fithren die in den
Kapiteln 2 bis 4 bereitgestellten Informationen zusammen und préasentie-
ren unterschiedliche Anwendungsbeispiele der hergeleiteten Fehlerschét-
zer fiir den Diskretisierungs- und Modellfehler. Dabei wird in Kapitel 5
zunachst die Verwendung der selektiv reduzierten Integration als ein re-
prasentatives Modellproblem fiir eine modifizierte diskrete Formulierun-
gen untersucht und anschliefend in Kapitel 6 die deutlich komplexere
Modifikation durch die volumenartigen Schalenelemente betrachtet. Die
Arbeit schliefst mit einer kurzen Zusammenfassung und anschliefsender
Diskussion der erzielten Ergebnisse in Kapitel 7.



Lineare Elastizitatstheorie

Kapitel 2 stellt die im Rahmen dieser Arbeit benotigten Resultate zur
linearen Elastizitdtstheorie zusammen. Dabei werden in Abschnitt 2.1
zundchst die funktionalanalytischen Grundlagen angegeben. Neben der
Einfiihrung der verwendeten Funktionenrdume und der Losungstheorie
linearer Variationsgleichungen, finden sich hier zudem einige Punkte zur
Theorie fiir Sattelpunktprobleme mit und ohne Strafterm.

Die grundlegenden strukturmechanischen Grofen der linearen Elastizi-
tat, das heilst Verschiebungen, Verzerrungen und Spannungen, und deren
wechselseitigen Abhéngigkeiten mittels kinematischer und konstitutiver
Beziehungen werden in Abschnitt 2.2 vorgestellt. Dariiber hinaus wer-
den die unterschiedlichen Formulierungen vom Drei-Feld-Prinzip nach
Hu-Washizu, iiber das Prinzip von Hellinger-Reissner bis hin zur rei-
nen Verschiebungsmethode angegeben, die im weiteren Verlauf der Ar-
beit zur Anwendung kommen. So dient das Drei-Feld-Prinzip nach Hu-
Washizu als Ausgangspunkt fiir die Entwicklung von Stabilisierungstech-
niken der volumenartigen Schalenelemente und ein Spezialfall des Prin-
zips von Hellinger-Reissner als Grundlage der selektiv reduzierten Inte-
gration. Dieser Spezialfall basiert auf der Wahl der Verschiebung und des
volumetrischen Anteils des Spannungstensors, représentiert durch den
mechanischen Druck, als eigensténdige Feldgrofen. Der in der Literatur
nicht standardmaéfig zu findende Nachweis der Existenz und Eindeutig-
keit der Losung des zugehorigen Sattelpunktproblems, insbesondere fiir
Gebiete mit nicht verschwindendem Neumann- und Dirichletrand, wird
ebenfalls ausfiihrlich diskutiert.

Finite Elemente Diskretisierung

Die in den Anwendungskapiteln benttigten unterschiedlichen Finite Ele-
mente Diskretisierungen werden in Kapitel 3 prasentiert. Dabei befasst
sich Abschnitt 3.1 zunéchst mit den klassischen Verschiebungselemen-
ten, die mittels stiickweise polynomialer Ansatzfunktionen konstruiert
werden. Dariiber hinaus werden die zugehorige diskrete Problemstellung
sowie a priori Abschitzung angegeben. Im folgenden Abschnitt 3.2 wird
die Technik der selektiv reduzierten Integration vorgestellt, die durch

die Verwendung unterschiedlicher Quadraturformeln fiir den volumetri-
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schen und deviatorischen Anteil eine modifizierte diskrete Formulierung
impliziert. Neben dieser praxisnahen Darstellung wird zudem eine aus
mathematischer Sicht konsistente Formulierung angegeben, die auf der
aquivalenten Verschiebung—Druck—Formulierung beruht und die selektiv
reduzierte Integration mittels eines diskreten Operators représentiert.

In Abschnitt 3.3 wird die Finite Elemente Diskretisierung mittels volu-
menartiger Schalenelemente eingefiihrt. Neben einer skizzenhaften Her-
leitung der Elementformulierung erfolgt die Definition der zugehédrigen
diskreten Bilinearform unter Beriicksichtigung der ebenfalls in diesem
Abschnitt diskutierten Techniken zur Vermeidung auftretender Locking-
effekte.

Zum Abschluss des Kapitels wird in Abschnitt 3.4 das Konzept der
hybriden Netze betrachtet, das die Grundlage fiir eine kombinierte Ver-
wendung von Verschiebungselementen und volumenartigen Schalenele-
menten innerhalb einer Triangulierung bietet. Neben dem entscheidenden
Punkt der Kopplung der beider Elementtypen, werden zudem mogliche

Losungsverfahren der resultierenden Gleichungssysteme angefiihrt.

Allgemeines Konzept

Die Entwicklung eines allgemeinen Konzepts fiir die DWR-Fehlerschét-
zung bei Problemstellungen mit modifizierter diskreter Formulierung ist
Gegenstand von Kapitel 4, wobei der Abschnitt 4.1 zunédchst zur Prézi-
sierung der Ausgangssituation dient. Dazu werden in einem ersten Schritt
in Abschnitt 4.1.1 die bereits bekannten Resultate aus |7], [11] und [74]
fiir die Identitdten des numerischen und des Diskretisierungsfehlers zu-
sammengefasst. Die Definition der modifizierten Formulierung wird in
Abschnitt 4.1.2 mittels einer diskreten Semilinearform, die richtungsdif-
ferenzierbar im ersten Argument beziiglich des kontinuierlichen Funk-
tionenraums ist, eingefiithrt. Abschliefsend erfolgt die Spezifizierung des
Modellbegriffs sowie die des Modellfehlers als die Differenz zweier Diskre-
tisierungsfehler in Abschnitt 4.1.3. Die Erweiterung der bekannten Feh-
leridentitét fiir den Diskretisierungsfehler auf die geédnderte Ausgangs-
situation wird in Abschnitt 4.2 vorgestellt. Der wesentliche Unterschied
sind drei Terme, die zusétzlich zu den erwarteten Residuen — primal, dual

und numerisch — die Darstellung komplettieren. Der primale und duale



Zusatzterm gewichtet mit kontinuierlichen Funktionen ist dabei als Kon-
sistenzfehler zwischen kontinuierlicher und diskreter Problemstellung zu
verstehen, wohingegen der dritte Term ein Mafs fiir die Verletzung der
Galerkinorthogonalitét ist. Als weitere Resultate werden die Beziehung
zwischen primalem und dualem Residuum sowie eine rein primale Fehle-
ridentitat hergeleitet.

In Abschnitt 4.3 liegt der Fokus auf der Betrachtung des Modellfeh-
lers. Hierzu wird eine weitere modifizierte diskrete Problemstellung, die
sich sowohl in der Semilinearform als auch in den zugrundeliegenden
diskreten Funktionenrdumen unterscheidet, eingefiihrt. Die hergeleitete
[dentitat liefert den Modellfehler als Differenz der jeweiligen Diskreti-
sierungsfehler. Neben der allgemein giiltigen Situation, werden entspre-
chende Fehleridentitédten fiir ausgewahlte Beziehungen der jeweiligen dis-
kreten Teilraume untereinander angeben. Hierbei spielen insbesondere
Teilraumbeziehungen eine Rolle, da diese einen mafsgeblichen Einfluss
auf die Stationaritat der Lagrangefunktionale haben.

Die den adaptiven Verfahren zugrundeliegenden Fehlerschitzer wer-
den in Abschnitt 4.4 mittels numerischer Approximation aus den zuvor
hergeleiteten Fehleridentititen gewonnen. Diese basiert zum einen auf
der Identifizierung und Vernachlidssigung von Termen héherer Ordnung
und zum anderen auf der Bestimmung guter Naherungen der analyti-
schen Grofsen. Hinsichtlich des zweiten Punktes werden einige mogliche
Techniken angegeben und kurz erldutert. Bei der Approximation der Mo-
dellfehleridentitét spielt die Identifizierung von Termen héherer Ordnung
eine entscheidende Rolle. Analog zu der Vorgehensweise in [22] ldsst sich
hier unter der Voraussetzung, dass das betrachtete Lagrangefunktional ei-
ne Stabilitdtsbedingung erfiillt — was beispielsweise bei vorhandener Lip-
schitzstetigkeit der zugehorigen Inversen der Fall ist — und der Spezialfall
identischer diskreter Teilrdume vorliegt, eine allgemeinere Aussage tref-
fen. In allen anderen Fallen ist die prazise Untersuchung der explizit

betrachteten Problemstellung notwendig.

Selektiv reduzierte Integration

Als erstes Anwendungsbeispiel wird das Modellproblem der selektiv redu-
zierten Integration in Kapitel 5 betrachtet. Die Untersuchungen starten
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in Abschnitt 5.1 mit der Anwendung des hergeleiteten Diskretisierungs-
fehlerschatzers auf ein Beispiel mit vorgegebener, glatter, analytischer
Losung. Bei zunédchst moderater Querkontraktionszahl v = 0.25 zeigt
sich, dass die hergeleiteten Zusatzterme nicht nur ein theoretisches Er-
gebnis sind, sondern die Beriicksichtigung fiir eine qualitativ gute Feh-
lerschétzung notwendig ist. Zur Bewertung wird hierbei auf den Effek-
tivitatsindex zurtlickgegriffen, der als das Verhéltnis von geschétztem zu
wahrem Fehler definiert ist. Beim Ubergang zu beinahe inkompressiblem
Materialverhalten verschlechtert sich die Qualitdt des Fehlerschétzers je-
doch zunehmend. Mittels der in Abschnitt 5.2 durchgefiihrten Untersu-
chung anhand der dquivalenten gemischten Formulierung lasst sich die
Ursache als ein Problem der numerischen Approximation der kontinu-
ierlichen Grofsen identifizieren. Die Anpassung der verwendeten Rekon-
struktionstechnik mit einer gesonderten Behandlung des volumetrischen
Anteils liefert einen modifizierten Fehlerschétzer, der auch im Falle bei-
nahe inkompressiblem Materialverhaltens Effektivitatsindizes liefert, die
gegen den Wert 1 streben. Wahrend aufgrund der Glattheit der zuvor
betrachteten Losung bereits mit uniformer Verfeinerung die zu erwarten-
den optimalen Konvergenzraten erzielt werden konnen, ist dies in dem
darauffolgenden Beispiel, basierend auf einer analytischen Losung mit
reduzierter Regularitiat, nicht mehr moglich. Stattdessen wird auf adap-
tive Verfeinerungstechniken zuriickgegriffen, fiir die die entsprechenden
Elementfehlerindikatoren aus dem modifizierten Fehlerschitzer abgelei-
tet werden. Mit Hilfe der Optimal-Mesh-Strategie nach Richter [76] wird
eine Folge von Triangulierungen erzeugt, beziiglich derer die Konvergenz-
rate erneut optimal ist. Auch die zugehorige Fehlerschétzung liefert sehr
gute Ergebnisse mit Effektivtitsindizes nahe dem Wert 1.

Abschnitt 5.3 befasst sich schlieflich mit der Anwendung des Modell-
fehlerschétzers. Dazu wird neben der Bilinearform resultierend aus der
Verwendung der selektiv reduzierten Integration die entsprechende Ver-
sion fiir bilineare Verschiebungselemente als zweites Modell betrachtet.
Dies fithrt auf den Spezialfall, in dem sich lediglich die Bilinearformen
unterscheiden, die zugrundeliegenden diskreten Funktionenrdume aber
identisch sind. Nachdem die benétigte Stabilitdtsbedingung unter zu-
sdtzlichen Voraussetzungen an die Zielgréfte nachgewiesenen und somit

die Vernachlédssigung von Termen hoherer Ordnung bei ausreichend fei-
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ner Startdiskretisierung zuléssig ist, wird ein kombinierter modell- und
netzadaptiver Algorithmus auf Basis der Fehlerreduktionsstrategie nach
Dorfler [35] und erneut der Optimal-Mesh-Verfeinerung auf das zuvor
betrachtete Beispiel angewendet. Hierzu erfolgt eine Anpassung der Si-
tuation dahingehend, dass inkompressibles Materialverhalten nur noch
in einen Teilbereich vorliegt. Die erhaltenden Ergebnisse zeigen auch in
diesem Fall eine optimale Reduktionsrate des Fehlers sowie eine sehr gu-
te Fehlerschatzung. Zudem wird der Bereich der Inkompressiblitat exakt
durch den Algorithmus identifiziert und ein notwendiger Modellwechsel
automatisch durchgefiihrt.

Volumenartige Schalenelemente

Die Anwendung der Fehlerschitzer auf die deutlich komplexere diskre-
te Problemstellung der volumenartigen Schalenelemente erfolgt in Kapi-
tel 6. Als erstes Beispiel dient analog zu Kapitel 5 die Betrachtung einer
Problemstellung mit vorgegebener, glatter analytischer Losung. Dabei
kristallisiert sich die Auswertung der zugrundeliegenden Bilinearform fiir
die Rekonstruktion héherer Ordnung als eine entscheidende Schwierig-
keit heraus, die nur durch eine angepasste abgeschwichte Version beho-
ben werden kann. Der daraus resultierende Informationsverlust bleibt in
den erhaltenen Resultaten jedoch nicht unbemerkt. Anstelle nahe dem
Wert 1 stabilisiert sich der Effektivitdtsindex um den Wert 0.88 bezie-
hungsweise 0.64 bei der Verwendung einer Ausgangstriangulierung mit
stark verzerrten Elementen. Die Anwendung adaptiver Techniken erfolgt
zunéchst ebenfalls an diesem Beispiel und liefert im Fall der unverzerr-
ten Ausgangstriangulierung einen leicht verminderten Fehler bei gleicher
Konvergenzrate. Auch die resultierende lokal adaptive Vernetzung zeigt
die erwarteten Verfeinerungen im Bereich der definierten Zielgrofe. Im
Anschluss wird eine Problemstellung basierend auf einer vorgegebenen
analytischen Losung mit reduzierter Regularitdt betrachtet. Analog zu
den FErgebnissen fiir das Beispiel mit glatter Losung ergeben sich opti-
male Reduktionsraten fiir den tatséchlichen und den geschétzten Fehler,
der Effektivitatsindex stabilisiert sich hingegen erneut nur um den Wert
0.65. Zudem lassen die resultierenden lokal verfeinerten Triangulierungen

auf eine nicht optimale Fehlerlokalisierung schliefsen.
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Kapitel 1. FEinleitung

In Abschnitt 6.2 wird abschlieffend die Modellfehlerschétzung zwischen
volumenartigen Schalenelementen und trilinearen Verschiebungselemen-
ten betrachtet. Neben der Herleitung des Modellfehlerschétzers fiir die
vorliegende Situation werden erste Ansétze fiir die numerische Auswer-
tung sowie mogliche Auswirkungen auf die Bestandteile der Fehlerschét-
zer durch die Verwendung hybrider Netze fiir eine lokal adaptive Vernet-
zung mit volumenartigen Schalenelementen und trilinearen Volumenele-
menten diskutiert.
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Kapitel 2.

Lineare Elastizitatstheorie

Im Rahmen dieses Kapitels, auf dessen Inhalt im weiteren Verlauf der
Arbeit stetig zuriickgegriffen wird, erfolgt eine mathematisch motivierte

Einfithrung in die Theorie der linearen Elastizitét.

Der Abschnitt 2.1 befasst sich zundchst mit dem notwendigen funk-
tionalanalytischen Hintergrund. In diesem Zuge werden Funktionenréu-
me eingefithrt und Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir elliptische
Randwertprobleme 2. Ordnung, sowie Resultate fiir die Theorie von Sat-
telpunktproblemen mit und ohne Strafterm angegeben. Auf die Nachwei-
se der jeweiligen Aussagen wird weitestgehend verzichtet und stattdessen
auf die entsprechende Literatur, wie beispielsweise die Biicher [2], [4], [26],

[41] oder [78], verwiesen.

Im sich anschliefsenden Abschnitt 2.2 liegt der Fokus auf den verschie-
denen variationellen Formulierungen der Theorie der linearen Elastizitat,
die aus der entsprechenden starken Formulierung abgeleitet werden. Ne-
ben den Darstellungen nach Hu-Washizu und Hellinger—Reissner, sowie
der reinen Verschiebungsmethode, wird zusétzlich der aus dem Hellinger—
Reissner Prinzip abgeleitete Spezialfall der Verschiebung—Druck Formu-
lierung diskutiert. Die Einfiihrung der drei zugrundeliegenden struktur-
mechanischen Grofen ( Verschiebung, Verzerrung und Spannung) und de-
ren kinematischen und konstitutiven Bezichungen erfolgt zu Beginn des
Abschnittes auf anschauliche Art und Weise. Eine entsprechende, strikt
mathematische Darstellung beziehungsweise Definition findet sich bei-
spielsweise in [33] oder [86]. Die Présentation der Ergebnisse orientiert
sich dabei im Wesentlichen an |26, Kapitel VI, §3]. Einige Resultate sind
auch in [80, Kapitel 25| zu finden. Abschliefend wird mit Blick auf die
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Kapitel 2. Lineare Elastizitatstheorie

Anwendungsbeispiele in Kapitel 5 das Konzept des ebenen Verzerrungs-

und des ebenen Spannungszustands erlautert.

2.1. Funktionalanalytische Grundlagen

Im Folgenden sei Q C RY, d € {2,3} immer ein beschriinktes Gebiet
mit stiickweiser Lipschitz—stetiger Parametrisierung des Randes 0€2 und
erfiille die Kegelbedingung — siehe [26, Kapitel I, §1 Abbildung 6].

Der Raum der Lebesgue-messbaren Funktionen zum Index 1 < p < oo
ist gegeben durch

LP(Q) = {gp: Q — RU{+o0} ' ¢ messbar, /|g0|pdx < oo}
Q

Dabei sind die Elemente von L als Reprisentanten von Aquivalenzklas-

sen beziiglich der Relation
e~ < p(r)=1(x) fiur fast alle z €

zu verstehen. Mit der zugehorigen Norm

l/p
lollzs = ( / \-\Pda:)
Q

sind die LP-Raume Banachrdume. Fiir p = co und mit

||®|| L = esssup| e(x)]
e

ist der Raum der essentiell beschrinkten Funktionen gegeben durch

L>(Q) = {cp: Q- RU{zxoo}

¢ messbar, [|¢||L~ < oo} .

Dabei werden auch hier die Elemente als Reprédsentanten der jeweiligen
Aquivalenzklassen hinsichtlich der Relation ~ verstanden.

Zur Abgrenzung zum skalaren Fall wird fiir die im Kontext dieser Ar-
beit hauptsichlich verwendeten vektor- und matrixwertigen Funktionen
der Bildbereich explizit angegeben. Fiir ¢ € N beschreibt L?(2, R?) somit
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2.1. Funktionalanalytische Grundlagen

den Raum der vektorwertigen und LP(Q, R™") den der matrixwertigen
Funktionen. In den zugehorigen Normen ist der Betrag |e| als entspre-

chende Vektor- beziehungsweise Matrixnorm zu verstehen.

Der LP-Raum zum Index p = 2 besitzt zudem eine zusétzliche Eigen-
schaft. Je nach Bildraum wird mittels des Skalarprodukts

6y ¥)y = / () (a) do

beziehungsweise

Z / oi(z)hi(z) dz oder (p, ¢ Z / i (2) (z

i,7=1

der Raum L? zu einem Hilbertraum. Die durch das Skalarprodukt indu-
zierte Norm ||pl/z2 = v/ (¢, ¢), stimmt mit der zuvor angegebenen fiir

p = 2 iiberein.

Da Funktionen aus L” nicht im klassischen Sinne differenzierbar sind,
wird eine abgeschwéchte Differenzierbarkeitseigenschaft benotigt. Fiir ein
¢ € LP(Q) und einen Multiindex o € N¢ bezeichnet * € LP(Q) die
schwache Ableitung von ¢, falls die Gleichung

(W7, @)y = (=1 (¢, 9°@), VP € D(Q) (2.1)

erfiillt ist. Dabei beschreibt D(2) den Raum der Testfunktionen, der alle
unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf (2 enthélt, deren Tréger
kompakt in €2 sind, das heifst

D(Q2) = {p € C(Q) | supp(p) C 2 kompakt} .

Die Definition des Sobolevraums WP fiir m € Ny erfolgt basierend auf
dieser Charakterisierung. Es ist

W™P(Q) = {p € LP(Q) |Va € N, |a| <m F* € LP(Q) mit (2.1)}.
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Kapitel 2. Lineare Elastizitatstheorie

Mit den zugehdrigen Normen

1/p
lpllwms = D 1|7, 1<p<oo
la|<m
beziehungsweise
[pllwrm.ee == ggﬁ“@b 11z
und ¢¥* = ¢ fir |a| = 0 sind die Sobolevraume fir 1 < p < oo und

m € Ny Banachriume. Wie auch L? an sich, ist W™? mit dem Skalar-
produkt

(1, P2)ypma = > (U5, ¢3)q

la|<m
dartiber hinaus ein Hilbertraum. Daher wird nachfolgend die Notation
H™(Q) = H™%(Q) :== W™2(Q) verwendet.
Fiir die Betrachtung von Randwertproblemen ist die Vorgabe von Funk-
tionswerten auf dem Rand des Gebietes €2 notwendig. Der nachfolgende
Satz gibt an, wie dies fiir Reprisentanten von Aquivalenzklassen beziig-

lich der zuvor angegebenen Relation ~ zu verstehen ist.

Satz 2.1. Sei das Gebiet 2 wie zu Beginn des Abschnittes vorausgesetzt
und p € [1,00). Dann existiert ein eindeutig bestimmter, stetiger und

linearer Operator

v WHP(Q) — LP(09),

der fiir ¢ € W'(Q) N C°(Q) mit der klassischen Einschrinkung/Aus-
wertung @ — @l,q tbereinstimmt. Dieser Operator heif$t Spuroperator.

Beweis. Siehe [37, Abschnitt 5.5, Theorem 1]. O

Mit Hilfe des Spuroperators lisst sich der Raum der H'-Funktionen mit

Nullrandbedingungen definieren durch

Hy(Q) = {0 e H'(Q) |v(p) =0}.

Eine weitere Konstruktionsweise, die unter den gegebenen Voraussetzun-

gen an das Gebiet 2 den selben Funktionenraum liefert, basiert auf der
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Vervollstandigung von D(S2) beziiglich der |/e||z1—Norm. Diese Vorge-
hensweise ist dahingehend vorteilhaft, da sie nicht zwingend die Lipschitz—
Stetigkeit des Randes voraussetzt.

Neben der Moglichkeit Bedingungen auf dem gesamten Rand 0f2 vor-
zugeben, erlaubt der Spuroperator dies auch auf entsprechenden Teil-
bereichen. Dazu sei eine disjunkte Zerlegung von 0f2 in offene Mengen
I'p, Iy € 0Q mit 00 =T, Uy und I'y NIy = 0 gegeben, bei der zumin-
dest T', immer ein echt positives (d — 1)-dimensionales Hausdorff-Maf
IT'p| > 0 besitzt. Gilt zudem |T'y| > 0, so existiere dartiber hinaus eine
C'-Parametrisierung des relativen Randes I';, N Ty bis auf endlich viele
Punkte. Fiir ein ug € L*(T'p) beschreibt

Hy o () = {9 € H'(Q) | 7(¢)lr, = uo}

den Raum der H'-Funktionen, die auf I'y, im Spursinn mit v iiberein-
stimmen. Dabei sind nur solche ug € L*(T'p) zuliissig, die sich zu einer
Funktion aus H"2(092) = v(H"'(2)) fortsetzen lassen. Im Falle homoge-
ner Randbedingungen, das heifst uy = 0, wird abkiirzend die Bezeichnung
Hp_ anstelle von Hp_ o verwendet.

Analog zu H;} besteht die Moglichkeit, auch den Raum H%D durch die
Vervollstandigung beziiglich der H'-Norm zu konstruieren, vergleiche |26,
Kapitel 11, Beispiel 3.3]. Die zugrunde liegende Menge ist hierbei

{p e C*(Q)NH'(Q) | ¢ verschwindet auf einer Umgebung von I'y, } .

Versehen mit dem H'-Skalarprodukt ist Hp (€2) ebenfalls ein Hilbert-
raum und liegt zwischen den Raumen HJ(Q2) und H'(Q).

Bemerkung 2.2. Der Raum H'Y?(002) kann auf unterschiedliche Art
und Weise definiert beziehungsweise konstruiert werden. Andere Méglich-
keiten finden sich zum Beispiel in [55, Abschnitte 1.4. & 5.3] sowie in
[41, Abschnitt 1.3.3]. Unter den hier vorausgesetzten Eigenschaften an

den Rand von Q) liefern alle Definitionen den selben Raum.

Im Folgenden wird die Losbarkeit von variationellen Gleichungen der
Form

alu,p) =1l(g) Vo€ H (2.2)
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Kapitel 2. Lineare Elastizitatstheorie

diskutiert. Dabeiist a: Hx H — R eine gegebene Bilinearform, [: H — R
ein lineares Funktional und H ein abstrakter Hilbertraum. Das Ziel ist
es, Aussagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit eines Elementes u € H
zu machen, dass die Gleichung (2.2) erfiillt. Fiir symmetrische, koerzi-
ve und stetige Bilinearformen a liefert der Riesz’sche Darstellungssatz
entsprechende Resultate.

Satz 2.3 (Riesz’scher Darstellungssatz im Hilbertraum). Es sei H ein
Hilbertraum und a: H x H — R eine symmetrische, koerzive und stetige
Bilinearform, das heif$t fiir alle 1, € H gilt

a(, ) = a(e, V) (Symmetrie),
3C >0: Cllpll4 < ale, ) (Koerzivitdt),
3C" > 0:  aly,p) < CNYlullella (Stetigkeit).

Weiterhin sei |: H — R ein stetiges, lineares Funktional auf H. Dann
gibt es genau ein Element u € H, das Gleichung (2.2) erfillt.

Beweis. Siehe [80, Theorem 6.4]. O

Bemerkung 2.4. Fine kanonische Wahl fiir die Bilinearform a ist das zu
H gehorige Skalarprodukt (e, e),,. Dieses ist symmetrisch und koerziv mit
C =1 aufgrund der induzierten Norm. Die Stetigkeit ergibt sich aus der
Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung ebenfalls mit C' = 1. Satz 2.3 besagt
dann, dass ein u € H existiert, sodass [(e) = (u, @), gilt. Das lineare

Funktional [ ldsst sich demnach mit einem Element aus H identifizieren.

Im Anschluss an die allgemeine Situation werden Bilinearformen be-
trachtet, die eine konkrete Struktur der Form a(, ¢) = (Lat)(y) auf-
weisen und somit durch einen Operator Ly: Hy_, (Q) — (H%D(Q))/
induziert sind. Das Bild Lav: Hp_ () — R eines beliebigen, aber fest
gewihlten Elementes ¢ € H}\
tional, das tiber die Anwendung auf ein beliebiges Element aus Hy_ ()
durch

b (§2) beschreibt hierbei ein lineares Funk-

(Lav)(p) = / (A() V(@) Vop(a) dz Vi € H}: ()

Q

definiert ist. Erfiillt die Abbildung A € L> (€, R**?) mit = — A(z) und
Ax) = (ay ($>)j,j:1 zudem eine gleichméfige untere Abschitzung der
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2.1. Funktionalanalytische Grundlagen

Form

§TA(2) € > al¢* VEER, (2.3)

fiir fast alle x € ©Q und a > 0, so garantiert der nachfolgende Satz die
Existenz einer eindeutigen Losung der Gleichung (2.2).

Satz 2.5 (Existenz fiir einen elliptischen Operator). Es sei Q C R? wie
zu Beginn des Abschnitts angegeben, [: H%D(Q) — R ein lineares Funk-
tional auf Hp (Q) und uy € L*(Ty) so, dass Hp_ . (Q) # 0. Weiter
erfiille A € L* (Q,RdXd) die Elliptizitdtsbedingung (2.3) und sei punkt-
weise symmetrisch. Dann existiert ein eindeutiges u € HE (), das die

Gleichung
a(u,¢) =1U(p) Vo€ Hy (Q)

erfillt. Dabei ist a die durch L induzierte Bilinearform.

Der Beweis des Satzes beruht unter anderem auf der folgenden Aussage.

Satz 2.6 (Poincaré-Ungleichung). Es sei Q wie zuvor und V. C H'(2)
eine geeignete Teilmenge. Dann ezistiert eine Konstante Cp = Cp (2, V),

sodass
lellmve) < Coll Vel oy Vo eV

Die Menge V. C H'(Q) sei dabei so gewdhlt, dass eine der folgenden drei
Bedingungen erfiillt ist:

1. ¢ =0 auf 09,
2. ngoda: =0,

3. Fiir ¥ C 092 mit nichtverschwindenem (d — 1)-dimensionalem Maf
gilt: [, odx=0.

Beweis. Siehe [80, Theorem 4.22]. O

Bemerkung 2.7. Die Poincaré-Ungleichung gilt ebenso fiir beliebiges
p € [1,00) sowie fir vektor- oder matrizwertige Funktionen mit den ent-
sprechenden Normen.
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Beweis von Satz 2.5. Im Wesentlichen erfolgt der Nachweis der Voraus-
setzungen des Riesz’schen Darstellungssatzes fiir eine entsprechend um-
geformte Variationsgleichung. Eine detaillierte Ausfithrung ist im An-
hang A.1 zu finden. O]

Neben den zuvor betrachteten variationellen Problemstellungen basie-
rend auf Variationsgleichungen spielen auch Sattelpunktprobleme bezie-
hungsweise Sattelpunktprobleme mit Strafterm eine entscheidende Rolle.
Dies ist insbesondere bei gemischten Problemformulierungen der Fall. Da-
her erfolgt an dieser Stelle eine Zusammenstellung entscheidender Resul-
tate hinsichtlich Existenz und Eindeutigkeit einer Losung. Als Grundlage
fiir die Darstellung dient dabei [26, Kapitel III, §4-5].

Es seien M ein weiterer Hilbertraum, b: H x M — R eine zuséatzliche
Bilinearform und g: M — R ein lineares Funktional auf M. Dann ist ein

Sattelpunktproblem gegeben durch:

Problemstellung 2.1. Finde (u,p) € H X M, sodass gilt:

a(u, p) +b(p,p) = U(p) Vo € H,
b(u, §) = g(¢) VE € M.

Fiir eine Aussage iiber die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von

Problem 2.1 sind Voraussetzungen an die Bilinearformen a und b nétig.

Satz 2.8 (Brezzis Splitting Theorem). Es existiert genau dann eine ein-
deutige Losung (u,p) € H x M wvon Problem 2.1, wenn folgende zwei
Bedingungen erfillt sind:

1. Die Bilinearform a erfillt
Cllolly <alp,p)  VoeV

mitV ={p € H | b(p,&) =0V, € M}. Das heifit a ist koerziv auf
dem Unterraum V C H.

2. Fir die Bilinearform b existiert eine Konstante Cig > 0, sodass gilt

by, &)

inf sup ————— > Cig.
¢eM pen [l mll€la
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Die Bedingung 2. ist auch unter dem Namen inf-sup-Bedingung be-
ziehungsweise LadyZenskaya-Babuska-Brezzi-, kurz LBB-Bedingung, be-
kannt.

Beweis. Siehe [26, Kapitel I1I, Theorem 4.3]. ]

Fiir ein Sattelpunktproblem mit Strafterm sei zusétzlich die Bilinearform
c: M x M — R gegeben. Die zugehorige Problemstellung lautet:

Problemstellung 2.2. Firs € R, s > 0 finde (us,ps) € H x M, sodass
qilt:

aus, p) + (¢, ps) = 1(y) Vo € H,
b(us, &) — s*c(ps, £) = g(§) VE € M.

Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Problems 2.2 und insbe-
sondere eine Aussage iiber die Abhéngigkeit der Losung vom Parameter s
ist Inhalt des néachsten Satzes.

Satz 2.9. Es existiert genau dann eine eindeutige Losung (us,ps) €
H x M, wenn die Bilinearformen a und b die Bedingungen aus Satz 2.8
erfillen, die Bilinearform c stetig ist und zudem a(p,p) > 0 fir alle
v € H und c(§,&) >0 fir alle £ € M gilt.

Ferner sind die Losungen (us,ps) gleichmdfig beschrankt in s fir alle
0<s<1.

Beweis. Siehe [26, Kapitel III, Satz 4.11]. O

2.2. Verschiedene Formulierungen der

linearen Elastizitat

Das in Abschnitt 2.1 eingefiihrte Gebiet €2 beschreibe fiir die nachfol-
genden Uberlegungen einen Festkorper im R?, durch dessen unbelastete
Ausgangslage die Referenzkonfiguration {2g definiert ist. Der aus dem
Einwirken von &ufseren Kréften auf diesen Korper resultierende defor-
mierte Zustand, beschreibt die Momentankonfiguration 2. Anhand der

Differenz zwischen dem urspriinglichen Materialpunkt X € Qg und dem
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Kapitel 2. Lineare Elastizitatstheorie

deformierten Punkt = € Q erfolgt die Definition der Verschiebung. Das
heifit, es existiert eine Abbildung u: Qr — R3?, sodass fiir jedes X € Qg
und dem zugehérigen x € Q gilt: © = 2(X) = X+u(X). Fiir die Deforma-
tion des Korpers ist jedoch die absolute Verschiebung nicht die entschei-
dende Grofe, da durch eine reine Translation der Kérper zwar von einer
Position zu einer anderen bewegt wird, sich aber nicht deformiert. Aus-
sagekraftiger ist in welchem Verhiltnis sich benachbarte Materialpunkte
zueinander bewegen. Ein Maf dafiir ist der Verzerrungstensor e. Dieser
ist ebenfalls eine Abbildung e: Qg — R2*3. Dabei bezeichnet R3*% die
Menge der symmetrischen Matrizen der Dimension 3 x 3. Die kinemati-
sche Beziehung zwischen der Verschiebung und der dadurch verursachten
Verzerrung ist im Fall der linearen Elastizitat gegeben durch

e=Du=—(Vu+Vu').

N | —

Insbesondere wird hierbei vorausgesetzt, dass sowohl die Verschiebung
an sich, als auch die daraus resultierenden Verzerrungen sehr klein sind.

Fiir den deformierten Kérper wird analog zur unbelasteten Ausgangs-
lage ein Gleichgewichtszustand vorausgesetzt. Nach dem zentralen Axiom
der Mechanik (siche beispielsweise |26, Kapitel VI, Axiom 1.2]) ist die-
ser erreicht, wenn sich alle vorhandenen Kréfte des betrachteten Systems
zu Null addieren. Die aus der dufseren Belastung resultierenden Kraf-
te miissen demnach durch entsprechende Kréfte im Inneren des Korpers
eliminiert werden. Der Satz von Cauchy (vergleiche zum Beispiel |26, Ka-
pitel VI, Satz 1.3]) sichert die Existenz eines symmetrischen Tensors o,
sodass die aus diesem Tensor abgeleiteten inneren Kréafte den gewiinsch-

ten Gleichgewichtszustand erzeugen. Der Tensor o wird als Cauchyscher

3x3
sym>’

also analog zu den Verzerrungen ein Tensor zweiter Stufe. Die Verkniip-

Spannungstensor bezeichnet und ist eine Abbildung von 2 nach R

fung zwischen Spannungen und Verzerrungen liefern die konstitutiven
Gleichungen, auch Materialgesetze genannt. Fiir linear elastisches, iso-
tropes Materialverhalten ldsst sich diese Beziehung durch die zweifache
Uberschiebung des Elastizititstensors vierter Stufe C mit dem Verzer-
rungstensor zweiter Stufe ¢ realisieren, das heift

c=C:e.
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2.2. Verschiedene Formulierungen der linearen Elastizitat

Weiter gilt fiir den Elastizitatstensor die Zerlegung

C=C,+Cg

1
CMZQﬂ(H—gl(@l) und Cg = KI®|I.

Dabei beschreibt I den Einheitstensor vierter Stufe, | den Einheitsten-
sor zweiter Stufe, ® das dyadische Produkt, y den Schub- und K den
Kompressionsmodul. Die inverse Beziehung zwischen Spannungen und
Verzerrungen ist mit Hilfe des Nachgicbigkeitstensors A = C™! definiert.
Es gilt ¢ = A : 0 mit

1 1 1
A=—(I--1®I —I®I
2,u( 3®>+9K®

Bemerkung 2.10. Es sei an dieser Stelle daraufhin gewiesen, dass der
Cauchysche Spannungstensor anders als die Verschiebung und die Ver-
zerrung beziiglich des deformierten Korpers ) statt der Ausgangskonfi-
guration Qg definiert ist. Mit Hilfe sogenannter Push—Forward- bezie-
hungsweise Pull-Back—Operationen — vergleiche [63, Abschnitte 1.2 &
1.3] — ist es maoglich, alle vorhandenen Groffen beziglich einer einzigen
Konfiguration anzugeben. Im Bereich der Strukturmechanik wird hier ib-
licherweise die Referenzkonfiguration gewdhlt. Die entscheidende Grifle
fiir diese Operationen ist der Gradient der Deformation. Aufgrund der
vorausgesetzten kleinen Verzerrungen, das heif$t ||Vul|| < diam(2), gilt

Vxax(X)=1+Vxu(X)~1 und det(Vxz(X))=~1,

sodass der Unterschied zwischen den jeweiligen Grifsen beziiglich der de-
formierten und der Ausgangskonfiguration vernachlissigbar ist. Daher
werden fir die weiteren Ausfihrungen stellvertretend die Bezeichnungen
x und ) gewdhlt.

Auf der Basis der zuvor eingefiihrten Gréfsen und Notationen lésst sich

der kinematisch zuldssige und der statisch zuldssige Zustand definieren.
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Kapitel 2. Lineare Elastizitatstheorie

Definition 2.1. Ein Tripel {u,e,c} mit

ue CHQR)NC(QUTL,RY) N L*Q,RY),
e C(QLRII) N LA (QREY)

sym sym

und

ce CHQRII)NC(QUDRYP) N L (RS,

sym sym sym

heifst kinematisch zuldssig, falls gilt:

e(z) = Du(x) Vo € Q, (2.4)
o(x) =C(z):e(x) Vo €, (2.5)
u(x) = uo(z) Vo e Ty, (2.6)

—div(o(x)) = f(x) Vo e Q, (2.7)
e(z) = Ax) :o(x) Vo € (), (2.8)
o(z)n(x) = fy(x) Vo e Iy, (2.9)

Dabei werden mit den Funktionen f € C(,R3) N L*(Q,R3) eine Volu-
menkraftdichte, mit fy € C(Tx,R®) N L*(T'y,R3) eine Oberflichenkraft-
dichte und mit ug € C(T'p, R3)NL?(T, R3) eine Randverschiebung vorge-
geben. Fir x € T'y beschreibt n(x) den dufleren Einheitsnormalenvektor

an dieser Stelle.
Die Aufgabenstellung der linearen Elastizitat ergibt sich schlieklich zu:

Problemstellung 2.3. Finde ein Tripel {u,e,0}, das sowohl kinema-
tisch als auch statisch zuldssig ist.

Fiir die Betrachtung der unterschiedlichen variationellen Formulierun-
gen werden neben den Kerngrofen u, ¢ und o als Mastervariablen so-
genannte Slavevariablen eingefiihrt, die sich aus den Gleichungen (2.4),
(2.5) und (2.8) ableiten — vergleiche hierzu auch Abbildung 2.1. Ausge-
hend vom Kriftegleichgewicht im Gebiet — Gleichung (2.7) — und auf
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2.2. Verschiedene Formulierungen der linearen Elastizitat

D - : C N :
(7 * Eu | o Ou |
fg)<cufﬁ)7'dl‘70 f&z((rufd:)wdr:()
C N :
]Q (uw —€o)Tdz =0 I > : O¢ : ]Q (0w —0)wdzr =0
Jo(eo —g)Tdz =0 Jo (6e —o)wdz =0
Ut
v Eo 14 o
[JMaster | Slave — pktw. f.ii. variationell

Abbildung 2.1.: Ubersicht der potentiellen Mastervariablen und den dar-
aus resultierende Slavevariablen.

dem Neumannrand — Gleichung (2.9) — ergibt sich durch die Multiplika-
tion mit energiekonjugierten Verschiebungsgrofsen, der Integration iiber
des jeweilige Gebiet, die Anwendung der partiellen Integrationsregel, die
Addition beider Resultate und das abschlieende Einbeziehen der in Ab-
bildung 2.1 dargestellten Abhéngigkeiten zwischen Master- und Slaveva-
riablen die Gleichung

0= / (ew —€):T+(0: — 0):wto:e,— fo da:—/ (on)pdr— [ fypdz.
Q I'p I'n

Die so entwickelte schwache Formulierung erlaubt eine Anpassung der

Anforderungen an die Funktionenrdume dahingehend, dass alle starken

Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsvoraussetzungen aus Definition 2.1

vernachlissigbar sind beziehungsweise im Falle der Verschiebung u durch

die Eigenschaft der schwachen Differenzierbarkeit ersetzt werden kénnen.

Es ist demnach ausreichend zu fordern, dass

we H'(QRY),  eceL*(QRYD),  oe L} (QRY),
fe X (R,  fye L*(Iy,R?), up € L*(T'p, R?) .
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Kapitel 2. Lineare Elastizitatstheorie

Werden dariiber hinaus die Verschiebungsrandbedingungen auf I';, in den

Funktionenraum integriert, so ist u € H} Q,R3). Dies impliziert ins-

besondere ¢ € Hp_(Q,R?) und somit

/ (on)pdx =0,
I'p

wobei die angegebenen Randintegrale im Spursinne zu verstehen sind.

.o

Die zur schwachen Formulierung gehoérende Problemstellung ist in der
Literatur auch als Drei-Feld-Problem nach dem Hu—-Washizu—Prinzip
bekannt, vergleiche [90].

Problemstellung 2.4 (Hu-Washizu—Prinzip). Gesucht ist ein Tripel
S ={ue,0} mitue H , (QR?) unde,o € L*(QR3), sodass die
Gleichung
Mgw(9) (") = / (u—€):TH+ (0. —0):w+o:e,dr
Q (2.10)
—/fgodm— fnpdr =0
Q I'n

fiir jedes Tripel S" = (p,w, T) mit p € H%D(Q,R:s) undw, T € L? (Q,Ri;ﬁ)
erfillt ist.

Eine Aussage iiber die Existenz und Eindeutigkeit eines solchen Tripels S
basiert auf der in Abschnitt 2.1 behandelten Theorie der Sattelpunktpro-
bleme.

Satz 2.11. Der FElastizitatstensor C sei symmetrisch, komponentenweise
essentiell beschrdankt und positiv definit, das heifSt

Cijkl(x) = Cklz’j<37> = (Cjilk(ﬂﬂ) Vo e 97 Vi7j7 ke {17 273}7
(Cijk:l € LOO(Q) Vi7j7 k7l € {1a273}7
Ja >0 mit 7:C:7 > al|7|Rsxs vr e RS

Dann besitzt Problemstellung 2./ eine eindeutige Lisung.

Fiir den Beweis wird eine Aussage dariiber benétigt, inwieweit der Gra-
dient einer Funktion durch den symmetrischen Gradienten kontrolliert

wird. Eine Antwort darauf liefert die Korn’sche-Ungleichung.
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2.2. Verschiedene Formulierungen der linearen Elastizitat

Satz 2.12 (Korn’sche Ungleichung). Es sei Q@ C R? ein beschrinktes
Gebiet mit Lipschitz-Rand und I'y, C 0X2 eine offene Teilmenge mit posi-
tivem 2-dimensionalen Maf$. Dann existiert eine Konstante Cx € R mit

Ck = Cx(Q,Ty) > 0, sodass fir alle ¢ € H_(Q,R?) gilt:

/ Dy :Dypdr > CK”VQOH%Q(Q’]R(SXS)-
Q

Beweis. Siehe [26, Kapitel VI, Satz 3.3] oder [80, Korollar 25.6]. O

Beweis von Satz 2.11. Fiir den Beweis wird Problemstellung 2.4 in ein
Sattelpunktproblem {tberfiihrt und die Voraussetzungen von Satz 2.8

nachgewiesen. Die Details sind im Anhang A.2 ausgefiihrt. O

Bemerkung 2.13. Die Voraussetzung C;ji € L*(Q2), 1,7, k, 1 € {1,2,3}
ist insbesondere dann erfillt, wenn pu, K € LZ(Q2) mit

LZ(Q2) ={C € L>™(Q) | {(x) > 0 fiir fast alle x € Q}.

Ausgehend vom Drei-Feld—Prinzip von Hu-Washizu lassen sich durch
die Einschriankung auf ausgewéhlte Mastervariablen weitere Problemstel-
lungen ableiten. So liefert beispielsweise das Eliminieren der Verzerrun-
gen aus der Gruppe der Mastervariablen und die Forderung nach der
variationellen Gleichheit der durch die Verschiebungen und Spannungen
induzierten Slavevariablen ¢, und ¢, das Prinzip von Hellinger—Reissner,
vergleiche [49] und [75].

Problemstellung 2.5 (Hellinger—Reissner). Finde ein Paar S = {u, o0}
mit w € HE . (Q,R3) und o € L? (Q,R?’X?’), sodass die Gleichung

D,U0 sym

ogr(S) (9) = /Q (u—€0): T+ 0o 6,dx

(2.11)

- [ fodo [ fepde=0
0 I'x

fir alle Paare S = {¢,7} mit ¢ € HE (Q,R?) und 7 € L*(Q,R3*3)

sym
erfillt ist.

Die eindeutige Losbarkeit 1asst sich auch hier iiber die Identifizierung mit

einem Sattelpunktproblem zeigen.
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Satz 2.14. Der Nachgiebigkeitstensor A sei symmetrisch, komponenten-
weise beschrdankt und positiv definit, das heifst er erfille die gleichen Be-
dingungen wie der FElastizititstensor C in Satz 2.11. Dann besitzt Pro-
blemstellung 2.5 eine eindeutige Losung.

Beweis. Siehe Anhang A.3. O

Durch die Reduzierung des Satzes der Mastervariablen allein auf die
Verschiebung u, ergibt sich die sogenannte reine Verschiebungsmetho-
de. Dabei werden die statischen Kréftegleichgewichte in den Gleichun-
gen (2.7) und (2.9) beziiglich der zugehorigen Slavevariablen o, = C:Du
definiert und fiir die schwache Form mit der ebenfalls induzierten Slave-

variablen ¢, = Du als energiekonjugierte Verzerrung multipliziert.

Problemstellung 2.6 (Reine Verschiebungsmethode). Gesucht ist ein
uwe Hp . (QR?), sodass die Gleichung

STy () = |

Oy Epdr — / fodr — frxpdr =0 (2.12)
Q Q

I'n

fiir alle € Hy_ (Q,R?) erfillt ist.

O, R3) liefert
der Satz 2.5 fiir den Fall, dass die Voraussetzungen von Satz 2.11 erfiillt

Die Existenz und Eindeutigkeit eines solchen u € H%Dm(

sind. Die Stetigkeit der Bilinearform
a: HE (Q,R?) x HE (Q,R’) = R,

a(u, @) ::/Qauzecpdx:/Q(C:Du):Dgodx

ergibt sich aus der essentiellen Beschranktheit der einzelnen Komponen-
ten von C und der Stetigkeit des Skalarprodukts auf L? (Q,Ri’;ﬁ) Die
Elliptizitat von a folgt aus der positiven Definitheit von C und aus der
Korn’schen sowie der Poincaré-Ungleichung.

Als letzte schwache Formulierung wird eine besondere Variante des
Prinzips von Hellinger-Reissner aus Problemstellung 2.5 betrachtet, die
auf der Aufspaltung eines symmetrischen Tensors zweiter Stufe 7 in sei-

dev

nen deviatorischen 79 und seinen volumetrischen 7¥°' Anteil beruht. Die
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u DD ¢ aevi C 1 dev:
Eu 0w
____________ + o
4 | Oup |
N : C . A
1 VOI 1 1 VOl 1
—_—
P Cu Tu
./‘Q (E;j'ol o S’\u'ol) Tvol dr =0 I[’SZ (O.Xol o O.;J/ol) w\'ol dr =0
. ~vol | A . vol | —|
P — —
S Tp b
[JMaster . Slave — pktw. f.ii. variationell

Abbildung 2.2.: Aus den Mastervariablen u und p resultierende Slaveva-
riablen und die entsprechenden Verkniipfungen.

benétigte Zerlegung lisst sich durch die zweifache Uberschiebung mit den

Tensoren vierter Stufe

1 1
}D)::I[—§I®I und K::§I®I

bestimmen, die bereits bei der Definition des Elastizitatstensors C und
des Nachgiebigkeitstensors A verwendet wurden. Der deviatorische Teil
beschreibt dabei volumenerhaltende Deformationen, wohingegen der vo-
lumetrische Anteil die reinen Volumenédnderung angibt. Im Zuge einer
entsprechenden Zerlegung des Spannungstensors o lasst sich der volume-
trische Anteil auch mit Hilfe einer weiteren physikalischen Grofse, dem
sogenannten mechanischen Druck p, identifizieren. Dieser ist iiber den
negativen Mittelwert der Hauptdiagonalelemente des Spannungstensors
definiert. Es gilt

1 1
vol .__ R R —
o .—K.a—§(|®|).a—§é oy 1 = —pl.

Wird nun die Spannung ¢ im Prinzip von Hellinger—Reissner als Master-

variable durch den volumetrischen Anteil, beschrieben durch den mecha-
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Kapitel 2. Lineare Elastizitatstheorie

nischen Druck p, ersetzt, so ergeben sich die in Abbildung 2.2 dargestell-
ten Slavevariablen mit den zugehorigen Beziehungen. Das statische Kraf-
tegleichgewicht im Gebiet und am Neumannrand wird in diesem Kontext
beziiglich des zusammengesetzten Spannungstensors

. dev vol __ _dev
Oup =0, +0, =0, pl

gefordert. Dariiber hinaus sind die volumetrischen Verzerrungen resultie-

vol
u

vol
p

dung zu setzen. Aufgrund der Symmetrie von K und der Orthogonalitét

rend aus den Spannungen €7 und aus den Verschiebungen £ in Verbin-

von D und K gilt die Beziehung
e ir=K:e):(D:7+7) =e: (K:D:7) + & : 7 =" 7%

sodass eine Einschrankung auf die Gleichheit beziiglich des volumetri-
schen Anteils der Spannungsvariation ausreichend ist. Mit analoger Ar-
gumentation gilt dies ebenfalls fiir den deviatorischen Anteil. Hieraus
resultiert schlussendlich eine Darstellung basierend auf dem Prinzip von
Hellinger-Reissner beziiglich der Mastervariablen u und p, die sogenannte
Verschiebung—Druck—Formulierung.

Problemstellung 2.7 (Verschiebung-Druck-Formulierung). Finde ein
Paar S = {u,p} mit u € H}_, (,R?) und p € L*(Q), sodass die Glei-
chung

D:u0<

TR (S) (S) = / (v =) i 7 + oy e da

. (2.13)

—/fgpd:v— fxpdr =0
Q I'n

fiir alle Paare S" = {@,&} mit o € Hy_ (Q,R?) und & € L*(Q) erfillt ist.

Die Variation von Gleichung (2.13) beziiglich der einzelnen Komponen-
ten fithrt auf ein Sattelpunktproblem mit Strafterm. Die Existenz einer
eindeutigen Losung garantiert dann Satz 2.9.

Satz 2.15. Es seien der Elastizitdts- und der Nachgiebigkeitstensor sym-
metrisch, komponentenweise essentiell beschrankt und positiv definit. Dann
qgilt:
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(1) Ist Ty = 02, so besitzt Problemstellung 2.7 eine eindeutige Lisung
(u,p) € HY}(Q,R?) x LE(Q) mit

[2(Q) = {5 e L2(Q) ‘ /dia; - o} .

(11) Ist 0 < |I'p|, |Tx| < |09, so besitzt Problemstellung 2.7 eine ein-
deutige Losung (u,p) € Hp_ (2, R?) x L*(Q).

Beweis. Zu (i): Das resultierende Sattelpunktproblem entspricht im We-
sentlichen dem Stokes—Problem, sodass auf die entsprechende Standard-
argumentation zuriickgegriffen werden kann. Details hierzu finden sich
im Anhang A .4.

Zu (ii): Es sei zunéchst auf einige einfach nachzurechnenden Eigen-
schaften hingewiesen, die in den weiteren Uberlegungen zur Anwendung

kommen:
1. Cu:2u(]l—%|®l):2,u]D)undCK:KI®|:3KK,
2. A, = iﬂ) und Ay = :%KK,
3. fiir 7 € R¥3ist 7:1 =37 7 und Dy : | = div(gp),
4. D:D=Dund K: K =K,
5. D:C=C,, K:C=Crund D: A=A, K:A=Ag.

Zur Identifikation der Problemstellung 2.7 mit der Situation von Satz 2.9

werden die Bilinearformen

Q
b: Hx M — R, b, p) = / 8:;01 : O,;)/ol dz,
Q
T
Q

mit H = Hp_ (,R?) und M = L*(Q) definiert. Fiir die Anwendbarkeit
von Satz 2.9 sind die Stetigkeit von a, b und ¢, die Elliptizitat von a, die
inf-sup-Bedingung fiir b und die Positivitat von ¢ nachzuweisen.
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Die Stetigkeit der Bilinearform a ergibt sich anhand der Ungleichung

alu, ) = / oldev. &?iev dr = / (D:C:Du): &?gev dx
Q Q

= [ Du) st e < 2l [ el
Q Q

< 2| all s l1€5 Nl o mox) €6 | e rxs)

< Cllullzllella-

Weiter gilt fiir die Bilinearform b

b(p,p) = / 5;"1 : 0;"1 dr = / (K: D) : (—pl) dz
Q Q

= /Q %div@p) I:(=pl) dox = / div(y) (—p) dz

Q
< |[div(@) |l 2ol =pllxe) < llellallplla

und schlieflich fir ¢

c(p,§) = / EZV)OI : agc’ldx = / (AIU;OI) ZU%’OldiU = /pg(A: 1) : ldz
Q Q Q
1 _
= [ septds <IE o €]
Q
Fiir die Elliptizitat der Bilinearform a auf dem Teilraum
Vi={peH|bp & =0VEecM}CH

sei zunéchst darauf hingewiesen, dass fiir ¢ € V' C H die Divergenz in
M ist. Also gilt insbesondere fiir £ = —1/3div(p) die Gleichung

1
0=0b(p, —Y3div(p)) = / 5;01 ; (§ div(y) I> dr = /95:,01 ; 5:,01 dx

Q
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2.2. Verschiedene Formulierungen der linearen Elastizitat

und unter Verwendung der Poincaré— und der Korn’schen-Ungleichung

liefert die untere Abschatzung
alp, ) = /Q (Cu:ey): giev dx > (eiseglfﬂ(x)) /Qeiev : siev dx
- (eiseglfﬂ<$)> /Q eSV s e re da
- <esxsei§121fﬂ(;p)> ||€<P||i2(Q,R3X3)
> (essintulo) ) GieCilel
ze

die Elliptizitat der Bilinearform a auf dem Raum V. Weiter ist die Bili-

nearform ¢ positiv, denn es ist

1 e
c(p, p) :/ﬂgppdw > (eiseglff( 1(96)) Ipll3, > 0.

Es bleibt die inf-sup-Bedingung fiir b zu zeigen. Im Gegensatz zu den
Nachweisen fiir die Problemstellungen 2.4 und 2.5 gestaltet sich das Auf-
finden eines Elementes, durch das das Supremum {iber alle Elemente aus
dem Raum H nach unten abgeschétzt werden kann, deutlich schwieriger,
da zu gegebenem p € M ein ¢ € H mit —div(¢)) = pund ||[¢]|lg < C||p||m
benotigt wird. Liegt dieses v fiir jedes p € M vor, so wird die inf-sup—
Bedingung impliziert durch

b(e,p) _ b(,p)  Jodiv(e) (=p) dz |Ipll3,

sup > =

eerr llelr = llvlle e Wl

1
> SlIpllar

Die Existenz eines solchen ¢ € H lasst sich mit [40, Theorem 3.2| nach-
weisen. Dieses besagt, dass zu jeder Funktion w € Hr, o(div, Q, R?) mit
Hr, o(div, Q,R3) = {w € H(div,Q,R?) | y,(w) = 0 auf I',} zwei Funk-
tionen wy, wy € H = Hp_ (Q,R?) existieren, mit w = rot(wy) + ws,

w1 ||z < Cllw| maivorsy wnd  ||wa|lg < Cllwl] maiv,o,rs)-

Dabei ist H(div,Q,R?) = {w e L*(Q,R?) | div(w) € L*(Q)} mit der
1/2
Norm ||| gaiv.0,r3) = (HOH%Q(QR;;) + ||diV(0)H2L2(Q)) , der Operator rot
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die Rotation eines Vektorfeldes und C' > 0 als generische Konstante
zu verstehen. Fiir Elemente w € H(div,,R?) ist die Normalenspur
Yo(w) € H™Y?(0Q,R?) iiber die Anwendung auf Elemente mit Spur in
H'2(09, R?) basierend auf der dualen Paarung (e, @) 1, auf H~/2x H"/?
definiert durch

(Y (W), V) 12 = / wVvdr + / div(w)vdr Vv e HY(Q).
Q Q
Ausgehend von diesen Voriiberlegungen hat sich die Aufgabenstellung
dahingehend geéndert, dass nun ein w € Hr, o(div,Q, R?) gesucht ist,
das die Gleichung — div(w) = p erfiillt. Ist ein solches w gefunden, so
entspricht die Funktion wy der Zerlegung geméfs [40, Theorem 3.2] dem
gesuchten ¢, da die Rotation eines Vektorfeldes divergenzfrei ist.

Fiir den Nachweis der Existenz dieses w wird die Argumentation in
[40, Beispiel 3.6] aufgegriffen und folgendes Hilfsproblem betrachtet:

Finde z mit:  —Az=p in Q, g—fL =0aufl'y, 2=0 aufl\.

Da dieses Hilfsproblem einem Poisson-Problem mit gemischten homo-
genen Dirichlet- und Neumannrandbedingungen entspricht, existiert ei-
ne eindeutige Losung z € HE (Q) = {z € H'(Q) | 7(2) = 0 auf 'y} im
schwachen Sinne. Die Behauptung ist nun: w := Vz.

Fir z € Hp (Q) ist w = Vz € L*(Q,R?) und als schwache Lésung des
Hilfsproblems erfiillt z die Gleichung

/pvd:z::/Vszdz:/wVvd$.
Q Q Q

Durch den Vergleich mit der Definition der schwachen Ableitung in Ab-
schnitt 2.1, ergibt sich p = —div(w) € L*(Q) (siche auch [26, Beispiel
2.10]) und somit w € H(div,Q, R?). Das Betrachten der Normalenspur
von w auf T, fiir v € Hp () liefert schlieklich

(W), V) e = /ﬂ wVv dz + / div(w) v dz

Q

:/pvdx+/(—p)vdx:0
Q Q

und somit w € Hr o(div, Q, R?).
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Es bleibt die Abschitzung |||z < C||p|/ar zu zeigen. Nach [40, Theo-
rem 3.2| gilt fiir ¥ = wy

| Z
1V)la < Cllw|| maiv,ors) = C <le|%2(Q,R3) + ||d1V(w)||%2(Q)>
2 2 /2
< C (Il + I1-Plxe )

und da z das Hilfsproblem 16st und p € L*(Q) gilt

(p: 90)0 /
2] ey < C7|lpll r=C" sup ——— < C'pllxe
@ (#rn@) =Y ey el )
©#0
mit [26, Definition 3.1]. O

Bemerkung 2.16. Beim Beweis von Satz 2.15 wurde die Aquivalenz
der Problemstellung 2.7 zu einem Sattelpunktproblem mit Strafterm aus-
genutzt und die Existenz und Findeutigkeit der Losung durch den Nach-
weis der Voraussetzungen von Satz 2.9 gezeigt. Der dort vorkommende
Parameter s ist in dem hier betrachteten Kontext nur implizit tiber die
Bilinearform ¢ durch den Kompressionsmodul K vorhanden. Fiir fast in-
kompressibles Materialverhalten wird K beliebig groff, also }/k — 0 und
fiihrt — im hier nicht betrachteten — Grenzfall zum Verschwinden von c.
Es sei zudem angemerkt, dass sich das Verhalten von K lediglich auf die
Bilinearform ¢ auswirkt. Die Elliptizitat der Bilinearform a, das Erfiillen
der inf-sup-Bedingung von b sowie die Stetigkeit der Bilinearformen a

und b sind davon unberihrt.

Bemerkung 2.17. Bei der Betrachtung von beinahe inkompressiblem
Materialverhalten wird oftmals anstelle des hier betrachteten Kompres-
stonsmoduls K eine andere Kenngrifle, die sogenannte Querkontraktion

v, verwendet. Die Beziehung zwischen K und v ist anhand der Formel

C 2u(14v)
C3(1-2v)
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gegeben. Die Modellierung von beinahe inkompressiblem Materialverhal-
ten erfolgt fiir gewéhnlich durch die Wahl von Av := 0.5 — v im Bereich
1077 < Av < 107°. Dabei beschreibt die Situation v = 0.5 den Fall der
Inkompressibilitat.

Neben den zuvor betrachteten komplexen dreidimensionalen Model-
len kommen insbesondere im Rahmen von Anwendungsbeispielen hdufig
vereinfachte zweidimensionale Modelle zum FEinsatz. Nachfolgend wird
im Hinblick auf die numerischen Beispiele in Kapitel 5 das Konzept des
ebenen Spannungs- und des ebenen Verzerrungszustand diskutiert.

Ebener Verzerrungs- und ebener Spannungszustand Es wird an
dieser Stelle vorausgesetzt, dass zu dem betrachteten Gebiet 2 C R? ein
Qyp C R? existiert, sodass gilt Q = Qup X (—1/2,t/2). Dabei erfiillt die so-
genannte Dicke ¢t die Bedingung ¢t < diam(€2yp). Weiter sind die dufseren
Lasten so, dass sie nur von der Position in {2, abhéngen und auch nur in
der Q2;p-Ebene wirken. Dies ist beispielsweise fiir einen sehr langen Stab
der Fall, aus dem gedanklich eine diinne Scheibe herausgeschnitten wird.

Liegt die Schnittstelle ziemlich mittig, so wird davon ausgegangen, dass
das an die Schnittfliche angrenzende Material dafiir sorgt, dass keine De-
formation in Dickenrichtung stattfindet. Insbesondere gilt somit: g;3 =0
fir alle i € {1,2,3}. Dieser Zustand wird als ebener Verzerrungszustand
(EVZ) bezeichnet. Trotz der Tatsache, dass die Verzerrungen nur in der
Qsp-Ebene auftreten, entsteht ein dreidimensionaler Spannungszustand,
der sich durch das Einsetzen des ebenen Verzerrungstensor in die dreidi-
mensionale konstitutive Gleichung ergibt. ogyz = C : egyyz.

Definition 2.2 (Ebener Verzerrungszustand). Der Tensor egyy beschreibt
einen ebenen Verzerrungszustand, falls fir die Komponenten gilt:

1. gij(z,y, 2) = g(x,y) firi,j e {1,2},
2. gi3 = €35 = 0 firi,j € {1,2,3}

Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn die Verschiebung u die Bedin-
gungen w;(z,y, z) = u;(z,y) firi € {1,2} und ug =0 erfillt.

Erfolgt der Schnitt stattdessen am duflersten Rand des Stabes so erge-
ben sich Bedingungen an die entsprechenden, vorliegenden Spannungen.
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Es entsteht ein ebener Spannungszustand (ESZ), der der Tatsache Rech-
nung tragt, dass an Rdndern ohne Zwangsbedingungen keine Spannun-
gen auftreten. Es gilt also 0;3 = 0 fiir alle ¢ € {1,2,3}. Die bendtigten
Eigenschaften des Verzerrungstensors ergeben sich aus der inversen kon-
stitutiven Beziehung.

Definition 2.3 (Ebener Spannungszustand). Der Tensor ogsy beschreibt
einen ebenen Spannungszustand, falls fiir die Komponenten gilt:

1. 0ii(z,y, 2) = o45(x,y) firi,j e {1,2},
2. 03 = 03; = 0 fU,T’ Z,] € {1,2,3}

Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn die Verschiebung u die Bedin-
gungen UZ‘(IL‘,y,Z) - UZ(ZE,y) fUT’ (S {]-a 2} und Ug(.l’,y,Z) - 2533(may)
erfillt.
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Kapitel 3.

Finite Elemente
Diskretisierung

Die in Abschnitt 2.2 vorgestellten Problemstellungen der linearen Elas-
tizitdt besitzen Losungen, fiir die im Allgemeinen keine Darstellung in
geschlossener Form angegeben werden kann. Mit der Hilfe von numeri-
schen Verfahren ist es jedoch moglich zumindest Néherungslosungen zu
bestimmen und dariiber hinaus Aussagen tiber die Qualitdt der Appro-
ximationsgiite zu treffen.

Exemplarisch sei an dieser Stelle die reine Verschiebungsmethode aus
Problemstellungen 2.6 herausgegriffen. Anstelle die Losung u beziiglich
des kontinuierlichen Funktionenraums V' = H{_  (©,R*) zu suchen,
wird die zuldssige Menge auf endlichdimensionale Teilrdume V;, C V
und W, C W = H[_(Q,R?) eingeschrénkt und stattdessen eine Losung
up € V3, der diskreten variationellen Gleichung

Alun)(pn) = alun, pn) —l{on) =0 Vo, € Wy

bestimmt. Durch die geeignete Wahl einer Basis von V}, und W), wird
die diskrete variationelle Gleichung, aufgrund der hier betrachteten linea-
ren Problemstellungen, mit einem linearen Gleichungssystem identifiziert
und anschliefsend mit entsprechenden Techniken gel6st.

Die entscheidende Aufgabe ist die explizite Konstruktion beziehungs-
weise Angabe der endlichdimensionalen Teilrdume. Hierzu wird die Me-
thode der Finiten Elemente verwendet, bei der die Ansatzraume auf Basis
stliickweise definierter Formfunktionen auf den einzelnen Elementen K ei-

ner Triangulierung 7, des Ausgangsgebiets (2 realisiert werden. Fiir die
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ausfithrliche Beschreibung des Konzepts, sowie die prazise und vollstan-
dige mathematische Darstellung sei an dieser Stelle auf die umfangreiche
Literatur, wie beispielsweise die Biicher [26], [29], [54] oder [58], verwie-

sen.

Im Rahmen dieses Kapitels werden zwei thematische Aspekte behan-
delt. In den Abschnitten 3.1 bis 3.3 werden verschiedene, in dieser Arbeit
verwendete Finite Elemente Diskretisierungen vorgestellt. Dabei wird in
Abschnitt 3.1 zunédchst die Konstruktion der klassischen Verschiebungs-
elemente basierend auf stiickweise polynomialen Ansatzfunktionen be-
trachtet und die Eigenschaften der zugehorigen diskreten Problemstel-
lung und a priori Fehlerabschitzungen beziiglich der H'- beziehungswei-

se der L?-Norm zusammengefasst.

Abschnitt 3.2 befasst sich anschliefend mit dem Konzept der selek-
tiv reduzierten Integration, das unter anderem bei Problemstellungen
mit fast inkompressiblem Materialverhalten angewendet wird. Neben der
praxisnahen Darstellung durch die Verwendung unterschiedlicher Qua-
draturformeln wird zusétzlich eine aus mathematischer Sicht konsistente
Formulierung angegeben, die auf einer dquivalenten gemischten Formulie-
rung beruht und die selektiv reduzierte Integration mittels eines diskreten

Operators reprasentiert.

Das Konzept der volumenartigen Schalenelemente wird in Abschnitt 3.3
vorgestellt. Neben einer skizzenhaften Herleitung der Elementformulie-
rung erfolgt die Definition der zugehorigen diskreten Bilinearform unter
Beriicksichtigung der ebenfalls in diesem Abschnitt diskutierten Techni-
ken zur Vermeidung auftretender Lockingeffekte.

Der zweite thematische Aspekt befasst sich mit dem Konzept der hy-
briden Netze. Im Rahmen von Abschnitt 3.4 wird die kombinierte Ver-
wendung von klassischen Verschiebungselementen und volumenartigen
Schalenelementen innerhalb einer Triangulierung diskutiert. Neben dem
entscheidenden Punkt der Kopplung der beider Elementtypen, werden
zudem mogliche Losungsverfahren der resultierenden Gleichungssysteme

angefiihrt.
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3.1. Standard Diskretisierung

3.1. Standard Diskretisierung

Es wird nachfolgend vorausgesetzt, dass das betrachtete Gebiet 0 C R,
d € {2,3} so berandet ist, dass eine zuldssige und quasiuniforme Tri-
angulierung 7y, von 2 geméfs [26, Definition 5.1] aus konvexen Viere-
cken (d = 2), bezichungsweise konvexen Hexaedern mit 6 viereckigen
Seitenflichen (d = 3) existiert. Die Konstruktion des endlichdimensio-
nalen Teilraums erfolgt auf der Basis polynomialer Funktionen, die auf
dem Referenzelement K = [—1,1]d definiert sind. Zudem seien stetig
differenzierbare, bijektive und orientierungserhaltende Transformationen
Fy: K—K gegeben, die das Referenzelement auf das jeweilige Element
IC der Triangulierung 7, abbilden. Der diskrete Raum Vh(k) Cc V fir
1 < k € N ist dann gegeben durch

V= Lo eV | el =Fio R, G e QuER), K e T}

Dabei beschreibt Qk(E,Rt) den Raum der t—komponentigen Funktio-
nen auf dem Referenzelement 16, deren einzelne Komponenten jeweils ein
Polynom vom Grad k sind. Im Rahmen dieser Arbeit werden lediglich
Polynome von Grad k € {1, 2} betrachtet. Als Freiheitsgrade geméaf [26,
Definition 5.8] werden dazu die Funktionswerte in den Elementeckpunk-
ten fiir £ = 1 und in den Eckpunkten, den Kanten- und Seitenflichen-
mittelpunkten und dem Elementmittelpunkt fiir den Fall £ = 2 gewahlt.

Eine Diskretisierung der reinen Verschiebungsmethode ist durch die
Wahl V), = Vh(l) und W), = W,ﬁl) gegeben. Das zugehorige diskrete Pro-
blem lautet

Problemstellung 3.1. Finde u, € V), sodass die Gleichung

Oy (un) (on) = /

Tup * € dx—/faphdx— frxpndr =0 (3.1)
Q Q

I'n

fur alle pp, € Wy, erfillt ist.
Die eindeutige Losbarkeit iibertréigt sich in diesem Fall direkt aus dem
Kontinuierlichen.

Unter der Voraussetzung, dass u € Hy_,, (Q,R?) N H*(Q,R?), ergibt
sich mit Hilfe der Lemmata von Céa und Bramble-Hilbert |26, Kapitel II,
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Satz 4.2 & 6.3] sowie der Transformationsargumention unter Verwendung
des Referenzelements eine a priori Abschitzung in der H'-Norm von der
Form

lu = upllmn < Ch Y (10%ullze. (3.2)

aeNg
|a|=2

Mit Hilfe des Aubin—Nitsche-Lemmas, vergleiche zum Beispiel [34, Theo-
rem 19.1], ist ebenfalls eine Abschiitzung fiir die L2-Norm méglich. Erfiillt

die duale Losung z die gleichen Regularitétseigenschaften wie die primale
Losung u, das heift z € Hp_ (Q,R*) N H?*(Q,R?), so gilt

lu = upll2 < Ch* Y~ [10%ul| 2. (3.3)

aeNg
or|=2

Andernfalls liefert dieser Ansatz eine Abschétzung mit dem Faktor h'*7,
wobei 8 der Approximationsgiite der dualen Losung beziiglich der H'-
Norm entspricht.

3.2. Selektiv reduzierte Integration

Die Modellierung eines beinahe inkompressiblen Materialverhaltens lasst
sich durch einen vergleichsweise grofsen Wert des Kompressionsmoduls A
gegeniiber dem des Schubmoduls p realisieren, das heifst 1 < K < oc.
Wird dieses Materialverhalten in Kombination mit der in Problemstel-
lung 3.1 beschriebenen reinen verschiebungsbasierten Formulierung ver-
wendet, so fiithrt dies aus mathematischer Sicht auf ein schlecht konditio-
niertes Problem, was sich leicht durch die Betrachtung der Bestapproxi-

mationsabschitzung
- < inf |ju— A4
|lu — upl|gr < Cpa wiIéVh”u Ul (3.4)

basierend auf dem Céa-Lemma (vergleiche |26, Kapitel II, Satz 4.2|),
belegen ldsst. Die in Ungleichung (3.4) auftretende Konstante Cj, ent-
spricht dem Quotienten ¢'/c aus der Stetigkeits- und Elliptizitdtskon-
stanten, die wiederum makgeblich durch die Materialparameter in der
Form C < pund C" > pu+ K beeinflusst werden — vergleiche |26, S.
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3.2. Selektiv reduzierte Integration

309]. Fiir grofe Werte von K verhélt sich Cg, proportional zum Kom-
pressionsmodul, sodass Ungleichung (3.4) zunehmend an Aussagekraft
verliert. Um dies zu verdeutlichen muss die Funktion 1), auf der rechten
Seite der Ungleichung lediglich geschickt gewahlt werden. Sei hierzu vy,
gleich der Interpolierenden von u mit einem sehr kleinen Interpolations-
fehler. Dann kann der Diskretisierungsfehler auf der linken Seite diesen
Wert, aufgrund der extrem grofsen Konstanten Cf,, deutlich iibersteigen,

ohne die Ungleichung (3.4) zu verletzen.

In praktischen Berechnungen duftert sich die zuvor erwahnte schlechte
Kondition des Problems in deutlich zu kleinen Verschiebungen, die sich
auf einen unverhaltnisméfig grofen Beitrag der volumetrischen Verzer-
rungen zur inneren Energie zuriickfithren lassen. Die Struktur verhalt
sich dadurch deutlich steifer, als sie eigentlich sollte, was im Bereich des
Ingenieurwesens zu der Bezeichnung des volumetrischen Lockings gefiihrt
hat. Um dieser Problematik zu begegnen hat sich die Technik der selek-
tiv reduzierten Integration etabliert. Dabei wird der volumetrische Anteil
der zur Problemstellung 3.1 gehdrenden Bilinearform bewusst fehlerbe-
haftet integriert, was zu einer Abschwichung der inneren Energie fiihrt.
In Kombination mit der unverdnderten dufseren Belastung des Systems
fiithrt dies zu physikalisch sinnvollen Grofsenordnungen der Verschiebung.
FEine detaillierte Erlauterung dazu, wie genau die verdnderte Integra-
tion die Abschwéichung der inneren Energie bewirkt, liefert Braess in
[25], indem er die selektiv reduzierte Integration als einen Spezialfall der
Enhanced-Assumed-Strain Methode (siche Abschnitt 3.3) identifiziert.

Fiir die Problemstellung 3.1 erfolgt die Umsetzung der selektiv redu-
zierten Integration durch die Verwendung der Quadraturformel ch,,c mit
einen Gaufpunkt in jeder Richtung fiir den volumetrischen Anteil anstel-
le der standardmikig verwendeten Formel QF - mit zwei Gaukpunkten

pro Richtung. Die diskrete Bilinearform ist somit gegeben durch

pWnon) = D Qi (of cef) + Qi (o3 ef))  (35)
KeTn

und erfiillt weiterhin die Voraussetzungen aus Satz 2.3 — vergleiche hierzu
[52, Kapitel IV], wo diese fiir die dquivalente Darstellung beziiglich der
Lamé-Parameter p und A\ gezeigt werden. Dariiber hinaus miissen im

43



Kapitel 3. Finite Elemente Diskretisierung

Falle von nicht konstanten Materialparametern die verwendeten Finite

Elemente Raume explizit berticksichtigt werden.

Die sehr praxisorientierte Beschreibung der selektiv reduzierten Inte-
gration in Gleichung (3.5) ist fiir die weiteren theoretischen Uberlegun-
gen, insbesondere im Hinblick auf die Anwendungsbeispiele in Kapitel 5,
weniger geeignet. Aus diesem Grund wird die in [62] gezeigte Aquivalenz
der selektiv reduzierten Integration zu einer gemischten Verschiebung-
Druck—Formulierung wie in Problemstellung 2.7 ausgenutzt, um so eine
konsistente Darstellung abzuleiten. Die entsprechenden diskreten Funk-
tionenraume sind in diesem Fall weiterhin durch bi- beziehungsweise trili-
neare Ansétze fiir die Verschiebung und eine stiickweise konstante Appro-
ximation der Druckkomponente gegeben. Das heifst, der diskrete Druck
pp ist im Teilraum M, C L*(€2) mit

My = {G € LAQ) | Gle=GioF', G e QoK) K e Th}.

Der zugehorige Elementfreiheitsgrad ist durch den Funktionswert im Ele-
mentmittelpunkt festgelegt. Die erwithnte Aquivalenz ergibt sich formal
durch die statische Kondensation der Druckkomponenten auf Elemen-
tebene . Dies ist moglich, da keine Stetigkeitsanforderungen an der Druck
vorliegen. In der so erhaltenen, rein verschiebungsbasierten Darstellung
trifft der elementweise konstante volumetrische Anteil der Spannungen
im Skalarprodukt auf die lediglich linearen volumetrischen Verzerrungen.
Der resultierende Term wird durch die Verwendung einer einpunktigen
Quadraturformel bereits exakt bestimmt, was der in Gleichung (3.5) an-
gegebenen Darstellung entspricht.

Die konsistente Beschreibung der selektiv reduzierten Integration wird
mit Hilfe eines entsprechenden diskreten Operators basierend auf dem
Prinzip der statischen Kondensation realisiert. Dazu wird zunéchst ein
kontinuierliches Pendant P: H'(Q, R?) — L?(2) eingefiihrt. Dieser Ope-

rator ist so definiert, dass er die Gleichung

<I (D) +1: A (P(p)1), g)o =0 VCeIXQ)  (3.6)

erfiillt, die sich aus der Variation von Problemstellung 2.7 nur beziig-

lich der Druckkomponenten ergibt. Ersetzen des mechanischen Drucks p
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3.2. Selektiv reduzierte Integration

durch P(u) in Gleichung (2.13) liefert eine verschiebungsbasierte Darstel-

lung der Form

Sy (u) (@) = /Qagev ; 526" + (P(u)l): (A:P(p) ) dz
(3.7)
—/Qfgpdx — A fupdr = 0.

Dabei wurde aus Symmetriegriinden fiir die Grofke 62;01 ebenfalls die Be-
schreibung durch den Operator P geméf Gleichung (3.6) verwendet.

Die selektiv reduzierte Integration wird schliefslich durch den Opera-
tor Py: HY(Q,RY) — M, reprisentiert. Dieser ist iiber die variationelle
Beziehung

<| (D) + 1A (Pu() 1), gh>0 =0 Y eM,  (3.8)

definiert. Fiir die diskrete Formulierung von Gleichung (3.7) wird der
kontinuierliche Operator P durch die entsprechende diskrete Version Py
ersetzt. Somit ist die diskrete Losung u;, gesucht, die die Gleichung

5ﬁv7h(uh) ((;Oh) = /QUS:V . 52?:/ -+ (Ph(uh) |) . (A . Ph(gph) |) dx

(3.9)

—/fwhda:— Inonde =0
Q I':v

fir alle ¢, € V}, erfiillt. Die diskrete Bilinearform a;, aus Gleichung (3.5)
lasst sich alternativ auch mit Hilfe des Operators P), darstellen. Es gilt

ah(wh, SOh) = /QO'S;;V : Eiiv + (Ph(uh) |) . (A . Ph(gph) |) dx

(3.10)
= (€)™, (Den)™) + (Pulun) . Pulon) e

wobei fiir die Identitét die Definitionen von o®¥ und 4 sowie die Iden-

titdt 1: A : 1 = K~! und das gewichtete L?-Skalarprodukt
(o, @)1 = (K_lo, 0)0 = (o, K_lo)

0

verwendet wurden.
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Es ist noch anzumerken, dass obwohl die selektiv reduzierte Integra-
tion zu deutlich verbesserten Resultaten in der Praxis fiihrt, sich dieses
Ergebnis nicht ohne Weiteres auf die Abschitzung (3.4) tibertragen lésst.
Eine optimalerweise vom Kompressionsmodul K unabhéngige Konstante
Cga ergibt sich nur bei der Verwendung einer inf-sup—stabilen Diskreti-
sierung der gemischten Verschiebung-Druck-Formulierung 2.7, also fiir
alle fiir das Stokes—Problem stabilen Finite Elemente Paarungen. Die hier
betrachtete, zur selektiv reduzierten Integration aquivalente Paarung ist
jedoch nicht stabil, da eine schachbrettartige Druckkomponente konstru-
iert werden kann, fiir die die diskrete inf-sup—Bedingung nicht erfiillt ist —
vergleiche |26, Kapitel 111, §7] oder |30, Kapitel VI, §5|. Trotz dieser Tat-
sache ergeben sich aus numerischer Sicht einige Vorteile. Zum einen ist
die Konstruktion inf-sup-stabiler Stokes—Elemente deutlich aufwendiger
und fithrt auf ein Gleichungssystem mit indefiniter Sattelpunktstruktur,
wohingegen die diskrete Problemstellung basierend auf der selektiv redu-
zierten Integration analog zu Problemstellung 3.1 ein Gleichungssystem
mit symmetrisch positiv definiter Systemmatrix liefert. Zum anderen ver-
grofsert sich im Gegensatz zur gemischten Formulierung die Anzahl der
Freiheitsgrade nicht.

3.3. Volumenartige Schalenelemente

Die hier betrachteten volumenartigen Schalenelemente sind in der Litera-
tur auch unter der Bezeichnung Solid-Shells beziehungsweise Solid—Like—
Shells bekannt und beschreiben eine Klasse von Finite Elemente Entwick-
lungen, die auf einer Kombination aus Schalen- und Volumenelementen
basieren. Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit dieses Elementtyps ist
das Vorhandensein einer ausgezeichneten Dickenrichtung der betrachte-
ten Geometrie, deren Abmessung deutlich kleiner ist, als die Ausdehnung
in die anderen beiden Richtungen. Typische Grofenverhéltnisse sind hier-
bei 1 : 100 oder 1 : 1000.

Die entsprechende Herleitung beruht im Wesentlichen auf dem Dege-
nerationskonzept — vergleiche [17, Abschnitt 4.3] — und verwendet eine
Vertauschung von Diskretisierung und Dimensionsreduktion. Aufgrund

der Komplexitit des systematischen Entwicklungskonzepts, beschrankt
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z(&m¢) ¢K(e,m)

Abbildung 3.1.: Skizze eines Schalenausschnittes mit einem ausgewéhl-
ten Element der zugehorigen Triangulierung, sowie einer
Visualisierung der linearen Beschreibung in ¢-Richtung
der inneren Punkte.

sich die Beschreibung an dieser Stelle auf einen skizzenhaften Abriss mit
dem Verweis auf die detaillierten Ausfithrungen in [48].

Der Ausgangspunkt ist eine Triangulierung des dreidimensionalen Ge-
bietes, wobei in Richtung der ausgezeichneten Dimension nur ein Element
verwendet wird. Somit findet indirekt eine Dimensionsreduktion, impli-
ziert durch die Triangulierung und die gewéhlte Anzahl von Elementen
beziiglich der ausgezeichneten Richtung, statt. Weiter wird vorausgesetzt,
dass fiir jeden Punkt eine Beschreibung durch eine Konvexkombinati-
on von Punkten auf der Kopf- beziehungsweise Bodenfliche des Gebie-
tes moglich ist — siehe Abbildung 3.1. Das heifst, dass fiir jeden Punkt
r € 0 C R? in Abhingigkeit der krummlinigen Koordinaten &, 1 und ¢
gilt

H€10) = | (€€ = 2(6.6%) + (¢ aln. ¢
Dabei sind ¢¥ = ¢¥(&,n) und ¢B = (B(&,n) skalare Funktionen zur
Beschreibung der Kopf- beziehungsweise Bodenflache. Fiir die Appro-
ximation des Gebietes auf Basis der gewéhlten Triangulierung erfolgt
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die Auswahl eines festen Satzes an Punkten {zP, 2X Z].V:Pl C R? auf der
Boden- und Kopffliche innerhalb eines Elements, sowie die Festlegung
von Formfunktionen {N;|N;: R? — R}f\fl. Unter Verwendung von nor-
mierten Koordinaten — hier auch mit &, n und ¢ bezeichnet — ergibt sich

die Darstellung

2(&,1,¢) ~ xn(€,n,) : ZNSU( C)x?+%(1+é)xﬁ<)

(3.11)
mit —1 < &1, < 1. Entsprechend dem isoparametrischen Konzept,
vergleiche [26, Kapitel 111, §2]|, gilt fiir die Approximation der Verschie-

bungen

—_

u(€,n,¢) = un(€,n,¢) : ZNfﬁ( C)y?+§(1+<)u§<>,

(3.12)
wobei der Vektor uP € R? der Verschiebung im Punkt 2P beziehungswei-
se ul* € R? in zX fiir i = 1,..., Np entspricht. An dieser Stelle ist auch
eine andere Approximation der Verschiebungen moglich und zuléssig,
jedoch garantiert insbesondere die lineare Abhéngigkeit in Dickenrich-
tung auf natiirliche Art und Weise die Voraussetzung des Ebenbleibens
der Querschnitte, die sowohl bei Kirchhoff-Love- als auch bei Reissner—
Mindlin-Kinematiken eine entscheidende Rolle spielt.

Die Verzerrungen € und Spannungen o sind beziiglich lokaler, krumm-

liniger Basisvektoren definiert, die gegeben sind durch die Beziehung

_0xz(&,m,() _0z(&,m,¢) _0x(&,1m,0)

und als diskrete Approximation durch

_ Oxzn(&,1,¢) _ 9zn(&n,C)

3%(5 7, C)
85 ) 77 817 b N

G, Gy =
Da diese Vektoren im Allgemeinen nicht orthogonal beziehungsweise or-
thonormal sind, wird zusétzlich ein lokales, orthonormales Koordina-
tensystem betrachtet. Die zugehorigen Basisvektoren werden wie folgt

bestimmt: Die lokale, ausgezeichnete Dickenrichtung ist gegeben durch
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3.3. Volumenartige Schalenelemente

den Normalenvektor beziiglich der von G, und G, aufgespannten Tan-
Qg XQU

|Q§ ><le| ’
sem Kontext fiir das Kreuzprodukt zweier Vektoren aus dem R? steht.

gentialebene, das heifst G, = wobei der Operator x in die-

Fir den ersten Richtungsvektor der zum Normalenvektor G, gehoren-

. a . . . .
den Ebene wird G, = ‘5—; gesetzt. Der zweite bestimmt sich abschlie-
flend zu G, = |gt§%|‘ Die Koeflizienten des Verzerrungstensors beziig-

=t~

lich der so erzeugten Basis {G,,G,,G,} sind gegeben durch die kom-
ponentenweise Gleichung ey = Thujeij, 4,5 € {&,n,(}, k1 € {r s, t}
mit dem vierstufigen Tensor T' = [T, = (G;, Gy)ps (G, QZ)RS. Dabei
beschreibt (e, @)z : R® x R® — R das Standardskalarprodukt fiir Vek-
toren des R3. Vorteil dieses orthonormalen Systems ist, dass die einzel-
nen Verzerrungs- beziehungsweise Spannungsanteile separat betrachtet
werden koénnen, was beispielsweise im Zusammenhang mit anisotropen
Materialgesetzen von Vorteil ist.

Das im Kontext dieser Arbeit verwendete volumenartige Schalenele-
ment wird in [31] vorgestellt und ist eine modifizierte Version des in
[85] prasentierten RESS—Elements fiir die Simulation von Blechumform-
prozessen. Die Grundlagen fiir beide Elementtypen finden sich in [82]
und [83], wobei in [82] lineare und in [83] geometrisch nichtlineare Pro-
blemstellungen betrachtet werden. Fiir die Approximation in den Glei-
chungen (3.11) und (3.12) werden bilineare Formfunktionen sowie die
Eckpunkte des Elements mit den zugehorigen Knotenverschiebungen zur
Beschreibung des Gebietes und des Verschiebungsfeldes verwendet. Die
Elemententwicklung beruht also auf standardméfigen, trilinearen, ver-
schiebungsbasierten Hexaederelementen.

Lockingeffekte

Wie bereits in Abschnitt 3.2 gesehen fiihrt die Verwendung reiner Ver-
schiebungselemente mit niedriger Ordnung der Ansatzfunktionen in be-
stimmten Situationen zu numerischen Defekten, die die Qualitat der Lo-
sung beeinflussen. Neben dem bereits diskutierten volumetrischen Lock-
ing, treten im Zusammenhang mit dem hier verwendeten volumenartigen
Schalenelement auch Einfliisse aus dem Bereich Schub-, Querschub- und

Dickenlocking auf, welche nachfolgend lediglich kurz charakterisiert wer-
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Kapitel 3. Finite Elemente Diskretisierung

den. Fiir eine detaillierte Beschreibung und Analyse dieser Effekte sei
zum Beispiel auf |59, Kapitel 5] und [16, Abschnitt 6.4] verwiesen.

Volumetrisches Locking Aus mathematischer Sicht ist es hier sinnvol-
ler von einem schlecht konditionierten Problem zu sprechen, bei dem der
kritische Parameter — der Kompressionsmodul K — in die Konstante der
Bestapproximationsabschéatzung eingeht und diese stark vergréftert. Der
Begriff Locking, sinngeméaft mit Versteifung {ibersetzt, resultiert aus der
Beobachtung, dass numerische Berechnungen deutlich zu kleine Verschie-
bungen liefern, siehe auch |26, Kapitel VI, §4|. Dies ldsst darauf schliefsen,
dass sich die Struktur unverhéltnismékig steift verhilt. Einer der Griinde
dafiir ist die Tatsache, dass der Unterraum der volumenerhaltenden Ver-
schiebungen nicht ausreichend gut durch den diskreten Verschiebungs-
raum reproduziert werden kann. Ein achtknotiges Verschiebungselement
liefert beispielsweise lediglich 17 der moglichen 23 inkompressiblen De-

formationen, vergleiche [84].

Dickenlocking Das Dickenlocking resultiert aus der nicht ausgewoge-
nen Approximation der Verzerrungen und den energickonjugierten Span-
nungen, die insbesondere bei reinen Biegebeanspruchungen von Bedeu-
tung sind. Fiir trilineare Ansatzfunktionen sind die zugehorigen Norma-
lenverzerrungen in Dickenrichtung konstant. Die aus den Gesamtverzer-
rungen resultierende Normalenspannung in Dickenrichtung ist aufgrund
der zusétzlichen Abhéngigkeit von den ebenen Verzerrungen e und ¢,
jedoch linear beziiglich der Dicke. Es gilt

)El — 50 [(1—2v)ece + (eee + )] -

Dieser Effekt ist anders als das zuvor betrachtete volumetrische Locking,
dessen Auswirkungen mit zunehmender Verfeinerung geringer werden,
unabhéngig von der Diskretisierung, da lediglich die nicht gewiinschte
Verfeinerung in Dickenrichtung die benétigte lineare Abhéngigkeit zu-

nehmend besser approximieren wiirde.

Schublocking Das Schublocking sowie auch das nachfolgend betrachte-
te Querschublocking sind durch sogenannte parasitidre Verzerrungen ge-
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3.3. Volumenartige Schalenelemente

kennzeichnet. Das bedeutet, dass in bestimmten Belastungssituationen
aus numerischen Griinden Verzerrungen auftreten, die aus physikalischer
Sicht nicht sinnvoll sind. Bei der Verwendung trilinearer Verschiebungs-
elemente bereitet die Reproduktion reiner Biegedeformationen in der -
n-Ebene Schwierigkeiten. Wéahrend die lineare Abhéngigkeit der Norma-
lenspannung o¢¢ in 7-Richtung korrekt reproduziert wird, ergeben sich
falschlicherweise aus den in ¢-Richtung linear abhéngigen Schubverzer-
rungen entsprechende in ¢é-Richtung linear abhéngige Schubspannungen.
Diese miissten geméft des betrachteten Deformationszustandes jedoch
identisch Null sein. Die Grofenordnung der aus diesen Schubspannun-
gen resultierenden inneren Energie verhalt sich proportional zum Faktor
(%)2, wobei t die ausgezeichnete Dicke in (-Richtung beschreibt, verglei-
che [59, Gleichung (5.16)|. Dies fiihrt bei sehr diinnen Geometrien und
nicht ausreichender Verfeinerung zu sehr grofsen Beitrégen, die zur Erfiil-
lung der Gleichgewichtsbedingung kleinere Verschiebungen implizieren.

Querschublocking Das Phidnomen des Querschublockings ist bei der
Verwendung von Elementen basierend auf einer Reissner-Mindlin—Kine-
matik, die explizit die Querschubverzerrungen beriicksichtigen, zu be-
obachten. Es dufiert sich, wie auch das Schublocking, durch parasitire
Querschubverzerrungen, die bei der Betrachtung bestimmter Deformati-
onszustinde auftreten. Ahnlich zum Schublocking ist das Abbilden von
reinen Biegedeformationen aus der £&-n—-Ebene heraus fehlerhaft. Hierbei
liegen Querschubverzerrungen vor, die physikalisch gesehen verschwinden
miissen. Weiter schlieftt die fiir schlanke beziehungsweise diinne Struk-
turen giiltige Normalenhypothese — vergleiche zum Beispiel [26, Kapi-
tel VI, §6] — das Auftreten von Querschubverzerrungen beziehungswei-
se -spannungen ebenfalls aus. Die parasitdren Anteile liefern zusétzli-
che, grofle Beitrage zum Schubanteil der inneren Energie. Das Verhéltnis
von Schub- und Biegeanteil verhélt sich auch hier proportional zu (%)2
und wird somit fiir zunehmend schlankere Strukturen immer dominan-
ter. Daraus resultieren neben den deutlich zu kleinen Verschiebungen

auch Oszillationen in den Spannungsverlaufen.
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Kapitel 3. Finite Elemente Diskretisierung

Gegenmalnahmen

Als Gegenmafnahmen zu den beschriebenen Effekten wurden unterschied-
liche Methoden entwickelt, aus denen eine Vielzahl an Elemententwick-
lungen hervorgegangen ist. Das hier betrachtete volumenartige Schalen-
element verwendet neben dem Konzept der reduzierten Integration (siehe
zum Beispiel |52, Kapitel 4]), die Enhanced-Assumed-Strain (EAS)—[81]
und die Assumed—Natural-Strain (ANS)-Methode (9], [53], [66], [67].

(Selektiv) reduzierte Integration Die Technik der selektiv reduzierten
Integration wurde bereits in Abschnitt 3.2 fiir den Spezialfall der linea-
ren Elastizitdt in Kombination mit beinahe inkompressiblen Materialien
verwendet. Dabei wurde jedoch das eigentliche Konzept in der Defini-
tion des Operators Py, versteckt. Fiir gewohnlich erfolgt die Umsetzung
direkt mittels Quadraturformeln, die der vorliegenden Problemstellung
entsprechend angepasst sind. Das heifst, fiir eine Funktion f existiere
eine Quadraturformel @ mit minimaler Anzahl von Quadraturpunkten

Nog, sodass diese das Integral der Funktion f exakt bestimmt, das heifst

/f(x) dr = Z flg) wi. (3.13)

(gi,wi)€Q

Von einer reduzierter Integration wird dann gesprochen, wenn anstelle
der Quadratur Q in Gleichung (3.13) eine Quadraturformel Q verwendet
wird, die die Funktion f absichtlich fehlerhaft integriert. Im Falle der
selektiv reduzierten Integration wird zudem eine Zerlegung der Funktion
f = f1+ fa2 vorausgesetzt und nur das Integral einer der Zerlegungsfunk-
tionen bewusst fehlerhaft bestimmt. Das heifst

[t@a~ Y fl@wt 3 p@a.
(gs,w:)€Q (@w;)€Q

Der Operator Py, aus Gleichung (3.8), der im Wesentlichen eine Pro-
jektion auf den Raum der stiickweise konstanten Funktionen auf jedem
Element der Triangulierung beschreibt, lasst sich auch durch die Verwen-

dung einer einpunktigen Quadratur im volumetrischen Anteil realisieren.
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3.3. Volumenartige Schalenelemente

Das hier betrachtete volumenartige Schalenelement verwendet eine voll-
standig reduzierte Integration. Besonders ist hierbei die verwendete Qua-
draturformel Q.s, die aus einer beziiglich der {-n-Ebene reduzierten
einpunktigen Quadraturformel besteht, jedoch in Dickenrichtung 3 oder
mehr Punkte verwendet. Die Quadraturpunkte sind demnach gegeben
durch ¢; = (0,0,@) fir¢ =1,..., Ng,g, wobei die Koordinaten ¢; mit
den Punkten einer entsprechenden eindimensionalen Gauf-Quadratur
iibereinstimmen. Diese Art der Quadratur verhindert das Auftreten des
Schublockings und reduziert auch den Effekt des volumetrischen Lockings.
Dabei ist hinsichtlich des Schublockings die Wahl der Quadraturpunkte
entscheidend. Wie bereits erwahnt, ergeben sich bei der Reproduktion
reiner Biegedeformationen in der {&-7n—FEbene parasitiare Schubverzerrun-
gen, die aufgrund ihrer linearen Abhéngigkeit in &~Richtung einen Null-
durchgang in der Elementmitte haben. Auswertungen fiir die Quadratur
an dieser Stelle liefert den gewiinschten, verschwindenden Schubverzer-
rungszustand. Der Effekt des volumetrischen Lockings wird dagegen nur
abgemildert. Alves de Sausa, et. al. haben in [84] gezeigt, dass bei Verwen-
dung einer einpunktigen Quadratur anstelle einer 8-Punkt-Quadratur
fiir trilineare Verschiebungselemente alle 23 moglichen inkompressiblen
Deformationen reproduziert werden kénnen. Aufgrund der hier zuléssi-
gen beliebigen Anzahl von Punkten in Dickenrichtung ist daher nur ei-
ne Verbesserung, aber keine vollstdndige Behebung zu erwarten. Weiter
fithrt die Verwendung der Quadratur Qs zum Auftreten sogenannter
Nullenergiemoden, denen mit Hilfe der im spéteren Verlauf beschrieben

Hourglass—Stabilisierung entgegengewirkt wird.

ANS—Methode Die ANS-Methode nutzt dhnlich wie die reduzierte In-
tegration die Tatsache, dass an bestimmten Punkten im Element, die
moglicherweise auftretenden parasitiaren Grofen mit den physikalisch zu
erwartenden iibereinstimmen. Die an diesen sogenannten Kollokations-
punkten gewonnenen Informationen werden dann iiber das gesamte Ele-
ment interpoliert und so eine verbesserte Beschreibung gewonnen.

Die hier verwendete Elemententwicklung nutzt diese Technik zur Be-
hebung des Querschublockings. Dazu werden die Querschubverzerrungen
an den Kantenmittelpunkten der Kopf- und Bodenflache ausgewertet und

von dort aus in das Innere extrapoliert, vergleiche |31, Abbildung 3|. Ent-
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scheidend ist hierbei die besondere Position der Kollokationspunkte, die
sich nicht wie gewohnlich auf der Mittelfliche normal zur (-Richtung

befinden.

Neben den Querschubverzerrungen wird die ANS-Methode auch fiir
Normalenverzerrungen in (—Richtung verwendet, um die Stabilitit des
Elementes zu verbessen. Die Kollokationspunkte liegen in diesem Fall

wie gewOhnlich in den Eckpunkten der Mittelflache.

EAS—Methode Der Ausgangspunkt fiir die EAS-Methode ist das Hu—
Washizu—Prinzip mit der Drei-Feld-Problemstellung 2.4. Fiir die Mas-
tervariable € wird angenommen, dass sich diese durch eine Komposition
aus kompatiblen Verzerrungen ¢, = Du und zusétzlichen erweiterten
Verzerrungen € darstellen lésst, das heifst € = ¢, + €. Einsetzen in Glei-
chung (2.10) liefert mit der analogen Zerlegung fiir die Variation der
Verzerrung w = Dy + @

5HHW(U7 éa U) (90, (2), T)
:/—é:T+(UU+Ué—U) W+ (0 +0:) e, da
Q
—/fgoda:— fxpdr =0
Q I'n
beziehungsweise

/(au—i-aé):e(pdx—/fgoda:— fapdr =0,
Q Q I'n

/—é:T =0, (3.14)
Q
/(Gu+aé—a):cf)dx:0.

Q

Fiir die diskrete Problemstellung werden endlich dimensionale Teilraume
Vi C H%D (Q,R?) und Ey, S, C L2 (Q, R3X3) gewahlt. Zusétzlich wird

sym

gefordert, dass

Sy, C (C(DVh + Eh) mit S, L Eh.
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3.3. Volumenartige Schalenelemente

Dies impliziert direkt Gleichung (3.14), und die explizite Abhéngigkeit
der Spannungen verschwindet. Die Losung (uy,, £,) € Vj, X E‘h erfillt somit
die Gleichung

M (up, ) (o, wp) = / (Ou, +0s,) : (€p, +@p) dz

¢ (3.15)

—/fsohdx— Jaendz =0
Q I'n

fir alle (¢n, wp) € Vi, X E’h. Im Vergleich zu der rein verschiebungsbasier-
ten Problemstellung in Form von Gleichung (2.12), treten die erweiterten
Verzerrungen in Gleichung (3.15) nur im Anteil der inneren Energie auf.
Die zusatzlich vorhandenen Freiheitsgrade bieten dabei die Mdoglichkeit
den verschiedenen Lockingeffekten durch eine entsprechende Abschwé-

chung der inneren Energie entgegenzuwirken, vergleiche zum Beispiel [18],
[24], [25], [27] und [28].

Die EAS-Methode wird bei dem hier verwendeten volumenartigen
Schalenelement zum einen zur Behebung des Dickenlockings eingesetzt
und dient zum anderen dazu moglicherweise auftretenden volumetrischen
Lockingeffekten, die mit Hilfe der reduzierten Integration noch nicht be-
hoben werden konnten, entgegenzuwirken. Die in [82] vorgestellten Uber-
legungen zeigen, dass in Kombination mit der zuvor préasentierten redu-
zierten Integration lediglich ein zusétzlicher EAS-Parameter pro Element
benotigt wird. Demnach ist das erweiterte Verzerrungsfeld auf Elemen-
tebene gegeben durch

0
0], oA.eR, KeT,
¢

EN(Em, ¢) = ol B, BF =

EAS

o O O
o O O

und liefert somit auch die benétigte lineare Abhéngigkeit der Gesamt-
verzerrungen ¢ in Dickenrichtung. Aufgrund der Tatsache, dass fiir die
erweiterten Verzerrungen keine globalen Stetigkeitseigenschaften gefor-
dert werden miissen, ist ferner eine elementweise statische Kondensation
der EAS—Parameter durchfiihrbar. Diese ermoglicht die ausschliefsliche
Verwendung der Verschiebung als globale Variable.
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Hourglass—Stabilisierung Die verwendete reduzierte Integration mit
einem Integrationspunkt in der &—n—Ebene und beliebig vielen (> 3)
Punkten in (—Richtung fithrt zum Auftreten von sogenannten Nullener-
giemoden — auch zero energy modes genannt. Hierbei handelt es sich um
Verschiebungen die zu einer Verzerrung des Korpers fiithren, aber, auf-
grund der verwendeten Integration, keinen Beitrag zur inneren Energie
liefern. Aus mathematischer Sicht bedeutet das, dass die Elliptizitéit der
Bilinearform verloren geht und somit die Steifigkeitsmatrix singular wird.
Um dies zu verhindern besteht die Mdoglichkeit der selektiv reduzierten
Integration. Der dabei vorhandene, voll integrierte Anteil verhindert das
Auftreten der unerwiinschten Moden. In den meisten Féllen ist jedoch
eine Separation der einzelnen Anteile nur mit sehr hohem Aufwand ver-
bunden oder aber gar nicht realisierbar. Die zweite Moglichkeit ist, alle
Anteile voll zu integrieren und die Lockingeffekte iiber eine héhere An-
zahl von EAS-Parametern zu beheben, was jedoch mit einem deutlich
hoheren numerischen Aufwand verbunden ist. Die dritte Technik, die in
diesem Fall verwendet wird, ist die sogenannte Hourglass—Stabilisierung,
vergleiche zum Beispiel [12], [13] und [39]. Dabei wird der Hourglass—
Anteil der Verzerrungen, das heiftt der Anteil der Verzerrungen, der sich
nicht aus dem reinen linearen Anteil der Verschiebungen ergibt und somit
durch die Quadraturformel entfallt, separat behandelt und anschliefsend
als Stabilisierung der reduziert integrierten Form ergéinzend hinzugefiigt.
Ausgangspunkt hierfiir ist eine Taylor-Reihen—Entwicklung der kompa-
tiblen Verzerrungen auf Elementebene bis hin zu den bilinearen Reihen-
gliedern, das heifst

Eun(§,1,0) = Eup +EES +mE] +CES +En &5+ ECES +mCEN,

mit &,, = &,,(0,0,0), & = 5% (0,0,0) und & = o 5 (0,0,0).

Im Hinblick auf die verwendete redu21erte Integration Wird deuthch dass

der Hourglass—Anteil der kompatiblen Verzerrungen gegeben ist durch

el (&,m, Q) =€l +mel +&nelt+ ECES + (e, (3.16)

da diese Anteile bei der Auswertung von ¢,, in den Quadraturpunkten
verschwinden. Die Beriicksichtung dieser Anteile erfolgt nun durch die
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3.3. Volumenartige Schalenelemente

analytische Integration der auftretenden Integrale. Dies ist moglich, da le-
diglich lineare beziehungsweise quadratische Polynome beziiglich &, n und
( integriert werden miissen. Angesichts der Tatsache, dass der Hourglass—
Anteil der Verzerrungen mitverantwortlich fiir die auftretenden Locking-
effekte ist, muss sichergestellt werden, dass diese nicht wieder auftreten.
Das Querschublocking ist durch die Verwendung der ANS—-Methode auch
fiir efh behoben. Hinsichtlich des volumetrischen Lockings wird die so-
genannte B-bar—Methode verwendet, vergleiche beispielsweise [51] und
[52, Abschnitt 5.4.2|. Konkret bedeutet das in diesem Fall, dass nur der
deviatorische Anteil beriicksichtigt und der volumetrische Anteil schlicht-
weg vernachléssigt wird. Das Schublocking wird schlieflich mit Hilfe der
in |60] und [61] vorgestellten Technik, basierend auf einen zum linearen
Verschiebungsfeld orthogonalen ergianzenden Verschiebungsanteil, beho-
ben. Hierbei beschréankt sich die Modifikation auf die Membrananteile

der Verzerrungen.

Diskrete Problemstellung

Abschliefsend erfolgt die Angabe der diskreten Problemstellung fiir die
Verwendung des zuvor beschriebenen volumenartigen Schalenelements.
Dazu wird in einem ersten Schritt die Gleichung (3.15) beziiglich der
der Funktionen (pp,wp,) = (O,E’C> fiir ein beliebiges Element IC € 7T,
variiert. Unter Beriicksichtigung der Unstetigkeit des erweiterten Verzer-
rungsfeldes ist supp (B’C) C K und somit &,|, = ok, BF. Dies liefert

5H(Uh,éh) (QO,L:)}Z) = / (Uuh + O_éh) s, dx
Q
:/ (C:auh):B’Cd:c—i—agAs/ <C:§K> : B dx
K K
<0

und schlie8lich mittels statischer Kondensation

e :_fK(Czsuh):B’Cdx
f,c (C:BK) - BK dx

EAS
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Weiter beschreibe M s den Operator, der die Normalenverzerrung und
die Querschubverzerrungen beziiglich der Dickenrichtung durch die be-
schriebenen ANS-Approximationen ersetzt, sowie M., den Operator,
der die Membrananteile zur Stabilisierung modifiziert. Dann lésst sich
die diskrete Problemstellung auf folgende Weise beschreiben.

Problemstellung 3.2. Finde u, € V), = Vh(l), sodass gilt

AP (up)(on) =0 Yo, € V4
mat

A (n)on) = 3 {amwh)(m Fa e - [ fouds

KeTh
__u/p fﬁQNLdai )
OKNON

ac(@n)(pn) = D (C(g) : Maxs (£,)(@:)) : Mans(e0,) () w

(qi,wi)€Qvs

O‘gAs(wh) Z ((C< ) BK(QZ)) :MANS(SSOh)(Qi) Wi,

(gi,wi)€Qvs

(C(i) - Mans(ew,)(a) - B (a:) w

(gs;wi)€Qvs

> (Clai) : BM(qi)) - BX(qi) w

(gi,w;)€EQvs

O‘EAS (wh) =

und

dev ov
@ 0) = [ (€M ()Y Mo ()

H,ANS

Weiter ist €, analog zu Gleichung (3.16) definiert, wobei

aMANS(guh)

Euy, = Mans(€u,,)(0,0,0), étf') =
Eu)0.00), &)= ST

(0,0,0)

und P M )
= (-)(e) — ANS 8uh O 07 0
ST 00 Y

gilt.
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Abbildung 3.2.: Prinzipskizze eines hybriden Netzes bestehend aus ei-
nem volumenartigen Schalenelement (links) und mehre-
ren Volumenelementen (rechts).

3.4. Hybride Netze

Diskretisierungen, die aus unterschiedlichen Typen von Finiten Elemen-
ten bestehen, werden als hybride Triangulierung beziehungsweise als hy-
brides Netz bezeichnet. Der entscheidende Punkt bei der Nutzung eines
solchen Netzes ist die sinnvolle Interaktion der unterschiedlichen Ele-
menttypen. Die hier angestrebte lokal adaptive Verwendung von Volumen-
und volumenartigen Schalenelementen erméglicht auf den ersten Blick
eine vergleichsweise einfache Kopplung, da weder ein Unterschied in der
Geometriebeschreibung! noch in der Anzahl und Art der Freiheitsgrade
vorliegt. Problematisch ist hingegen die notwendige, deutlich feinere Dis-
kretisierung hinsichtlich der Volumenelemente, wie die in Abbildung 3.2
dargestellte Prinzipskizze verdeutlicht. Die dadurch entstehenden hén-
genden Knoten beziehungsweise hingenden Freiheitsgrade erfordern eine
entsprechende Kopplung der Art, dass die Stetigkeit des Verschiebungs-
feldes gewahrleistet ist.

Dies lasst sich zum einen analog zu h—adaptiven Verfahren durch die
Vorgabe von Interpolationsbedingungen realisieren, die die entsprechen-
den Freiheitsgrade so restringieren, dass die Verschiebungsfelder iiber-

'Bei der Betrachtung reiner Schalenelemente erfolgt die Geometriebeschreibung be-
spielweise iiber die Mittelfliche. Weiter sind neben den reinen Verschiebungs- auch
Verdrehungsfreiheitsgrade vorhanden, vergleiche zum Beispiel [17].
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einstimmen. Der Nachteil dieser Technik ist jedoch, dass durch die hohe
Anzahl an Zwangsbedingungen die Verschiebungsfreiheit der Volumen-
elemente an der Kante deutlich eingeschréankt wird, was eine negative
Auswirkung auf die Qualitdt der Losung hat.

Eine andere Moglichkeit bietet das Konzept der schwachen Kopplung,
das heiftt einer Gleichheit im integralen Mittel. Hierzu wird auf Tech-
niken aus dem Bereich der Gebietszerlegung und der Behandlung von
Mehrkorperkontaktproblemen zuriickgegriffen. Eine detaillierte Beschrei-
bung der Gebietszerlegung findet sich zum Beispiel in [57] oder [92]. Die
Art der Diskretisierung des Lagrange-Multiplikators ist der entscheidende
Unterschied bei den ansonsten dhnlichen Techniken, die auch bei der Dis-
kretisierung von Mehrkorperkontaktproblemen Anwendung finden, siehe
beispielsweise [20] beziehungsweise [93]. Der Ausgangspunkt ist jeweils
die Unterteilung des Gebietes {2 in zwei oder mehrere Teilgebiete, die
dann unabhéngig voneinander behandelt werden. Die Kopplung an den
Ubergangs- beziehungsweise Kontaktkanten wird schlieflich durch For-
derung nach dem dortigen Verschwinden des Sprungs [u] = 0 im variatio-
nellen Sinne realisiert. In der hier betrachteten Situation ergibt sich die
Unterteilung des Gebietes direkt aus der Verteilung der unterschiedlichen
Elementtypen. Das Teilgebiet, das alle Volumenelemente vereint, erhélt
die Bezeichnung €2y;. Entsprechend beschreibt €2,s den Bereich der vo-
lumenartigen Schalenelemente. Durch die Integration der Zwangsbedin-
gung an den Sprung mittels Lagrange-Techniken in die Gleichgewichtsbe-
dingung und der anschliefsenden Identifizierung der diskreten Funktionen
mit den zugehorigen Koeffizientenvektoren ergibt sich ein algebraisches

Block—Gleichungssystem in Sattelpunktform

EOE-6) e

Die Gebietszerlegung sowie die Verwendung der in |93, Abschnitt 3| ein-
gefiihrten biorthogonalen Mortar—Basisfunktionen fithren zudem auf nu-
merisch vorteilhafte Strukturen der einzelnen Untermatrizen. Die unab-

héngige Betrachtung der einzelnen Teilgebiete yx und Qg liefert im
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Idealfall eine Matrix A mit einer entkoppelten Blockstruktur der Form

A 0
A= |77 :
(5 )

Zudem hat die Kopplungsmatrix N lediglich vier von Null verschiedene
Eintrage pro Zeile.

Zur Bestimmung einer Losung des Gleichungssystems (3.17) stehen
unterschiedliche Verfahren zur Auswahl. Ein ersten Ansatz ist das Sys-
tem als ganzes zu betrachten und monolitisch mit Hilfe eines direkten
Losungsverfahrens — zum Beispiel der LR—Zerlegung — zu 16sen. Dies
hat jedoch den Nachteil, dass bei groften Systemen schnell die maxima-
len Ressourcen erreicht sind und aufgrund der Indefinitheit des Systems
auch Stabilitdtsprobleme auftreten konnen. Zudem werden die Struktur-
eigenschaften des Problems vollig vernachléssigt.

Alternativ kann auf typische Techniken zum Lésen von Sattelpunktpro-
blemen wie beispielsweise die Verwendung des Schurkomplements (ver-
gleiche [79, S. 217|) zuriickgegriffen werden. Die Multiplikation der Glei-
chung (3.17) mit der Matrix

()
()0 (e

und somit eine Bestimmungsgleichung fiir den Lagrange-Parameter y.

liefert

Durch Umformen des Ausdrucks in der ersten Zeile ergibt sich fiir be-
kanntes y schlieflich eine Gleichung fiir u der Form Au=F - N X Die
entscheidende Grofse in dem zuvor beschriebenen Vorgehen ist die Inverse
der Matrix A. Unter der Voraussetzung, dass A regulér ist, ldsst sich die
Multiplikation mit A~! durch das Losen eines Gleichungssystems reali-
sieren. Dabei wird das Problem aufgrund der Struktur von A auf zwei
Teilprobleme beziiglich der Matrizen A, und Ays reduziert, deren Be-
handlung unabhéngig voneinander moglich ist. Dies setzt jedoch voraus,
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dass die beiden Untermatrizen jeweils regulér sind, was zumindest fiir
den Fall von in beiden Teilgebieten vorliegenden Dirichletrandbedingun-
gen garantiert ist. Ist dies nicht der Fall, so ist trotz der Tatsache, dass
eine der beiden Untermatrizen singular ist, das vollstiandige System aus
Gleichung (3.17) weiterhin 16sbar, vergleiche [47, Abschnitt 7.4.1]. Um in
dieser Situation nicht erneut auf den monolitischen Ansatz zuriickgrei-
fen zu miissen, bietet sich eine Kombination aus starker und schwacher
Kopplung an. Dabei werden lediglich die in beiden Triangulierungen vor-
kommenden Freiheitsgradknoten identifiziert und stark gekoppelt — in
Abbildung 3.2 sind das die Eckknoten des volumenartigen Schalenele-
ments auf der Ubergangskante. Bei allen anderen wird die Gleichheit
weiterhin im integralen Mittel gefordert. Die starke Kopplung ausgewahl-
ter Freiheitsgrade wirkt sich zudem positiv auf die Vorkonditionierbarkeit
des Systems aus, sodass insbesondere fiir iterative Losungsverfahren ei-
ne effizientere Losung moglich ist, siehe [56]. Nachteilig ist jedoch, dass
durch die starke Kopplung die vorteilhafte Blockstruktur verloren geht
und die Matrix A wieder im ganzen betrachtet werden muss. Fiir einen
numerisch effizienten Umgang mit dieser Situation sei auf die Technik in
[56, Abschnitt 3| verwiesen.

Eine andere Moglichkeit ist der Ubergang zu einer Helmholtz-Gleichung.
Der hierdurch entstehende zusétzliche Anteil aus der Massenmatrix sorgt
dann auf beiden Teilgebieten unabhéngig von der Verteilung der Dirich-
letrandbedingungen fiir positiv definite Untermatrizen. Dieser Ansatz
lasst sich damit begriinden, dass die Beschreibung eines vollstandigen
Blechmassivumformprozesses die Verwendung einer zeitabhéngigen Mo-
dellierung verlangt und die hier betrachtete statische Situation als ein

zeitdiskreter Zustand interpretiert werden kann.

Als letzte Technik sei die statische Kondensation des Lagrange-Multi-
plikators mittels einer Neuinterpretation der Freiheitsgrade auf den Uber-
gangskanten erwéhnt. Diese beinhaltet eine Aufspaltung in einen totalen
und einen relativen Verschiebungsanteil und wird durch die Einfithrung
sogenannter bedingter Basisfunktionen — vergleiche zum Beispiel [50, Ab-
schnitt 2.3] — realisiert. Die entscheidende Eigenschaft dieser Basisfunk-
tionen ist, dass sie einen Tréger in beiden Teilgebieten haben. Dies fiihrt

erneut zu einer Kopplung der Untermatrizen Ay und A,y und einer Auf-
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16sung der Blockstruktur von A. Dafiir reduziert sich die Systemgrofse
wieder auf die urspriingliche Anzahl von Freiheitsgraden.

Um den implementatorischen Aufwand zu begrenzen und neben der
Verwaltung der aufwendigen Netzstruktur nicht zusétzliche Datenstruk-
turen fiir die Losungsalgorithmen bereitstellen zu miissen, wird zur Be-
stimmung der Losung in allen numerischen Anwendungsbeispielen durch-

weg der monolitische Ansatz unter Einsatz der LR—Zerlegung verwendet.
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Kapitel 4.

Fehlerschatzung auf Basis der
DWR—-Methode fiir
modifizierte diskrete
Semilinearformen

Im Rahmen der a priori Fehleranalyse wurde aufgezeigt, in wieweit der
Diskretisierungsfehler anhand der Ungleichungen (3.2) und (3.3) kontrol-
liert werden kann. Die hieraus ableitbaren Informationen sind jedoch eher
von qualitativer Natur, wie beispielsweise die Ordnung der zu erwarten-
den Konvergenzgeschwindigkeit, als dass sie quantitativ die Grofenord-
nung des Fehlers wiedergeben. Der Grund dafiir ist, dass nur in wenigen
Féllen Informationen iiber die Norm der zweiten Ableitung der kontinu-
ierlichen Losung sowie die Grofenordnung der auftretenden Konstanten
vorhanden sind. Dariiber hinaus liegt der Fokus in praktischen Anwen-
dung haufig auf deutlich spezielleren Fehlermafsen, wie beispielsweise der
Verschiebung oder der Vergleichsspannung in einem bestimmten Teilge-
biet, iiber die anhand der globalen H'- oder L?> Norm keine Aussagen
moglich sind. Um dennoch den Fehler quantitativ abzuschitzen, kommt
das Konzept der a posteriori Fehlerschidtzung zur Anwendung, bei dem
die Abschitzung des Diskretisierungsfehlers auf der zur aktuellen Tri-
angulierung bestimmten diskreten Losung basiert. Aus den unterschied-
lichen Ansétzen der a posteriori Fehlerschitzung wird an dieser Stelle
das Konzept der zielorientierten Fehlerschéitzer genauer betrachtet, da

es im Hinblick auf die Beriicksichtigung spezieller Fehlermafe von ent-
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scheidender Bedeutung ist. Fiir die weiteren Vorgehensweisen sei auf die
entsprechende Literatur — wie beispielsweise [89, Kapitel 1] — verwiesen.

Die grundlegende Idee der zielorientierten Fehlerschiatzung beruht dar-
auf, dass das zu betrachtende Fehlermals durch ein — mdglicherweise
nichtlineares — Funktional .J: V' — R repréasentiert und dieses dann iiber
ein duales beziehungsweise adjungiertes Problem mit der Ausgangspro-
blemstellung verkniipft wird. Basierend auf dem dualen Problem lésst
sich der Fehler beziiglich des Zielfunktionals dann mit Hilfe der Cauchy -
Schwarz-Ungleichung und a posteriori Fehlerschétzern hinsichtlich der
Energienorm des primalen und dualen Problems abschéatzen — vergleiche
zum Beispiel [3], [70], [71]. Die Konvergenz von adaptiven Methoden ba-
sierend auf der zuvor beschriebenen Technik zur Fehlerschitzung wird
unter anderem in [10], [38], [68] gezeigt, jedoch sind die Resultate auf
lineare Zielfunktionale und Ausgangsproblemstellungen beschrankt.

Alternativ bietet die in [7] und [11] vorgestellte Methode der dual-
gewichteten Residuen — kurz DWR~-Methode — eine weitere Moglichkeit
zur zielorientierten Schétzung des Diskretisierungsfehlers in Form einer
Fehleridentitét. Diese besteht unter anderem aus dem Residuum des pri-
malen Problems gewichtet mit der kontinuierlichen Losung des dualen
Problems, wodurch der Einfluss der diskreten Lésung in einem konkreten
Punkt auf den Wert des Zielfunktionals beschrieben wird. Durch eine ad-
dquate Approximation der noch vorhandenen kontinuierlichen Grofsen in
der Fehleridentitéit, ergibt sich ein numerisch auswertbarer Fehlerschét-
zer, der in der Praxis gute Ergebnisse liefert, obwohl ein préziser mathe-
matischer Beweis hinsichtlich der Effizienz und Zuverléssigkeit lediglich
unter der Voraussetzung einer schwierig zu verifizierenden Séttigungs-
annahme moglich ist — vergleiche [36]. Fiir lineare Problemstellungen
hingegen wird in [69] eine Modifikation vorgestellt, die eine zuverléassige
Fehlerschatzung garantiert.

Das Konzept der DWR-Methode lésst sich auch zur Schiatzung ande-
rer Fehlerarten verwenden. Neben der in [74]| von Rannacher und Vihha-
rev vorgestellten Erweiterung zur Schétzung des numerischen Fehlers bei
der Behandlung von nichtlinearen Problemen unter der Verwendung von
iterativen Losungsverfahren, ldsst sich ferner der Fehler beziiglich unter-
schiedlicher Modelle schétzen. Braack und Ern entwickelten auf abstrak-

ter Ebene eine Vorgehensweise zur gleichzeitigen Schatzung des Modell-
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und Diskretisierungsfehlers, wobei sich die unterschiedlichen kontinuierli-
chen Modelle durch einen additiven (nichtlinearen) Anteil unterscheiden
— vergleiche |22]. Dabei beschriankt sich die Anwendung der Technik in
[22] auf Diffusion-Reaktionsgleichungen mit stark oszillierenden Koeffizi-
enten. Eine Anpassung auf zeitabhéngige Probleme erfolgt in [23]. Auch
im Bereich der Strukturmechanik findet diese Technik Anwendung. So
behandelt [46] die Kombination von elastischem und linear elastischem
Materialverhalten, wohingegen in [45] der Fokus auf thermoplastischen
Problemstellungen mit nicht-lokaler Schéadigung liegt. Die Anwendung
auf das Gebiet der Kontaktprobleme, insbesondere des reibungsbehafte-
ten Kontakts, wird in [73] prasentiert. Hierbei besteht die Modellhierar-
chie aus verschiedenen linearen und nichtlinearen Reibgesetzen.

Die folgenden Ausfithrungen in diesem Kapitel befassen sich ebenfalls
mit den zwei Teilgebieten der Diskretisierungs- und Modellfehlerschét-
zung basierend auf der DWR-Methodik. Dabei wird das urspriingliche
Konzept auf die Situation einer modifizierten diskreten Problemstellung,
wie sie beispielsweise durch die Verwendung der Bilinearformen beziiglich
der selektiv reduzierten Integration oder der volumenartigen Schalenele-
mente — vergleiche Abschnitte 3.2 und 3.3 — entsteht, erweitert. Eine dhn-
liche Thematik wurde bereits in [11, Abschnitt 2.3] fiir Stabilisierungs-
techniken untersucht, wobei als Konsistenzvoraussetzung das Losen der
diskreten Gleichung durch die kontinuierliche Losung verlangt wird. Da
diese Bedingung bereits in den zuvor erwahnten Beispielen nicht erfiillt
ist, erfolgen die nachfolgenden Untersuchungen ohne eine entsprechende
Forderung.

Bei der Herleitung der Fehleridentitét fiir den Diskretisierungsfehler
entsteht die Schwierigkeit, dass aufgrund der modifizierten diskreten Pro-
blemstellung auch ein diskretes triviales Optimierungsproblem entsteht.
Die Argumentation iiber die stationdren Punkte ist somit hinfallig. Ab-
hilfe schafft hier die Einfiihrung eines Hilfsfunktionals, mit dem die neue
Situation auf die urspriingliche Ausgangslage zuriickgefiihrt werden kann.

Im Hinblick auf die Modellfehlerschéitzung ist in einem ersten Schritt
zu kldren, was im Sinne der Dimensionsadaptivitit unter einem Modell-
fehler zu verstehen ist. Die Definition erfolgt an dieser Stelle basierend
auf der Differenz der Diskretisierungsfehler beziiglich verschiedener Finite

Elemente Diskretisierungen. Fiir die Herleitung der zugehdrigen Modell-
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fehleridentitét dient die in in [22] vorgestellten Technik fiir den konti-
nuierlichen Modellfehler als Orientierung. Da das gesamte Vorgehen auf
diskreter Ebene stattfindet, stellt sich heraus, dass zuséatzlich die Bezie-
hungen zwischen den unterschiedlichen Diskretisierungen eine entschei-
dende Rolle spielen. Neben der allgemeinen Modellfehleridentitéit werden
daher auch Resultate fiir ausgewihlte Konstellationen vorgestellt.

4.1. Allgemeine Problemstellung

In diesem Abschnitt erfolgt die Spezifizierung der eingangs beschriebenen
modifizierten Problemstellung durch die Identifizierung mit einer entspre-
chenden diskreten Semilinearform. Dabei sind anders als fiir den Rest
der Arbeit auch allgemeinere, nichtlineare Problemstellungen zugelas-
sen. Um die Unterschiede und Schwierigkeiten im Vergleich zum klassi-
schen DWR-Konzept zu verdeutlichen, werden zunéchst die grundlegen-
den Resultate zur Diskretisierungsfehleridentitét aus [7| beziehungsweise
[11] zusammengefasst. Der Abschnitt schliefst mit der Angaben der mo-
difizierten diskreten Problemstellung inklusive des zugehorigen trivialen
Optimierungsproblems und der Definition des Modellbegriffs sowie des
entsprechenden Modellfehlers.

4.1.1. Klassische DWR-Fehleridentitat

Die Herleitung der klassischen Fehleridentitdt basierend auf der DWR-
Methodik — siehe [7], [11] — erfolgt unter der Annahme, dass die zur
kontinuierlichen Ausgangsproblemstellung

Problemstellung 4.1. Finde u € V' mit

Aw)(p)=0 VpeW. (4.1)
gehorende diskrete Problemstellung gegeben ist durch
Problemstellung 4.2. Finde u, € V,, mit

A(Uh) (Sph) =0 Vo, € W, (42)
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Dabei sind A : V x W — R eine gegebene Semilinearform mit linearem
Anteil im zweiten Argument, V' und W passend gewéhlte Funktionen-
rdume und V;, C V sowie W, C W die zugehorigen endlichdimensionalen
Teilraume. Weiter sei eine frei wihlbare Zielgrofe gegeben, die mittels
eines — moglicherweise nichtlinearen — Funktionals J: V' — R reprasen-
tiert wird und beziiglich dessen der Fehler der diskreten Losung uy, € V),

gemessen werden soll.

Wie bereits in der Einleitung dieses Kapitels erwahnt, lasst sich unter
der Voraussetzung, dass sowohl Problemstellung 4.1 als auch 4.2 eine
eindeutige Losung besitzen, der Wert des Zielfunktionals anhand eines
trivialen Optimierungsproblems mit Nebenbedingungen bestimmen. Das
heifst, gesucht ist u € V' beziehungsweise u;, € V}, mit

J(u) = {prlei‘r/lj(w), sodass A (1Y) (p) =0 VYpeW

beziehungsweise

J(up) = min J (¢,), sodass A(¢p) (on) =0 Y, € Wi

YrEV

Uber das zugehorige Lagrangefunktional
L:VXW =R, L(W,p)=J]@)-A) ()

ist jedes Minimum u beziehungsweise u;, durch einen stationdren Punkt
von L charakterisiert, also ein Tupel (u,z) € V x W bezichungsweise
(up, zn) € Vi x Wy, das die Euler-Lagrange Gleichung

L(u,z) (b, 0) =0 V(,p) €V xW

beziehungsweise

L' (up, zn) (Un,0n) =0 ¥ (Un, on) € Vi x W,

erfiillt. Die separate Betrachtung der partiellen Variationen ergibt be-
ziiglich des Lagrangemultiplikators — hier z beziehungsweise z, — die
Ausgangsproblemstellung 4.1 beziehungsweise 4.2 und entsprechend hin-

sichtlich der primalen Grofe u beziehungsweise u;, das duale oder auch
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adjungierte Problem

A(w) (,2) =T (u) (V) VeV, (4.3)

beziehungsweise

A" (un) (n, zn) = J' (un) (¥n) Vb, € V. (4.4)

Durch die Charakterisierung der kontinuierlichen und diskreten Losung
als stationdre Punkte des Lagrangefunktionals £, lasst sich die Differenz
J(u) — J(up) durch die entsprechende Differenz des Lagrangefunktionals
in den stationdren Punkten beschreiben. Dies ermdoglicht unter Anwen-
dung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung sowie der
Trapezregel die Herleitung einer Fehleridentitéat geméaf [11, Satz 2.2] der
Form

1 1
J(u) = J(un) = 5p(un) (2 = on) + 5" (wn 20)(u = ) + R (45)
Dabei ist das Restglied Rf’) von dritter Ordnung beziiglich des primalen
und dualen Fehlers e, := u — u, und e, := 2z — z, und gegeben durch

1
Rl(lg) = / £"'(uh + S€y, zp + Sez)((€u7 ez) ) (Gu, 62) ) (eu7 62)) S (S - 1) ds.
0

Der Term p(uy)(e) = —A(uy) (o) beschreibt das Residuum des primalen,
der Term p*(up, z,) (o) = J' (up) (o) — A’ (up,) (e, z,) das Residuum des
dualen Problems. Beide Residuen werden mit der kontinuierlichen Lo-
sung des jeweils anderen Problems gewichtet. Insbesondere die Losung
des dualen Problems fungiert in diesem Zusammenhang als eine Art Ein-
flussfunktion, die die Auswirkung der diskreten primalen Losung in einem
Punkt auf den Wert des Zielfunktionals beschreibt.

Die Fehleridentitét in Gleichung (4.5) wurde unter der Voraussetzung
hergeleitet, dass die Gleichungen (4.2) und (4.4) exakt erfiillt sind. In
der Praxis werden jedoch lediglich numerische Approximationen w; von
uy, beziehungsweise Z;, von z;, anhand der zugehorigen Gleichungssysteme
bestimmt, fiir die die Gleichungen (4.2) und (4.4) dementsprechend nur
naherungsweise gelten. Die Bertiicksichtigung dieses Sachverhalts bei der
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Herleitung der Fehleridentitéat aus Gleichung (4.5) liefert einen zusétzli-
chen Term, der den Fehler hinsichtlich der numerischen Approximation

misst. Die entsprechende Fehlerdarstellung geméf |74, Satz 3.1| lautet

J(u) = J(iy) = %P(ﬂh)(z — Zn) + %P*(@ha Zn)(u — ) (46)

+ plan) (z) + RY.

Da in vielen Féllen der numerische Fehler mehrere Gréfenordnungen
kleiner ist als der zugehorige Diskretisierungsfehler, wird der entspre-
chende Anteil p(ay,)(Z,) fiir gewohnlich vernachléssigt. Dies éndert sich
jedoch mit zunehmender Verfeinerung, da aufgrund der hardwarespezifi-
schen Gegebenheiten eine maximale arithmetische Genauigkeit vorgeben
ist und sich somit die Grofsenordnungen der beiden Fehleranteile immer
weiter annahern. Dariiber hinaus gibt es andere Faktoren, die sich negativ
auf den numerischen Fehler auswirken und diesen signifikant vergrofern.
Neben der Genauigkeit der verwendeten Quadraturformeln und der Wahl
der Toleranzen fiir die Gleichungssystemloser, spielen auch problemspezi-
fische Aspekte, wie die Modellierung von inkompressiblem, linear elasti-
schem Materialverhalten, eine Rolle. Um all diesen Situationen Rechnung
zu tragen, wird bei den folgenden Uberlegungen der numerische Fehler
stets miteinbezogen. Fiir eine bessere Lesbarkeit wird jedoch auf eine
explizite Unterscheidung zwischen den diskreten Grofen und deren be-
rechneten Naherungen verzichtet und davon ausgegangen, dass — falls
nicht explizit anders vorausgesetzt — mit u; beziehungsweise z;, immer

die numerische Approximation gemeint ist.

4.1.2. Modifizierte diskrete Problemstellung

Ausgehend von der klassischen DWR-Methode soll das bestehende Kon-
zept dahingehend erweitern werden, dass es auch fiir Problemstellungen
anwendbar ist, die beispielsweise die in Abschnitt 3.2 beschriebene selek-
tiv reduzierte Integration oder die volumenartigen Schalenelemente aus
Abschnitt 3.3 verwenden. Allgemein bedeutet dies, dass zur addquaten
Beschreibung des diskreten Problems, neben der Einschriankung auf die

endlichdimensionalen Teilrdume, zusétzlich eine modifizierte diskrete Se-
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milinearform berticksichtigt werden muss. Daraus resultiert, dass anstelle

von Problemstellung 4.2 die modifizierte diskrete Problemstellung
Problemstellung 4.3. Finde u, € V,, mit
Ay, (uh) (gOh) =0 Vg@h e W, (4.7)

zu betrachten ist. Auch in dieser Situation erfolgt die Verkniipfung zum
Zielfunktional J anhand eines trivialen Optimierungsproblems. Dieses

impliziert ebenfalls ein modifiziertes Lagrangefunktional, das gegeben ist

durch

Ly:VxW =R, Ly@Wnon) = (Wn) = An (¢¥n) (¢n) -

Der stationdrer Punkt (uy, z) € Vi, x W), von L, erfiillt zudem die ent-
sprechende duale Gleichung

Al (up) (n, 2n) = J' (un) (Un) Vo, € V. (4.8)

Obwohl das modifizierte Lagrangefunktional auf dem kontinuierlichen
Produktraum V x W definiert ist, wird an dieser Stelle nicht vorausge-
setzt, dass die kontinuierliche Losung u € V' eine Konsistenzbedingung
der Form Aj(u)(¢) =0 fiir alle ¢ € V erfiillt, was ein entscheidender
Unterschied zu den in |11, Abschnitt 2.3] betrachteten Ausfiihrungen ist,
die sich mit der Behandlung von Stabilisierungstechniken beschéftigen.

4.1.3. Modell und Modellfehler

Fiir die Herleitung einer Modellfehleridentitéit in Abschnitt 4.3 sind zu-
néchst der Begriff des Modells und der des Modelifehlers genauer zu
spezifizieren.

Der entscheidende Unterschied in der hier betrachteten Situation zum
klassischen Rahmen ist die modifizierte diskrete Problemstellung 4.3,
die fiir eine addquate Beschreibung notwendig ist. Unter der Annah-
me, dass diese Anpassung nicht eindeutig ist, sondern dariiber hinaus

eine weitere zielfiihrende Beschreibungen mittels einer Semilinearform
Ay, 0V x W — R und zugehorigen Teilrdumen V), C V und W, ¢ W
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4.2. Diskretisierungsfehlerschétzung

existiert, so lasst sich jede dieser beiden Anpassungen als ein eigenstéin-
diges Modell interpretieren.

Problemstellung 4.4. Finde up, €V, C V mit
./Tlh (uhm) (@h) =0 V@h S Wh cWw. (49)

In Bezug auf die Lésung s, der durch die Semilinearform A, gegebe-
nen Problemstellung 4.4 stellt sich die Frage, inwieweit diese eine bessere
Néherung an den Wert des Zielfunktionals liefert als die Losung uy, der
Problemstellung 4.3. Eine Aussage dariiber lédsst sich anhand eines Ver-
gleichs der jeweiligen Diskretisierungsfehler machen. Zudem liefert diese
Betrachtung auf natiirliche Weise die Definition des Modellfehlers.

Definition 4.1 (Modellfehler). Es seiuy, € Vj, eine Losung von Problem-

stellung 4.3 und up, € V), eine Losung von Problemstellung 4.4. Dann
ist im Kontext dieser Arbeit der Modellfehler Ey definiert durch

By = [ (w) = J (unm)] = [J (w) = J (un)] = J (un) = J (tnm)

Der Modellfehler entspricht demnach der Differenz der durch die Betrach-
tung der Problemstellungen 4.3 und 4.4 entstehenden Diskretisierungs-
fehler beziiglich des Zielfunktionals J.

4.2. Diskretisierungsfehlerschatzung

Fiir die Herleitung der Fehleridentitét ist in der hier vorliegenden Situa-
tion zu beachten, dass die kontinuierliche und diskrete Losung weiterhin
als stationdre Punkte charakterisiert werden konnen, diese jedoch beziig-
lich unterschiedlicher Lagrangefunktionale stationdr sind. Somit ist die
in Abschnitt 4.1.1 beschriebene Vorgehensweise nicht direkt anwendbar.
Um dieser Schwierigkeit zu begegnen, wird zunéchst ein Hilfsfunktional
oL eingefiihrt, dass die Differenz zwischen kontinuierlichem und diskre-
tem Lagrangefunktional beschreibt. Es ist
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und damit eine Zerlegung von L der Form
L(y) = Ln (y) + L (y) (4.10)

gegeben, wobei zur besseren Lesbarkeit die abkiirzenden Schreibweisen
L(z) == L(u,z) und Ly(z,) = Lp(up,z,) fiir die Lagrangefunktionale,
r = (u,z) und z, = (up,z,) fiir die zugehorigen stationdren Punkte
sowie y = (¢, ) und y, = (¢y, p) fir die entsprechenden Variationen
verwendet werden. Mit Hilfe der Zerlegung in Gleichung (4.10) ist es
moglich, die aktuelle Situation so umzuformulieren, dass die Techniken
der klassischen Herleitung wieder einsetzbar sind und die nachfolgende

Fehleridentitit nachgewiesen werden kann.

Satz 4.1. Es seien J und A dreimal, A, mindestens einmal richtungsdif-
ferenzierbar beziiglich des kontinuierlichen Funktionenraumes der ersten
Komponente, sowie u eine Losung von Problemstellung 4.1 und uy, von
Problemstellung 4.3. Dann gilt fiir den Fehler gemessen im Zielfunktional
J die Identitdt

T () =T (i) = 3o un) ) + 5

580 () (e:) + 540 () (e) (W1

P (uns 2n) (€u)

+ pn (un) (zn) + Ap (up) (2n) + Rf’)

mat
pn (un) (8) = —Ap (up) (o), (4.12)
Oh (uh, zp) (0) = J' (up) (o) — A}, (un) (o, 21) , (4.13)
Ap (up) (o) = Ay (up) (o) — A(uy) (o), (4.14)
p* (un, zn) (0) = Aj (un) (o, 2n) — A’ (un) (o, 21) - (4.15)

Das Restglied Rf’) besitzt die Darstellung

1

1
Rf’) = 5/ (" (up + sen) (eu, €u, €4)
0

— A" (up, + sey) (€, €u, €u, 2n + S€5) (4.16)

— 3A" (up, + sey) (ey, eu,e.)] s (s — 1) ds

74
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und ist von dritter Ordnung in den Fehlern e, und e,.

Der Vergleich der klassische Fehleridentitat in Gleichung (4.5) bezie-
hungsweise (4.6) mit der hergeleiteten Version in Gleichung (4.11) zeigt,
dass diese, neben dem primalen und dualen Residuum sowie dem numeri-
schen Fehler — in der aktuellen Situation alle beziiglich der modifizierten
diskreten Semilinearform definiert — aus weiteren Anteilen besteht. Die
hinzugekommenen Terme Ap(uy)(e) und Ap*(uy, z,)(e) gewichtet mit
kontinuierlichen Funktionen sind als Konsistenzfehler zwischen kontinu-
ierlicher und diskreter Problemstellung und der Term Ap (up) (zp,) als
Mafs fiir die Verletzung der Galerkinorthogonalitéit zu verstehen.

Beweis. Der Beweis beruht im Wesentlichen auf der Verwendung des
Hilfsfunktionals 6L, mit dem die Differenz der Losungen beziiglich des
Zielfunktionals in eine Differenz des kontinuierlichen Lagrangefunktio-
nals iiberfithrt und auf diese anschliefend die klassische Vorgehensweise
angewendet wird.

Mit Hilfe von Gleichung (4.1) und dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung ergibt sich

J(u) = J (un)

J(u) = A(u) (2) = [J (un) — An (un) (21)] — An (un) (2n)
L (z) — Ln (zn) — An (un) (21)
L (x) — L (zn) + 0L (zn) — An (un) (21)

_ /O L' (2 + se2) (e2) ds + 0L (2n) — Ap (un) (21).

Die Definition von dL und die Approximation des Integralterms mit der
Trapezregel inklusive zugehorigem Restglied liefert

T(0) =T () = [ U (ot se2) (€2) ds+ Ap(un) () + (1) ()
1

= U@ (e) + U (@) (e) + R

+ Ap (un) (zn) + pu (un) (21) -

Da x ein stationédrer Punkt von L ist, verschwindet der Term L' (x) (e,).

Weiter resultiert aus der Zerlegung von L geméf Gleichung (4.10) die
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Identitat

L' (n) (e2) = L}, (zn) (ex) + 6L (z1) (ex)
= (Ln),,, (un, z) (ew) + (Ln)%, (un, 2n) (€2) + 0L (1) (ex)
J" (un) (eu) — Aj, (un) (€u; 2n) — An (un) (e2) + 0L () (ex)

= pj, (un, z1.) (€u) + pn (un) (€2) + 6L (z1) (ex)
= ph, (un, 2n) (eu) + pn (wn) (€2) + Ap (un) (e2) — A () (e)

+ A, (un) (ew, 2n) — A" (un) (€u, 2n)
= ph (un, 2n) (€u) + pn (un) (€2) + Ap (up) (€2)

+ Ap”* (up, z) (€4) -

(e2
(

€

Abschliefsend ist noch die Darstellung des Restglieds zu zeigen. Die ver-
wendete Trapezregel liefert
1
R(3) o 1 L///( .
b == xp + sez) (€g,€p,6,) 8 (s — 1) ds.

2
0

Fiir die dritte Variation von L ergibt sich zunéchst mit beliebigen Funk-
tionen y1 = (Y1, ¢1), Y2 = (V2, ¥2), y3 = (Y3, 3) €V x W

L/” (y) (yla Y2, y3) = JI” (w> <w17 w27 7?3) - A”/ W) (wb ¢2» wi’n 90)
— A" (1) (1,42, 03) — A" () (Y1, 13, @2)
— A" () (41,3, ¢1) -

und fiir den Spezialfall
Y=y =y =€ = (eu,€:), Y=+ 5e = (up+ sey, 2+ se;)
die entsprechende Darstellung

L (xh + 3633) (6:177 €q, em) =J" (uh + Seu) (Bu, Cu, 6u>
— A" (up, + sey) (ey, €u, €y, 21 + s€2)

— 3A" (up, + sey) (€, €y, )

wie in Gleichung (4.16). O
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Bei der Betrachtung der Definitionen des primalen und dualen Residuums
sowie des primalen und dualen Zusatzterms in den Gleichungen (4.12) —
(4.15) fallt auf, dass einige Terme der Fehleridentitét in Gleichung (4.11)
zusammengefasst werden konnen. Es ergibt sich

1

T () = (un) = 30 () (e2) + 30" (s 2) ea) + p () (21) + R,

mit

p (un) (®) = pn (un) () + Ap (un) (o)

P’ (un, zn) (8) = pj, (un, 2n) (8) + Ap™ (un, 21) (o)
)

Die so erhaltende Identitét stellt alle Anteile analog zur klassischen Iden-
titdt beziiglich der kontinuierlichen Semilinearform dar. Dies hat jedoch
den Nachteil, dass die einzelnen Fehlerquellen nicht mehr prézise identifi-
ziert werden konnen und alle Zusatzinformation hinsichtlich der diskreten
Semilinearform verloren gehen. Insbesondere fiir die numerische Appro-
ximation der Fehleridentitat ist die separate Behandlung der einzelnen
Anteile von entscheidender Bedeutung, wie sich in den Anwendungen in
Kapitel 5 herausstellt.

Bemerkung 4.2. Unter der Annahme, dass u, und z, die Gleichung
(4.7) beziehungsweise (4.8) numerisch exakt erfillen, so gilt zusdtzlich zu
der Stationaritit von L in x = (u,z) auch die von Ly in xp = (up, 2n),

das heift
Ly (zn) (yn) = Vyn € Wh, (4.17)
und folglich ist
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Ferner gilt p (un) (pn) = 0 und pj (up, z,) (Yn) = 0 fir alle g, € Wy,
und vy, € Vi, Somit reduziert sich Gleichung (4.11) auf

T () = 7 () = 5pn () (= = 9n) + 5 (un 2) (u = )
+ 380 ) (e2) + 380" (1,21 (e0)

— A(up) (z0) + Ry

fur beliebige Funktionen ¢, € Wy, und 1, € V.

Analog zu den Resultaten der klassischen DWR-Methodik ldsst sich
auch im Falle modifizierter diskreter Problemstellungen eine entsprechen-
de Beziehung zwischen den beiden diskreten Residuen p;, und p; nachwei-
sen. Diese basiert wie im urspriinglichen Fall auf einem Linearisierungs-
fehler — vergleiche |7, Satz 6.6]. Dariiber hinaus sind die in der Fehle-
ridentitdt (4.11) auftretenden Zusatzterme ebenfalls zu berticksichtigen.

Satz 4.3. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 gilt fir das duale

Residuum

P (ns 21) (€u) = pu (un) (e2) + Ap (un) (e-)

(4.19)
— Ap* (un, 21) (ew) + 0p,

wobei der Linearisierungsfehler dp gegeben ist durch
1
/ [A” (up, + sey) (eu, €y, 21 + se.) — J" (up, + sey) (e, e,)] ds.
0

Dartiber ergibt sich eine rein primale Fehleridentitit der Form

T () = J (un) = pa (un) (e2) + Dp (un) (2) + pa (un) (1) + Ry (4.20)
Ap (up) (2) = An (ug) (2) — A(up) (2).

78



4.2. Diskretisierungsfehlerschétzung

Das Restglied Rf) st in diesem Fall von zweiter Ordnung im primalen
Fehler e, und definiert durch

1

Rf) = / [A” (up, + sey) (e, €u, 2) — J" (up, + sey) (ey, €4)] sds.
0

Beweis. In Anlehnung an den Beweis von |7, Satz 6.6] wird zunéchst eine

skalare Hilfsfunktion ¢ eingefiihrt, die durch
g (s) =L (up + sey, 2z, + se.) (e,)
gegeben ist und aufgrund von Gleichung (4.3) die Eigenschaft
g(1) =L, (u,2)(e,) =0
besitzt. Die Ableitung beziiglich der Variablen s lautet
g (s) =L (up+ sey, zn + se.) (e, eu)+ L0, (up + seu, zn + se,) (e, €,) .

Der sich anschliefende Nachweis der Identitét in Gleichung (4.19) ver-
wendet die Definitionen des kontinuierlichen und diskreten Lagrangefunk-
tionals, die Zerlegungseigenschaft von L geméfs Gleichung (4.10) und er-
neut den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Es gilt

(L), (un, 2n) (ew)
L, (un, zn) (eu) — 0L, (un, z1) (€u)
9(0) =g (1) = 0L, (un, 2n) (eu)

P (uns zn) (€u)

~—

g (s) ds — 0L, (un, z1) (eu)

LI (up + sey, 2z + se.) (e, e,) ds

\H O\H o —__

L (up + sey, zn + se,) (e, €,) ds

|
S o

L, (un, zn) (eu)
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1

= — / Ll (up, + sey, z, + se,) (e, €,) ds
0

+ L, (un, zn) (ez) — L, (u, 2) (e2) — 0L, (un, 21) (eu)

1

— / [A” (up, + sey) (e, €y, 21 + se2)

0
—J" (up + sey) (e, €,)] ds + ([’h)/zh (un, zn) (e2)
+ 0L (up, zn) (e,) — 0L, (up, z1) (€y)
= 0p + (Ln),, (un, z) (e2) + An (un) (ez)
— A(un) (ez) — Aj, (un) (e, zn) + A (un) (eu, 2n)
= 0p + pn (un) (€2) + Dp (un) (e2) — Ap* (un, 21) (€w) -
Als Ausgangspunkt fiir die Herleitung der rein primalen Fehleridentitét

dient das Restglied zweiter Ordnung. Bei Bertiicksichtigung der Stationa-
ritdt von £ in (u, z) ergibt sich mittels partieller Integration

1
Rg) - / [A,/ (uh + Seu) (eu’ Cus Z) - J" (uh + 86u) (67“ €u)] s ds
0

1
= —/EZU (up + sey, 2) (eu, ey) sds
0

L. (up + sy, ) (en) ds — [L] (up + seq, 2) (en) 8]

u,2) — L (up, 2) — L (u, 2) (e,)
w) — Ly (up, z) — 0L (up, z)
u) = J (un) + An (un) (2) = An (un) (2) + A (un) (2)
) = J (un) = pn (un) (e2) — pn (un) (2n) — Ap (up) (2).

Il
SN N Dy e

u

]

Bemerkung 4.4. Es sei an dieser Stelle der Vollstindigkeit halber dar-
auf hingewiesen, dass die rein primale Fehleridentitdt (4.20) in Anleh-

nung an die Darstellung in Gleichung (4.11) ebenfalls geschrieben werden
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kann als

J(u) —J (un) = pn (un) (e2) + Ap (up) (ez)
+ i (up) (2) + Ap (u) (1) + RY.

Die zuvor hergeleiteten Resultate sind wie zu Beginn des Kapitels er-
wahnt auch fiir allgemeine, nichtlineare Problemstellungen und Zielfunk-
tionale giiltig. Durch die Einschréinkung auf die im Rest dieser Arbeit be-
trachte lineare Elastizitédtstheorie ist auch die zugehorige Semilinearform
affin—linear beziiglich des ersten Arguments, wodurch die Restglieder in
den Fehleridentitdten der Sétze 4.1 und 4.3 nur noch vom Zielfunktional

J abhéngen.

Bemerkung 4.5. Fulls die Semilinearform A affin-linear und zusdtzlich
das Zielfunktional J linear ist, so gilt Rf) = R,(lg) = dp = 0 und die
Identitat

Ph (uns 2n) (eu) + Ap™ (un, 2n) () = pn (un) (e2) + Ap (up) (¢:)

beschreibt die Beziehung zwischen primalem und dualem Residuum.

4.3. Modellfehlerschatzung

Im Anschluss an die Herleitung einer Fehleridentitat fiir den Diskreti-
sierungsfehler in Abschnitt 4.2, ist das Ziel dieses Abschnittes, eine ent-
sprechende Identitét fiir den in Definition 4.1 angegebenen Modellfehler
zu entwickeln. Dazu wird die Problemstellung 4.4 und das Zielfunktio-
nal J ebenfalls zu einem trivialen Optimierungsproblem mit zugehorigem
Lagrangefunktional

Eh @h) = Zh (%hv@h) =J (Eh) - Zh (Eh) (@h)

kombiniert. Fiir einen stationdren Punkt xp,, = (Upm, 2hm) € Vi x W,
von L, gelten die Beziehungen

Eh (th) = J(Uhm), (421)
L, (zm) (@) =0 V7, € Vi x W (4.22)
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Die Schwierigkeit bei der Herleitung der Modellfehleridentitét ist erneut
die Stationaritdtsbedingung zu unterschiedlichen Lagrangefunktionalen.

Daher wird auch hier ein Hilfsfunktional

SLn(y) = Lu(y) — Lu(y) = Au(¥) () — An(¥) ()

eingefiihrt, dass die Differenz zwischen beiden auftretenden Funktionalen
beschreibt und eine Zerlegung der Form

Li () = Ln (y) + Lu (v) (4.23)

ermoglicht. Fiir den Modellfehler ergibt sich somit folgende Identitét:

Satz 4.6. Es seien J und A, dreimal, sowie Aj, mindestens einmal
richtungsdifferenzierbar beziiglich des kontinuierlichen Funktionenraumes
der ersten Komponente und x, = (up,zn) € Vi x W), beziehungsweise
Thm = (Upm, 2nm) € Vi x Wy ein stationdrer Punkt von Ly, beziehungs-
weise Ly,. Dann ist der Modellfehler gegeben durch

EM = J(uh) — J(uhm)

Loy
= 0L, (th) + §5Lh (th) (€m>

+ 5L () (em) + 5T, (o) (em) (429

+ -Ah (uh) (Zh) — Zh (Uhm) (th) + Rg)

mit einem Restglied dritter Ordnung im Fehler e, ‘= x;, — Tp,, der Form

1
1
RE .= 3 / LY (Zhm + S€m) (Ems €m, €m) s (s — 1) ds.

0

Beweis. Die Vorgehensweise ist identisch zu der im Beweis von Satz 4.1.
Formal wird zunichst L, durch L, sowie L durch L, ersetzt. Unter Be-
riicksichtigung der Zerlegung in Gleichung (4.24), des Hauptsatzes der

Differential- und Integralrechnung und der Trapezregel ergibt sich dann

J (un) = J (unm) = Li (21) — Ln (nm) + 0Ln (Thm)
+ Ap (un) (z1) = An (unm) (Zhm)
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= 5L ) (em) + 5T ) em) + 30 (um) ()

+ 04 (zhm) + An (un) () = An (Unm) (2hm) + RE.

]

Im Gegensatz zum Beweis von Satz 4.1 verschwindet in der aktuellen
Situation weder der Term L}, (z5) (e,,) noch der Term L, (z1) (en), da ei-
nerseits die Stationaritdtsbedingungen (4.17) und (4.22) nur ndherungs-
weise erfiillt und andererseits — und das ist entscheidend — der Fehler e,
im Allgemeinen kein Element von Vj, x W), beziehungsweise V', x W, ist.
Dies lédsst darauf schlieffen, dass die einzelnen Bestandteile der Fehleri-
dentitét (4.24), fiir den hier betrachteten Modellfehler, stark von den je-
weils vorliegenden diskreten Problemstellungen abhéngen. Insbesondere
die Beziehungen der einzelnen endlichdimensionalen Teilrdume unterein-
ander sind hierbei entscheidend und werden daher im Folgenden genauer
untersucht.

Korollar 4.7. Zusdatzlich zu allen Voraussetzungen von Satz 4.6 seien die
Gleichungen (4.17) und (4.22) numerisch exakt erfillt. Dann reduziert
sich die Modellfehleridentitdt fir den Fall, dass

Vh C Wy und Wh Cc W,

beziehungsweise
Vi, C Vh und W, C Wh,

auf die Terme

T () = 7 (tn) = = A () (o) + 30L, 1) ()

1, (4.25)
+ §Lh (Zhm) (€m) + RE)
beziehungsweise
Lo
I (un) = J (wnm) = =An (unm) (2nn) + 50L (@hm) (€m)
(4.26)

1
+ 5Lk (o) (em) + R,
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Beweis. Die erfiillten Stationaritétsbedingungen (4.17) und (4.22) impli-
zieren die Gleichungen (4.7) und (4.9) sowie die Identitdten (4.18) und
(4.21). Zusétzlich liefern die Teilraumbeziehungen der endlichdimensio-
nalen Rédume im einen Fall e,, € V}, x W), und im anderen e,,, € Vj, x W,
also L}, (x1) (e,,) = 0 bezichungsweise Ly () (em) = 0. O

Dass die in Korollar 4.7 geforderten Teilraumbeziehungen nicht nur von
theoretischem Interesse sind, sondern auch in der Praxis haufig vorkom-
men, zeigen bereits die in Abschnitt 3.4 beschriebenen hybriden Netze.
Hierbei sind die volumenartigen Schalenelemente offensichtlich ein Teil-
raum der verschiebungsbasierten trilinearen Volumenelemente. Dariiber
hinaus sind die Kombination von kontinuierlichen und nicht kontinuierli-
chen Galerkin-Verfahren, die Verwendung unterschiedlicher Polynomgra-
de der Ansatzfunktionen oder auch die Definiton der Teilrdume beziiglich
verschiedener Verfeinerungsstufen der Triangulierung weitere Situatio-
nen, in denen eine der geforderten Konstellationen erfiillt ist.

Fiir den Spezialfall, dass sich die verschiedenen Modelle nur durch die
Semilinearformen, nicht aber durch die endlichdimensionalen Teilrdume

unterschieden, lasst sich die Modellfehleridentitéit nochmals vereinfachen.

Korollar 4.8. Neben den Voraussetzungen von Korollar 4.7 gelte
Vi=Vi und W), =W,.

Dann reduziert sich die Modellfehleridentitat (4.24) auf
1
J (uh) —J (uhm) == —Ah (uhm) (th) + E(SL;l (mhm) (em) + RS:) (427)

Bemerkung 4.9. Die Modellfehleridentitat (4.26) hingt im Gegensatz
zu den Identititen (4.25) und (4.27) sowohl von xp, als auch von x;, ab.
Bei der Verwendung modelladaptiver Algorithmen steht fiir gewdhnlich
nur Tpy, zur Verfigung, sodass die in Gleichung (4.26) dargestellte Feh-
leridentidt eher ungeeignet ist. Die explizite Abhdngigkeit von xp kann
jedoch vermieden werden, indem anstelle auf die Trapezregelregel zur Ap-

proximation des Integrals auf die Rechteckregel zuriickgegriffen wird. Dies
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liefert dann die Identitdt
J (Uh) —J (Uhm) = —.Ah (Uhm) (th) + 6'-;1 (l'hm) (em) + Rg) (428)

Die geringere Approximationsgite der Rechteckregel wirkt sich auch auf
das Restglied

1

R2 .= /L’,{ (Thm + $€m) (€m, €m) Sds
0

der Fehleridentitit (4.28) aus. Anstelle von dritter Ordnung, ist das re-
sultierende Restglied RZ nur von zweiter Ordnung im Fehler e,,. Dies
muss insbesondere bei der im nachfolgenden Abschnitt 4.4 beschriebenen
Approximation der Fehleridentititen beriicksichtigt werden.

Auch die in diesem Abschnitt hergeleiteten Fehleridentitaten sind fiir
allgemeine, nichtlineare Problemstellungen giiltig. Im Rahmen der linea-
ren Elastizitédt, vereinfachen sich die Darstellungen und Abhéngigkeiten

der Restglieder erneut.

Bemerkung 4.10. Fir affin-lineare Semilinearformen hingen die Rest-
glieder R und R nur vom betrachteten Zielfunktional J ab. Ist dieses
zusdatzlich linear, so ist R(mg) = Rg) =0.

4.4. Numerische Approximation und

Fehlerlokalisierung

Die zuvor hergeleiteten Fehleridentitaten fiir den Modell- und Diskretisie-
rungsfehler sind aus praktischen Griinden fiir die a posteriori Fehlerschét-
zung nicht geeignet, da sie von unbekannten Groéfen wie beispielsweise
der kontinuierlichen primalen und dualen Losung abhéngen und somit
nicht auswertbar sind. Um dennoch einen numerisch berechenbaren Feh-
lerschatzer zu erhalten, werden anstelle der Fehleridentitaten geeignete
Néherungen verwendet, die auf guten Approximationen der unbekannten
Grofen und der Vernachléssigung von Termen héherer Ordnung basieren.

Im Hinblick auf die Verwendung von adaptiven Algorithmen ist neben

der globalen Fehlerschiatzung auch die lokale Fehlerverteilung von ent-
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scheidender Bedeutung. Sie indiziert die Bereiche, in denen eine lokale
Anpassung der diskreten Problemstellung zu einer deutlichen Reduzie-
rung des Fehlers beziiglich des Zielfunktionals fiihrt. Die bendtigte Feh-
lerverteilung wird mit Hilfe von Lokalisierungstechniken bestimmt, von
denen einige in Abschnitt 4.4.2 beschrieben werden.

4.4.1. Numerische Approximation

Die numerische Approximation der Modell- und Diskretisierungsfehle-
ridentitéat erfolgt separat, da die unterschiedlichen Voraussetzungen in
den jeweiligen Situationen eine entsprechend angepasste Vorgehensweise
erfordert.

Diskretisierungsfehlerschitzer In der Fehleridentitéit (4.11) tauchen
neben den bekannten diskreten Grofsen u; und z;, die unbekannten kon-
tinuierlichen Grofen u und z auf, die fiir eine numerische Auswertung
approximiert werden miissen. Dabei ist es entscheidend, dass die resultie-
rende Approximation die kontinuierliche Losung besser annéhert, als die
bereits berechnete diskrete Losung. Dies wird beispielsweise durch eine
erneute Finite Elemente Rechnung unter Verwendung von Ansatzfunktio-
nen héheren Polynomgrads erreicht. Der dadurch entstehende Mehrauf-
wand ist jedoch enorm, da zum einen eine erneute vollstindige Assemblie-
rung notwendig ist und zum anderen die Dimensionen des Gleichungssys-
tems deutlich anwachsen. Neben der hieraus resultierenden schlechteren
Konditionierung und den langeren Losungszeiten ist unter Umsténden
auch mit Speicherproblematiken zu rechnen. Zudem stellt sich berech-
tigterweise die Frage, warum fiir die Auswertung der Fehlerschiatzung
mehr Aufwand betrieben werden soll, als fiir das Losen der eigentlichen
diskreten Problemstellung.

Alternativ lassen sich Approximationen der kontinuierlichen Gréfsen
mit Hilfe von Rekonstuktionstechniken basierend auf Superkonvergenzei-
genschaften gewinnen - vergleiche [7] oder [11]. Diese haben den Vorteil,
dass die Konstruktion nur auf den bereits vorhandenen Informationen
der diskreten Losungen beruht und somit kein zuséatzliches Gleichungs-
system assembliert und geldst werden muss. Je nach Rekonstruktions-

technik konnen aber zusétzliche Voraussetzungen wie beispielsweise eine
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Patchstruktur der vorhandenen Triangulierung nétig sein, die unter Um-
stdnden zu einer gokeren Gesamtanzahl von Elementen fiihrt, als fiir die
optimale Konvergenz erforderlich. Dennoch ist der daraus resultierende
numerische Aufwand im Vergleich zum zuvor prasentierten Ansatz deut-
lich geringer.

Die Verwendung von Rekonstruktionstechniken ist aufgrund der bes-
seren Effizienz stark verbreitet und wird auch in dieser Arbeit standard-
méakig genutzt. Da die explizite Beschreibung in vielen Féllen von der
konkret betrachteten Problemstellung abhéngt, wird fiir eine allgemeine
Darstellung der Approximation stellvertretend der Opertator II einge-
fiihrt. Das Einschieben der Rekonstruktionen von v und z in die Fehleri-
dentitat (4.11) liefert

J(u) = J(up) = mp + "+ R

mit
M= o ) (T12) = 20) + 507, 20) (T0C0) = )
S8 () (1) = 20) + 589 (o 20) () — ) (429)
+ pn (un) (zn) + Ap (un) (21)
und

(un, zn) (u = T1(u))

Ap™ (un, 2n) (u = 1I(u)).

=t

M= on () (= = T1(2)) + 5
+ 580 (un) (=~ TI(2)) +

N | —

Der Term 7, enthélt nur noch bekannte Gréfsen und kann damit nume-
risch ausgewertet werden. Unter der Voraussetzung, dass die Rekonstruk-
tion II so gewahlt ist, dass sie asymptotisch gesehen mit zunehmender
Verfeinerung deutlich schneller gegen die entsprechende kontinuierliche
Grofe strebt, ist ein dhnliches Verhalten auch fiir die zugehorigen Antei-
le der Fehleridentitéit zu erwarten. Das heifit der Term n'! strebt schneller
gegen Null als 7, und ist somit potentiell fiir die Fehlerschatzung als Term
hoherer Ordnung vernachléssigbar. Beziiglich des Restglieds Rg&) ergibt
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sich zunéchst die rein formale Abschétzung mit X =V x W

1

1
R,(lg) < 5/ L (x4 sey) (€, €x,€4) s (s — 1) | ds
0 (4.30)

1
< 55 sup I (z + seo)| llex]|%-
s€[0,1]

Die auftretende Operatornorm |||e||| sei dabei, im Hinblick auf die Ver-
wendung beziiglich weiterer Operatoren und Réaume, allgemein fiir einen
linearen Operator T: X — ) zwischen zwei Banachrdumen X und )Y
definiert durch
I = sup 12O (431)
cexfoy %[l

In der konkreten Situation von Ungleichung (4.30) entspricht dies

L
|||L///<y)H| _ s11 | (y)(y17y27 y3)|
(y1,92,y3) EXXx XX X\{0,0,0} H(yb Y2, y3)||X><X><X

fiir ein beliebiges, aber fest gewidhltes y € X. Die Identifizierung der

weiteren Normen erschliefst sich dann aus dem jeweiligen Kontext.

Um eine Aussage iiber den Einfluss des Restgliedes auf die Fehleri-
dentitdt zu machen, muss die Operatornorm von L” (y) in irgendeiner
Form kontrollierbar sein. Wird vorausgesetzt, dass [[|[L”(y)]|| < Cpw fiir
alle y € X mit einer von der Diskretisierung unabhingigen Konstanten
Cuw > 0 erfiillt ist, so gilt Rf’) = O(|le.||%) und das Restglied kann eben-
falls als ein Term von hoherer Ordnung angesehen werden. In diesem Fall

lasst sich die Fehleridentitat auch schreiben als
J(u) = J(un) =nn +n""°,

wobei mit n™° = il + RS)) alle Terme hoherer Ordnung zusammen-
gefasst werden. Der numerisch auswertbare Fehlerschétzer n, ergibt sich
schliefslich durch die Vernachlissigung von n™¢, das heift

J(u) = J(up) = .
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Die Identitét (4.20) liefert entsprechend den rein primalen Fehlerschétzer.
Es ist
J(u) = J (un) = 1y

mit

mh = pn (un) (H(2) — zn) + Ap (up) (T(2)) + pn (un) () . (4.32)

Modellfehlerschitzer Bei der Entwicklung des Fehlerschétzers fiir den
Diskretisierungsfehler konnte mit Hilfe einer Approximation héher Ord-
nung an die vorhandenen kontinuierlichen Gréfen eine numerisch aus-
wertbare Naherung abgeleitet werden. Im Hinblick auf die in Satz 4.6
hergeleitete Modellfehleridentitdt wird deutlich, dass fiir eine analoge
Vorgehensweise eine Approximation héherer Ordnung an die Losung des
zweiten Modells bendtigt wird. Da im Allgemeinen nicht klar ist, wie eine
entsprechende Realisierung aussehen konnte, ist die Identifizierung von
Termen hoéherer Ordnung, die fiir eine Approximation der Fehleridenti-
tdt vernachlassigt werden konnen, der vielversprechendere Ansatz. Hierzu
bedarf es allerdings weiterer Annahmen an die betrachteten Modelle und

die zugehorigen Lagrangefunktionale.

Unter der Voraussetzung, dass der durch das diskrete Lagrangefunk-
tional L, definierte Operator L) : V x W — (V x W)' eine Stabilittsei-
genschaft der Form

g1 = w2llx < Cs[l[L4 (1) — L (w2)ll (4.33)

fir alle y1,y2 € X, = (Vi x Wp,) U (Vh X Wh) und fiir eine Konstante
Cs > 0 erfiillt, lassen sich jedoch vernachlidssigbare Terme identifizie-
ren. Dabei wird ausgenutzt, dass der Modellfehler e,, mittels Unglei-
chung (4.33) abgeschétzt werden kann durch

lemllx = [|2n — Thmllx
< Cs |ILh(xn) — Ly (@hm)] (4.34)

< G (lIL Gl + T enm) I+ 6L 1)
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Fiir die Modellfehleridentitit (4.24) ergibt sich unter Verwendung der
Ungleichung (4.34)

17 () = J (tnn)
< 18t + 5 ([t + [T |
o 6L ) I ) llemllx + [R|

< 0L (Zhm)|

+ 2 (] + TG | + 1ot )
+|RY.

Ist auch die Operatornorm von L}/ (y), analog zur Betrachtung des Rest-
gliedes RS’) im Kontext des Diskretisierungsfehlers, abschétzbar durch
I3 ()] < Cup fiir alle y € Xp, so verhilt sich das Restglied R ge-
mih Ungleichung (4.30) wie RS = O(llem||3)- Damit liefert die erneute
Anwendung der Ungleichung (4.34)

|J (un) = J (unm )|
< ‘5Lh<th)|

+ 3¢ (Il + T o)l + ot o)

_ 3
+ L€ (el + Tl -+ 1ot @)
An dieser Stelle sind weitere a priori Aussagen iiber die auftretenden Ope-
ratornormen der unterschiedlichen Lagrangefunktionale und deren Ablei-
tungen notwendig. Im Idealfall verschwinden die Anteile H‘L;L(mh)m und
H|E;l(th)m aufgrund der Stationaritdtsbedingungen (4.17) und (4.22).
Dies hangt jedoch insbesondere von den Konstellationen der betrachte-
ten diskreten Teilrdume ab — vergleiche Korollar 4.7 beziechungsweise 4.8.
Sind die Bedingungen (4.17) und (4.22) nicht erfiillt, so ist eine entspre-
chende Untersuchung fiir die konkret betrachtete Problemstellung notig.
Eine allgemeine Aussage kann in diesem Fall nicht getroffen werden.

Der Anteil beziiglich 6L, beschreibt den Unterschied der beiden be-
trachteten Semilinearformen Aj, und A,. Fiir eine hinreichend feine Dis-
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kretisierung ist davon auszugehen, dass diese Differenz und auch die der
ersten Variation oL) entsprechend klein ist, das heifit eine Konstante
0< C’(.Ah,?lh) < 1 existiert, sodass

0Lk (@hm) | = [ An(wnm) (zhm) — An(nm) (2m) |
< ||| Ak (nn) — An (g ) ||| 1100, 2m) [ (4.35)
< C (Ap, Ap) [[2hmlIx

und
6L (@rm) Il < C (A, An) l2hmlIx (4.36)

gilt. In der speziellen Ausgangssituation von Korollar 4.8 kann der Mo-
dellfehler mit Hilfe der Ungleichungen (4.35) und (4.36) weiter abge-
schatzt werden durch

_ 1 =
[ (un) = T Cann) | < C (A, ) llznmx + 5C5 C (A &) lonm
1 —_
+ ECLZ/ C’S?’ C(Ah, Ah)3 ||513hm||§)<

Ausgehend von dieser Abschitzung, ldsst sich schlussendlich eine nu-
merisch auswertbare Approximation der Modellfehleridentitéit durch die

Vernachlassigung von Termen hoherer Ordnung beziiglich der Konstan-

ten C' (Ah,jlh) der Form
J (Uh) — J (Uhm) ~ N = 5Lh($hm) = —Ah(uhm) (th) (437)

ableiten.

Die vorausgegangen Uberlegungen haben deutlich gezeigt, dass die Mo-
dellfehlerschétzung signifikant sowohl von der aktuell betrachteten konti-
nuierlichen Problemstellung, als auch von den jeweils gewéhlten diskreten
Modellen abhéngt. Dies erfordert explizite Untersuchungen der jeweili-
gen konkreten Anwendungssituation und erlaubt somit keine allgemein

giiltigen Aussagen.
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4.4.2. Fehlerlokalisierung

Die in Abschnitt 4.4.1 entwickelten numerisch auswertbaren Approxima-
tionen der Fehleridentitdten ermoglichen eine quantitative Schatzung des
Fehlers. Fiir die Verwendung von adaptiven Algorithmen ist neben dem
globalen Fehlerwert auch die zugehorige Fehlerverteilung innerhalb des
betrachteten Gebiets entscheidend, da anhand dieser die adaptive, lokale
Anpassung der diskreten Problemstellung durchgefiihrt wird. Die beno-
tigte Fehlerverteilung kann mit Hilfe von Fehlerindikatoren beschrieben
werden, die sich durch eine Lokalisierung des bis dato global geschétzten
Fehlers auf die einzelnen Elemente der Triangulierung ergeben. Eine ers-
te, intuitive Herangehensweise zur Umsetzung der Lokalisierung ist die
elementweise Auswertung der Fehlerschitzer aus den Gleichungen (4.29),
(4.32) und (4.37), die jedoch, aufgrund der isolierten Betrachtungswei-
se und der Vernachlédssigung von eventuellen Einfliisssen der jeweiligen
Nachbarelemente, zu stark oszillierenden Elementfehlerindikatoren fiihrt.
Um dies zu vermeiden, muss also bei der Bestimmung der Indikatoren
ein Austausch mit der Elementumgebung stattfinden. Die standardméfig
verwendeten Techniken, wie beispielsweise die Lokalisierung mittels ele-
mentweiser partieller Integration, die sogenannte Filterungstechnik oder
die variationelle Lokalisierungsmethode unter Verwendung einer Zerle-
gung der Eins, realisieren diesen Austausch auf unterschiedliche Art und

Weise.

Bei Lokalisierung mittels partieller Integration erfolgt die Berticksich-
tigung der Elementumgebung durch die Betrachtung der Sprungterme
auf den inneren Kanten der Triangulierung. Diese entstehen durch die
partielle Integration der schwachen Formulierung auf Elementebene —
vergleiche [11]. Dabei ist die Tatsache, dass die verwendeten Finite Ele-
mente Funktionen stiickweise polynomial und somit unendlich differen-
zierbar sind, entscheidend. Der Nachteil dieser Methode ist jedoch, das
zur numerischen Auswertung des Fehlerschitzers auch die starke Form
des Differentialoperators ausgewertet werden muss. Dies ist insbesondere
bei nichtlinearen Problemen oder auch bei komplizierten Differentialope-

ratoren mit grofsem Aufwand verbunden oder mitunter gar unmoglich.

Im Gegensatz dazu basiert die in [22] beschriebene Filterungstechnik

auf der schwachen Formulierung. Die Lokalisierung erfolgt in diesem Fall
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nicht direkt auf die einzelnen Elemente, sondern zunéchst auf die Knoten
der Triangulierung. Auf diese Weise ist sichergestellt, dass eine Biinde-
lung der Fehlerinformationen der an einen Knoten angrenzenden Ele-
mente statt findet, bevor zur Bestimmung der Elementfehlerindikatoren
der resultierende Wert auf die zugehorigen Elemente anteilsméafsig verteilt
wird. Dies garantiert den gewiinschten Austausch mit der Umgebung des
jeweiligen Elements. Durch die vorherige Filterung der Gewichtsfunktion
werden zudem die oszillierenden Anteile eliminiert. Der hier erwéhnte Fil-
terungsoperator setzt erneut eine Patchstruktur der zugrunde liegenden
Triangulierung voraus, die aber je nach Approximation h6herer Ordnung
der kontinuierlichen Grofen bereits vorhanden ist. Nicht genauer spezifi-
ziert ist dagegen die Anwendung bei vektorwertigen Problemstellungen.
Insbesondere die Bestimmung der elementweisen Fehlerindikatoren aus
den lokalisierten Knotenwerten ist auf unterschiedliche Art und Weise
moglich.

Analog zur Filterung basiert auch die variationelle Lokalisierung auf
der schwachen Formulierung der Problemstellung — vergleiche [77]. Die
Idee ist hierbei, die auftretenden Gewichtsfunktionen mit Hilfe einer Zer-
legung der Eins so aufzuspalten, dass die Betrachtung der einzelnen Kom-
ponenten die gewiinschte Fehlerverteilung liefert. Fiir die benotigte Kon-
struktion einer Zerlegung der Eins kann auf skalare d-lineare Lagrange-
Elemente beziiglich der Knoten der Triangulierung zuriickgegriffen wer-
den. Dies fiihrt erneut auf eine Knotenlokalisierung, die jedoch anders als
bei der Filterungstechnik auch fiir vektorwertige Problemstellungen nur
einen skalaren Wert liefert. Die Fehlerindikatoren bestimmen sich dann
durch die Addition der zum aktuell betrachteten Element gehorenden

Knotenwerte.
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Kapitel 5.

Anwendungsbeispiel I:
Selektiv reduzierte Integration

Das Ziel ist es, die in Kapitel 4 hergeleiteten theoretischen Ergebnisse
auf ihre Funktionalitdt und Anwendbarkeit zu iiberpriifen. Hierzu wird
in einem ersten Schritt die Problemstellung der linearen Elastizitét fiir
beinahe inkompressible Materialien und die in diesem Zusammenhang
héufig verwendete selektiv reduzierte Integration (SRI) als vereinfachtes,
reprasentatives Modellproblem betrachtet.

Nach der Identifizierung der einzelnen Terme des in Abschnitt 4.2 ent-
wickelten Fehlerschétzers, wird anhand eines Beispiels mit glatter C'*°-
Losung und moderater Querkontraktion v = 0.25 verdeutlicht, dass die
auftretenden Zusatzterme nicht nur von theoretischem Interesse, sondern
fiir eine genaue Fehlerschitzung notwendig sind.

Fiir den beinahe inkompressiblen Fall, das heifit Av = 0.5 —v < 1075,
stellt sich jedoch heraus, dass diese Genauigkeit verloren geht und der
Fehler deutlich iiberschétzt wird. Durch die Betrachtung der dquivalenten
gemischten Formulierung ist es moglich eine entsprechende Modifikation
fiir die Zusatzterme abzuleiten, sodass diese Problematik behoben werden
kann.

Abschliekend wird der Fall der Modelladaptivitat auf der Basis von
selektiv reduzierter und voll integrierter Bilinearform betrachtet, wobei
eine Lokalisierung des inkompressiblen Materialverhaltens auf ein aus-
gewahltes Teilgebiet zugrunde liegt. Es ist offensichtlich, dass diese Art
von Modellwahl in keinster Weise zu einer Reduktion des Aufwandes bei-
tragt. Auch hier steht erneut die Demonstration der Funktionalitdt im

Vordergrund.
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5.1. Diskretisierungsfehlerschatzung

Im hier betrachteten Anwendungsbeispiel erfolgt die Einschriankung auf
den Fall der linearen Elastizitdt unter Annahme des in Abschnitt 2.2
eingefithrten ebenen Verzerrungszustandes. Dies fiihrt auf ein zweidi-

mensionales Problem auf einem beschrinkten Gebiet @ C R? mit der

Semilinearform
A@W) () =a(y,p) —1(p), (5.1)
a(6,9) = (Cove: V)™, (DY)™) +(PW), P@))r.  (5:2)
L(p) = (f, ¢)o + (fxs 7(0))ry - (5.3)

wobei die in Abschnitt 3.2 angegebene dquivalente Darstellung fiir die
Bilinearform a verwendet wird. Da homogene Dirichletrandbedingungen
vorausgesetzt werden, gilt die Gleichheit der Rdume V und W, das heifst
V=W={peH(QR? | V() =0auf 'y }.

5.1.1. Fehleridentitat

Die diskrete Problemstellung wird durch die Verwendung der selektiv
reduzierten Integration definiert. Dabei ist die modifizierte diskrete Bili-

nearform a; gegeben durch

an (Y, on) = (CEVZ (D)™, (D SOh)deV)O + (Pu(¥n) , Pu(on)) g

Die zugehorigen endlichdimensionalen Teilrdume sind zum einen fiir die

Verschiebung
Vi, = {wh % ‘ Unle = bn o Fot, by € Q1(K,R?), K € 7%}
und zum anderen fiir den mechanischen Druck
My = {& € M =LQ) | &l =& o F', & € QuR), KeTi}.

Aufgrund der Tatsache, dass die Definitionsgleichung (3.8) des Opera-
tors Py, im Wesentlichen der L?-Projektion der Divergenz von ¢ € V
auf M}, entspricht, gilt zum einen a5 : V' x V' — R und zum anderen ist
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ap, richtungsdifferenzierbar beziiglich der ersten Komponenten. Somit ist
Satz 4.1 anwendbar und liefert eine Identitédt fiir den Diskretisierungs-

fehler gemessen beziiglich eines benutzerdefinierten Zielfunktionals der

Form
J (u) — J (up)
= % [on (un) (€2) + pf, (un, 2n) (eu) + Ap (un) (€2) + Ap* (un, z1) (eu)]

+ pn (up) (zn) + Ap (up) (zn) + ’]323)

Dabei sind die einzelnen Fehleranteile gegeben durch

pr (up) (@) = —Ap (up) (@) =1(8) — ay, (un, o),
P (uny z) (@) = J' (un) (8) — Ay, (un) (0, 21) = J (un) (8) — an (e, 21) ,

Ap (up) (o) = Ap (un) (o) — A(un) (o)
, Pr(®)) -1 = (P(un), P(®)) g
, P(@)) e = (Pun) , P(®)) s

n) s P(®) g
— (Pn(up) + K div(uy) , div(e)), ,

Ap* (up, 2n) (o) = Ay (un) (o, 21) — A (un) (o, 21)
= (P(e), Pn(zn) — P(z1)) k-
= — (div(e), Py(zn) + K div(zp)), -

(Ph(uh
= (Pn(un
= (Pn(un) — P(u

— N N —

Einfaches Umformen liefert zudem

(Pu(un) , Pl — (Plun) . P(an)g ]
S (P(n), Pulzi)) e — (Plun) , Pon))c ]

Ap (un) (zn) + §AP* (un, z1) (un)

Ap (un) (2n) =

o=+ wlv—
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und somit
J (u) = J (un)
= % [on (un) (€2) + pj (un, 1) (ew) + Ap (un) (2) + Ap™ (un, 1) (w)]

+ o (un) (1) + RS
(5.4)
Das Restglied hangt wie bereits erwahnt aufgrund der affin-linearen Ab-
héangigkeit im ersten Argument nur vom Zielfunktional J ab, das heifst

1

1
RS’) =5 / J" (up, + sey) (ey, €u,€4) s (s — 1) ds
0

und verschwindet fiir lineare oder quadratische Gréfsen in u vollstandig.

5.1.2. Numerische Approximation

Die numerische Auswertung der Fehleridentitit in Gleichung (5.4) erfolgt
analog zu Abschnitt 4.4.1. Neben der Vernachlissigung des Restgliedes
ist die explizite Angabe des Operators II entscheidend. Hierzu wird nach-
folgend auf die Verwendung von Rekonstruktionstechniken, genauer auf
die Herleitung von Approximationen hoherer Ordnung mittels Patchin-
terpolation, zuriickgegriffen. Die Definition eines Patches P beinhaltet
in diesem Kontext die Vereinigung von Elementen der Triangulierung
T, = ﬁl(k), sodass ein Element I € Ty, = 7;L(k_1) existiert mit I = P.
Der Index k =1, ..., n.s beschreibt das jeweilige Verfeinerungslevel. Dies
bedeutet insbesondere fiir die hier betrachtete Triangulierung des zwei-
dimensionalen Gebietes mittels Viereckselementen, dass das Zusammen-
fassen von jeweils vier Elementen der Triangulierung 75, zu einem Patch-
element aus T3, moglich sein muss. Weiter ist sicherzustellen, dass diese
Eigenschaft auch nach der Verfeinerung vorhanden ist. Es ist also darauf
zu achten, dass, falls ein Element des Patches zur Verfeinerung ausge-
wahlt wird, dies auch fiir alle anderen Elemente dieses Patches geschieht,
um so die Patchstruktur zu erhalten. Hieraus resultiert unter Umstéan-
den eine grofere Anzahl an Elementen, als fiir die optimale Konvergenz

notwendig ist.
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Fiir den Operator II ist aufgrund der bilinearen Ansatzfunktionen fiir
das Verschiebungsfeld die Verwendung einer biquadratischen Patchinter-
Wn -V, — VAP mit

polierenden T,"), :

VY ={un e V| dulc = dno ', € Qa(RR?), K € T

naheliegend. Dieser Ansatz ist ebenfalls fiir Basisfunktionen mit héherem
Polynomgrad r > 1 moglich und liefert dann eine Patchinterpolierende
vom Grad 2r. Fiir den Diskretisierungsfehlerschétzer ergibt sich hier mit
IT = I{};, und der Vernachléssigung von Termen hoherer Ordnung

(2),2h
1
= 5 [on (un) (18)5.() = 20) + i, Cun, ) (105, (un) — n)
+ Ap (un) (I5)3(20)) + 20" (uns 2z0) (15, (un))] (5.5)

+ pn (un) (2n) -

Nachfolgend wird auf die technischen Details im Hinblick auf die imple-
mentatorische Umsetzung zur Auswertung von 7, genauer eingegangen.
Dabei sei zur Reduktion der Komplexitéit vorausgesetzt, dass die aktu-
elle Triangulierung 7, keine hingenden Knoten besitzt und die Funktio-
nenrdume V;, und VQ(Z) eine einheitliche globale Nummerierung der Frei-
heitsgrade beziiglich der Basen v( )oh ye=1,... ,N}EI) von Vj, und v](?)’?h,
g =1..., NQ(,? von VQh besitzen. Aus Konsistenzgriinden wird zudem
die Bezeichnung Vh(l) anstelle von V), verwendet.

Die einheitliche globale Nummerierung impliziert insbesondere NQ(Z) =
N,(ll) =: N, sodass die Patchinterpolation durch

N
h 2),2h 1
Ig)% —Igigh<z<ﬂv b ) :ijvj(‘) ) @hevh()7
j=1

beschrieben werden kann. Dabei ist ¢ € RY der zu ¢, gehérende Koeffizi-
entenvektor. Der Wert des Fehlerschétzers ergibt sich schliefslich anhand
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der Formel
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Hierbei féllt auf, dass Differenzen von Basisfunktionen zu unterschiedli-
chen Triangulierungen auftreten. Dies verkompliziert die Auswertung des
Fehlerschatzers durch die Berechnung der zugehorigen Integrale. Mit der
alternativen Betrachtung des Raums

W = {@Z’h eV ‘ Ul =t o Fc!, U € Qa(K,R?), K € 77‘}

lasst sich der Fehlerschéatzer unter Verwendung der Prolongationsopera-
toren P32 . Vz(i) — Vh( und P2)" V(l) Vh(2) lediglich beziiglich der

((22))72 (2)h
hoi=1,..

Basis v, N, ,(12) von Vh darstellen. Die Prolongationsopera-

toren sind gegeben durch

N N®
2),h 2
PO () = P2 [ 37 0o Zgo v@r vy e VP
=1
und
N N®
1),h 2).h 1
Pt (pn) = PO Zw“ =Y WP Ve e VY

i=1

mit den zugehérigen Koeffizientenvektoren o), o2 6 RN " und dem ge-
nerisch zu verstehenden Koeflizientenvektor ¢ € RNz, beziehungsweise
p € RM:. Aufgrund der Tatsache, dass sowohl PG auf V2 als auch

PE;;Z auf Vh(l) der Identitatsabbildung entsprechen, ergibt sich exempla-
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5.1. Diskretisierungsfehlerschétzung

risch fiir das primale Residuum

N
> o) (v = 00 2, = o () (12 (21) = 21)
=1

= pn (un) (PG o165, (20) — PG (2))
=3 onl) (1) (22 - 21
1

Das heifst, mit Hilfe der biquadratischen Basis lasst sich die urspriingli-
che Differenz zwischen den Basisfunktionen der unterschiedlichen Finite
Elemente Raume auf die Differenz der zugehorigen Koeffizientenvektoren
zuriickfithren. Dies ermdoglicht — bei vorhandenen Koeffizientenvektoren
— eine elementweise Auswertung des Fehlerschitzer. Eine analoge Argu-

mentation fir die weiteren Anteile liefert also

N®

"1
m=>_5 {ontun) (o) (27 = 2V)

i=1
o (uny ) (0 () = u”) + Ap () (") 22

g ) () )+ 3 o) (o) 20

Die Koeffizientenvektoren u™®, 2. 4 und 2 lassen sich iiber eine ein-
fache Matrix—Vektor-Multiplikation bestimmen. Es sind

20— p, L@ _ p@,

Die Eintréige der Matrizen PV € RV N und PO e RV XN sind
im Wesentlichen durch die Auswertung der Basisfunktionen des Aus-
gangsraums in den Definitionspunkten der Freiheitsgrade des Zielraums
gegeben. Auch diese globale Operation kann auf Patch- beziehungsweise
Elementebene effizienter ausgefithrt werden. Hierbei lasst sich ausnutz-
ten, dass die entsprechenden Matrizen fiir alle Patches identisch sind und
es daher geniigt, alle Grofien fiir einen Referenzpatch zu bestimmen. Der
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Aufwand reduziert sich somit auf die einmalige Berechnung der entspre-
chenden Matrizen beziiglich des Referenzpatch fiir alle Verfeinerungslevel
und auf lokale Matrix—Vektor-Multiplikationen.

5.1.3. Beispiel mit C*-Losung

Nachdem der Fehlerschatzer mit Hilfe der im vorherigen Abschnitt erldu-
terten Techniken ausgewertet werden kann, erfolgt nun die Anwendung
auf ein konkretes Beispiel. Ziel ist es, die Genauigkeit der Fehlerschétzung
zu iiberpiifen. Hierzu wird eine Aufgabenstellung mit vorgegebener ana-
Iytischer Losung u € C*°(2, R?) auf dem Gebiet Q == (0,2) x (0,1) C R?
mit Dirichletrand I'y = 0f2 betrachtet. Bei der Wahl dieser Losung ist
die Bertiicksichtigung der physikalischen Eigenschaften der Problemstel-
lung entscheidend. Es muss daher sichergestellt sein, dass fiir beinahe
inkompressibles Materialverhalten das entsprechende Verschiebungsfeld
eine fast volumenerhaltende Deformation beschreibt, also div(u) — 0 fiir
v — 0.5 gilt. Unter der Annahme konstanter Materialeigenschaften im
gesamten Gebiet, das heifst p(z,y) = p = 1.0 und v (z,y) = v = 0.25,
sei

1 | =% [sin (7 (z — 0.5)) + 1] cos (27 (y — 0.25))

u(z,y) = 64 sy o8 (m (2 — 0.5)) [sin (2 (y — 0.25)) + 1]

mit u (x,y) = 0 fir alle (z,y) € ', und

2
div(u(z,y)) = % cos (m (x — 0.5)) cos (27 (y — 0.25)) .
Die Linearform [ aus Gleichung (5.3) reduziert sich aufgrund der rei-
nen Dirichletrandbedingungen auf das Volumenintegral, wobei die rechte
Seite f durch die starke Form der Differentialgleichung gegeben ist, das
heift f := —div(o(u)). Insbesondere resultiert aus dem Vorfaktor in der
Divergenz eine Unabhéngigkeit von der Querkontraktion v.

Als Zielfunktional J dient in diesem Fall der integralen Mittelwert
von u iber die Teilmenge B = [1.4,1.6] x [0.15,0.65]. Um eine ho-
here Glattheit der dualen Losung z zu erreichen, wird die unstetige

charakteristische Funktion y, durch eine stetig differenzierbare Appro-
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5.1. Diskretisierungsfehlerschétzung

ximation Xz, (z,y) = ro(z,y)r,(z,y) € C'(Q,R?) ersetzt. Dabei sind
Ba = [[E}l,l’a} [ylwyg}a

rh =14—a, y, =015-aq,
T, =16+a, y, =065+«

und

07 (l',y) ¢ Ba
17 (l’,y) € B—a

Tz('ray) = L
T:cg(x)> (z,y) € Bo\ Ba, v <1,
|7 (@), (2,y) € Bo\ Boa, x> 2,
r
07 (ZE,y) ¢ Ba
17 (ZL‘,y) € B—a

Ty(.l",y) = 9 |
Tyg(y)v (xvy) eBa\B—a, y<wy a
\Tyg(y)7 (fE,y) eBa\B—aa y>y3a

Weiter sind die kubischen Polynome 74 (3) und rgu (5), 8 € {z,y} gege-
ben durch

1 12 Al
= ) (8 —8.) ( () (8 5a)> :
1 2

Tﬁg(mzl_mwm( B = 5u>(5‘53))‘

ra (8) ’

Mit B = By sei dann

‘/U1+U2 ) /U1+u2 Xgd(z,y).

Die Qualitdat der Fehlerschatzung ldsst sich mit Hilfe des Effektivitéts-
index tiberpriifen. Dieser ist fiir gewohnlich iiber den Quotienten der
Absolutbetridge von geschitztem und tatsédchlichem Fehler definiert. Da
die DWR~Methodik neben dem absoluten Wert der Fehlerschatzung zu-
sitzlich eine Aussage iiber das Vorzeichen des Fehlers liefert, sollte auch
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diese Information in die Bewertung mit einflieflen. Daher ist eine Be-
trachtung des Effektivitatsindex ohne die Betrédge iiblich. Im Idealfall
gibt der Fehlerschétzer 7, den tatsdchlichen Fehler e exakt wieder und
somit ist der Effektivitédtsindex identisch 1. Ist hingegen die Bedingung
}Lig(l) T =1 erfiillt, ist von einer asymptotisch exakten Schétzung die Re-
de. Dieses Verhalten ist in praktischen Anwendungen nur bei wenigen
ausgewahlten Beispielen zu beobachten, sodass von einer guten Qualitit
beziehungsweise guten Genauigkeit des Fehlerschatzers gesprochen wird,
wenn sich der Effektivitdtsindex mit zunehmend feinerer Triangulierung
um den Wert 1 stabilisiert.

Zur Verdeutlichung des Einflusses der Zusatzterme werden fiir die zu-
vor definierte Aufgabenstellung die Fehlerschiatzungen unter Berticksich-
tigung und bei Vernachléssigung der Zusatzterme verglichen. Dazu er-
folgt eine Zerlegung des Fehlerschétzers 7, in einen reinen Residuumsan-
teil nr, einen Teil beziiglich der Zusatzterme 7, und in einen numerischen

Fehleranteil ny. Es ist demnach 7, = ng + na + 7~ mit

N@

~ 1 @n\ (L@ )
MR = Z B [Ph (un) (Uz' ) <§i Tz )
N

=1
+ P}, (un, z1) (Uz@)’h) (Mz@) - Mgl)ﬂ :
h

1
mai= 35 B () (v8) 22+ a0 (wn,2) (") ]

=1

N@

h
= 3 o ) (490 0
=1

Die Entwicklung der zugehorigen Effektivitiatsindizes bei uniformer Ver-
feinerung ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Dabei sind

TR + 7N
J () = J (up)

Mh

I = — d I =
1,Eff J(u) — J(uh) un 2,Eff

Es ist deutlich zu erkennen, dass sich, bei der Beriicksichtigung der Zu-
satzterme, der zugehorige Effektivitdtsindex immer mehr dem Wert 1
anndhert. Bei der Vernachlassigung dieser Terme ist ebenfalls ein konver-
gentes Verhalten zu beobachten, jedoch stabilisiert sich der Wert des Ef-
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1.6 = ]1,Eff N
—o—Irpg
1.4} 2
1.2 . :
am::
~ 1 B = = = =
0.8+ 2
0.6 —
I Y Y Y1

10t 102 10 10* 105 106
# Elemente

Abbildung 5.1.: Effektivitdtsindizes fiir Fehlerschiatzung mit und ohne
Zusatzterme.

fektivitatsindex um den Wert 1.18. Die Qualitéit der beiden Fehlerschét-
zungen unterscheidet sich also durch eine feste Konstante. Dies zeigt, dass
die in Abschnitt 4.2 identifizierten Zusatzterme nicht nur von theoreti-
schem Interesse sind, sondern auch in der numerischen Behandlung nicht
vernachléssigt werden diirfen. Nur so kann eine genaue Fehlerschiatzung
mit Effektivitdtsindizes um den Wert 1 erreicht werden.

Im Anschluss daran wird das Verhalten des Effektivitéitsindex im fast
inkompressiblen Fall, das heifst fiir v — 0.5, auf der Basis einer fest vorge-
gebenen, uniform verfeinerten Triangulierung des Gebietes (2 mit 262 144
Elementen, untersucht. Tabelle 5.1 veranschaulicht die Entwicklung, wo-
bei anstelle der Querkontraktion v die Differenz zu 0.5 herangezogen
wird. Fiir moderate Differenzen, das heifit fiir Ay > 1073, ist die Feh-
lerschéatzung weiterhin von guter Genauigkeit und liefert Werte fiir den
Effektivitatsindex nahe 1. Mit dem Erreichen des fiir fast inkompressible
Materialien iiblichen Bereichs (Av < 107°), wird die Schitzung jedoch
zunehmend schlechter und iiberschatzt den Fehler letztendlich deutlich.
Auch das Vorzeichen des Fehlers wird nicht mehr korrekt wiedergege-
ben. Es stellt sich die Frage, ob dieses Verhalten problembedingt ist oder
ob etwaige Annahmen bei der numerischen Approximation der Fehleri-
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Av J(u) — J(up) Mh I g

2.5:107"  —3.00398-10"7 —3.00383-10"" 0.99995
1.0-107"  —2.93666-10"7 —2.93648-10°7 0.99994
1.0-1072  —3.09182:10"7 —3.09111-107 0.99977
1.0-107%  —3.13180-1077 —3.12561-10"7 0.99802
1.0-107* —3.13628-1077 —3.07935-10°7 0.98185
1.0-107° —3.13670-10"7 —2.64011-10"7 0.84169
1.0-107%  —3.13703-107  1.65067-10"7  —0.52619
1.0-1077 —3.13516:1077  4.46228-10°° —14.23300

Tabelle 5.1.: Effektivitatsindex unter Beriicksichtigung der Zusatzterme
fiir v — 0.5.

dentitat unzureichend sind. Mit der Beantwortung dieser Fragestellung
beschéftigen sich die Ausfithrungen des néchsten Abschnittes.

5.2. Diskretisierungsfehlerschatzung mittels

gemischter Formulierung

Kernpunkt der folgenden Uberlegungen ist die in Abschnitt 3.2 erwihn-
te Aquivalenz von SRI und der diskreten Verschiebung-Druck-Formu-
lierung. Ausgehend von der zugehorigen kontinuierlichen Problemstel-
lung 2.7 erfolgt die Herleitung einer entsprechenden Fehleridentitiat auf
Basis der DWR-~Methode fiir den Fall einer konformen Diskretisierung.
Entscheidend ist hierbei, dass sowohl in der kontinuierlichen als auch in
der diskreten Version die Semilinearformen iibereinstimmen, sodass auf
die klassische Fehleridentitét aus Gleichung (4.5) zuriickgegriffen wer-
den kann. Im Anschluss an die numerische Approximation wird der sich
ergebende Fehlerschétzer mit Hilfe des Operators Py in eine rein ver-
schiebungsbasierte Darstellung tiberfithrt und mit der in Abschnitt 5.1.1
hergeleiteten Version verglichen.
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5.2.1. Fehleridentitat

Die nachfolgend eingefiihrte kompakte Schreibweise der kontinuierlichen
Problemstellung 2.7 dient im Wesentlichen der besseren Lesbarkeit. Es
sei V=V x M und U = (u,p) € V eine Losung der Gleichung

BU)(®)=0 VeV, (5.6)
mit ¢ := (p, () und einer Semilinearform B: V x V — R gegeben durch

B(U)(®) =b(u,¢) +clpp) —(p) +c(u,() —d(p,C).

Die Bilinearformen b, ¢ und d entsprechen dabei denen der dquivalenten
Sattelpunktformulierung von Problemstellung 2.7, das heifst

b:V XV =R b(ug) = (Covs: D)™, (Dp)™) .

c:VxM-—=R, C(%C) = (P(u)u C)Kfl = - (div(u), C)O?
d:MxM—=R,  dp,C)=(p, )

und [ der Linearform aus Gleichung (5.3). Fiir die diskrete Problem-
stellung sei V), = Vj, x M, C V mit den selben endlichdimensiona-
len Teilrdumen V}, und M;, wie in Abschnitt 5.1.1. Die diskrete Losung
Un = (up, pn) € Vy, erfiillt dann die Gleichung

B (Uh) (Cbh) =0 Vd, €V, (57)

Wie eingangs erwahnt ist entscheidend, dass bei dieser Formulierung kei-
ne Modifikation der Semilinearform B auf diskreter Ebene notwendig ist.
Die klassische Fehleridentitat aus Gleichung (4.5) liefert unter Bertick-
sichtigung der Tatsache, dass Gleichung (5.7) nur unzureichend genau

gelost wurde, ein Darstellung des Fehlers der Form

T () = T () = 30 (U) (e2) + 50° (U, Z) (ev)
+p(Uh) (Z0) + Ry
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mit
p(Un) (o) :=—B(Uy) (o)
=1(®) —b(un,®) —c(e,pp) — c(un,®) +d(pne),
p* (Un, Zn) (o) := J' (up) () = B' (Uy) (e, Zn)
= J (up) (o) —b(e,2,) —c(zn,0) —c(e,q,)+d(e,q).

Das zugehorige Restglied ist von dritter Ordnung im Fehler

ex = (ev,€z) = (eu, €p, €2, €4) = (U — Un, D — Py 2 — 2, 4 — qh)
und nur abhéngig vom Zielfunktional .J, da auch B affin-linear im ersten
Argument ist, das heifst

1

/J’" (up + sey) (e,) s (s — 1) ds.

0

RS) =

N | —

Auch hier verschwindet das Restglied vollstandig fiir lineare und quadra-

tische Zielfunktionale in w.

5.2.2. Numerische Approximation, Vergleich und
Anwendung

Die numerische Approximation der Fehleridentitéit erfolgt analog zum
Vorgehen in Abschnitt 5.1.2. Der wesentliche Schritt ist hierbei erneut
die explizite Angabe des Operators II.

Die Rekonstruktion der Verschiebungsanteile © und z von U bezie-
hungsweise Z verwendet die in Abschnitt 5.1.2 eingefiihrte Patchinter-

(1),

(2)2n- Die skalaren, stiickweise konstanten Driicke werden als

polierende 1
skalare, bilineare Funktionen interpoliert, wobei auf Mittelungstechniken,
wie beispielsweise in [8] und [32] beschrieben, zuriickgegriffen wird. Diese
Techniken sind auch als ZZ-Methode bekannt, siehe [94]. Mit der zu-
gehorigen Bezeichnung 177 ist der vollstéandige Rekonstruktionsoperator

gegeben durch
(W) == (T80, (Wn) , 174(&n)) -
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Durch die Vernachléssigung des Restglieds sowie der Terme hoherer Ord-
nung beziiglich II ergibt sich der Fehlerschéitzer fiir die gemischte Pro-
blemstellung als

1

= 50 (Un) (1672, (20) T (a0)] = Z1)
4o Un Z) () ] - 1) 59)

+ p(Un) (Z1) -

Fiir den im néchsten Schritt anstehenden Vergleich der Darstellun-
gen in den Gleichungen (5.5) und (5.8) ist eine Uberfiihrung des Fehler-
schétzers, basierend auf der gemischten Formulierung, in eine rein ver-
schiebungsbasierte Form notwendig. Dazu dient die Identifizierung der
diskreten primalen und dualen Drucklésung mit dem jeweiligen Bild
des Operator Py, der Verschiebungsanteile, das heifst p, = Py(up) und
gn = Pn(zn). Fiir das primale Residuum aus Gleichung (5.8) ergibt sich
mit U = (up, Py(up)) und Z;* = (23, Py(z1))

o (U7) (18, TP )] - 20)
= 1(T0) 5 (2n) — 2n) = b (un, T35, (20) — 2n) — ¢ (15)5,(20) — 20, Pu(zn))
— ¢ (un, 1" (Pu(zn)) — Pu(zn)) + d (Pu(un) , 1" (Pu(zn)) — Pu(zn)) -
Die folgenden Umformungen verwenden lediglich die Definition der Bili-

nearformen ¢ und d sowie die Bestimmungsgleichung (3.8) des Operators
Ph. Es gllt

¢ (133, (20) = 2 Pu(un)) = (P(13)5,(20) = 24) » Pulun)) ooy
= (— K div (1%, (1) — 21) . Pulun)) o,
= (Pu (I35, (20) — ) Ph(uh))K,l

und somit

(L35 (=n) = 2n) = b (un, 135, (20) = 20) — ¢ (I35, (2n) — 20, Pu(2n)
= L (14)5.(20) = 21) = (Cova - Dun, D55, (20) — 21)),
- (Ph (Iﬁiijﬁh(zh) - Zh) ) Ph(uh))K_l
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= 1(10)5,(20) — 2) — an (un, 125, (20) — 21)

= pn(un) (I8)%, (zn) — 2n) -

Ferner ist
d (Pu(un), 1;" (Pu(zn)) — Pu(zn)) — ¢ (un, 15" (Pu(2n)) — Pu(zn))
d (Pu(un) , 157 (Pu(zn))) — e (un, 1" (Pu(zn)))
+ (P(un) = Pu(un) , Pu(zn)) g

= (Ph(uh) - P(uh) ) I%LZ (Ph(zh) )K‘l .
und schlieflich
o (U) (8 (0) TP ()] - 257
= pr(un) (I5) 5, (z0) — 2z1n) — ¢ (un, 17 (Pu(zn)) — Pu(zn))

+d (Pu(un) , 157 (Pu(2n)) — Pu(zn))
= pu(un) (1575, (z0) = 2n) + (Pu(un) — P(un) , I* (Pu(zn))) g1 -

Fiir das duale Residuum folgt entsprechend

ot (U9 20 ([ ) (P ())] — U

= ph (un, zn) (IG5 (un) — un) + (57 (Pu(un)) , Pu(zn) — P(2n)) g
sowle fur den numerischen Fehleranteil

P (U,fh> (Z}fh) = pn (un) (z1) — ¢ (2n, Pu(tnm)) + d (Pu(us) , Pu(zs))
= pn (un) (z1) -

Der Vergleich der tiberfiihrten Darstellung mit der des rein verschiebungs-

basierten Fehlerschétzer aus Gleichung (5.5) liefert einen entscheidenden

Unterschied bei den Zusatztermen. Wiahrend in Gleichung (5.5) auch in

den Zusatztermen die biquadratische Patchinterpolierende des Verschie-

bungsfeldes verwendet wird, enthélt die aus der gemischten Formulierung

tiberfithrte Version eine Rekonstruktion héherer Ordnung von P(u) be-

ziehungsweise P(z). Die entsprechende Anpassung des Fehlerschétzers
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2 T
1 —»n A A A A
0 .
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Abbildung 5.2.: Effektivitatsindex fiir den modifizierten und urspriingli-
chen Fehlerschatzer fiir v — 0.5 mit Av = 0.5 — v.

liefert
et = ng + R 4+
1 (1),h * (1),h
- 5 [ph (uh) (1(2):%(2}1) - Zh) + Ph (uh’ Zh) (1(2):2h<uh) - uh) (5 9)
+ Ap (up) (157 (Pu(zn))) + Ap* (un, zn) (57 (Pu(un)))]
+ pn (un) (21)
mit

Ap (un) (o) = (Pu(un) + K div(uy), ),
Ap* (up, z1,) (o) = (o, Pyu(zn) + K div(zp)) g1 -

Um zu iiberpriifen, ob die Modifikation den gewiinschten Effekt einer
Fehlerschatzung unabhéngig von der Querkontraktion v liefert, wird er-
neut das Beispiel aus Abschnitt 5.1.3 betrachtet. Die Verldufe der Effek-
tivitatsindizes fiir den urspriinglichen Fehlerschatzer 7, und den modi-
fizierten n*°¢ sind in Abbildung 5.2 dargestellt. Es zeigt sich, dass mit
der angepassten Version aus Gleichung (5.9) eine sehr genaue Fehler-
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schatzung mit Effektivitéitsindizes nahe 1 erreicht wird, die insbesondere

unabhéngig von der Querkontraktionszahl v ist.

5.2.3. Beispiel mit reduzierter Regularitat

Nachdem fiir das vorherige Beispiel die C*—FEigenschaft der Losung vor-
ausgesetzt wurde, behandelt die folgende Problemstellung die Situati-
on einer Losung mit reduzierter Regularitit. Eines der einfachsten und
gangigsten Modellprobleme in diesem Zusammenhang ist die Laplace—
Gleichung auf dem L-Gebiet. Hierfiir kann eine Losung mit einer Singu-
laritét an der einspringen Ecke konstruiert werden, die zwar in H' (),
aber nicht mehr in H?() ist. Ausgehend von dieser Problemstellung er-
folgt zunéchst die Anpassung an den Fall der linearen Elastizitdt, indem
eine divergenzfreie Losung von der in [64] dargestellten Singularitéten-
funktion fiir die Kirchoffsche Platte abgeleitet wird. Ebenso wie bei der
skalaren Laplace-Gleichung wird auch diese Funktion in Polarkoordina-
ten (r,t) € R? angegeben. Es ist

7 | = (co 4 1) sin(¢t) 6(t) — cos(t) 9,0(¢)

WD =55 1 (o + 1) cos(t) 6(2) — sin(t) 0(1)|

<t <2m,

b 3

mit der Funktion 0: R — R definiert durch

0(t) :=cysin((cog—1)t) + cacos((co — 1)t) + czsin ((co + 1) t)

+cycos ((cog+1)t) (5:10)

und den Konstanten

co = 0.544483736782463, c1 = 0.857971843963184,
ca = 0.190068891083326, cg = 0.103221773043934, (5.11)
¢y = —0.465943555785929.

Das L-Gebiet ist gegeben durch Q = (—0.5,0.5)%\ [0, 0.5)° mit Dirichlet-
rand I', = {0} x [0,0.5]U[0,0.5] x {0} und Neumannrand 'y = 9Q \ T'p.
Die Volumenkraft f und die Neumannrandbedingungen fy lassen sich
aufgrund der Tatsache, dass u € C*°(R?\ B, (0,0),R?) mit der Kreis-
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scheibe B, (0,0) = {(93, y) ER? | /2?2 +y2 <e > 0}, iber die starke
Form der Differentialgleichung bestimmen.

Die reduzierte Regularitit der Losung schldgt sich auch auf die Konver-
genzgeschwindigkeit nieder, was sich leicht anhand der in Abschnitt 3.1
angegebenen a priori Abschétzungen in den Gleichungen (3.2) und (3.3)
belegen lisst. Da die H?-Regularitit nicht gegeben ist, lisst sich fiir den
Fehler in der H'-Norm lediglich eine Abschiitzung der Form

lu — upl| g < ChP

mit C > 0 und 0 < B < 1 erwarten. Aufgrund der Konstruktionsweise
der analytischen Losung entspricht # der Potenz des Radius, das heifst
es ist [ = ¢y =~ 0.54.

Liegen zusétzliche Informationen zur Struktur der Losung vor, ist es
moglich trotz reduzierter Regularitit bessere Konvergenzraten zu errei-
chen, als die, die durch die a priori Abschétzungen suggeriert werden. Die
hier betrachtete Losung ldsst sich in einen glatten Anteil und in einen
Singularitéitsanteil aufspalten. Durch eine geschickte Wahl der Triangu-
lierung wird die Konvergenzordnung des glatten Anteils fiir die gesamte
Losung erreicht, vergleiche hierzu [19]. Die wesentliche Idee ist hierbei,
die Triangulierung so zu wahlen, dass der Singularitdtsanteil, durch die
Konzentration von Elementen im Bereich der Singularitat, mit der glei-
chen Ordnung approximiert wird wie der glatte Anteil. Analoge Resultate

lassen sich mit Hilfe von adaptiven Netzverfeinerungen erzielen.

5.2.4. Fehlerlokalisierung und adaptive
Netzverfeinerung

Fiir die adaptive Netzverfeinerung werden Informationen iiber die lokale
Fehlerverteilung benotigt. Hieraus lassen sich Fehlerindikatoren ableiten,
die eine Aussage dariiber liefern, ob ein bestimmtes Element verfeinert
werden soll oder nicht. Die Bestimmung dieser Indikatoren beruht dabei
auf der Lokalisierung des bis dato nur global geschéitzten Fehlers auf
die einzelnen Elemente der Triangulierung. Mdogliche Techniken wurden
bereits in Abschnitt 4.4 aufgezeigt, wobei hier die von Braack und Ern

in |22] beschriebene Filterungstechnik zur Anwendung kommt. Im Falle
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von bilinearen Ansatzfunktion ergibt sich dadurch eine Lokalisierung auf
die Knoten der Triangulierung, von wo aus diese Anteile gewichtet in die

jeweiligen Fehlerindikatoren der angrenzenden Elemente einfliefsen.

Fiir die nachfolgenden Uberlegungen sei vorausgesetzt, dass die Trian-
gulierung 7, eine Patchstruktur und aufserdem keine héngenden Knoten
besitzt. Neben den in Abschnitt 5.1.2 eingefithrten Funktionenrdumen
und Interpolations- beziehungsweise Prolongationsoperatoren, wird zu-
sdatzlich der Raum

V2(i}) = {@/)h eV ’ Uplic = @OFEI, 1//); c Ql(I%,RQ), K e Tgh} C Vh(l)

mit dem zugehorigen Interpolationsoperator IEB:;,L: Vh(l) — Vz(,i) beno-
tigt. Dieser wird analog zum Operator der biquadratischen Patchinter-

polierenden realisiert, wobei anstelle von biquadratischen die bilinearen

Basisfunktionen vf =1, N, 2(h) von Vg(h) verwendet werden. Es ist
also
1 1
Nﬁ )j (1) Nzéh) 1)
(1),h __ TR 1),h . 1),2h, (1),2h
I(l),2h(¢h) - 1(1)72}1 Eivi = ff ) Ui
i=1 i=1

mit g(lmh = I(l)g € ]RNSL) und der Matrix IV € RNSL)XN%(LD. Mit

Hilfe des Interpolationsoperators Ig:;’h lasst sich der Filterungsoperator

7 VY = v durch die Vorschrift 7 = id —I{})";, definieren. Dieser

dient unter anderem dazu auftretende Oszillationen zu eliminieren, siehe
[22, Abschnitt 4.1]. Durch die Einfiihrung der zusétzlichen Prolongation
Py VQ(hl) — Vh(l), die fiir Funktionen aus VQ(;) der Identitit entspricht,

ergibt sich fiir ein Element @), € Vh(l) die explizite Darstellung

_ (1),h _ (1),2h (T(1),h
m (Qph) = ¥n — I(l),zh((ph> = ¥h — P(l),h (1(1),2h(§0h))
1 1
=, (1) =, (1)
_ 1),k (1),2h (1), 1),h
- Zflvz - P(l),h I(1),2h Eivi
=1 =1
1 1
i 1) NZQ(") 1)
— 1).h (1),2h (1),2h, (1),2h
- Zfz‘vi — P LY
i=1 i=1
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N}(LD N}(Ll)
1),h 1 1),h
-3l [ o
i=1 i=1 ¢
N
= ﬂrvi(l)’h
=1

I . . M N D .
Mit Hilfe der Prolongationsmatrix PQ(,? e RN N2 st der gefilterte

Koeffizientenvektor ¢™ von ¢, gegeben durch o=, — [P;i)f(l)’%] fiir

i=1,..., NV,
Weiterhin gilt aufgrund der Identitédtseigenschaft der biquadratischen

Patchinterpolierenden I}, auf A%

100 (m (on)) — 7 (o) = L35, (on) — 180, (L5, (en) — on + 1005, (on)
=130 (on) — on

und somit fiir das primale Residuum

pn (un) (1G5, (z0) — 2zn) = pu (un) (15)5, (7 (0n)) — 7 (n))

Die erhaltene Darstellung entspricht der aus Abschnitt 5.1.2; lediglich
der Koeffizientenvektor der dualen diskreten Losung wurde durch den
entsprechenden gefilterten Vektor ersetzt. Daher kann die Filterung auch
als eine rein algebraische Operation beziiglich des Koeffizientenvektors
der diskreten Funktion verstanden werden. Fiir das duale Residuum lie-
fert die gleiche Vorgehensweise eine Darstellung beziiglich des gefiltertern

Koeffizientenvektors u™ von wuy,.

Bemerkung 5.1. Die FEintrige der Interpolationsmatriz IV und der
Prolongationsmatrix Pz(}ll) ergeben sich analog zu Abschnitt 5.1.2 durch
Auswertung der entsprechenden Basisfunktionen in den jeweiligen Defi-

nitionspunkten der Freiheitsgrade.

Fiir die numerische Auswertung ist erneut eine Darstellung beziiglich
(2)’h, T =1,.. .,N}(Lz) von Vh@) vorteilhaft. Dazu seien der

7

einer Basis v
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primale und duale Residuumsvektor r und r* aus RN gegeben durch

[r]; = pn (un) (“z@’h) und  [r]; = p}, (un, 2n) (Uz@’h)’ =15

Dann lésst sich der Anteil ng bestimmen durch

mit den bereits in Abschnitt 5.1.2 eingefiihrten Prolongationsmatrizen
P®M und P®. Entscheidend ist hierbei die Darstellung beziiglich der
restringierten Residuumsvektoren RY und R® beziehungsweise R
und R*® aus ]RNf(Ll), die gegeben sind durch

RW

(p(l))TL R — (p(l))TI*
beziehungsweise

Diese ermoglichen eine Lokalisierung der urspriinglichen Form

1 X % .
+ = ‘(E-(Q) —Ri(1)> url, 1= 1,...,N,§1)

;1 2 D\ x

auf die Knoten der Triangulierung. Der Elementfehlerindikator ergibt sich
dann als gewichtete Mittelung der zugehdrigen Knotenlokalisierungen.
Fiir den Anteil der Zusatzterme wird in Anlehnung an den Mittelungs-
beziehungsweise ZZ-Fehlerschétzer die elementweise Auswertung der Ter-
me als Indikator gewahlt.

Bemerkung 5.2. Die vorangegangenen Ausfiihrungen beruhen auf der
Annahme, dass die Triangulierung keine hdangenden Knoten besitzt. Diese
Voraussetzung ist im Allgemeinen bereits nach der ersten adaptiven loka-
len Verfeinerung unter Beibehaltung der Patchstruktur nicht mehr erfillt.
Trotzdem ist eine Lokalisierung auf die zuvor angegebene Weise maglich,
bedarf jedoch einer technisch sehr aufwdindigen Beschreibung, sodass an
dieser Stelle darauf verzichtet wurde. Der entscheidende Unterschied ist,
dass beim Vorhandensein von hingenden Knoten, die lokale Konstrukti-

onsweise sowohl bei der biquadratischen Patchinterpolierenden, als auch
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bei der Filterung stdarker bericksichtigt werden muss. Dies fihrt im We-
sentlichen dazu, dass fir o € Vh(l) die Patchinterpolierende 13}, (o)
nur noch im Raum

Va2 = {un € L2(Q.R?) | unle = bu o B!, I € Qu(K R, K € Tan

enthalten ist, wobei allgemein ‘N/Q(i) ¢ V gilt. Insbesondere kann sie un-
stetige Uberginge zwischen den Elementen der Patchtriangulierung auf-
weisen, die sich jedoch auf Kanten mit hdngenden Knoten beschrdnken.
Analoges gilt fiir die gefilterte Funktion. Diese ist ebenfalls nur noch in

‘72(111) = {¢h € LQ(Q’R2) ‘¢h|IC = 77/0; o FEI, ’é//J; € Ql(’/C\,RQ)7 K e Eh}

mit ‘72(;) ¢ V. Die Unstetigkeit entlang von Kanten mit hingenden Kno-
ten ist jedoch entscheidend. Sie sorgt dafiir, dass keine ungewdéhnlich
grofien Fehlerindikatoren auf den feineren Zellen entstehen, die an die
entsprechende Kante angrenzen. Weitere Details, Erlauterungen und II-
lustrationen zu dieser Problematik finden sich in [72, Abschnitt 2.1.2].

Auf Basis der zuvor bestimmten Elementfehlerindikatoren erfolgt eine
adaptive Anpassung der Triangulierung. Fiir die Auswahl der zu ver-
feinernden Elemente kommt die Optimal-Mesh-Strategie nach Richter —
vergleiche [76, Abschnitt 4.3] — zum Einsatz. Diese stellt die zu erwar-
tende Fehlerreduktion durch die Verfeinerung eines Elements dem damit
einhergehenden hoheren numerischen Aufwand gegeniiber und schafft so
eine Balance zwischen den beiden Kriterien. Zudem bietet die Optimal-
Mesh-Strategie den Vorteil gegeniiber Raten- oder Anteilsstrategien, dass
sie fiir den Fall einer beinahe homogenen Fehlerverteilung eine globale
Verfeinerung bewirkt. Dies ist fiir die anderen Techniken nicht der Fall.

5.2.5. Numerische Ergebnisse

Ergénzend zu der in Abschnitt 5.2.3 angefiihrten Problemstellung sei der
integrale Mittelwert der ersten Komponente der Losung iiber das gesamte
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v

= 10|
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~ 107° ¢ % E .
| 10-6 ; 108 ™ ; A O:: -1
= E if, | 2 e F—F——FF |
= 10~7 S \ g 2 R % unif. —e—
~ E—*— adap. ' E 4| / |
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102 10 10* 10° 10 10° 102 10 10% 10° 106
# Elemente # Elemente
(a) Fehler gemessen im Zielfunktio- (b) Effektivitédtsindizes der Fehler-
nal J fir uniforme, adaptive schétzer in der jeweiligen Situa-
und adaptive Verfeinerung basie- tion.
rend auf der modifizierten Rekon-
struktion.

Abbildung 5.3.: Konvergenzresultate fiir Querkontraktion v = 0.5—107"7.

Gebiet als Zielgrofse vorgegeben, das heifst

7 () :/uld:c.

Q

Abbildung 5.3 zeigt die Ergebnisse der Konvergenzuntersuchung fiir uni-
forme und adaptive Netzverfeinerung basierend auf den beschriebenen
Fehlerindikatoren. Das Verhalten des absoluten Fehlers gemessen im Ziel-
funktional J wird in Abbildung 5.3(a) veranschaulicht. Wie erwartet, lie-
fert die uniforme Verfeinerung nur eine verringerte Konvergenzrate von
1.08, wohingegen sich der Fehler bei adaptiver Verfeinerung wie O(h?)
verhélt. Interessant zu beobachten ist, dass sowohl die Verwendung des
urspriinglichen Fehlerschitzers aus Gleichung (5.5) als auch die der modi-
fizierten Version aus Gleichung (5.9) als Indikator fiir die adaptive Netz-
verfeinerung zu einem identischen Fehlerverlauf fiithren. Dies ist insbe-
sondere aufgrund der qualitativ stark von einander abweichenden a pos-
teriori Fehlerschatzungen verwunderlich, vergleiche die zugehorigen Ef-
fektivitatsindizes in Abbildung 5.3(b). Der Verlauf des Effektivititsindex
des modifizierten Fehlerschitzers n"°d belegt eine qualitativ gute Fehler-

schitzung mit Werten die gegen 1 streben. Hingegen wird der Fehler bei
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103 Frmr——r
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102 103 104 10° 108
# Elemente

Abbildung 5.4.: Einzelne Anteile des Fehlerschitzers nnod.

Verwendung der urspriinglichen Formulierung durch die schlechte Rekon-
struktion der Divergenz betragsmafig nicht nur deutlich iiberschétzt — es
sind Effektivititsindizes in der Gréfenordnung von 10° zu beobachten —
sondern zudem, analog zu den Ergebnissen in Tabelle 5.1, auch das Vor-
zeichen des Fehlers nicht korrekt wiedergegeben. Dass der urspriingliche
Fehlerschiitzer 7, und der modifizierte n°¢ trotzdem ein sehr #hnliches
Verhalten bei der Fehlerreduktion und auch bei der adaptiven Verfei-
nerung liefern, lasst sich damit erkldren, dass zwar der globale Fehler
deutlich tiberschatzt wird, sich die lokale relative Fehlerverteilung jedoch
nicht dndert, was zu dhnlichen Fehlerindikatoren fiir die adaptive Verfei-
nerung fiihrt.

Bei uniformer Verfeinerung ist aufgrund der reduzierten Regularitit
keine Anndherung des Effektivitdtsindex an der Wert 1 zu erwarten. Der
zugehorige Verlauf untermauert diese Aussage und zeigt ein fast konstan-
tes Verhalten im Bereich um den Wert von 0.36.

mod

In Abbildung 5.4 werden die einzelnen Bestandteile nr, ni°® und 7y
von n°d separat dargestellt. Es ist deutlich erkennbar, dass bei einer
geringen Anzahl von Elementen der Residuumsanteil ng dominiert, mit
fortschreitender Verfeinerung die Zusatzterme aber an Bedeutung gewin-
nen und sich in einer um den Faktor 10 kleineren Gréfsenordnung gegen-
iiber nR stabilisieren. Der Anteil beziiglich des numerischen Fehlers ist zu-

néchst vernachléssigbar klein, sodass von einer numerisch exakten Losung
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durch die verwendeten Losungsverfahren gesprochen werden kann. Mit
zunehmender Anzahl an Elementen wéchst dieser Anteil an und erreicht
schlieklich die selbe Grofsenordnung wie die Zusatzterme. Fin Grund da-
fiir ist neben der aus der Verfeinerung resultierenden Verschlechterung
der Kondition des Systems der Einfluss des Kompressionsmodul K, der
aufgrund der fast inkompressiblen Materialeigenschaften extrem grofs ist
und sich zusétzlich negativ auf die Kondition auswirkt. Fiir eine gute Re-
prasentation des exakten Fehlers bedeutet dies, dass bei der Auswertung
des Fehlerschitzers der numerische Anteil nicht vernachléssigt werden
darf.

5.3. Modellfehlerschatzung

Nachdem sich die Abschnitte 5.1 und 5.2 auf die Behandlung des Diskre-
tisierungsfehlers und die adaptive Netzverfeinerung konzentriert haben,
liegt der Fokus in diesem Abschnitt auf dem Konzept der Modelladap-
tivitdt und insbesondere auf der Schiatzung des Modellfehlers basierend
auf dem in Abschnitt 4.3 beschriebenen allgemeinen Ansatz. Hierzu sind
in einem ersten Schritt die beiden unterschiedlichen Modelle zu identifi-
zieren. Das Referenzmodell sei durch die Beschreibung mittels der Semi-
linearform A, basierend auf der SRI gegeben. Als zweites Modell dient
die kontinuierliche Semilinearform A, das heifst

An (¥1) @) = A (¥n) @) = a (U, 85) — L(@) -

Die endlich dimensionalen Teilrdume sind in beiden Modellen identisch,
das heift V), = V3. Zudem wird vorausgesetzt, dass die diskreten Pro-
bleme hinreichend exakt durch die verwendeten Losungsverfahren gelost
werden. Basierend auf der vereinfachten Darstellung in Gleichung (4.27)
ergibt sich fiir die Modellfehleridentitit

T ) = T () = —An () () + 50U () () + RE)
(5.12)

1
= 6Ly, (Thm) + §5L; (Zhm) (em) + RY.
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5.3.1. Numerische Approximation

Fiir die Herleitung des Modellfehlerschétzers auf Basis der Fehleridenti-
tat in Gleichung (5.12) ist die Identifizierung von Termen hoherer Ord-
nung, die bei der Approximation vernachléssigt werden konnen, die ent-
scheidende Voraussetzung. Geméfs den Resultaten aus Abschnitt 4.4 ist
dies moglich, wenn fiir die aktuelle Problemstellung zum einen eine Ab-
schétzung der Operatornormen von oL, und L} (e) und zum anderen die
Stabilitdtseigenschaft des Operators L} vorliegen. Dabei ist die zweite
Voraussetzung gegeben durch die Ungleichung (4.33), das heifst L}, erfiil-
le

ly1 — v2llx < Cs[||Ly (1) — Ly (w2)]]

fiir alle y1,y2 € X, =V, x V, C X =V x V mit

y
linllx = 111, 00)llx = ([} + llenll) ™

und der entsprechenden Operatornorm |||e||| geméfs Gleichung (4.31).
Fiir den Nachweis der Stabilitdtsbedingung wird zunéchst das Argu-

ment der Operatornorm genauer betrachtet. Unter Berticksichtigung der
Definition von A;, sowie der Bilinearitdt von ay, ergibt sich fiir y1,yo € X,
und y € X beliebig

Ly (1) () — Li(y2) (y) = L3, (41, 1) (0, ) — L3, (Y2, 02) (¥, )
= J' (1) () — AL (1) (¥, 1) — An(¥1) (@)
= J'(W2)(¥) + A} (¥2) (¥, p2) + An(¥2)(0)
= (J,(l/h) — J' (1) )(W + an(¥, 2 — ¢1)
+an(h2 — 1, 0) -

Ist J ein lineares Zielfunktional, so gilt aufgrund der Elliptizitat von a,

mit der zugehorigen Elliptizitatskonstanten C' > 0

ILh(y1)(y) = Li(y2)(9)]

1Lk (31) = La(w2)lll = sup

0£yEX lyllx
. |an (¥, P2 — ¢1) + an(v2 — 1, @)
0#£yeX 1yllx
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lan (w2 — @1, 02 — 1) + an(Yo — V1,92 — 1n)|
N |(p2 — 1,2 — 11)||x
. Cler = @all} + Clls = sl
" (ler = pally + llwn — 4all3)”

= Cllyr — 1llx

und die Stabilitédtseigenschaft von L} ist mit Cs = C' gezeigt.

Bemerkung 5.3. Auch fiir nichtlineare Zielfunktionale J lisst sich Un-
gleichung (4.33) zeigen, jedoch miissen zusdtzliche Eigenschaften voraus-
gesetzt werden. Ist beispielsweise die erste Variation J' wvon J Lipschitz-
stetig in einer hinreichend groffen Umgebung der Losung u und erfillt

die entsprechende Lipschitzkonstante 0 < Lj < 2C mit der Elliptizitits-
Ly
o

konstanten C' von ay, so gilt die Stabilitdtseigenschaft mit Cy = C' —

Die Anwendung der Operatoren 6L, und JL} (e) auf ein beliebiges Ele-
ment dient als Ausgangspunkt fiir die Abschétzung der jeweiligen Ope-
ratornorm. Einfaches Umformen basierend auf den Definitionen von A,
und A}, liefert

Lk (2hm) = An (thm) (Zhm) — An (Unm) (Zhm)
= (P(unm) » P(znm)) -1 — Pultnm) » Pulznm)) g
= (P(unm) — Pu(unm) s P(2hm)) -1

beziehungsweise

O, (@m) (n) = A () (Gns 2hm) — Al () (P, 21m)
+ A (unm) (o) — An (tnm) (#n)
= (P(n), P(2hm) — Pu(znm)) e
+ (P(unm) — Pulunm) , P(on)) g1 -

Die Betrige lassen sich mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung abschétzen

0Lk (@hm)| < 1P (wnm) = Pu(unm)llzz [P (zam)l22
1 .
< [P (unm) = PrCunm)llzz_ 1K | £ 1div(znm) | 22
1
< [P (i) = PrCunm)llz2_, KLl Zhnll 1
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beziehungsweise

0L (@) (yn)l < (IPWn)llz2 1P (2hm) = Prlznm)llzz
+ [P (unm) = Pu(unm )2 _ 1P (en)llzz _,
< (IIP(zhm) — Pu(zhm)lle
+ 1P (upin) = Ptz ) 1[5 n -

Dabei ist die gewichtete L?>-Norm gegeben durch H'HLi_l = (o, 0)%2_1.
Die vorangegangen Uberlegungen fithren die urspriingliche Betrachtung
im Wesentlichen auf die Abschatzung der Differenz der Operatoren P
und Py, beziiglich der gewichteten Norm ||e|| 12, zuriick. Das Anwenden

der Dreiecksungleichung ergibt zunéchst

1P (unm) = Pr(wnm)ll 2, < [[P(u) = Plunm)ll 2
+1P(w) = Pu(u)llz_,
+ [1Pu(u) = Pu(unm)lr2

Fiir die nachfolgende Argumentation sei vorausgesetzt, dass sowohl die
primale als auch die duale Losung eine zusétzliche Regularitéit besitzt.
Weiter sei ¢ > 0 so gewihlt, dass u, z € VN H* (Q,R?) gilt. In diesem
Fall liefert die a priori Abschiitzungen ||u — w1 < Cah?||ul|grso fiir
den ersten Term

P () = Plunm)llzz < K[ lo = wnmll i < K| Cah? [ .

—1

Der dritte Term ldsst sich auf Basis des vorherigen Ergebnisses und der
Definition des Operators P}, abschétzen durch

Pr (tnm) |72
K—

(u) = Pulunm)lz2

Pp(u) — Pu(tunm) , Pu(u) = Pu(tnm)) g
= (Pu(u) = Pulupm) , P(u) = P(tnm)) g

(u) = Pu(unm)l 2, [IP(w) = P(unm)llz2

—1
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und
IPu(w) = Pu(unm)llzz | < [P(w) = Punm)l[r2_, < 1K || /2 Cah? || o

Der noch zu behandelnde zweite Term gibt Auskunft iiber die Qualitat
der stiickweise konstanten Approximation des mechanischen Drucks P(u)
beziehungsweise P(z). Unter Zuhilfenahme des Bramble-Hilbert-Lemmas
folgt

S IE TPl [P (w) = L (P(w) 22

< B2 o Crh” | P(u) | o

B2 oo | K e O ] e

1P () — Puu)] 2

und schlieflich

1P () = Pr(unm)llzz
< (200 + CHE e | KU ) NK Rl e

Mit analoger Vorgehensweise ergibt sich fiir die dualen Grofsen

1P (zhm) = Pu(zam) 2 _,
< (2Ca+ CHllE o= K E ) KR o

und damit als obere Abschétzung fiir 6L, und L},

10L5 (Zm)| < C'[|2hm]|x,
0L, (hm) (yn)| < C"||ynllx

mit
C" = (2Ca + Coll Kl | KL ) IS s o,

C" = (2Ca + Col K| KU ) (llsres + o) 11zl
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5.3. Modellfehlerschétzung

Fiir die hergeleiteten Konstanten C' und C” ist entscheidend, dass sich
diese wie O (hﬁ) verhalten. Bei hinreichend kleiner Netzweite h léasst sich
so die Bedingung C' < 1 mit C' = max {C”, C"} realisieren.

Analog zur Vorgehensweise in Abschnitt 4.4.1 werden alle Terme ho-
herer Ordnung beziiglich der Konstanten C vernachléssigt. Aus der ver-
einfachten Modellfehleridentitét in Gleichung (4.27) lésst sich schlieflich
ein numerisch auswertbarer Fehlerschatzer der Form

N = —An (Unm) (Zhm)
= (P(unm) — Pu(tnm) » P(2hm)) -
= (K le(U,hm) =+ Ph(uhm) s diV(th))O

ableiten.

5.3.2. Fehlerlokalisierung und adaptive Modellwahl

Fehlerlokalisierung Die Fehlerlokalisierung des Modellfehlers erfolgt in
Anlehnung an die in Abschnitt 5.2.4 beschriebene Vorgehensweise fiir den
Diskretisierungsfehler. Mittels des dort definierten restringierten Residu-
umsvektor R 1dsst sich der Modellfehler ebenfalls auf die Knoten der
Triangulierung lokalisieren, das heifst

Der Elementfehlerindikator ergibt sich dann erneut durch die anteilsma-
ige Verteilung auf die angrenzenden Elemente.

Adaptive Modellwahl Basierend auf den zuvor definierten Fehlerindi-
katoren erfolgt die adaptive Anpassung des Modells mittels einer Fehler-
reduktionsstrategie nach Dorfler, siehe [35]. Dabei wird jedoch der Wech-
sel des Modells nur in eine Richtung zugelassen, das heifst, wurde einmal
das Referenzmodell ausgewahlt, ist eine Riickkehr zum Ausgangsmodell

nicht mehr moglich.

Modell- und netzadaptiver Algorithmus Der modell- und netzadap-
tive Algorithmus kombiniert die lokal adaptive Modellwahl und Netzver-
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feinerung, wobei eine gewichtete Aquilibrierung beider Fehleranteile an-
gestrebt wird. Als Ausgangspunkt dient die einfachere Modellbeschrei-
bung des Problems, hier die Semilinearform A, fiir alle Elemente der
ausreichend feinen Startdiskretisierung. Auf Basis der bestimmten Lo-
sungen fiir die primale und duale diskrete Problemstellung erfolgt die
Schiitzung des Diskretisierungs- und des Modellfehlers. Die Aquilibrie-
rung beider Fehleranteile erfolgt anschliefend entweder anhand der glo-
balen Schiatzungen oder elementweise mittels der lokalisierten Fehleran-
teile. Beim globalen Vergleich resultiert ein groferer Modellfehler in einer
reinen Anpassung der Modellverteilung, wohingegen in der umgekehrten
Situation nur eine adaptive Netzverfeinerung durchgefiihrt wird. Auch
beim Vergleich auf Elementebene bleibt das Kriterium dasselbe, jedoch
erfolgt die Anpassung lediglich lokal fiir das aktuell betrachtete Element.
Dabher ist eine Kombination aus Modellanpassung und Netzverfeinerung
innerhalb einer Iteration moglich. Fiir die modifizierte Problemstellung
beginnt dann der Iterationszyklus erneut mit der Bestimmung der dis-
kreten Losungen. Dies wird solange wiederholt, bis ein vordefiniertes Ab-
bruchkriterium erfiillt ist, beispielsweise durch das Unterschreiten einer
gewissen Toleranz beziiglich des Fehlers gemessen im Zielfunktional.

Der fiir das in Abschnitt 5.3.3 folgende Beispiel verwendete Algorith-
mus nutzt den globalen Vergleich von geschéatztem Modell- und Diskreti-
sierungsfehler. Gilt fiir die aktuelle Iteration |n,,| > 0.3|n,|, so wird nur
die Modellverteilung angepasst und dies nur bei den Elementen, deren
Fehleranteile aufsummiert 62% des geschatzten globalen Modellfehlers
ausmachen. Ist andererseits |9,,| < 0.3|n,], so wird eine adaptive Netz-
verfeinerung auf Basis der Optimal-Mesh-Strategie mit Ordnungspara-
meter 2 durchgefiihrt. Der Algorithmus terminiert, wenn der geschéatzte
Fehler die Toleranz TOL = 5-10~7 unterschreitet.

5.3.3. Beispiel

Fiir die Anwendung des zuvor beschriebenen modell- und netzadaptiven
Algorithmus auf eine konkrete Problemstellung erfolgt eine Modifikation
des Beispieles mit reduzierter Regularitit aus Abschnitt 5.2.3 dahinge-
hend, dass der Bereich mit fast inkompressiblem Materialverhalten auf ei-
ne Teilmenge B mit Radius R = 0.1 und Mittelpunkt M = (—0.37,0.19)
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(a) Iteration: 1.
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(b) Iteration: 3.

(c) Iteration: 12.

Abbildung 5.5.: Unterschiedliche Iterationen des modell- und netzadap-
tiven Algorithmus mit Modellverteilung (rot: Ay, blau:
Aj) rechts und dem zugehorigen Netz links.
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eingeschrinkt wird. Die bis dato konstante Querkontraktion wird somit

durch eine ortsabhéngige Funktion der Form

0.25, /(24037 + (y - 0.19)° > R
Cus \/(x +0.37)° 4 (y — 0.19)> < R

v(z,y) =

mit ¢, = 0.5 — 1077 ersetzt. Analog zur Vorgehensweise bei der charak-
teristischen Funktion yp in Abschnitt 5.2.3 wird die unstetige Funkti-
on v (x,y) durch eine stetig differenzierbare Néherung v, (x,y) appro-
ximiert. Die Konstruktion basiert hierbei auf Polarkoordinaten und der
Ubergang im Bereich [R — a, R+ al, a = 0.02 wird durch ein kubisches
Polynoms beziiglich des Radius r realisiert.

Abbildung 5.5 zeigt die Modellverteilung und die zugehorige adapti-
ve Triangulierung an verschiedenen Iterationspunkten des modell- und
netzadaptiven Algorithmus. Es ist zu beobachten, dass in den ersten drei
Iterationen nur eine Anpassung der Modellverteilung stattfindet. Dabei
lokalisiert der adaptive Algorithmus den Bereich mit beinahe inkompres-
siblem Materialverhalten und @ndert lokal das Modell von voll integrieter
Bilinearform a hin zur Verwendung der SRI mittels a;,. Félschlicherwei-
se suggeriert der Modellfehlerschéatzer ebenfalls einen Wechsel im Be-
reich der einspringenden Ecke, der auch vollzogen wird. Diese fehlerhafte
Identifizierung lésst sich auf die starke Singularitédt der Losung an die-
ser Stelle zuriickfithren. Da der Modellfehlerschitzer im Wesentlichen auf
Gradienteninformationen basiert, fithrt die reduzierte Regularitit zu sehr
grofsen Modellfehlerindikatoren, die einen entsprechenden Modellwechsel

zur Folge haben.

Mit der vierten Iteration ist die finale Modellverteilung gefunden, so-
dass im Folgenden eine reine netzadaptive Rechnung stattfindet, wie Ab-
bildung 5.6 belegt. Nachdem in den ersten vier Iterationen die Elemen-
tanzahl konstant bleibt, steigt diese in den néchsten sechs Iterationen
moderat an, bis die einspringende Ecke hinreichend genau aufgelost ist,
und eine beinahe uniforme Verfeinerung erfolgt. Dieses Muster, das heifst
zwei bis drei adaptive Verfeinerungen an der einspringenden Ecke ge-
folgt von einer fast uniformen Verfeinerung, wiederholt sich dann fort-

laufend und entspricht dem typischen adaptiven Verhalten, dass auch
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(a) Entwicklung des Modell- und Dis-  (b) Effektitvitatsindex fiir Diskreti-
kretisierungsfehlers wéhrend des sierungsfehlerschitzung und An-
adaptiven Algorithmus. zahl der verwendeten Zellen pro
[teration.

Abbildung 5.6.: Ergebnisse der Konvergenzanalyse bei Verwendung des
modell- und netzadaptiven Algorithmus.

beim Laplace-Problem auf dem L-Gebiet zu beobachtet ist. Die in Ab-
bildung 5.5(c) dargestellte Triangulierung weist die erwartete Element-
verteilung mit Konzentrationen in der einspringenden Ecke, sowie an den
Ubergiingen von Dirichlet- zu Neumannrandbedingungen auf. Entschei-
dend ist, dass im Bereich des fast inkompressiblem Materialverhaltens

keine zusétzliche Verfeinerung stattfindet.

Die Entwicklungen des Modell- und Diskretisierungsfehlerschétzers im
Verlauf des adaptiven Algorithmus werden in Abbildung 5.6(a) veran-
schaulicht. Es ist zu beobachten, dass zu Beginn die Werte beider Fehler-
schétzer in derselben Grofenordnung sind. Die Anpassung der Modell-
verteilung fiihrt dazu, dass sich der Modellfehler zunéchst stark verrin-
gert. Im Anschluss daran wird durch die adaptive Netzverfeinerung eben-
falls ein Reduktion des Diskretisierungsfehlers erreicht bis die gewiinsch-
te Aquilibrierung beider Fehleranteile vorliegt. Im Laufe der Rechnung
bleibt dieser &dquilibrierte Zustand bestehen, sodass keine erneute An-
passung der Modellverteilung notwendig ist. Es ist zudem anzumerken,
dass trotz der konstanten Modellverteilung nach der vierten Iteration
eine Reduktion des Modellfehlers stattfindet. Der Grund hierfiir ist die
h—Abhéangigkeit des Modellfehlers, die die Definition mittels der Diffe-
renz der Diskretisierungsfehler der verschiedenen Modelle impliziert. Da
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sich die einzelnen Diskretisierungsfehler jeweils wie O(h?) verhalten, gilt
dies ebenso fiir die Differenz und ist somit auch fiir den Modellfehler zu
erwarten.

Der Effektivitatsindex des Diskretisierungsfehlerschétzers ist in Abbil-
dung 5.6(b) dargestellt. Wie angestrebt, ndhert sich dieser mit zunehmen-
der Iterationszahl dem Wert 1 an und belegt die gute Fehlerreprasentati-
on der Fehlerschatzung. Interessant zu beobachten ist zudem, dass bereits
in der ersten Iterationen durch die Anpassung der Modellverteilung ei-
ne merkliche Verbesserung der Diskretisierungsfehlerschitzung erreicht

wird.
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Kapitel 6.

Anwendungsbeispiel Il:
Volumenartige
Schalenelemente

Die in Kapitel 5 betrachtete Anpassung der diskreten Bilinearform basie-
rend auf der selektiv reduzierten Integration entspricht einer vergleichs-
weise einfachen Modifikation. In diesem Kapitel soll daher die wesentlich
komplexere Situation, resultierend aus der Verwendung der in Kapitel 3.3
vorgestellten volumenartigen Schalenelemente, untersucht werden. Ana-
log zur Vorgehensweise in Kapitel 5 erfolgt auch hier die Betrachtung

von Diskretisierungs- und Modellfehlerschatzung separat.

In Abschnitt 6.1 liegt der Fokus auf der Schiatzung des Diskretisierungs-
fehlers. Dazu wird in einem ersten Schritt die in Abschnitt 4.2 hergeleitete
Fehleridentitét auf die konkrete Problemstellung unter Beriicksichtigung
der Formulierung fiir volumenartige Schalenelemente iibertragen (Ab-
schnitt 6.1.1) und anschliefend der daraus resultierende Fehlerschétzer
angegeben (Abschnitt 6.1.2). Der Nachweis der Funktionalitdt und die
Bewertung der Qualitdat der Fehlerschiatzung erfolgt anhand der in den
Abschnitten 6.1.3 und 6.1.5 prasentierten numerischen Beispielen.

Die Schitzung des Modellfehlers ist Gegenstand von Abschnitt 6.2.
Neben der Herleitung der Fehleridentitdt und der Angabe des zugeho-
rigen Fehlerschétzers werden zudem konzeptionelle Aspekte hinsichtlich

der Umsetzung eines modelladaptiven Algorithmus definiert.
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6.1. Diskretisierungsfehlerschatzung

Der Ausgangspunkt der nachfolgenden Uberlegungen ist die Problem-
stellung der vollstéandigen dreidimensionalen linearen Elastizitédt in Form
der reinen Verschiebungsmethode — vergleiche Problemstellung 2.6. Un-
ter Berticksichtigung der verwendeten Notation in Kapitel 4 ist demnach
ein u € V gesucht, sodass die Gleichung A (u) (@) = I (p) fiir alle ¢ € W
erfiillt ist. Die zugehorigen Funktionenrdume sind bei der Annahme von
homogenen Dirichletrandbedingungen identisch, das heifst es ist V =W
mit V = {¢ € HY(Q,R?) | 7(¢) = 0 auf 'y}, wobei das beschréinkte
Gebiet Q C R? so gewihlt ist, dass eine zuldssige und quasiuniforme
Triangulierung 7, bestehend aus Hexaedern geméf Abschnitt 3.1 reali-
sierbar ist. Fiir die Semilinearform A : V x V — R und die Linearform
[:V — R gilt

AW) (p) =a (¥, ) =), 6.1
a(¥,p) = (C:Dy, Do)y,
L) = (f; @)o + (v 7(©))ry 6.3

mit dem vierstufigen Materialtensor C.

6.1.1. Fehleridentitat

Die diskrete Problemstellung beruht auf den in Abschnitt 3.3 vorge-
stellten volumenartigen Schalenelementen. Da die Herleitung dieses Fi-
nite Elemente Typs auf einer Approximation der Verschiebungsfunktion
u € V mittels stiickweise trilinearer Funktionen beruht, ergibt sich fiir
die zugehorigen diskreten Funktionenrdume

Vi=Wa={tn eV vl = dnoF', T e AR, Ke T}

Dariiber hinaus ist aufgrund der Stabilisierungstechniken sowie den An-
passungen zur Vermeidung von Lockingeffekten die diskrete Problem-
stellung hinsichtlich der Semilinearform anzupassen. Anstelle der durch

die Gleichungen (6.1) — (6.3) definierten Semilinearform A4 wird die in
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Problemstellung 3.2 eingefiithrte Semilinearform

AW = 3 [a,cwh)(soh) () (n) — / Fonda

KeT,
- / Fer(on) dx,}
OKNON

verwendet. Die diskrete Formulierung lautet somit:

Finde u;, € V},, sodass gilt:

Ap(up)(on) = A (up) (pn) =0 Ve € Vi

Der Diskretisierungsfehler beziiglich eines benutzerdefinierten Zielfunk-
tionals lasst sich mittels der in Satz 4.1 hergeleiteten Fehleridentitit be-
schreiben durch

J () = J (un)
= % [on (un) (e2) + pf, (un, 2n) (eu) + Ap (un) (e2) + Ap” (un, z1) (€u)]

+ pn (un) (z0) + Ap (up) (z) + R,

Das Restglied RS’) ist aufgrund der vorliegenden linearen Problemstel-
lung nur abhéngig vom Zielfunktional J und verschwindet fiir lineare und
quadratische Abhéngigkeiten von u beziehungsweise wu; vollstdndig. Die

einzelnen Bestandteile der Fehleridentitéit sind gegeben durch

pn (up) (0) = = > [a;c(uh)(-) @ (up) (o) — /Kf o dr

KeTh,
_ / fer(®) d:c,] |
OKNON

Pi (uny 2n) (8) = J' (un) (8) = Y faxc(#)(zn) + ai(#) ()] ,

KeTn

Ap(un) (o) = > fax(un)(®) + ai(un)(8)] — a (up, o),
KeTn

Ap* (un, z1) (0) = > [ax(®)(zn) + a2 (e)(z1)] — a (e, 21).
KeTn
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Unter Beriicksichtigung der sich durch einfaches Nachrechnen ergebenden
Gleichung

Ap (un) (21) = %AP (un) (2n) + %AP* (un, zn) (zn)

gilt fiir die Fehleridentitét die weitere Darstellung

J(u) = J (un)
= % on (un) (e2) + pp, (un, 2n) (€u) + Ap (un) (2) + Ap” (un, z1) (u)]

+ pn (un) (1) + R}
(6.4)

6.1.2. Numerische Approximation

Die numerische Approximation der Fehleridentitét in Gleichung (6.4) ba-
siert auf den bereits in Abschnitt 5.1.2 vorgestellten Techniken, wobei fiir
die hier betrachtete Situation zuséatzliche Gegebenheiten zu beriicksich-
tigen sind.

Aufgrund der Tatsache, dass das Restglied ’Rf’) nur vom Zielfunktio-
nal J abhéngt ldsst sich dieses als Term von héherer Ordnung beziiglich
des Fehlers e, = u — uy, vernachléssigen. Der zweite Schritt ist die Ap-
proximation der primalen und dualen Gewichte, genauer gesagt der in
diesen Termen vorhandenen analytischen Grofen w beziehungsweise z.
Obwohl das in Abschnitt 5.1.2 beschriebene Konzept der Patchinterpola-
tion ohne gréferen Aufwand auf den dreidimensionalen Fall iibertragen
werden kann, steht die dafiir vorausgesetzte dreidimensionale Patchstruk-
tur der Triangulierung 7;, im Widerspruch zur grundlegenden Idee der
volumenartigen Schalenelemente. Der entscheidende Vorteil dieses Ele-
menttyps ist die Verwendung von lediglich einem Element beziiglich der
ausgezeichneten Dickenrichtung des betrachteten Gebiets. Die Realisie-
rung einer dreidimensionalen Patchstruktur wiirde jedoch dazu fiihren,
dass bereits die Ausgangstriangulierung zwei Elemente in Dickenrichtung
besitzen muss, was die Anzahl der von Beginn an verwendeten Elemen-
te verdoppelt. Dariiber hinaus sind bei einer Verfeinerung fiir den Erhalt
der Patchstruktur ebenfalls Verfeinerungen in Dickenrichtung notwendig,

wodurch weitere nicht benotigte Elemente hinzukommen. Daher wird an-
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stelle der dreidimensionalen Patchinterpolation eine auf den dreidimen-
sionalen Fall angepasste zweidimensionale Version genutzt. Der Operator
IT ist demnach gegeben durch

() = (I5)5.(2), [pls) mit &= ([¢];, [¢],)

und der i-ten Vektorkomponenten [¢], von ¢. Fiir die Komponenten, die
die Verschiebung in der Ebene mit Normalenvektor in der ausgezeichne-
ten Dickenrichtung beschreiben, wird also die bereits in Abschnitt 5.1.2
eingefiihrte biquadratische Patchinterpolation, fiir die Komponente in Di-
ckenrichtung die Identitat verwendet. Mit Hilfe dieser Konstruktion ist
somit nur noch eine Patchstruktur in der Ebene notwendig und auf Ver-
feinerungen in Dickenrichtung wird génzlich verzichtet. Der auswertbare
Fehlerschéatzer ergibt sich letztlich durch die Vernachlassigung der Terme
héherer Ordnung und der Anwendung des zuvor spezifizierten Operators
IT zu

Th = % {ph (Uh (IEQ; 2h< ) ZL, [0]3) —+ ,O;(Z (Uh, Zh) (IE2> zh( ) a]_;, [0]3)}

b5 {80 (un) (1095, 50)  [anly) + 0" (i, 20) (1903 (7))}

+ pn (un) (z1) -
(6.5)

Dabei gilt fiir das duale Gewichte im Residuenanteil

I(zn) — 20 = (I0)5,(20) - [2a]s) — (s [2nls) = (16} (Z0) — 2, [0]3)

und im Zusatzterm I1(z,) = (147, (24) , [2n];) beziehungsweise entspre-

chend fiir das primale Gewicht IT(uy,) — uy = (Ig:;’h(ﬂﬁ) — Up, [0]3) und
M(up) = (15)5, () , [unls)-

Bemerkung 6.1. FEs ist an dieser Stelle anzumerken, dass die speziel-
le Konstruktion des Operators I1 dazu fihrt, dass sowohl im primalen
Restduum py, als auch tm dualen Residuum p;, mogliche Fehleranteile be-
ziiglich der Dickenrichtung unberiicksichtigt bleiben. Dies lisst sich jedoch
dahingehend als sinnvoll begriinden, da entsprechend der Voraussetzungen
aus Abschnitt 3.8 die Geometrie und die Verschiebung in Dickenrichtung
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mittels linearer Interpolation der Kopf- und Bodenknoten beziehungsweise
der entsprechenden Knotenverschiebungen hinreichend genau wiedergege-
ben werden und somit mogliche auftretende Fehleranteile vernachlissigbar
klein sind.

Bemerkung 6.2. Die numerische Auswertung des Fehlerschitzers in
Gleichung 6.5 ldsst sich nicht ohne Weiteres mit Hilfe der vorhandenen
Implementierung des verwendeten volumenartigen Schalenelements um-
setzen. Der Grund dafiir liegt in der auf hohe Effizienz und minimalen
numerischen Aufwand getrimmten Umsetzung. Diese nutzt exzessiv die
Tatsache, dass der grundlegende Ausgangspunkt dieses Elementtyps tri-
lineare Verschiebungselemente sind. Das heifit, auf Elementebene werden
die einzelnen Basisfunktion, die Jakobimatriz, usw. beziiglich der Kno-
tenverschiebungen so geschickt zerlegt, dass nur wenige Anteile bei der
numerischen Quadratur beriicksichtigt werden maiissen. Diese Zerlequng
lasst sich jedoch micht ohne weiteres auf triquadratische Basisfunktionen,
die zur Beschreibung der Patchinterpolierenden benotigt werden, tbertra-
gen. Um dennoch eine Auswertung zu ermoglichen wird die Patchinter-
polierende stattdessen durch eine stickweise trilineare Funktion angend-
hert, die auf Elementebene der Interpolierenden der Knotenverschiebun-
gen in den jeweiligen Elementeckpunkten entspricht. Somit ist es moglich
die Residuen durch eine Matrixz—Vektor—Multiplikation von Elementstei-
figkeitsmatriz und den zugehorigen reduzierten Vektoren der Knotenver-
schiebungen auszuwerten.

6.1.3. Beispiel mit C*°-Ldsung

Fiir die erste Anwendung des in Gleichung (6.5) angegebenen Diskreti-
sierungsfehlerschétzers wird ein Beispiel mit einer vorgegebenen Losung
u € C*(Q2,R3) betrachtet. Bei der Herleitung einer solchen Lésung sind
die besonderen Voraussetzungen der volumenartigen Schalenelemente zu
beriicksichtigen, das heifst es muss sichergestellt sein, dass die Abhéngig-
keit der einzelnen Verschiebungskomponenten maximal linear beziiglich

der ausgezeichneten Dickenrichtung ist. Eine Moglichkeit diesen Voraus-
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Materialparameter
-p=4-10°

--- Elementkante

Abbildung 6.1.: Skizze des Gebiete 2 mit initialer Diskretisierung.

setzung nachzukommen ist die Losung u ausgehend von der Form

u(z,y,z) = |c1| Oo(x)01(y) Ta(2) (6.6)

C2

zu konstruieren. Dabei sind die 6; € C*(Q,R) fiir i = 0,1 beliebig und
79 maximal eine lineare Funktion. Als Gebiet wird zunéchst eine einfache

quaderformige Geometrie mit den Abmessungen
Q= (0, 0.24) x (0, 0.12) x (=5-107°,5-107%)

betrachtet — vergleiche Abbildung 6.1. Die Kopf- und Bodenfldche des
Quaders bilden den Neumannrand
Iy :=(0,0.24) x (0, 0.12) x {=5-107"}
U (0, 0.24) x (0, 0.12) x {5-107°}
und die Seitenflichen, auf denen Nullrandbedingungen gefordert werden,

den Dirichletrand I'y := 92 \F_N . Aufgrund der Konstruktionsweise von
u geniigt es dafiir zu sorgen, dass die Funktionen 6y und #; auf I'y, Null
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sind. Eine zuldssige Wahl ist hierbei
Oo(x) == cos(mro(z)) + 1, und 6;(y) = cos(nm(y)) + 1,

wobei sowohl die Funktion 74: [0,0.24] — [—1, 1] als auch die Funktion
71: [0,0.12] +— [—1, 1] durch eine lineare Transformationen beschrieben
wird. Die Konstanten ¢y, ¢; und ¢ werden so gewéhlt, dass Verschiebun-
gen entsprechend eines linear elastischen Materialverhaltens vorliegen,
das heiRt cg =1-1073, ¢; = 7-107* und ¢, = 5-10~*. Die Volumenkraft
lasst sich aufgrund der Glattheit der Losung mittels der zugrundeliegen-
den Differentialgleichung zu f := —div(o(u)) bestimmen. Fiir die Neu-
mannrandbedingungen gilt fX := o(u) n¥ beziehungsweise f2 = o (u) n®
mit n¥ = [O 0 1]T und nP = [0 0 —1]T.

Das vorliegende Gebiet €2 wird mit zwei unterschiedlichen Ausgangstri-
angulierung vernetzt. Im ersten Fall besteht diese aus insgesamt 16 ach-
senparallelen Elementen mit jeweils 4 Elementen in z- beziehungsweise
y- und einem Element in z-Richtung. Fiir den zweiten Fall wird eine Aus-
gangstriangulierung mit verzerrten Elementen basierend auf dem Beispiel
in [31, Abschnitt 6.1 & 6.2] gewéhlt. Die zugehorige Patchtriangulierung,
aus der die verwendete Starttriangulierung mittels uniformer Verfeine-
rung beziiglich der z- und y-Richtung entsteht, ist in Abbildung 6.1 dar-
gestellt. Die inneren Punkte pX € R3 i = 0,...,3 der KopfHiche sind
gegeben durch

T T
pE=102-[2 105 . pf=102-]9 15 03]

T T
p§:10—2-[8 4 0.5} , P =102 [4 1 0.5] ,

sowie die entsprechenden Punkte pP € R? i = 0,...,3 der Bodenfliche
durch

B . K K k]"
P = |:pi,x Piy _pi,z] :
In beiden Beispielrechnungen wird die Funktion 7 = —1.0 und als Ziel-
funktional J der integrale Mittelwert der z-Komponente tiber ein Teilge-
biet B := (0.14, 0.01) x (0.2, 0.1) x {51073} C 'y gewiihlt.
Die zugehorigen Ergebnisse sind in den Abbildungen 6.2 und 6.3 dar-
gestellt. Abbildung 6.2(a) zeigt das Konvergenzverhalten fiir den Feh-
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(a) Vergleich tatsdchlicher und ge- (b) Effektivitatsindex fir ny,.

schatzter Fehler.

Abbildung 6.2.: Ergebnisse der Konvergenzanalyse bei achsenparalleler
Ausgangstriangulierung und uniformer Verfeinerung in
x-y-Richtung.

ler J(u) — J(up) so wie fir den Fehlerschétzer n,. Wie aufgrund der
C>-Figenschaft der Losung und der Konstruktion der volumenartigen
Schalenelemente basierend auf trilinearen Elementen zu erwarten, kon-
vergieren sowohl der exakte Fehlerwert als auch der Wert des geschatzten
Fehlers mit der Ordnung O(h?) gegen Null. Interessant zu beobachten
ist, dass bereits mit 64 Elementen die Fehlerschétzung den tatséchlichen
Fehler gut wieder gibt und sich dies im weiteren Verlauf nur minimal
verbessert. Der in Abbildung 6.2(b) visualisierte Effektivitatsindex ver-
deutlicht diese Tatsache. Im Zuge der ersten Verfeinerung springt dieser
von ca. 0.18 auf 0.77 und stabilisiert sich mit zunehmender Verfeinerung
um den Wert 0.88. Anders als in den Beispielen in Kapitel 5 strebt der
Effektivitatsindex in der hier betrachteten Situation nicht gegen Eins.
Dies ist jedoch nicht verwunderlich, da aufgrund der in Bemerkung 6.2
erlduterten problematischen Auswertung von A fiir die Approximation
hoherer Ordnung eine Vielzahl von Fehlerinformationen verloren gehen.
Eine Anndherung des Effektivitdtsindex an Eins ist daher unter diesen
Voraussetzungen nicht zu erwarten.

Die Besonderheit am zweiten Beispiel ist die stark verzerrte Ausgangs-
triangulierung, die im Zusammenhang mit der vergleichsweise kleinen
Ausdehnung in der ausgezeichneten Dickenrichtung haufig zu weiteren
Lockingeffekten fiihrt. Die in Abbildung 6.3 dargestellten Verlaufe zeigen
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(a) Vergleich tatséchlicher und ge- (b) Effektivitéatsindex fiir np,.

schatzter Fehler.

Abbildung 6.3.: Ergebnisse der Konvergenzanalyse mit verzerrter Aus-
gangstriangulierung und uniformer Verfeinerung in z-y-
Richtung.

jedoch, dass auch unter diesen Voraussetzungen mit Hilfe der volumenar-
tigen Schalenelemente gute Ergebnisse erzielt werden. Sowohl der exakte
Fehler J(u)—J(uyp) als auch der geschétzte Fehler n, konvergieren erneut
mit optimale Ordnung O(h?) gegen Null — vergleiche Abbildung 6.3(a).
Im Gegensatz zur achsenparallelen Ausgangstriangulierung stellt sich in
der betrachteten Situation das asymptotische Verhalten erst mit der drit-
ten Verfeinerung ein. Die zunéchst schlechte Ausgangsfehlerschitzung
verbessert sich durch die erste Verfeinerung deutlich. Dieses Verhalten
spiegelt sich auch im Verhalten des Effektivitéitsindex — vergleiche Abbil-
dung 6.3(b) — wieder, der nach der ersten Verfeinerung bereits bei 0.43
ist und sich im weiteren Verlauf der Rechnung um den Wert 0.64 stabili-
siert. Auch in diesem Fall ist eine Anndherung des Effektivitatsindex an
den Wert Eins nicht zu erwarten. Es ist eher erstaunlich, dass trotz der
starken Netzverzerrung und der technisch nicht optimalen Auswertung
des Fehlerschétzers dieser entsprechend gute Werte liefert.

6.1.4. Beispiel mit C*°-Lésung und adaptiven
Techniken

Die zuvor présentierten Ergebnisse haben gezeigt, dass der hergeleite-

te Diskretisierungsfehlerschiatzer unter den gegebenen Bedingungen gu-

140



6.1. Diskretisierungsfehlerschéitzung

te Ergebnisse liefert. In einem néchsten Schritt soll die generelle Funk-
tionalitdt der adaptiven Techniken fiir volumenartige Schalenelemente
iiberpriift werden. Hierzu erfolgt die erneute Betrachtung der vorherigen
Beispiele jedoch mit adaptiver statt uniformer Verfeinerung.

Aufgrund der C*°-Eigenschaft der Losung wird bereits bei uniformer
Verfeinerung in z-y-Richtung die maximale Konvergenzordnung erzielt,
sodass in dieser Hinsicht keine Verbesserung durch eine adaptive Verfei-
nerung erzielt werden kann. Anderseits sollte sich diese auch nicht ver-
schlechtern. Im Optimalfall ist trotzdem eine Reduktion des Aufwandes
moglich und zwar in dem Sinne, dass mit der gleichen Anzahl an Ele-
menten ein geringerer Fehler erzielt wird. Der Fehler bei der Verwendung
der adaptiven Verfeinerung ist also um einen konstanten Faktor kleiner

als im Zuge der uniformen Verfeinerung.

Fiir die benotigte Lokalisierung des global geschétzten Diskretisierungs-
fehlers wird erneut auf die Filterungstechnik zuriickgegriffen. Die entspre-
chenden Prolongations-, Interpolations- und Filterungsoperatoren erge-
ben sich analog zur Konstruktion des Operators II durch Kombination
aus den bereits in Abschnitt 5.1.2 eingefithrten Operatoren fiir die ersten
beiden Komponenten und der zugehorigen Identitat fiir die dritte. Die
Auswertung erfolgt hier beziiglich des diskreten Funktionenraums

V= {on eV | ke = Tno Fc', Gn € QKR x u(K), K € Ti .

sodass mit Hilfe der entsprechenden restringierten Residuumsvektoren
RW R® R*M und R*® — vergleiche Abschnitt 5.2.4 — eine Lokalisierung
auf die Elementknoten gemélis

|
mo=5|(8Y -5z
1
+ 5 ‘R(»Q)Zﬂ-

=2 &4

1) . ‘
—i—i‘ﬂi(z)u’-’ , i=1,...,N,

—1

moglich ist. Dabei beschreibt NN, die globale Anzahl der Freiheitsgrade
von Vj,. Aufgrund der besonderen Konstruktion der verwendeten Opera-

toren reduziert sich die Darstellung fiir den Fall das ¢ einen Freiheitsgrad
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beziiglich der dritten Komponente beschreibt auf

Die Resultate der adaptiven Rechnungen sind in Abbildung 6.4 darge-
stellt. Dabei zeigt der linke Teil 6.4(a) den Fall der achsenparallelen, der
rechte Teil 6.4(b) den der verzerrten Ausgangstriangulierung. Neben dem
Verlauf des Fehlerschétzer 7, ist zu Vergleichszwecken der exakte Fehler
beziiglich der adaptiv bestimmten Losung wuj und der mittels unifor-
mer Verfeinerungen bestimmten Losung uj angegeben. Dieser Vergleich
zeigt, dass die optimale Konvergenzrate von O (h?) auch im Rahmen
der adaptiven Verfeinerung erreicht wird. Wéahrend im Falle der verzerr-
ten Ausgangstriangulierung die Fehlerverlaufe nahezu tibereinstimmen
ist im nicht verzerrten Fall sogar eine Reduktion des Fehlers um einen
sehr kleinen konstanten Faktor gegeniiber der uniformen Verfeinerung zu
beobachten. Die Qualitdt der Fehlerschatzung ist im Vergleich zum uni-
formen Fall identisch beziehungsweise leicht verbessert, was anhand der
Effektivitatsindizes, die sich um den Wert 0.88 beziehungsweise 0.71 sta-
bilisieren, nachzuvollziehen ist. Auch die aus dem adaptiven Algorithmus
resultierenden Triangulierungen zeigen die erwartete Konzentration von

Elementen im Einflussbereich des Zielfunktionals.

6.1.5. Beispiel mit reduzierter Regularitat

Im Anschluss an die zuvor betrachteten Beispiele mit einer glatten C>°-
Losung wird nachfolgend eine analytische Losung mit reduzierter Regu-
laritdt vorgegeben. Diese basiert auf der in Abschnitt 5.2.3 bereits indi-
rekt verwendeten Singularitdtenfunktion fiir die Kirchhoffsche Platte —
vergleiche [64]. Als zugrundeliegende Geometrie wird erneut ein in der
x-y-Ebene L-formiges Gebiet betrachtet, dass jedoch in diesem Fall eine
konstante Ausdehnung in z-Richtung hat, das heifit es ist

Q= (-0.5, 0.5)*\ [0, 0.5]* x (0,1-1072).
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Der Dirichletrand mit homogenen Randbedingungen ist gegeben durch
FD — FD,I U FD,Q mit

o, = (0,0.5) x {0} x (0,1-1072),
Iy, = {0} x (0,0.5) x (0,1-107?)

und der Neumannrand durch I'y :== 90\ T',. Fiir die einzelnen Kompo-
nenten der Losung u, angegeben in Zylinderkoordinaten, gilt geméfs der
Plattentheorie von Kirchhoff

—73(2) (cos(t) Bps(r, t) — 2D, s(r, 1)

T

u(r,t,z) = | —r5(2) (sin(t) ps(r,t) + =Da,s(r, 1)) | »

r

<t <2m,

ro| 3

s(r,t)

wobei 73: [0,1-107%] — [=5-107%,5-107?] eine bijektive, lineare Ab-
bildung ist. Die Funktion s entspricht der Losung der skalaren bihar-
monischen Plattengleichung mit Singularitéit in der einspringenden Ecke
des L-Gebietes (r = 0) und ist gegeben durch s(r,t) = r®©*14(¢) mit 6
geméf der Gleichungen (5.10) und (5.11) in Abschnitt 5.2.3. Analog zu
den Beispielen im vorherigen Abschnitt 6.1.3 lassen sich die Neumann-
randbedingungen mittels fy := o(u)n und die Volumenkraft anhand der
Differentialgleichung f := — div(o(u)) bestimmen, wobei in diesem Fall
fiir die Materialparameter = 5-10° und v = 0.0 angenommen wird. Als
Zielfunktional J wird der integrale Mittelwert der z-Komponente von u
auf der gesamten Bodenfliche (—0.5, 0.5)%\ [0, 0.5]° x {0} betrachtet.

Abbildung 6.5 zeigt die Ergebnisse der adaptiven Rechnung. Neben
dem tatséchlichen und dem geschétzten Fehlerverlauf sowie der Entwick-
lung des zugehorigen Effektivitédtsindex (Abbildungen 6.5(a) und 6.5(b))
sind in den Abbildungen 6.5(c) und 6.5(d) die Triangulierungen nach der

3. beziehungsweise 7. adaptiven Verfeinerung dargestellt.

Zu Beginn der Rechnung ist sowohl beim geschétzten als auch beim
tatsachlichen Fehlerwert ein Einschwingverhalten zu beobachten. Ist von
der ersten zur zweiten Iteration noch eine Reduktion beider Grofsen zu
erkennen, so erfolgt in Rahmen der néchsten Iteration ein Anstieg des
geschétzten Fehler ungefahr um den Faktor 3. Der tatséchliche Fehlers
vergrofert sich sogar um einen Faktor 10. Dieser Zyklus wiederholt sich,
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Abbildung 6.5.: Ergebnisse der Konvergenzanalyse fiir das L-Gebiet mit
adaptiver Verfeinerung.

wenn auch nicht in dieser deutlichen Ausprigung, zwei weitere Male in
den Iterationen 3, 4, 5 und 5, 6, 7 bevor sowohl geschétzter als auch
tatsichlicher Fehler mit der erwarteten Ordnung O (h?) stetig kleiner
werden. Der Effektivitdtsindex in Abbildung 6.5(b) belegt auch fiir dieses
Beispiel, unter Beriicksichtigung der vorliegenden Gegebenheiten, eine

gute Reprasentation des tatsdachlichen Fehlers.

Die dargestellten Vernetzungen nach 3 beziehungsweise 7 adaptiven
Verfeinerungen fiihren zu zwei unterschiedlichen Bewertungen. Ist die
Elementverteilung in Abbildung 6.5(c) mit einer Konzentration um die
einspringende Ecke noch wie erwartet, zeigt Abbildung 6.5(d) einen eher
uniiblichen Verfeinerungsverlauf. Zwar wird die einspringende Ecke wei-
terhin feiner aufgeldst, jedoch ist zusétzlich eine wellenartige Ausbreitung
von verfeinerten Region zu beobachten. Eine erneute Betrachtung des

Einschwingverhaltens der Verlaufe in Abbildung 6.5(a) zeigt, dass eine
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Vergrofserung stets im Zusammenhang mit einer adaptiven Verfeinerung
auftritt, wihrend bei der nachfolgend (fast) uniformen Verfeinerung stets
eine Reduktion des Fehlers stattfindet. Dies ldsst darauf schliefen, dass
hinsichtlich der Fehlerlokalisierung, wie auch schon im Abschnitt 5.2.2
fiir SRI beobachtet, weitere Untersuchungen notwendig sind.

Bemerkung 6.3 (Giiltigkeit der Fehleridentitit). Das in dieser Ar-
beit entwickelte allgemeine Konzept beruht auf der Annahme, dass die
modifizierte diskrete Semilinearform Aj, auf dem Produktraum V x W
beziehungsweise in der hier vorliegenden Situation auf V x V' operiert.
Diese Voraussetzung kann jedoch dahingehend abgeschwdacht werden, dass
A neben allen diskreten Funktionen lediglich fiir die beiden analyti-
schen Losungen u und z auswertbar sein muss. Auf diese Art und Weise
ist die Giiltigkeit der Fehleridentitit aus Gleichung (6.4) zumindest fiir
u,z € C™(Q,R3), N 2 m > 3 nachweisbar. Dariiber hinaus zeigt das
Beispiel in Abschnitt 6.1.5, dass die aus der Fehleridentitdit abgeleite-
te numerisch auswertbare Approximation gemdfl Gleichung (6.5) auch
fiir Losungen mit weniger Regularitat eine gute Reprdsentation des tat-
sachlichen Fehlers liefert. Dies wird insbesondere durch den zugehorigen
Effektivititsindex entsprechend belegt — vergleiche Abbildung 6.5(b).

6.2. Modellfehlerschatzung

Im Anschluss an die Anwendung des Diskretisierungsfehlerschitzers auf
verschiedene konkrete Problemstellungen im vorherigen Abschnitt 6.1,
liegt der Fokus in diesem Abschnitt auf der Betrachtung des Modellfeh-
lers. Hierzu wird als erstes die Modellhierarchie festgelegt. Als Referenz-
modell dient in diesem Fall die diskrete Problemstellung basierend auf
auf einer trilinearen Standarddiskretisierung — vergleiche Abschnitt 3.1
— und der iiber die Gleichungen (6.1) — (6.3) definierten kontinuierlichen
Semilinearform 4. Die zu vergleichende Modellierung wird anhand der
Semilinearform A)® fiir die volumenartigen Schalenelemente realisiert. Im
Gegensatz zum Anwendungsbeispiel der selektiv reduzierten Integration
in Abschnitt 5.3 beschrankt sich der Unterschied in der hier betrachte-
ten Situation nicht nur auf die Semilinearformen, sondern auch auf die

verwendeten diskreten Funktionenrdume. Obwohl der Polynomgrad der
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Ansatzfunktionen der gleiche ist, sind die zugrundeliegenden Triangulie-
rungen verschieden. Wie bereits in Abschnitt 6.1.2 erwéahnt sind die volu-
menartigen Schalenelemente dafiir ausgelegt mit lediglich einem Element
in der ausgezeichneten Dickenrichtung z und einer vergleichsweise gerin-
gen Anzahl beziiglich der z- und y-Richtungen zu arbeiten. Wird hin-
gegen die Standarddiskretisierung auf dieser Triangulierung aufgebaut,
so impliziert dies unweigerlich das Auftreten von jeglichen, bei den vo-
lumenartigen Schalenelementen kompensierten, Lockingeffekten. Zudem
resultiert aus dem extremen Seitenverhéltnis der einzelnen Elemente ei-
ne groke Konstante in der Quasiuniformitatsabschatzung, die zusétzlich
die Kondition der Steifigkeitsmatrix negativ beeinflusst und somit die
Qualitdt der berechneten numerischen Losung verschlechtert. Daher ist
fiir einen sinnvollen Vergleich der beiden Modelle in Bezug auf die Stan-
darddiskretisierung eine deutlich feinere Triangulierung in der z- und
y-Richtung, eventuell auch in z-Richtung, notwendig. Fiir die Semiline-
arformen und die Funktionenrdume ergibt sich — unter Verwendung der
Bezeichnungen aus Abschnitt 4.3 — demnach

Ap(n, on) = ALF (U, n) = AWn, on) ¥V (Un,on) € Vi x Vy
mit
Vh - VhVE = {1/% eV ‘ ¢h|/¢ - ;D; © F}€17 @ S QI(I/C\7R3)7 K e EVE}

und
Ay (Eh’ah) = A° (Em@h) v (Eha@h) eVyxVy

mit
Vh:VhVS = {Zh eV )Eh‘;c :%OFK_lv %/Z}; € Ql(,/C\7R3>v K€ 771\13}

Wird zusétzlich vorausgesetzt, dass die Triangulierung 7,'" fiir die tri-
linearen Volumenelemente durch eine entsprechende Verfeinerung der
Ausgangstriangulierung 7,"° der volumenartigen Schalenelemente erzeugt
wird, so gilt fiir die diskreten Funktionenrdume die Teilraumbeziehung
Vi C Vi In diesem Fall ergibt sich die Identitit fiir den Modellfehler
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geméfs Korollar 4.7 zu

T un) =7 (n) = —An Cnm) (o) + 500 () )

1—
+ 5L (@) (em) + REY.

Die Verwendung der Rechteck- anstelle der Trapezregel liefert mit dem
Restglied zweiter Ordnung beziiglich e,, die Darstellung

J (up) = J () = —Ap (unm) (Zam) + 0L (€hm) (em) + RP.

Numerische Auswertung, Lokalisierung und lokal adaptive
Anpassung des Modells

Durch die Vernachldssigung des Restgliedes R beziehungsweise R
und der Terme 0L}, () (€,) und E;l (Zhm) (em) ergibt sich der Modell-
fehlerschétzer zu

N = —Ap (Upm) (Zhm) -

Fiir die numerische Auswertung miissen die primale und duale Losung
Whm, 2hm € V', als Elemente von Vj, interpretiert werden. Seien dazu w;,
i=1,...,N eine Basis von V}, und v;, i = 1,..., N eine Basis von V},.
Aufgrund der vorliegenden Teilraumbeziehung sowie der Bedingung an
die Triangulierungen lisst sich der Prolongationsoperator P: V, — V;,

definieren durch

N

P(,) = P ng =" [Py]. v,

J=1

mit der Prolongationsmatrix P € RY*¥. Dabei sind die Koeffizienten
der Matrix P gegeben durch die Auswertung der Basisfunktionen v; in
den Definitionspunkten der Freiheitsgrade zur Basis v;. Insbesondere ist

der Operator P fiir Elemente aus V), die Identitit, sodass sich folgende
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Darstellung fiir den geschatzten Modellfehler ergibt
M = —An (Unm) (zhm) = —An (P(unm)) (P(zhm))

— Z A (P(Uhm)> (Uj) [Pg]j

=R'z.
Dabei ist R, = — S 0, PraAn (P(upm)) (vp) fir i = 1,..., N. Mit Hilfe
des Vektors R € RY lisst sich zudem der Modellfehler auf die Knoten
der Triangulierung 7,"® lokalisieren. Es gilt

nqi@:|ﬁi§i|, i:l’_“7N_

Die fiir eine lokal adaptive Modellwahl benotigten Elementfehlerindika-
toren resultieren schlieklich aus der anteilsméfigen Verteilung auf die
angrenzenden Element. Diese konnen verwendet werden, um beispiels-
weise anhand einer fester Ratenstrategie die Elemente zu identifizieren,
die mafsgeblich fiir den geschatzten Modellfehler verantwortlich sind und
bei deren ein Modellwechsel den Modellfehler signifikant reduziert.

Technische Voraussetzungen fiir die praktische Umsetzung

Fiir die praktische Umsetzung der bis dato rein theoretischen Uberle-
gungen sind zusétzliche technische Rahmenbedingungen zu erfiillen. Zu-
néchst muss fiir die schlichte Auswertung des Fehlerschétzers die Prolon-
gation von V), nach Vj, realisiert werden. Dies setzt voraus, dass entweder
eine entsprechend Triangulierung 7,"" bereits vorliegt, oder fiir jedes Ele-
ment der Triangulierung 7, erzeugt werden kann. Diese Umwandlung
eines volumenartigen Schalenelements in ein oder mehrere Volumenele-
mente ist auch fiir die Umsetzung eines modelladaptiven Algorithmus
entscheidend. Dabei stellt sich die Frage, wie und in wie viele Volumen-
elemente ein volumenartiges Schalenelement zerlegt wird und wie die
vorhandenen Daten transferiert werden konnen.

Der zweite Punkt, den es zu beriicksichtigen gilt, ist, dass im Laufe ei-
ner modelladaptiven Rechnung in der vorliegenden Triangulierung sowohl

volumenartige Schalenelemente als auch reine Volumenelemente auftre-
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Kapitel 6. Anwendungsbeispiel 1I: Volumenartige Schalenelemente

ten. Es liegt demnach eine hybride Vernetzung, wie sie in Abschnitt 3.4
beschrieben wird, vor, wodurch sich die zu betrachtende Problemstel-
lung dahingehend &ndert, dass neben den Gréfsen auf den Teilgebieten
Qs und Qg auch die Lagrangemultiplikatoren auf den Ubergangskanten
hinzukommen. Diese sind ebenfalls in die Fehlerschéatzung mit einzube-
ziehen, wobei die Art und Weise entscheidend von dem jeweils konkret

verwendeten Ansatz abhéngt — vergleiche zum Beispiel [91].
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Kapitel 7.

Fazit und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Konzept adaptiver Finite Elemente
Methoden an Problemstellungen mit einer modifizierten diskreten For-
mulierung angepasst. Die Hauptaufgabe bestand darin, die zugrundelie-
genden a posteriori Fehlerschétzer hinsichtlich der gednderten Ausgangs-
situation zu adaptieren. Im Zuge dessen wurden Fehleridentitédten beziig-
lich einer benutzerdefinierten Zielgrofse sowohl fiir den Diskretisierungs-
als auch fiir den Modellfehler hergeleitet. Die verwendete Technik der du-
al gewichteten Residuen (DWR) erlaubte es einen allgemeinen Ansatz zu
entwickeln, der auch nichtlineare Problemstellungen und Zielgréfen be-
riicksichtigt. Mittels numerischer Untersuchungen wurde die Qualitét der
aus den Fehleridentitdten abgeleiteten Fehlerschiatzern untersucht und
deren gute Reprisentation belegt.

Eine Identitét fiir den Diskretisierungsfehler im Rahmen diskreter Sta-
bilisierungstechniken wurde bereits in [11, Abschnitt 2.3| entwickelt. Das
hier présentierte Resultat verallgemeinert dieses Ergebnis dahingehend,
dass ein grofseres Spektrum an diskreten Modifikationen zugelassen wird.
Zudem bleibt die in [11] geforderte Konsistenzbedingung an die konti-
nuierliche Losung des Problems bei der hier entwickelten Fehleridentitat
unberiicksichtigt. Neben den standardméfig vorhandenen Anteilen der
Fehleridentitéit, wie das primale und duale Residuum, komplettieren ein
primaler und ein dualer Zusatzterm die Fehlerdarstellung im Falle einer
modifizierten diskreten Formulierung. Die numerischen Resultate bele-
gen, dass die Zusatzterme nicht nur in der Theorie von Bedeutung sind,
sondern auch auf die Qualitdt der Fehlerschéitzung Einfluss haben. Nur
bei der Beriicksichtigung der Zusatzterme ist eine Annéherung des Ef-

fektivitatsindex gegen den Wert 1 zu beobachten. Eine Vernachléssigung
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Kapitel 7. Fazit und Ausblick

dieser Anteile als Terme hoherer Ordnung in der Fehleridentitét ist dem-
nach weder sinnvoll noch zu empfehlen.

Im Rahmen der praktischen Umsetzung ergaben sich bei der numeri-
schen Auswertung des Fehlerschétzers weitere technisch bedingte Schwie-
rigkeiten, die es zu beheben galt. Insbesondere betraf dies die Approxi-
mation héherer Ordnung der kontinuierlichen Groéfen in der Fehleriden-
titat. Im Modellbeispiel der selektiv reduzierten Integration konnte diese
Problematik vornehmlich bei den Zusatztermen im Falle beinahe inkom-
pressibler Materaialeigenschaften beobachtet werden. Die hdufig verwen-
dete biquadratische Patchinterpolation fithrte hier zu sehr grofsen Bei-
tragen, die die Fehlerschiatzung génzlich unbrauchbar machten. Erst mit
der Betrachtung der dquivalenten gemischten Formulierung und die daran
angelehnte Approximation héherer Ordnung der Divergenz der kontinu-
ierlichen Grofsen lieferte eine qualitativ gute Fehlerschatzung mit Effek-
tivitsindex nahe 1. Entsprechendes ist bei den Beispielen der volumen-
artigen Schalenelemente zu beobachten. Die trotz der eingeschrankten
Auswertungsmoglichkeiten fiir die Approximation héherer Ordnung er-
zielten Effektivitsindizes von 0.64 und 0.88 erfiillen vor dem Hintergrund
einer C>°-Losung und einem glatten dualen Problem jedoch nicht die
Erwartungen. Mogliche Anpassungen, wie die Mittelung von Knotenwer-
ten bei der Konstruktion der Patchinterpolierenden oder eine angepasste
Implementierung des volumenartigen Schalenelements, erscheinen viel-
versprechend, sind in entsprechenden Untersuchungen jedoch noch zu
verifizieren.

Im Hinblick auf modelladaptive Verfahren wurde in einem ersten Schritt
der Begriff des Modells geméfs der zugrundeliegenden Ausgangssituation
definiert. Durch dessen Identifizierung mit einer vorliegenden Diskreti-
sierung, agiert der Modellfehler, anders als beispielsweise in [22| nur auf
diskreter Ebene. Die hergeleitete Fehleridentitét liefert demnach ein Mafs
fiir die Differenz zweier Losungen zu unterschiedlichen Diskretisierungen
gemessen in einer benutzerdefinierten Zielgréfse. Des weiteren besteht ei-
ne starke Abhéangigkeit der Struktur der Fehleridentitét von der betrach-
teten Problemstellung und der Beziehung der unterschiedlichen Modelle
zueinander. Hierbei spielen insbesondere Teilraumbeziehungen eine ent-
scheidende Rolle. Die Funktionalitit des entwickelten Modellfehlerschét-
zers wurde durch die Anwendung in einem modell- und netzadaptiven
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Algorithmus auf die Problemstellung der selektiv reduzierten Integrati-
on nachgewiesen. Der Bereich, in dem beinahe inkompressibles Materi-
alverhalten vorgegeben war, wurde durch den Algorithmus identifiziert
und ein Modellwechsel vollzogen. Der geschitzte Gesamtfehler bestehend
aus Modell- und Diskretisierungsfehler gibt den exakten Fehler mit zu-
nehmender Anzahl an Elementen immer besser wieder, was durch einen
gegen der Wert 1 strebenden Effektivitdtsindex untermauert wird. Ent-
scheidend hierfiir ist, dass auch der Modellfehler mit zunehmender Ele-
mentanzahl immer kleiner wird. Dies verdeutlicht nochmals dessen rein
diskreten Charakter.

Die Resultate der vorliegenden Arbeit stellen die grundlegenden Werk-
zeuge fiir die Anwendung von adaptiven Methoden auf Problemstellun-
gen mit modifizierten diskreten Formulierungen bereit und bieten zu-
gleich eine Vielzahl von Ansatzpunkten fiir weitergehend Aufgabenstel-
lungen. Primér ist hier die Umsetzung der Modellfehlerschéitzung fiir
hybride Netze aus Volumen- und volumenartigen Schalenelementen an-
zufithren. Neben den rein technisch zu schaffenden Voraussetzungen ist
insbesondere der Umgang mit den auftretenden Lagrangemultiplikatoren
an den Ubergangskanten zu untersuchen. Zudem ist fiir eine bessere Feh-
lerrepréasentation sowohl die Auswertung als auch die Konstruktionsweise
der Approximation héherer Ordnung anzupassen.

Die betrachteten numerischen Beispiele beschréanken sich zurzeit auf
rein lineare Problemstellungen. Die Anwendung der bereits fiir nicht-
lineare Formulierungen hergeleiteten theoretischen Ergebnisse auf ent-
sprechende Beispiele ist naheliegend. Hinsichtlich der Simulation von
Blechmassivumformprozessen sind hier insbesondere nichtlineare Mate-
rialgesetze und grofse Deformationen von Interesse. Als sukzessive Er-
weiterungen liefsen sich Problemstellungen, die sowohl Kontakt als auch
Reibungseinfliisse berticksichtigen, integrieren.
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Anhang A.

Erganzungen zu Kapitel 2

A.1. Beweis von Satz 2.5

Die Vorgehensweise entspricht der des Beweises von [80, Theorem 6.7].
Ziel ist es, den Riesz’schen Darstellungssatz mit H = H]\ () zu verwen-
den. Die durch L, induzierte Bilinearform a ist jedoch auf dem karte-
(Q) x H}_(Q) definiert, was nicht zur Vor-
aussetzung in Satz 2.3 passt. Aufgrund der Bedingung an uy € L*(T'p)

- 1
sischen Produktraum Hp_ o

existiert jedoch ein w5 € Hy , (Q2) mit ()|, = uo. Die Zerlegung der

Q) inu =1 + v mit v € HL_(Q) liefert

D,U0

potentiellen Losung v € H, %D,uo(

aufgrund der Linearitét

a(u, ¢) = a(wg, ) + a(v, @) = ()

beziehungsweise
| - ~
a(v,¢) = l(p) — aluo, ) = U(¢) .

Fiir die mit Hilfe des linearen Funktionals Tgegebene aquivalente Pro-
blemstellung wird nun auch ein v € Hy_(€2) gesucht, sodass die Bilinear-
form a auf Hf (Q) x H[_ (Q) eingeschrénkt werden kann. Dies fithrt auf
die Ausgangssituation von Satz 2.3. Es bleiben die Bedingungen an die
Bilinearform a zu zeigen.

Die Stetigkeit ergibt sich aus der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung
und der essentiellen Beschréanktheit von A. Es gilt

a(y, ) = /Q (A(z) V()" V() do < max|ag; | [ (Vi) V)|
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< maax| a1 199 g 0y IVl e
< Ol el

Der Nachweis der Elliptizitdt basiert auf der Gleichung (2.3) und der
Poincaré-Ungleichung, wobei die Teilmenge V' = Hp_(Q) die 3. Bedin-
gung in Satz 2.6 erfiillt. Es ist

alp, ) = / (A(2) Vib(2)T Vepla) dr > a / V(@) de > Clgl

mit C' = aCp. Die Anwendung von Satz 2.3 liefert schliefslich ein ein-
deutig bestimmtes v € Hp_(12), das die Gleichung

a(v, ) =1(¢) Ve e Hy (Q)

erfiillt. [

A.2. Beweis von Satz 2.11

Es kann angenommen, dass homogene Dirichletrandbedingungen vorlie-
gen. Andernfalls erfolgt eine Zuriickfithrung der Problemstellung auf ei-
ne entsprechende Formulierung mit homogenen Randbedingungen analog
zum Beweis von Satz 2.5 in Abschnitt A.1.

Da die Gleichung (2.10) fiir beliebige Tripel {¢,w, 7} erfiillt sein soll,
muss dies insbesondere fiir die Tripel {¢,w,0} und {0,0,7} gelten. Es
ergibt sich somit ein System von Gleichungen analog zu Problemstel-
lung 2.4 mit H = L*(Q,R33) x Hf_ (Q,R?) und M = L?(Q,R¥**). Die
zugehorigen Bilinearformen a und b sowie die Linearformen [ und g sind
definiert durch

a: Hx H— R, a((e,u), (w,p)) ::/aazwdx,

Q

b: Hx M — R, b((w,p),0) ::/(%—w):adaﬁ,
Q

l: H— R, l(w, p) ::/fgoda:—l- Inpdx
Q I'n

und g: M — R mit g(7) = 0.
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A.2. Beweis von Satz 2.11

In einem ersten Schritt erfolgt der Nachweis, dass [ und ¢ lineare,
stetige Funktionale beschreiben. Die Abbildung ¢ erfiillt die Vorausset-
zungen offensichtlich und auch fiir [ lassen sich diese mit Hilfe der Ei-
genschaften der Funktionen f € L?(Q,R?) und fy € L*(T'y,R?) leicht
zeigen. Es gilt trivialerweise die Inklusion Hp (€, R?) € L*(2,R?) und
fiir die entsprechenden Dualrdume folgt die umgekehrte Beziehung. Auf-
grund der Reflexivitét von L? ist L*(Q,R?) C (H{, (Q,R3))I und so-
mit kann f als Funktional auf H} (Q,R?) aufgefasst werden. Fiir ¢ €
Hp (0, R?) ist v(p) € L*(09,R?) nach Satz 2.1 und die Einschrénkung
auf T'y in L*(I'y,R?). Die Abbildung ¢ = [ furrg(p) do ist eine li-
neare und stetige Abbildung von H%D(Q, R3) nach R. Die Stetigkeit folgt
aus der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung und der Stetigkeit der Spu-
rabbildung. Daher kann auch fy als Funktional auf Hf\ (Q,RR?) aufgefasst
werden.

Schritt 2 befasst sich mit den Bilinearformen. Es ist nachzuweisen, dass
a und b stetig sind, a zudem elliptisch ist auf dem Raum

Vi={(w,¢) € H: b((w,p),7) =0, V7€ M}

und b die inf-sup-Bedingung erfiillt. Die Stetigkeit folgt im wesentli-
chen aus der komponentenweise, essentiellen Beschranktheit des Elasti-
zitatstensors. Es gilt unter Beriicksichtigung der Cauchy—-Schwarzschen—
Ungleichung auf dem Raum L?(Q2, R3*3)

al(ecw), (@) = |

Q

< maXHCijleLoo(Q)/e:wdm
ijkl Q

aazwdx:/((C:a):wdm
Q

< I%%;(HCWHL%(Q)||€||L2(Q,R3x3)||w||L2(Q,R3x3)

< C|l(e, W) ull(w, )|l m

1/2
mit [[(w,)||xr = (HWH%Q(Q,R(;x:s) + \|90H§{1(97R3)> . Dabei wurde im letz-

ten Schritt die Aquivalenz der Vektornormen im R? verwendet. Fiir die
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Bilinearform b ergibt sich

b(wr0).0) = |

Q(5<P—w):adx:/(D<p—w):adx

Q

< Dy — wll Lo rsxs) |0l L2 rexs)

< (ID@llzxo,rsxs) + [l Lxa,rexs)) o] L2o,mexs)
< (el aers) + llwll Lxorsxs)) ol L2 orsxs)

< Cll(w, o)llallolu-

Fiir den Nachweis der Elliptizitdt von a auf V' sei zunéchst angemerkt,
dass fiir beliebiges (¢, w) € V aufgrund der positiven Definitheit von C
gilt

/ oy iwdr = / (C:w):wdx > / aljw(z)|[fexs do = ol|w|| 2o gsxs).
Q Q Q

Andererseits liefert die Symmetrie von C, die Eigenschaft, dass jedes
Element (¢,w) € V' die Gleichung

/Tiwd$:/T26¢d$ Vre M
Q Q

erfiillt, und die Tatsache, dass C:w € M fiir beliebiges w € L*(2, R3*3),
die untere Abschatzung

/aw:wdx:/awzewdx:/(C:w):swdx:/w:((::sw) dx
0 0 0 0
:/890:(@:8@) dx
Q
= O‘HaPH%?(Q,R“?’)

> aCk|| Vol 7z msxs)
> aCkCp|lolliqps):

Dabei wurde im drittletzten Schritt erneut die Definitheit von C, im
vorletzten die Korn’sche Ungleichung 2.12 und im letzten die Poincaré-
Ungleichung 2.6 verwendet. Die Elliptizitdt von a auf V' ergibt sich dann
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A.3. Beweis von Satz 2.14

aus

1 1
al0), ) =5 [ ouswdst g [ oiwda

CYCKCP «
> el + 5 el
> C'|l(w, @)l

Ausgehend von der Ungleichung

_ 2
sup b((w790)77—) Z b(( 7, O>7T> — ||T||M -1
et [(w, )ullrllve = (=7, 0)lullTlae (=7, 0) ||l llas

fiir beliebiges 7 € M, liefert das Bilden des Infimuns tiber alle 7 € M die
Giiltigkeit der inf-sup-Bedingung fiir b. m

A.3. Beweis von Satz 2.14

Ausgangspunkt ist erneut das Uberfiihren der Gleichung (2.11) in die

Som)

Form eines Sattelpunktproblems. Dazu seien die Riume H = L? (Q, R
und M = Hf (9,R?), sowie die Bilinear- und Linearformen

a: Hx H— R, a(a,T)::/Qsc,:Tda::/Q(A:a):de,
b: Hx M — R, b(T,gp)::—/Tzswdx:—/T:Dgpdx,
l: H—R, I(t) =0 ’ )

und

g: M — R, g(p) ::—/fgpdx— fupdx
Q I'x

gegeben. Die Abbildungen [ und ¢ definieren, mit der selben Argumen-
tation wie im Beweis von Satz 2.11, lineare stetige Funktionale.

Die Stetigkeit von a und b liefert zum einen die Cauchy—Schwarzsche—-
Ungleichung auf L*(€2, R3*3) und zum anderen fiir a die komponenten-
weise essentielle Beschréanktheit des Nachgiebigkeitstensors A und fiir b

die Abschiitzung der L?-Norm des symmetrischen Gradienten durch die
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vollstéindige H'-Norm.
Die Elliptizitdt von a ist in diesem Fall deutlich einfacher zu zeigen

und beruht nur auf der positiven Definitheit von A, das heifit

a(t,7) = /Q (A:7):7dx > /Qoz||7' (:1:)||§3X3 dr = oz||7'||§{.

Fiir die inf-sup-Bedingung sei darauf hingewiesen, dass fiir eine Funktion
¢ € Hp (2, R?) der symmetrische Gradient Dy in H ist. Daher liefert
die Korn’schen Ungleichung aus Satz 2.12 fiir beliebiges ¢ # 0

b(r,¢) _ b(Dy, ¥)

sup > = Doz > Ckllollm-
ren ||T|m 1Dl

A.4. Beweis von Satz 2.15(i)

Fiir den Fall I'y = 092 entspricht Problemstellung 2.7 im Wesentlichen
dem Stokes-Problem. Entsprechend ist der mechanische Druck p € L?(Q)
nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt und muss beispielsweise
durch die Forderung nach einem verschwindenden integralen Mittelwert
beziiglich €2 normiert werden. Die Drucklésung ist somit wie angegeben in
L2(Q2) anstatt in L*(€2). Analog zum Teil (ii) werden die Voraussetzungen
von Satz 2.9 {iberpriift. Dabei dndert sich gegeniiber den dortigen Aus-
fithrungen lediglich der Nachweis der inf-sup-Bedingung fiir b. Fiir diese
wird auf ein Standardresultat beziiglich des Stokes—Problems fiir den Di-
vergenzoperator zuriickgegriffen, welches besagt, dass div: V4 — L2(Q)
ein Isomorphismus ist, vergleiche zum Beispiel [26, Satz 6.3|. Dabei ist
V+ der Senkrechtraum zum Teilraum V' C H}(Q,R?) fiir den die El-
liptizitit von a zu zeigen ist. Somit existiert zu jedem p € LZ(Q) ein
Y € VE C HI(Q,R?) mit div(¢)) = p und aufgrund der Stetigkeit von
div™" die Ungleichung ||| g1 < C||p||z2. Dies liefert

b di —p) d 2 1
sup (¢, p) > b(¢,p) _ fQ iv(y) (—p) dz _ ”p”L2 > —|Ipl|z2-
pery llellm — 1ol [ ]] [ [|
fiir beliebiges p € L3(12). O
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