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Kurzzusammenfassung

Zeitbereichssimulationen sind eine hiufig verwendete Methode zur Analyse von elektroma-
gnetischen Ausbreitungsphidnomenen. Dies ist unter anderem darin begriindet, dass sie eine
sehr allgemeine Beschreibung der Wechselwirkung der elektromagnetischen Felder und der sie
umgebenden Materie erlauben. Auflerdem kénnen auch nichtlineare Effekte direkt berticksich-
tigt werden. Das macht diese Klasse von Algorithmen zu einem méchtigen Werkzeug bei der
Analyse und Optimierung von Komponenten in vielen technischen Bereichen wie zum Beispiel
der Photonik.

Die Methoden haben allerdings auch Nachteile. Die zu berechnenden Systeme resultieren in
vielen praktischen Féllen in Modellen mit einer grofien Anzahl von Unbekannten. Dadurch
werden die Modelle schnell sehr rechenaufwéndig. Zur Berechnung dieser groflen Systeme ist die
Verwendung von parallelen Rechnerarchitekturen unverzichtbar. Um eine gute Parallelisierung
zu ermOglichen, ist die Verwendung von expliziten Algorithmen erstrebenswert. Im Gegensatz zu
impliziten Algorithmen miissen bei den expliziten keine groflien linearen Gleichungssysteme gelost
werden. Dies vereinfacht eine Implementierung auf parallelen und verteilten Rechnerarchitekturen.
Klassische explizite Methoden weisen allerdings niedrige Losungsordnungen auf und sind an die
Wahl von kleinen Zeitschritten gebunden.

In dieser Arbeit werden alternative Algorithmen fiir Zeitbereichssimulationen von elektro-
magnetischen Ausbreitungsphénomenen auf Basis von Polynomapproximationen untersucht.
Diese erlauben die Verwendung von grofien Zeitschritten bei einer expliziten Formulierung
der Algorithmen. Die vorgestellten Methoden ermdéglichen die Beriicksichtigung von diversen
Materialmodellen. Es kénnen sowohl lineare als auch nichtlineare Modelle verwendet werden.
Beispiele hierfiir sind dispersive Materialien oder verstirkende Medien mit Sattigungsverhalten.
AuBlerdem werden Methoden entwickelt, mit denen elektromagnetische Felder effizient in das
Simulationsgebiet eingekoppelt werden kénnen. Gezeigt wird, dass die verwendeten Approxi-
mationen eine sehr genaue Beschreibung der Zeitpropagation erlauben. Diese Eigenschaften
werden durch eine Berticksichtigung der ortlichen Diskretisierung, der Materialmodelle und der
untersuchten elektromagnetischen Felder bei der Entwicklung der Approximation von der Zeit-
propagation erreicht. Dariiber hinaus wird eine Methode vorgestellt, welche die Charakteristik
der untersuchten elektromagnetischen Felder sogar bei der Definition des Operators verwendet,
welcher die Propagation beschreibt.

Dies wird bei einer weiterhin expliziten Formulierung erreicht. Es lassen sich auch nichtlineare
Probleme ohne implizite Ansétze betrachten. Auf diese Weise kann eine einfache Parallelisierung
selbst auf verteilten Rechnerarchitekturen gewéhrleistet werden.
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1 Einleitung

Seit der Einfiihrung der Maxwell-Gleichungen durch James Clerk Maxwell sind mittlerweile
iiber 150 Jahre vergangen. Sie bilden die Grundlage fiir die Beschreibung einer Vielzahl von
Anwendungen aus der modernen Kommunikationstechnik, der Radartechnik und der Sensorik, um
nur einige Beispiele zu nennen. Aufgrund der zahlreichen Anwendungen wird seit ihrer Einfiihrung
an Losungsverfahren fiir die Maxwell-Gleichungen gearbeitet. Fiir einfache Geometrien gibt
es analytische Losungsverfahren fiir die Maxwell-Gleichungen. Im Bereich der Photonik und
der Terahertz-Technik sind analytische Lésungen héufig nicht méglich. Insbesondere bei der
Beschreibung der Interaktion von elektromagnetischen Wellen mit der umgebenden Materie
treten, aufgrund der Beschreibungen von komplexen Geometrien und Materialien, zahlreiche
Herausforderungen auf. Dies fithrt dazu, dass fiir die Auslegung und die Untersuchung von
neuartigen Bauteilen, Systemen und Effekten auf numerische Losungsverfahren zuriickgegriffen
werden muss.

In der Vergangenheit ist zu diesem Zweck eine Vielzahl von verschiedenen numerischen Losungs-
verfahren entwickelt worden. In der Photonik sind die klassischen Frequenzbereichsverfahren [1]
und die sogenannte Beam Propagation Method (BPM) [2, 3] zu nennen. Bei den klassischen
Frequenzbereichsverfahren werden die Maxwell-Gleichungen fiir jeweils eine Frequenz gelost,
wéhrend bei den BPM-Methoden die Propagation elektromagnetischer Felder entlang einer
Ausbreitungsrichtung berechnet wird. Letztere zadhlen ebenfalls zu den Frequenzbereichsverfah-
ren und sind insbesondere bei langen Wellenleiterstrukturen attraktiv. Oft muss allerdings auf
Zeitbereichsverfahren zuriickgegriffen werden. Dies begriindet sich in der inhérenten Berticksich-
tigung von Reflexionen sowie der Mdoglichkeit, Systeme in einem breiten Frequenzbereich mit
einer einzigen Simulation zu charakterisieren. Liegen in dem betrachteten System Materialien
mit nichtlinearen Eigenschaften vor, so ist die Verwendung von Zeitbereichsverfahren in vielen
Féllen alternativlos. Dies ist darin begriindet, dass sie eine direkte Integration von nichtlinea-
ren Materialmodellen erlauben. Hierflir miissen keine Annahmen getroffen werden, welche die
Anwendung des Modells auf spezielle Félle beschranken [4].

Die wohl am weitesten verbreitete Methode zur Losung der Maxwell-Gleichungen ist die Finite-
Difference Time-Domain (FDTD)-Methode, die 1966 von Yee vorgeschlagen worden ist [5]. Diese
Methode basiert auf einer Zentrale-Differenzen- Approximation fiir die Zeit- und Ortsdifferen-
ziale [4]. Aufgrund ihrer systematischen Formulierung und der guten Erweiterbarkeit wird die
FDTD-Methode in einer Vielzahl von Anwendungsgebieten eingesetzt. Auflerdem erlaubt die
explizite Formulierung eine einfache Parallelisierung der Algorithmen. Ein zentraler Nachteil
dieser Methode und weiterer Zeitbereichsverfahren ist die Begrenzung der Zeitschrittweite durch
das Courant-Friedrich-Lewy (CFL)-Stabilitdtskriterium. Dieses Kriterium koppelt die maximal
verwendbare Zeitschrittweite an die verwendete 6rtliche Diskretisierung. Aufgrund dessen miissen
fiir feine Diskretisierungen sehr kleine Zeitschritte gewéhlt werden [4]. In der Photonik liegen héu-
fig komplexe Strukturen vor, welche eine feine Diskretisierung erfordern. Kleine Zeitschrittweiten
haben ldngere Simulationszeiten zur Folge. Des Weiteren ist die Kopplung der Zeitschrittweite
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an die ortliche Diskretisierung ungiinstig, falls multiphysikalische Systeme mit Effekten ver-
schiedener Zeitskalen betrachtet werden. Vor diesem Hintergrund ist eine flexible Wahl der
Zeitschrittweite wiinschenswert, die eine Anpassung an die untersuchten elektromagnetischen
Felder sowie die Eigenschaften der Modelle im untersuchten System erlaubt.

Fiir einige Anwendungen kann dariiber hinaus die niedrige Losungsordnung der Methode
ein Nachteil darstellen, da so die numerisch berechnete Wellenausbreitung von der im realen
System abweicht. Die Fehler machen sich bei zunehmender Strukturgréfle durch eine fehlerhafte
Beschreibung der Ausbreitungsgeschwindigkeiten, der sogenannten numerischen Dispersion,
bemerkbar. Insbesondere im Zusammenspiel mit nichtlinearen Effekten bei grolen Systemen
kann dies zu zusétzlichen Fehlern fithren [6, 7).

Zur Minimierung dieser Effekte wird in der Literatur eine Vielzahl von verschieden Ansétzen
untersucht. Hierzu werden im Kontext der FDTD-Methode die alternating-direction implicit
(ADI)-Methode [8], locally one-dimensional (LOD)-Methoden [9, 10] und Crank-Nicholson-
Ansétze [11] in der Literatur untersucht.

Waihrend diese Ansétze grofiere Zeitschrittweiten erlauben, resultieren sie allerdings in impliziten
Algorithmen. Die implizite Formulierung hat zur Folge, dass in jedem Zeitschritt lineare Glei-
chungssysteme gelost werden miissen. Fiir Systeme mit einer moderaten Anzahl von Unbekannten
kann eine geringere Rechenzeit als bei der klassischen FDTD-Methode erzielt werden. Grofle
Systeme mit vielen Unbekannten erfordern eine Parallelisierung auf verteilten Rechnersystemen.
Bei der Verwendung von impliziten Verfahren fiir Systeme mit vielen Unbekannten ist allerdings
die Parallelisierung der Algorithmen fiir verteilte Rechnersysteme erschwert. Wahrend bei ex-
pliziten Verfahren immer nur die direkt benachbarten Feldwerte benotigt werden, sind bei der
impliziten Berechnungsvorschrift die Elemente in einem linearen Gleichungssystem miteinander
gekoppelt, welches gelost werden muss. Dies fithrt zu einem erheblichen Kommunikationsaufwand
zwischen den Rechenknoten. Auflerdem weisen diese Verfahren fir Zeitschrittweiten grofler als
das CFL-Limit mitunter zusétzliche numerische Dispersionsfehler auf [12, 13].

Daher sollen im Rahmen dieser Arbeit alternative Ansétze zur Realisierung der Zeitpropaga-
tion untersucht werden. Diese Ansétze sollen eine flexible Einbindung von Materialmodellen
erlauben und nicht auf bestimmte Approximationen oder Vereinfachungen beziiglich der Mate-
rialeigenschaften angewiesen sein. Im Hinblick auf die Implementierung der Algorithmen auf
parallelen Rechnerarchitekturen sollen nur explizite Algorithmen betrachtet werden. Analog zu
dem klassischen FDTD-Ansatz soll eine unproblematische Implementierung auf parallelen Rech-
nersystemen, wie modernen Central Processing Units (CPUs), Graphics Processing Units (GPUs)
oder Field Programmable Gate Arrays (FPGAs) sowie verteilten Rechnersystemen, ermoglicht
werden. Zu diesem Zweck sollen Zeitpropagationsalgorithmen auf Basis von Polynomapproxima-
tionen entwickelt werden. Mit diesen Approximationen sollen Algorithmen formuliert werden, die
Zeitschrittweiten erlauben, welche das CFL-Limit iiberschreiten. Hierdurch soll die verwendete
Zeitschrittweite von der o6rtlichen Diskretisierung entkoppelt werden. Im Hinblick auf die Unter-
suchung grofler Systeme ist auflerdem eine moglichst genaue Beschreibung der Zeitpropagation
von entscheidender Bedeutung.

Um diese Ziele zu erreichen, sollen die Eigenschaften der Systemmatrizen der betrachteten
Modelle untersucht werden. Die Eigenschaften des Eigenwertspektrums der Systemmatrizen
enthalten hierbei Informationen iiber das betrachtete System. Diese Eigenschaften sollen fiir eine
effizientere Approximation der Zeitpropagation verwendet werden. Dariiber hinaus sollen die



Eigenschaften der untersuchten Feldverteilungen beriicksichtigt werden. In vielen technischen
Systemen wird die Ausbreitung von elektromagnetischen Feldern untersucht, welche um eine
Tragerfrequenz bandbegrenzt sind. Dieses Wissen soll in die Approximation des Zeitpropagati-
onsschemas einflieflen.

Die entwickelten Algorithmen sollen mit den bekannten Vergleichsalgorithmen wie der klassi-
schen FDTD-Methode verglichen werden. Fiir die Vergleiche sollen von der Implementierung
unabhéngige Bewertungsmafstibe fiir den Rechenaufwand verwendet werden. Bei der Bewer-
tung der Algorithmen soll neben dem Rechenaufwand auch die Genauigkeit der Algorithmen
in die Bewertung der Effizienz mit aufgenommen werden. Die Betrachtung soll auf die Reali-
sierung der Zeitpropagation beschrankt werden. Die Algorithmen werden so konstruiert, dass
verschiedene Ortsdiskretisierungsverfahren verwendet werden kénnen, sofern sie eine explizite
Formulierung erlauben. Hierbei sind zum Beispiel das Yee-Gitter [5], pseudospektrale Ansétze
[14, 15] und Finite-Elemente-Methoden auf Basis des diskontinuierlichen Galerkin-Ansatzes [16,
17] zu nennen.

In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen der untersuchten Materialmodelle zusammen-
gefasst und in Kapitel 3 werden die bendtigten numerischen Methoden beschrieben. Im Anschluss
wird in Kapitel 4 ein erster Ansatz auf Basis von Polynomapproximationen untersucht und cha-
rakterisiert. Mit den gewonnenen Erkenntnissen wird in Kapitel 5 eine Faberpolynom-Methode
zur Zeitpropagation vorgestellt und untersucht. In Kapitel 6 wird die Faberpolynom-Methode
um die Méglichkeit, Quellterme einzubinden, erweitert, zum Beispiel in Form von Stromdichten.
Anschlieflend wird der Algorithmus in Kapitel 7 fiir nichtlineare Probleme verallgemeinert. In
Kapitel 8 werden die gewonnenen Erkenntnisse auf Algorithmen der Klasse der Time Domain
Beam Propagation (TDBPM)-Algorithmen angewendet. Durch eine Operatorapproximation mit
den Faberpolynomen wird eine explizite Formulierung ermoglicht. Im nachfolgenden Kapitel
werden einige Anwendungsbeispiele mit den erarbeiteten Algorithmen simuliert. Abschliefend
werden die Ergebnisse in Kapitel 10 zusammengefasst und ein Ausblick auf mogliche zukiinftige
Untersuchungen gegeben.






2 Theoretische Grundlagen der Modellierung

Zunéchst sollen einige theoretische Grundlagen fiir die mathematische Beschreibung der un-
tersuchten Modelle vorgestellt werden. Hierzu wird zuerst auf die notige elektromagnetische
Feldtheorie eingegangen. Im Anschluss werden einige Materialmodelle betrachtet, welche in
dieser Arbeit verwendet werden. Dartiber hinaus wird eine Formulierung vorgestellt, mit der die
Materialmodelle fiir die spater untersuchten Algorithmen effizient eingebunden werden kénnen.
Danach wird auf Randbedingungen zur Begrenzung des Simulationsgebietes eingegangen. Im
Anschluss soll die Einbindung von elektromagnetischen Feldern in die Zeitbereichssimulation
mithilfe geeigneter Stromdichten in den Blick genommen werden. Dies soll am Beispiel der
Einkopplung von Eigenmoden an einem dielektrischen Wellenleiter noch veranschaulicht werden.

2.1 Klassischer Elektromagnetismus

Bevor die numerischen Losungsverfahren beschrieben werden, sollen im Folgenden einige Grund-
lagen der klassischen Feldtheorie préisentiert werden. Diese Zusammenfassung beschrinkt sich
auf die Zusammenhénge, welche wichtig fir die betrachteten numerischen Verfahren oder die
Notation sind. Fiir ausfiihrliche Betrachtungen sei auf Standardwerke wie [18] verwiesen.

2.1.1 Maxwell-Gleichungen

Die von James Clerk Maxwell eingefithrten Maxwell-Gleichungen beschreiben den Zusammenhang
zwischen elektrischen und magnetischen Feldern und die Interaktion der elektromagnetischen
Felder mit dem umgebenen Medium. Die Maxwell-Gleichungen sind gegeben durch:

V-D=p (2.1a)
V-B=0 (2.1b)
. 9B
E=-"_"-K 2.1
V x 5 (2.1¢)
vXﬁ:%i)Jrj (2.1d)

Das elektrische Feld ist durch E gegeben, wiahrend das magnetische Feld durch H gegeben ist.
Die GréBen D und B stehen fiir die elektrische beziehungsweise magnetische Flussdichte. Die
elektrische Stromdichte ist mit J gegeben, wahrend mit K eine formal eingefiihrte magnetische
Stromdichte gegeben ist. Diese wird spéter zur Einkopplung von Wellen in die Simulationsmodelle
bendtigt. Mit p ist die Ladungsdichte gegeben. Fiir ein System ohne freie elektrische Ladung,
also p = 0, ist die Beschreibung der zeitlichen Propagation von elektromagnetischen Wellen
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durch die letzten beiden Gleichungen in (2.1) gegeben [4]. Der Zusammenhang zwischen der
elektrischen Feldstéirke E und der elektrischen Flussdichte D sowie der Zusammenhang zwischen
H und B kann allgemein durch die Einfithrung von einer elektrischen Polarisation P und einer

magnetischen Polarisation M hergestellt werden:

D=¢E+P (2.2a)
B = poH + M. (2.2b)

Fiir den linearen, isotropen und nicht dispersiven Fall kann (2.2) auch als D=¢E und B = ,uI:_i
dargestellt werden. Hier gilt € = €ge,., wobei €y die elektrische Permittivitdt im Vakuum ist
und €, die relative Permittivitat ist. Die Permeabilitdt im Vakuum ist mit pg gegeben und die
relative Permeabilitat p, ist analog mit p = pou, definiert. Damit ergibt sich fiir ein System
ohne elektrische oder magnetische Stromdichten das Induktions- und das Durchflutungsgesetz
in (2.1)

of dy 9z Nd%
= oo 8Em_8Ez__(y
VXE=—pu 5 S GE— GE = My (2.3)
aEy OBy _ _ , 0H,
oz oy — Mot
und
OH, OHy pclon
ol 0 0z ~— - Ot
- oF Y
_ dH, OH, _ _OEy
VxH-eat@ o 5 = €5 (2.4)
aHy _ OHy __ EaEZ
ox dy ~— Ot -

Zweidimensionaler und eindimensionaler Fall

Im Folgenden soll auf einige Spezialfélle eingegangen werden, die sich fiir ein- und zweidimen-
sionale Systeme ergeben. Indem in (2.3) und (2.4) alle Groflen als invariant in Richtung der
z-Koordinate angenommen werden, wodurch % = 0 gilt, kann ein vereinfachter Ausdruck fiir
das zweidimensionale System abgeleitet werden:

_O0E, _ _  0Hg
oi | o
Vi B OFE
0E, _ 0Eg _,, 0H,
oz dy H=5¢
OH, 68Eg;
oy ~ - Ot
- N oF Y p
VXH:€§<:> —86[;2:6% (26)
aHy _ OHjy EaEZ
ox oy ot

Das System von partiellen Differenzialgleichungen lésst sich in zwei voneinander unabhangige
Systeme zerlegen, welche sich auch unabhéngig voneinander berechnen lassen. Fiir die Notation
dieser Moden wird in dieser Arbeit die Notation aus [4, 19] verwendet. In der Wellenleitertheorie
ist wiederum eine umgekehrte Definition in Verwendung [20]. Das erste ist die sogenannte
transversal elektrische (TE) Mode [4], da nur die elektrischen Feldkomponenten £, und E, in
den Ausbreitungsrichtungen z,y vorliegen:

OE, O0FE, 0H,

or oy Mo 27)




2.1 Klassischer Elektromagnetismus

OH,  OF,

oy =, (2.8)
oH.  OE,

“or o (2:9)

Bei dem zweiten Teil handelt es sich um die transversal magnetische (TM) Mode, bei der nur
die magnetischen Feldkomponenten H, und H, in Ausbreitungsrichtung vorliegen:

0FE.,  OH,
9y h o (2.10)
OE.  0H,
“or . Mot (2.11)
OH, 0H,  0F; (2.12)

or oy ot
Werden in (2.3) und (2.4) alle Gréflen als invariant in z und y Richtung angenommen, lasst
sich das eindimensionale System ableiten. Wie im zweidimensionalen Fall liegen wieder zwei
unabhéngige Systeme vor:

aaE; = _Magy (2.13)
_B;Zy = 6855,; (2.14)
_8;} _ —uagm (2.15)
aaz“” = E%Ety. (2.16)

2.1.2 Operatordarstellung

Um eine kompakte Notierung zu erlauben, wird in dieser Arbeit eine Operator-Notation zur Dar-
stellung der Maxwellgleichungen verwendet. Neben der kompakteren Darstellung der Gleichungen
mit zusétzlichen Materialmodellen, welche das betrachtete System beschreiben, vereinfacht die-
se Darstellung die Anwendung der Operatorentwicklungs-Methoden, welche in dieser Arbeit
betrachtet werden. Hierzu werden die Maxwell-Gleichungen in die folgende Form gebracht:

0 - 0 Lvx] .

— (1) = () 7). 2.17

() l—uéﬂx A ]wm (217)

Der Vektor J(F, t) enthélt alle Feldkomponenten und ist gegeben durch:

B = By A (2.18)

Werden zusétzliche Variablen und Gleichungen, wie zum Beispiel durch komplexere Materialm-
odelle mitberiicksichtigt, so werden sie dem Vektor zﬁ(f’, t) angefiigt und der Matrixoperator in
(2.17) wird um die entsprechenden Operatoren erweitert. Diese Schreibweise bildet die Grundlage
der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Algorithmen.
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2.2 Materialmodelle

Die bisher eingefithrten Gleichungen erlauben bereits die Analyse von einer Vielzahl von Systemen.
Allerdings ist die Darstellung auf lineare und nicht dispersive Systeme begrenzt. Die Material-
parameter diirfen daher zum Beispiel keine Frequenzabhéngigkeit haben. Im Frequenzbereich
optischer Strahlung haben viele Materialien allerdings dispersive Eigenschaften. Auflerdem spielt
bei hohen Frequenzen auch in metallischen Materialien die begrenzte Elektronenbeweglichkeit
eine zunehmende Rolle [21]. Das Metall kann daher nicht mehr als perfekt leitend angenommen
werden. Daher sollen in diesem Abschnitt einige wichtige Materialmodelle vorgestellt werden,
welche spéter in die numerischen Modelle mit aufgenommen werden.

2.2.1 Drude-Modell

Die Wechselwirkung zwischen elektromagnetischen Feldern und Metallen konnen in einem weiten
Frequenzbereich mit dem sogenannten Drude-Modell beschrieben werden. Das Modell ist 1900
von Paul Drude eingefiihrt worden [22]. Dieses Modell findet beispielsweise bei der Beschreibung
von plasmonischen Effekten Anwendung [23, KS1]. Bei diesem Modell wird das Metall als Kristall
ortsfester Tonen angenommen, durch die sich die Elektronen frei bewegen konnen. Nach [23] ist
die Bewegungsgleichung der Ladungstriager mit

2 d .
moa? + mYp T = —ek. (2.19)
gegeben. Hierbei gibt m die Masse der oszillierenden Elektronen und e gibt die Elementarladung
an. Bei yp handelt es sich um die Kollisionsfrequenz. Die Grofie & gibt die Auslenkung des
Elektrons an. Nun wird (2.19) in den Fourier-Bereich transformiert. Im Anschluss wird die
Gleichung nach #(w) umgeformt und die makroskopische Polarisation Pp = neZ wird mit

2
Pp = —m (2.20)
bestimmt. Diese wird tiber den Polarisationsterm in (2.2) beriicksichtigt, sodass sich
Boal- b F (2:21)
(w? + jypw)
ergibt, wobei mit w% = Z)‘i die Plasmafrequenz des Elektronengases gegeben ist. Mithilfe von

(2.21) kann nun auch ein Ausdruck fiir die Permittivitdt des Metalls gefunden werden:

eow%
€(w) = €p€oo — 2+ jpa) (2.22)

Hierbei wird in der Regel noch ein Parameter e,, verwendet, welcher die Permittivitat fiir
w >> wp angibt. Die Parameter wp, vp und €5, werden in der Regel an experimentell ermittelte
Werte fiir €(w) angepasst [23]. Diese Parameter konnen fiir einige Edelmetalle beispielsweise in
[21] gefunden werden.
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Abbildung 2.1: Die Abbildung zeigt schema-  Abbildung 2.2: In der Abbildung ist der sche-

tisch den Verlauf der Permit- matische Verlauf des € tiber die
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quenz w fir ein Drude-Modell.

2.2.2 Lorentz-Modell

Mit dem Drude-Modell ist ein erstes Modell fiir die Interaktion der freien Elektronen in einem
Metall mit einem externen elektromagnetischen Feld gegeben. Die Modellierung der Interaktion
mit den gebundenen Elektronen eines Festkorpers ist durch das Lorentz-Modell moglich, was
eine Beschreibung des Frequenzgangs der Permittivitdt in dem betrachteten Material erlaubt.
Die Interaktion der Elektronen mit dem externen elektromagnetischen Feld wird mithilfe eines
geddmpften harmonischen Oszillators beschrieben [24]. Die Bewegungsgleichung eines Elektrons,
welches vom externen elektromagnetischen Feld angeregt wird, ist nach dem Lorentz-Modell

durch
2

§ .
z+ m’yLaf—i— mwii = —eE (2.23)

gegeben [24]. Hierbei gibt Z die Auslenkung der Elektronen an, wiahrend m die Masse beschreibt.
Der Parameter vy, gibt die Dampfung des Oszillators an. wy, ist die Resonanzfrequenz des Oszil-
lators. Wird (2.23) tiber die Polarisation in (2.2) miteinbezogen, kann folgender Zusammenhang
fiir die Frequenzabhéngigkeit der Permittivitat des Materials abgeleitet werden [24]:

M
at?

60Aew%

—_—— 2.24
w? + jy — w? (224)

€(w) = €p€xo +
Der Parameter €4, gibt hierbei wieder die relative Permittivitat fiir hohe Frequenzen an, wihrend
iiber den Parameter Ae = €5 — €, die Permittivitdt im statischen Fall berticksichtigt wird [25].
Der Real- und der Imaginérteil der Permittivitdt von (2.24) ist in Abbildung 2.2 dargestellt. In
der Regel haben Festkorper mehrere dieser Resonanzen, sodass fiir eine prézisere Beschreibung
eine Uberlagerung von mehreren Lorentz-Oszillatoren verwendet wird. Diese werden entsprechend
ihrer Ausprigung mit den Faktoren a; gewichtet. Die Permittivitédt, gegeben durch ein Lorentz-
Modell mit N Ostzillatoren, kann mit

2

N
€(w) = €o€xo + Z 5 (2.25)

i=1 wL,i - w2 + j'YL,iW
dargestellt werden. Wie beim zuvor beschriebenen Drude-Modell werden die Parameter des
Lorentz-Modells in der Regel experimentell ermittelt und an das gewédhlte Modell angepasst,
um die besten Ergebnisse zu erzielen.
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2.2.3 Nichtlineare Effekte

Bei den in den vorangegangenen Abschnitten betrachteten Materialmodellen handelt es sich
um lineare Modelle. In diesem Abschnitt sollen nichtlineare Materialien in den Blick genommen
werden. Eine Vielzahl von wichtigen technischen Anwendungen erfordern dariiber hinaus die
Beriicksichtigung von nichtlinearen Effekten, um ihr Verhalten korrekt zu erfassen. Beispiele
hierfiir sind unter anderem Modulatoren, welche zum Beispiel mithilfe des elektrooptischen
Effektes realisiert werden kénnen. Auch die Beschreibung von Verstarkern mit Séttigungsverhal-
ten fithrt auf nichtlineare Zusammenhénge. Aulerdem kdnnen nichtlineare Effekte bei langen
Propagationswegen, wie zum Beispiel in Glasfasern, in Kombination mit hohen Leistungen
signifikanten Einfluss auf die Funktion der betrachteten Komponenten haben. Daher kann auch
hier die Beriicksichtigung dieser Effekte wichtig werden, um das Verhalten der Komponenten zu
erfassen.

Fiir die Modellierung von nichtlinearen Effekten eignen sich unter anderem besonders die in
dieser Arbeit betrachteten Zeitbereichsverfahren. Bei diesen kénnen die nichtlinearen Effekte
in der Regel direkt angegeben werden, da die ortsabhéngigen Feldgréfien direkt im Zeitbereich
vorliegen [4]. Auflerdem ermoglicht die Betrachtung in Kombination mit den vollsténdigen
Maxwell-Gleichungen die Studie von Effekten, welche durch die Wechselwirkung der Felder mit
der umliegenden Geometrie der Strukturen und den nichtlinearen Effekten zustande kommen.

Im Folgendem sollen daher die physikalischen Grundlagen der in dieser Arbeit betrachteten
Effekte kurz umrissen werden. Zunéchst soll auf die Beschreibung der nichtlinearen Suszeptibi-
litdt eingegangen werden. Im Anschluss ein Zwei-Niveau-Modell in den Blick genommen. Bei
diesem wird ein Mikrosystem mit zwei Energieniveaus und dessen Kopplung mit dem externen
elektrischen Feld modelliert. Dies erlaubt zum Beispiel die Beschreibung von Verstirkern oder
absorbierendem Verhalten mit Sattigungseffekten. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion sei auf die
Literatur verwiesen [26].

Nichtlineare Suszeptibilitat

Zunéchst soll von einem Material ohne dispersive Eigenschaften ausgegangen werden. Im linearen
und nicht dispersiven Fall hdngt die Polarisation P dann von der linearen Suszeptibilitat ab:

P =¢E = eoxVE. (2.26)

Fiir hohe Feldstirken kann die Polarisation P nicht mehr als linear abhangig von der Feldstarke
approximiert werden. Stattdessen kann die Polarisation P als Funktion betrachtet werden, welche
nichtlinear von der Feldstéirke E abhéngt. In der Regel wird diese als Taylorreihen-Entwicklung
dargestellt [26]:

P=e(xWE+xPE?+ \OE 4 xWE 4 ). (2.27)

Diese Koeffizienten haben bei géngigen Materialien Werte, welche klein gegeniiber der linearen
Suszeptibilitat X(l) sind. Fiir Materialien mit einem starken elektrooptischen Effekt zweiter
Ordnung x® und dritte Ordnung x® sind dies zum Beispiel Werte im Bereich [26]

X® =1,94pm/V und x® = 3,78 pm?/V?.
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2.3 Einbindung der Materialmodelle

Die Beschreibung (2.27) nimmt eine sofortige Reaktion des Mediums auf das Feld an. Das
Medium muss daher aufgrund der Kramers-Kronig-Relation dampfungsfreie und nicht dispersive
Materialeigenschaften aufweisen [26]. In der Regel weisen die nichtlinearen Suszeptibilitédten
x zusétzlich eine Richtungsabhingigkeit auf, sodass sie durch Tensoren beschrieben werden
miissen [26].

Zwei-Niveau-Modell

Eine prézisere Beschreibung der Interaktion des elektrischen Feldes mit der umliegenden Materie
kann mithilfe eines Zwei- oder Mehrniveau-Modell erfolgen [26, 27]. Die Modellierung des
strahlenden Uberganges und die Kopplung an das Elektromagnetische Feld erfolgt mithilfe eines
Lorentz-Oszillators
02 Py, dP,,
r
a2 o

rz\ - L,
- (w; + f) P =0,ANE, (2.28)

wobei AN = Ny — Ny ist [26, 28, 29]. Die GroBle Ny gibt hierbei die Besetzungsdichte in
dem Niveau eins an, wahrend N, die des Niveaus zwei angibt. Weiterhin entspricht w,, der
Ubergangsfrequenz, withrend I',,, die Halbwertsbreite (FWHM) des Ubergangs angibt. Mit oy,
ist die Starke der Kopplung an das externe elektrische Feld gegeben. Fiir die Besetzungsdichten
gilt mit dem strahlenden Ubergang (2.28) [26-29):

2 E ( L 2Pm> + Y12N1 — 721 N2

ot hwp ot
o, 1 (0B, T (2:29)
1 = m =y
= — E —P,, | — v12V No.
En Feor ( En + 5 > Y124V1 + Y214V2

Die GroBen 712 und 721 geben die Ubergangsraten zwischen den Niveaus an. Hierbei handelt
es sich um die Formulierung, welche direkt aus der Dichtematrix-Formulierung abgeleitet
werden kann [26]. In vielen Féllen werden der Term %215 in (2.28) und die gﬁ Terme in (2.29)
vernachléssigt [26]. Diese Darstellung ermoglicht die Beschreibung von Absorption mit Sattigung
[30-32]. AuBerdem kann das Modell als einfaches Verstarkermodell mit Séttigung herangezogen
werden. Um die dynamischen Eigenschaften von komplexeren Mikrosystemen zu erfassen, kann
die beschriebene Formulierung um mehr Niveaus ergénzt werden [27, 28, 30]. Hierbei wird jeder
zusitzliche strahlende Ubergang durch eine weitere Oszillator-Gleichung (2.28) beschrieben.

2.3 Einbindung der Materialmodelle

Im Folgenden soll auf die Einbindung der zuvor beschriebenen Materialmodelle in die un-
tersuchten Zeitbereichssimulationen eingegangen werden. Hierzu wird in dieser Arbeit ein
Auxiliary-Differential-Equation (ADE)-Ansatz herangezogen. Dieser stellt eine systematische
Moglichkeit dar, diverse lineare Materialmodelle in das Simulationsmodell mit aufzunehmen
[33].

Die Frequenzabhéngigkeit der Permittivitéit, welche zum Beispiel durch Drude- oder Lorentz-
Modelle eingefiihrt wird, kann bei der Einbindung in die Zeitbereichssimulation eine Reihe

11
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von Problemen zur Folge haben. Eine direkte Einbindung, welche zum Beispiel fiir die FDTD
Methode eingesetzt wird, fiihrt auf Faltungsterme zur Beschreibung des dispersiven Verhaltens
der Materialien [4]. Dieser klassische Ansatz kann allerdings zu einer Reihe von Problemen
fiihren. Zum Einem kann die Fehlerordnung bei ungeeigneter Wahl des Zeitpropagationschemas
reduziert werden [4]. Auflerdem kann die numerische Berechnung des Faltungsintegrals Probleme
im Hinblick auf die Genauigkeit bereiten [4]. Dariiber hinaus sind die ADEs auch eine Méglichkeit,
die spéter beschriebenen Perfectly-Matched-Layer (PML) zu implementieren. Daher sollen die
Betrachtungen in dieser Arbeit auf die oben genannte ADE-Methode beschrédnkt werden. Diese
sollen am Beispiel des Lorentz- und des Drude-Modells erlautert werden. Andere Modelle kénnen
mit dhnlichen Ansétzen in die Simulation eingebunden werden [4]. Die Polarisation in dem oben
beschriebene Lorentz-Modell wird von der folgenden Gleichung beschrieben [34]:

0? = 0 = - -
@PL + *yLaPL + w%PL = eerw%E. (2.30)
Fiir die elektrische Flussdichte D gilt
D = epescE + Py (2.31)

Nun soll (2.30) auf ein System von Gleichungen erster Ordnung zuriickgefiihrt werden. Hierzu
wird mit 5
J, =P 2.32

L=50L (2.32)
ein Polarisationsstrom definiert. Wird (2.32) in (2.30) eingesetzt, so lasst sich folgende Gleichung
herleiten: 5
ajL = —WLjL — w%ﬁL + eerw%E_". (2.33)
Nun soll die durch das Lorentz-Medium hervorgerufene Polarisation in die Maxwell-Gleichungen

eingearbeitet werden. Mit (2.31) und (2.32) gilt:

0~ 0 - = 0= =

&D = E(EOEOOE + PL) = eoeoan + Jr. (2.34)
Wird dies in die Maxwell-Gleichungen (2.1) eingesetzt, kann das System in die oben beschriebene
Operatordarstellung umgeschrieben werden:

1 1
10 VX 0 —
0 - |—+Vx 0 0 0 >
—p=| H . 2.35
8tw 0 0 0 1 v (2:35)
coAewd 0 —wd 7L

Hierbei ist der Vektor 1,!7 mit 1; = [E , H , ]3L, J, )T gegeben. Damit ist der Ansatz kompatibel zu
den im Laufe dieser Arbeit vorgestellten Operatorentwicklungs-Methoden. Sollen wie in (2.25)
mehrere Oszillatoren berticksichtigt werden, so wird das Verfahren jeweils fiir die einzelnen
Oszillatoren angewandt.

Alternativ kann das oben vorgestellte System auch fiir den klassischen FDTD-Algorithmus
genutzt werden [4, 35]. Hierbei muss insbesondere auf die Abtastung in der Zeit der einzelnen
Variablen geachtet werden. Im Ort sind Pr, und J;, mit dem elektrischen Feld E ko-allokiert.
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2.4 PML — Perfectly Matched Layer

Das Drude-Modell kann auf dhnliche Weise eingefiihrt werden. Die hervorgerufene Polarisation
wird durch

0? = 0 = 9 =
beschrieben. Durch das Einfithren des Polarisationsstroms (2.32) kann die Gleichung wieder auf
ein System von Differenzialgleichungen erster Ordnung zuriickgefiihrt werden:

0 - - -
aJD = —ypJp + Eow%E. (2.37)
Wird der Polarisationsstrom .Jp analog zu dem oben beschriebenen Ansatz in die Maxwell-

Gleichungen aufgenommen, so lasst sich das Modell wie folgt in der Operatordarstellung herleiten
[33]:

1 1
o - 0 EOGOOVX T €0€oo |
59 = — VX 0 0 | (2.38)
60w2D 0 —YD

Hierbei gilt 1; = [E , H , Jr p|T. Im Vergleich zum Lorentz-Modell ist es beim Drude-Modell nicht
notig, die Polarisation P explizit zu berechnen, da sie fiir die (2.37) nicht benotigt wird.

Weitere dispersive Medien wie zum Beispiel Debye-Modelle kénnen mit dem gleichen Ansatz
behandelt werden. Hierbei werden analog zu dem Drude- beziehungsweise Lorentz-Modell
zusétzliche Variablen eingefiihrt, um die Materialgleichungen auf ein System von Differenzial-
gleichungen erster Ordnung zuriickzufiithren. Auch der lineare Teil des Lorentz-Oszillators bei
dem nichtlineaeren Zwei-Level-Modell in (2.28) kann mit diesem Ansatz berticksichtigt werden.
Der nichtlineare Teil muss allerdings bei der Konstruktion des Zeitpropagationschemas speziell
berticksichtigt werden, was in Kapitel 7 in den Blick genommen wird.

Ein Nachteil der ADE-Methode ist allerdings, dass durch das Einfiihren der zusétzlichen Variablen
der Speicherbedarf des Algorithmus erhoht wird. In einem Lorentz-Medium muss zusétzlich zu
jeder elektrischen Feldkomponente ein zusétzlicher Wert fiir die Polarisation P'Lﬂ- und ein Wert fiir
den Polarisationsstrom .J; 1,i gespeichert werden. Diese Werte miissen fiir jeden Lorentz-Oszillator
1 einzeln gespeichert werden. Bei dem Drude-Modell muss zusétzlich der Polarisationsstrom Jp
gespeichert werden. Der Aufwand lédsst sich reduzieren, wenn sich das Lorentz- beziehungsweise
das Drude-Material nicht iiber den gesamten Simulationsbereich erstreckt. In diesem Fall miissen
die Variablen .J beziehungsweise P nur fiir den Bereich mit dem Material gespeichert werden,
was den Speicherbedarf in vielen Féllen signifikant reduzieren kann [33].

2.4 PML - Perfectly Matched Layer

In diesem Abschnitt soll die Implementierung der fiir die Simulation von offenen Systemen
wichtigen PML beschrieben werden. Diese ermoglicht mithilfe einer absorbierenden Schicht,
Wellen an den Réndern des Simulationsbereiches zu absorbieren.

Auch bei der Simulation eines offenen Systems muss die Diskretisierung des Systems auf einen
finiten Bereich beschrénkt werden. An den Réndern des Simulationsbereiches werden in der Regel
die Feldwerte auflerhalb des Simulationsbereiches als Null angenommen. Diese entspricht entweder
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perfekt elektrisch leitend (PEC) oder perfekt magnetisch leitend (PMC)-Randbedingungen [4].
Dies hat zur Folge, dass Wellen, die auf die Rédnder des Simulationsbereiches treffen, reflektiert
werden. Dieser Umstand ist fiir die Simulation von offenen Systemen, wie zum Beispiel bei der
Untersuchung der Streuung einer Welle an einem Objekt, hochst unerwiinscht. Um zu verhindern,
dass die am Streuobjekt reflektierten Wellen an den Randern wieder auf das Objekt gestreut
werden, miisste das Simulationsgebiet sehr gro3 gewédhlt werden. Dies wiirde zu sehr langen
Simulationszeiten und hohem Speicherbedarf fiihren. Aus diesem Grund beschéftigt sich eine
betrachtliche Anzahl von Arbeiten mit Ansétzen, dieses zu vermeiden. Eine wichtige Klasse sind
hierbei die sogenannten Absorbing Boundary Conditions (ABC) [36, 37]. Diese basieren auf einer
Losung der Wellengleichung. Mit dieser Losung werden Wellen, welche auf den Simulationsrand
zulaufen, absorbiert. Vorteilhaft an diesem Ansatz ist, dass dieser lokal definiert moglich ist
und dadurch die Feldwerte nur am Rand des Simulationsgebietes angepasst werden miissen [4].
Bei zwei- und dreidimensionalen Problemen gewinnt aulerdem die Richtungsabhéngigkeit der
Absorption der Wellen an den Simulationsrdndern an Bedeutung. Insbesondere ABC niedriger
Ordnung zeigen hierbei Schwéchen [4].

Ein anderer Ansatz zur Absorption von Wellen an den Réndern des Simulationsgebietes wird bei
den PML verfolgt. Die PML sind 1994 zuerst von Berenger beschrieben worden [38]. Die Idee hier-
bei ist, ein absorbierendes Medium an den Réndern des Simulationsgebietes einzusetzen, welches
Wellen, die in Richtung der Rédnder propagieren, moglichst frequenz- und richtungsunabhéngig
auf einen vernachléssigbar niedrigen Wert ddmpft. Diese absorbierende Schicht sollte idealerweise
moglichst diinn sein, um den zusédtzlichen Aufwand an Rechenzeit und Speicherbedarf gering
zu halten. Um Reflexionen an der absorbierenden selber Schicht zu vermeiden, miissen diese
an das benachbarte Medium angepasst sein. Die Formulierung von Berenger basiert auf einer
Aufteilung aller Feldkomponenten in der PML in zwei orthogonale Komponenten (Split-Field)
[4, 38].

Mittlerweile sind eine Reihe weiterer Formulierungen entwickelt worden, welche die Eigenschaften
der PML im Vergleich zu der ersten Formulierung von Berenger erheblich verbessern. Diese
ermoglichen eine Formulierung ohne den Split-Field Ansatz. Hierbei sind insbesondere die
uniaxiale-PML (UPML) [39, 40] und die Complex Frequency Shifted (CFS)-PML zu nennen
[41]. Die CFS-PML weist insbesondere giinstige Eigenschaften im Hinblick auf die Absorption
von evaneszenten Wellen auf [41]. Aufgrund des umfangreichen theoretischen Hintergrunds
und der Vielzahl der verschiedenen Formulierungen soll die Betrachtung in dieser Arbeit auf
die CFS-PML reduziert werden. Hierbei wird gezeigt, wie diese mit der oben beschriebenen
ADE-Methode implementiert werden kann.

2.4.1 Formulierung

Neben den absorbierenden Eigenschaften muss das PML-Medium so formuliert werden, dass
der Ubergang zwischen der PML und dem umgebenden Medium reflexionsfrei ist, wie es in
Abbildung 2.3 schematisch dargestellt ist [4, 42]. Dies kann zum Beispiel mit einem kiinstlichen
anisotropen Medium oder mithilfe einer komplexen Koordinatenstreckung realisiert werden.
Hierbei gibt es, wie oben diskutiert, verschiedene in Teilen dquivalente Beschreibungen. Hier
wird zur Realisierung der PML die komplexe Koordinatenstreckung verwendet [4, 41, 42]. Hierzu
wird mit den Koeffizienten s;, s, und s, eine komplexe Koordinatenstreckung eingefiihrt. Mit
dieser werden die partiellen Ableitungen in den Maxwell-Gleichungen wie folgt transformiert [4]:
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Oy 70U == (0

e N
Yy % Uy =0
l o # 0

Abbildung 2.3: In der Abbildung wird eine Welle an einer PML-Grenzfliche schematisch darge-
stellt.

0 10 0 10 0 10

= = = 2.39
0 s,0x 0§ s,0y 0Z 5,02 ( )
Die Parameter s;, s, und s, werden geméf
Oy
=Ky + ————— 2.40
v " oy + Jwep ( )

fiir alle Koordinaten mit v = x,y, z definiert [41]. Diese wird nun in die Maxwell-Gleichungen
im Frequenzbereich eingesetzt:

Vs % E(w) = —jwB(w) (2.41a)
V, x H(w) = jwD(w). (2.41D)
Hierbei gilt
T
10 10 190

Wird (2.41) anschliefend direkt in den Zeitbereich zurticktransformiert, so ergibt sich eine
Formulierung, welche die Auswertung von Faltungstermen erfordert. Fir die FDTD-Methode
lasst sich auf diese Weise eine Berechnungsvorschrift ableiten [41]. Allerdings ist dieser Ansatz
fiir die untersuchten Operatorentwicklungs-Methoden ungeeignet. Eine andere Moglichkeit ist,
auch an dieser Stelle auf ADEs zuriickzugreifen. Indem [41]

1 1 oy 1

r_r oy 2.43
sy Ky Ky (Ky(jweo + ay) + oy) ( )

eingefiihrt wird, kann (2.41) umgeschrieben werden. Hierzu wird (2.43) in die partiellen Ablei-

tungen in (2.41) eingesetzt. Fiir ia%EZ gilt beispielsweise
10 10
E,= E.+QF., (2.44)

sy Oy z Ky Oy
wobei die zusétzliche Variable Q£ , mit

% L 9
Ky (ky(jweo + ay) + ay) Oy
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2 Theoretische Grundlagen der Modellierung

gegeben ist. Fir Qﬁ , ergibt sich folgende zusétzliche Differentialgleichung [41]:

_ KyOy +0y g oy 0

9 B
&Qy,z = Ky€0 Y,z H%Eo iyEz (246)
Damit gilt exemplarisch:
0 10 10
Mot He = 5 e = By QY. —Qf, (2.47)
Y z

Fiir die anderen Feldkomponenten ergeben sich die Gleichungen analog.

Wie in (2.47) erkennbar, erfordert die Einbindung der CFS-PML mithilfe von ADEs die Ein-
fiihrung von mehreren zusétzlichen Variablen. Im allgemeinen dreidimensionalen Fall belduft
sich diese Anzahl auf zwei Variablen pro Feldkomponente, also auf insgesamt zwolf zusétzliche
Variablen @ und Gleichungen der Form (2.47). Fiir den zweidimensionalen Fall sind es vier
zusétzliche Variablen und Gleichungen, wiahrend es im eindimensionalen Fall zwei sind. Diese
zusdtzlichen Terme erhohen den Speicherbedarf, da die neu eingefiihrten Variablen zusétzlich zu
den anderen Feldkomponenten gespeichert werden miissen. Auflerdem ist der Rechenaufwand
fiir die zusétzlichen Terme (2.47) nicht unerheblich. Allerdings muss dies nur fiir die Bereiche
erfolgen, an denen sich die PML befindet. Die obige Formulierung erlaubt die Realisierung
von sehr leistungsfahigen PML, sodass sich die Dicke dieser absorbierenden Schicht fiir den
FDTD-Algorithmus in vielen Fallen auf nur zehn Gitterpunkte eines Yee-Gitter reduzieren lasst
[41]. AuBlerdem erméglicht die CFS-PML neben propagierenden Wellen auch die Démpfung
von evaneszenten Feldern. Dies erméglicht es, in einigen Féllen die Rénder des Simulationsbe-
reiches deutlich ndher an das simulierte Bauteil zu platzieren, da kein grofler Abstand fiir die
evaneszenten Felder eingehalten werden muss [41].

2.4.2 Wahl der PML-Parameter

Wellen, welche auf die PML treffen, werden beim Durchlaufen dieser geddmpft. Fiir eine
Dampfungsfunktion o, () ergibt sich fiir das obige Beispiel, was in Abbildung 2.3 dargestellt
ist, eine totale Rest-Reflexion von

R(0) = ¢=2V/ilecost [l oxta)ds, (2.48)
wobei d die Léange der PML ist. Hierbei wird die Lénge d zweimal durchlaufen, da die Anteile

der Wellen nach einmaligem Durchlaufen an den metallischen Randbedingungen des Simulati-
onsgebietes reflektiert werden.

Der Ubergang in das oben beschriebene PML-Medium ist nur fiir den analytischen Fall tatséichlich
reflexionsfrei. Wenn diese zum Beispiel in einer FDTD-Simulation eingesetzt werden soll, miissen
die Gleichungen sowohl ortlich als auch in der Zeit diskretisiert werden. In der diskretisierten
Form geht diese Eigenschaft durch die Abweichungen von dem analytischen Zusammenhang
verloren. Es konnen insbesondere erhebliche Reflexionen auftreten, wenn die Dampfung o,(z)
sehr grof§ gewéhlt wird. Dabei sind grofle Dampfungswerte geméaf (2.48) wiinschenswert, da sich
damit niedrigere Reflexionen mit der gleichen Linge d realisieren lassen. Um Reflexionen an
der Grenzfliche zu vermeiden, ist von Berenger vorgeschlagen worden, die Ddmpfung o, in der
PML von einem geringen Wert ausgehend schrittweise zu erhohen [38].
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2.5 Einkopplung von Wellen

Praktisch haben sich fiir die Wahl des Funktionsverlaufes von o(x) polynomiale Profile bewéhrt
[4]. Diese kann, wenn z = 0 der Rand der PML ist, mit

Jz(l}) = (x/d)mar,max (2.49)

angegeben werden. Fiir die Wahl des Parameters m haben sich Werte im Bereich 3 < m <4
als optimal fir viele FDTD-Simulationen erwiesen [4]. Die maximale DAmpfung o, max kann in
Abhéngigkeit von den tibrigen Parametern wie folgt angegeben werden [4]:
(m+ 1) In(R(0)
o =— . 2.50

T, max 2md ( )
Hierbei handelt es sich bei R(0) um die Reflexion an der PML, welche eingestellt werden soll.
Sehr niedrige Werte fiihren hier zu sehr groen o, max, wodurch wiederum vermehrt Reflexionen
am Ubergang zur PML im diskretisierten System auftreten. Die Funktion fiir den Parameter
Kz (2) wird zu

kz(x) =14 (Kgmax — 1)(z/d)™ (2.51)
gewahlt. Fir o, () wird gemés [4]

() = (d - x)ma C— (2.52)

gewahlt.

2.5 Einkopplung von Wellen

In dem folgenden Abschnitt soll eine einheitliche Methode fiir die Einkopplung von Feldern in
das Simulationsgebiet beschrieben werden.

Mit den bisher betrachteten Modellen koénnen die Felder nur iiber initiale Feldverteilung
E(7,t = 0) beziehungsweise H(7,t = 0) definiert werden. Soll zum Beispiel die Streuung
eines elektromagnetischen Impulses an einem Streuobjekt untersucht werden, miisste, neben
dem Streuobjekt selber, noch Platz fiir die 6rtliche Diskretisierung der initialen Feldvertei-
lung von dem Impuls im Simulationsgebiet vorgesehen werden. Dies kann, besonders bei in
Frequenzbereich schmalbandigen Impulsen, die Grofle des zu diskretisierenden Bereiches stark
erhohen. Fiir eindimensionale Problemstellungen ist dies oft noch méglich. Werden aber zwei-
oder dreidimensionale Probleme betrachtet, dann fiihrt dies zu einem signifikanten Anstieg der
Anforderungen im Hinblick auf den Speicherbedarf und die Rechenzeit.

Dabher ist es wiinschenswert, die Felder wéhrend der Simulation einzukoppeln. Fiir die FDTD-
Methode sind zu diesem Zweck eine Reihe von speziellen Verfahren entwickelt worden. Fiir die
Untersuchung von Streuung ist in diesem Zusammenhang unter anderem der sogenannte Total
field scattered field (TFSF)-Ansatz wichtig [4, 42]. Eine weitere wichtige Anwendung ist die
Einkopplung von Wellenleitermoden an beispielsweise dielektrischen Wellenleitern.

Viele dieser Ansétze sind allerdings speziell auf die FDTD-Methode angepasst und nicht auf die in
dieser Arbeit untersuchten Algorithmen iibertragbar. In [42] wird eine allgemeinere Beschreibung
auf Basis des Aquivalenzprinzips vorgestellt. Bei dieser werden die einzukoppelnden Felder
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T 59
L ULUL L
\\\ \\\\\\ Q //,l
Abbildung 2.4: Die Abbildung _zeigt die Abbildung 2.5: Hier ist das Feld mit
Feldverteilung ¢4 in dem 1 = 0 auflerhalb von ) ge-
Gebiet 2 mit der Grenze zeigt, wéhrend innerhalb £
09. ¥ = Y4, sowie die Oberfla-

chenstréome ¢ auf 0f2.

mithilfe von Stromdichten .J beziehungsweise magnetischen Stromdichten K dargestellt. Diese
Darstellung erlaubt eine mit den Operatorentwicklungs-Methoden konsistente Darstellung der
Einkopplung von Feldern in das Simulationsgebiet. Dieser Ansatz soll daher in den folgenden
Abschnitten kurz beleuchtet werden.

2.5.1 Aquivalenzprinzip

Die Maxwell-Gleichungen kénnen in Gegenwart von einer allgemein angesetzten Stromdichte J
und einem magnetischen Strom K wie folgt umgeschrieben werden [42]:

0 V x 0 coE 0 eoey — 1) E J
_ Y ” - Sl 2.53
l—vX o] 8t<,uoH +|f£0(ﬁ@—1) o | *|a|) Tk (2:53)
- L 1T
Hierbei gilt neben ¢ = {E’ H } fiir die Stromdichten:

i
=|%]. 2.54
- [ 250

Nun soll angenommen werden, dass eine gewiinschte Feldverteilung 1/_)3“ vorliegt. Bei dieser
kann es sich zum Beispiel wie im oben beschriebenen Fall um einen Impuls handeln, dessen
Interaktion mit einem Streuobjekt untersucht werden soll. Eine andere Moglichkeit ist zum
Beispiel eine Wellenleitermode. Dies ist in Abbildung 2.4 dargestellt. 1,@ ist die Losung fiir
das System ohne Streuobjekt. Die einzige Anforderung an diese Feldverteilung 1;+ ist, dass sie
eine Losung der Maxwell-Gleichungen im umgebenden Medium, welches noch als unendlich
ausgedehnt angesehen werden kann, sein muss [42]. Nun wird eine Doméne (2 definiert, in deren
Innerem sich das Streuobjekt befinden soll. Das Gebiet 2 ist durch die Oberfliche 02 begrenzt.
Dies ist in Abbildung 2.4 schematisch dargestellt. Nun soll in einem zweiten Schritt das Feld
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2.5 Einkopplung von Wellen

auflerhalb von ) als Null angenommen werden:

- {1/7+ innerhalb €2

_ 2.55
4 0 aulerhalb Q. ( )

Nun wird (2.55) in die Gleichung (2.53) eingesetzt. Um diese 16sen zu kénnen und um die
Bedingung (2.55) zu erfiillen, miissen die Strome ¢ an der Oberfliche 02 von dem Gebiet 2
eingefiihrt werden. Die Losung fiithrt auf den folgenden Ausdruck fiir den Oberflichenstrom [42]:

> 0 fx| -~ 0 i x Hy i x Hy
= 6(00 S = 6(00 - = 6(0Q SR 2.56
¢= >[_nx 0]‘” ( )[_m& ; ] ( >[_ﬁxE+] (2.56)
Bei §(092) handelt es sich um eine Dirac-Delta-Funktion. Diese kommt durch die Diskontinuitét
an der Grenzflache zustande [42]. Bei 77 handelt es sich um den Normalenvektor an der Oberfléche
012, welcher auf eins normiert ist und in das Innere von 2 zeigt. Dies ist in Abbildung 2.5
schematisch dargestellt.

Bei den Gréfien H+ und E+ in (2.56) handelt es sich um die Feldkomponenten der vorgegebenen
Verteilung LZ)Jr Genauer werden die Tangentialkomponenten 7 x H+ und —7 X E+ an der
Oberflache 92 benstigt. Der Wert 6(9€2) héngt im ortlich diskretisierten System von der Dicke
der Grenze 0f) in der Richtung von 7 ab. Diese ist im ortlich diskretisierten System nicht
infinitesimal klein, sondern hingt von der Schrittweite der Ortsdiskretisierung ab [42].

Nun kann das zu untersuchende Streuobjekt oder Ahnliches in das Gebiet  eingefiihrt werden.
AuBlerhalb des Gebietes 2 liegt mit den Oberflichenstrémen geméf (2.56) nun nur noch das an
dem Objekt gestreute Feld vor. Nun kann das noch unendlich ausgedehnte System diskretisiert
werden. Um Reflexionen vom Rand des Rechengebietes zu vermeiden, kann zum Beispiel eine
PML am Rand genutzt werden.

Der oben beschriebene Ansatz bildet damit die Grundlage fiir die TFSF-Ansétze bei FDTD-
Berechnungen, fiir deren Formulierung auf die Literatur verwiesen sei [4, 42, 43]. Die obige
Formulierung des einfallenden Feldes an der Grenze von 2 mithilfe von Oberflichenstromen
erlaubt auBerdem eine Ubertragung auf die spéter untersuchten Operatorentwicklungs-Methoden.

2.5.2 Beispiel: Wellenleitermode

Die Verwendung der Methode soll anhand der Einkopplung einer Wellenleitermode illustriert
werden. Hierbei soll es sich um ein dreidimensionales System handeln, wobei in dem ein
Wellenleiter vorliegt, welcher parallel zur z-Achse verlduft. Entlang der x-y-Ebene an z = 0
soll nun eine Eigenmode eingekoppelt werden. Hierzu werden zunéchst die Modenfelder des
Wellenleiters benotigt. Diese kénnen zum Beispiel mit einem numerischen Modenldser bestimmt
werden. Damit ist das Feld im Wellenleiter mit

E:c,m Ex ,m
Eym| =R E m | exp(j(wt — Bz)) (2.57)
Ez,m_ Ez ,m
und ~ -
z,m Lz,m
Hym | =R | By | exp(it - 52)) (2.58)
Hz,m_ _Hz,m
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2 Theoretische Grundlagen der Modellierung

gegeben, wobei mit jeweils ELm = ~$,m(x, y) die Verteilungen der einzelnen Feldkomponenten
der Mode gegeben sind. Da hier nur eine Grenzflache betrachtet wird, gilt folglich fiir 1:
- N o, 1T >
D L B Hy 220 (2.59)
0 z < 0.

Da die Wellenleitermode normal zur x-y-Ebene eingekoppelt werden soll, gilt fiir den Norma-
T
lenvektor 77 = [() 0 1} . Damit sind die Oberflachenstrome in (2.56) fiir dieses Beispiel mit

¢ = 5(00) = §(09) l 7 XX}%* ] —s0) | (2.60)

gegeben. Auch wenn hier von einem normalen Einfall ausgegangen wird, kénnen mit der
diskutierten Methode auch schréig einfallende Wellenleiter implementiert werden. Der Vorteil
der allgemeinen Darstellung (2.56) ist auflerdem, dass beliebige Moden angeregt werden kénnen.
Waéhrend bei Wellenleitern mit nur einer ausbreitungsfahigen Mode in einigen Féllen eine
Punktquelle oder ein Linienstrom ausreichen kann, um die Mode in dem Wellenleiter hinreichend
gut anzuregen, ist dies bei mehrmodigen Wellenleitern nicht mehr der Fall [42]. (2.56) ermdoglicht
in diesem Fall auch die gezielte Anregung von héheren Moden. Die Bestimmung der Modenfelder
kann entweder analytisch erfolgen oder, wie in vielen Fallen n6tig, numerisch.

2.5.3 Diskussion

Neben Streuuntersuchungen kann der Ansatz auch genutzt werden, um, wie beispielhaft ge-
zeigt, Wellenleitermoden an einer Oberfliche 92, wie in Abbildung 2.4 dargestellt, anzuregen.
Einschrankungen ergeben sich bei der Diskretisierung. Die numerische Dispersion hat zur Fol-
ge, dass die vorgegebenen analytischen Losungen fiir das Feld 4 nicht mit den numerischen
Losungen iibereinstimmen. Bei dem in Abbildung 2.5 schematisch dargestellten Wellenleiter
liegen dann insbesondere Fehler an der Ausgangsseite vor. Dies kann bei Streuuntersuchungen
mit der TFSF-Methode fiir Fehler sorgen, da Teile des einfallenden Feldes in das gestreute
Feld entweichen kénnen [42]. Im Kontext der FDTD-Methode werden hierzu eine Reihe von
Losungsansétzen in der Literatur diskutiert [4, 42-45].

Bei der Untersuchung von Wellenleitern kann dies ebenfalls Probleme bereiten. Hier kénnen
ebenfalls geringe Abweichungen der Propagationskonstanten in der Simulation von der mit @L
vorgegebenen Mode zu Abweichungen fithren. Diese Abweichungen haben zusétzliche Streuung
in die Zone auflerhalb von €2 zur Folge. Die Fehler nehmen mit feiner werdender Diskretisierung
allerdings ab [42]. Auch hierzu werden in der Literatur verschiedene Losungen diskutiert. Eine
Moglichkeit ist, die Simulation zunéchst nur mit dem Wellenleiter durchzufithren, um die
numerische Wellenleitermode zu bestimmen. Der Nachteil dieses Vorgehens ist die zuséatzlich
notige Simulation [4, 42]. Ein weiterer Ansatz ist die genauere Approximation der Propagation
wéahrend der Simulation. Hierzu eignen sich Simulationsverfahren, welche in dieser Arbeit
untersucht werden. Aufwendiger wird dies, wenn zusétzlich noch Dispersion durch die Materialien
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2.5 Einkopplung von Wellen

vorliegt oder, wenn bei Betrachtung eines Wellenleiters bei breitbandigen Signalen, zusétzlich
die Wellenleiterdispersion noch eine signifikante Rolle spielt [42].
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3 Numerische Methoden und Implementierung

Im vorangegangenen Kapitel werden die theoretischen Grundlagen der verwendeten Modelle
beleuchtet. Nun soll auf deren numerische Implementierung eingegangen werden. Dabei soll
der Fokus auf der Ortsdiskretisierung liegen, wihrend sich die restliche Arbeit mit der Appro-
ximation der Zeitpropagation beschéftigt. Dennoch bildet eine effiziente Implementierung der
Ortsdiskretisierung die Grundlage fiir die betrachteten Zeitpropagationsverfahren.

Zunéchst werden die zur Ortsdiskretisierung verwendeten Verfahren vorgestellt. Im Anschluss
wird die klassische FDTD-Methode in den Blick genommen werden, welche als Vergleichsalgo-
rithmus herangezogen wird. Zum Schluss werden einige Aspekte der Implementierung fiir die
hier untersuchten Algorithmen beleuchtet.

3.1 Ortsdiskretisierung

Bei der Ortsdiskretisierung handelt es sich um die numerische Darstellung der Feldgrofien im
Simulationsgebiet. Da sich diese Arbeit vorwiegend mit der Beschreibung der Zeitpropagation
beschéftigt, soll hier nur kurz auf die verwendeten Ortsdiskretisierungverfahren eingegangen
werden. Bei diesen handelt es sich einerseits um die Finite Differenzen (FD)-Diskretisierung
nach Yee [5] und andererseits um pseudospektrale Methoden zur Ortsdiskretisierung [15].

3.1.1 Finite Differenzen mit dem Yee-Gitter

Das Yee-Gitter, welches zuerst im Jahre 1966 [5] von Yee beschrieben worden ist, ist ein Verfah-
ren zur Ortsdiskretisierung der Maxwell-Gleichungen. Als Ortsdiskretisierungverfahren fiir den
FDTD-Algorithmus ist das Yee-Gitter weit verbreitet. Allerdings findet es auch bei der numeri-
schen Berechnung von Wellenleitermoden oder Frequenzbereichsalgorithmen Anwendung [46].
Im Folgenden soll der Ansatz kurz skizziert und auf einige wichtige Eigenschaften eingegangen
werden, welche den Algorithmus fiir viele Anwendungen so attraktiv machen. Auflerdem sollen
im Anschluss die Schwéchen des Ansatzes betrachtet werden. Fiir eine tiefergehende Diskussion
sei auf die Literatur verwiesen [4, 5, 47, 48].

Eindimensionaler Fall

Um das Verfahren zu skizzieren, soll zunéchst auf den eindimensionalen Fall eingegangen werden,
welcher durch die Gleichungen (2.13) und (2.14) beschrieben wird. Die z-Ableitungen werden
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bei dem Verfahren mit zentralen finiten Differenzen approximiert. Im Folgenden wird fiir die
diskretisierten Feldkomponenten die Definition

Flijr = F(iAz, jAy, kAz) (3.1)

verwendet [5]. Es ergeben sich die folgenden ortlich diskretisierten Gleichungen:

gH | L= 1 E:Jc|k:+1_E:Jc|k:

ot "R gyl Az (3.2)
O - Hylpry = Hylpy .
ot Tk €k Az '

Hierbei ist zu beachten, dass die Feldkomponenten einer Diskretisierungszelle nicht fiir den
gleichen Ort definiert sind. Die E, und die H, Komponente ist um einen halben Diskretisie-
rungsschritt Az/2 versetzt.

Zweidimensionaler Fall

Die Ortsdiskretisierung des zweidimensionalen Falles nimmt fiir die TM-Mode die Form

0 — 1 E2|i,j+1 - Ez’i,j
7Hx’ij+l = -
8t » 2 M i,j+% Ay
8 1 E|.+17A_E’A’}
5 livs ;= SR v (3.3)
Myy‘i-l—%,j x
9 g lij = 1 (Hylipyy —Hyliog;  Halijys — Halijoy
ot =" i Ax Ay

an und ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Die Feldkomponente E, ist hierbei im Zentrum der
Yee-Zelle positioniert. Fiir die TE-Mode lassen sich mit

Oy =t (Ey’”ivj —Eylicy; Eeligey - Ez‘“”)

ot Pzzi Ax Ay
QEQUL o1 Hilig— Hefij (3.4)
ot~z 61355|i,j—% Ay )
g =1 Hlij = Helicaj
ot T el Az

die ortsdiskretisierten Gleichungen angeben. Hierbei befindet sich nun die H, Komponente
im Zentrum der Gitterzelle. Der Aufbau der Gitterzellen fiir die beiden Polarisationen ist in
Abbildung 3.1 dargestellt.
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Abbildung 3.1: Die Abbildung zeigt die Yee-Gitterzellen fiir die zweidimensionale TM- und die
TE-Mode sowie die dreidimensionale Yee-Zelle.

Dreidimensionaler Fall

Die Ortsdiskretisierung fiir den dreidimensionalen Fall hat die Form

0 1 sligripey — Beligrey  Buli ,J+27k+1 uligd

ot bIT3 2 Mﬂﬁx’i,j+%,k+% Ay

0 H,| B 1 Bolivi jor = Balivi e Eeliny, k:+— g+ 3

ot Vlitgakty T T -

ot 2 2 Myy|i+%,j,k+% Az

0 i) 1 Eylivgrie = Bylijrin Ew|i+§,j+1,k Eo ‘z+2,a,

ot +35,0+5, MZZ’i+%,j+%,k Ax A
0 Bl 1 Helivggean = Helivgjmin Holingjned = Holivg it
ot 1+3.05 6$1‘|i+%,j,k Ay Az
a E | _ 1 (H ‘ 7]+27k+2 Hx’ZJ"_%?k_% HZ|1+%7]+%7]€ 2_7]+27k>
9t Ylig+g.k = -
ot 2 6yy|z’,j+%,k Az Az
9 1 Hylistjpet = Hyliotjnry  Holigeipes = Holig- 141
—_— .. 1 = — .
ot "F ikt 6ZZ|i,j,k+% Az Ay

(3.5)
Die Gitterzelle ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Der 6rtliche Versatz zwischen den Diskreti-
sierungspunkten der einzelnen Feldkomponenten hat die folgenden Konsequenzen. Eine der
wichtigsten Eigenschaften ist die inhédrente Divergenz-Freiheit des Diskretisierungsverfahrens.
Die Divergenz-Freiheit in (2.1) also V - (¢E) = 0 und V - (uH) = 0 ist in Abwesenheit einer
Raumladung p’ durch das Yee-Gitter erfiillt [4]. Das hat zur Folge, dass die Divergenz-Freiheit
nur zum Beginn der Simulation bei der Initialisierung der Feldwerte beriicksichtigt werden
muss, da das Yee-Gitter diese erhélt [48]. Eine weitere Konsequenz des versetzten Gitters ist,
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dass die € und g mit ihren Feldkomponenten ko-allokiert sind. In (3.2) fithrt dies dazu, dass
€z und fi,, auch um Az/2 versetzt definiert sind. Im zwei- und dreidimensionalen Fall, bei
dem noch weitere Feldkomponenten vorhanden sind, ist fiir jede Feldkomponente das € und
i separat zu definieren. In dieser Arbeit soll das durch die Indizes €,,, beziechungsweise €,
und €., beriicksichtigt werden. Der Versatz muss neben der Diskretisierung der Materialien
auch bei der Einkopplung von Wellen in das Simulationsgebiet beachtet werden. Der Versatz
fiihrt zu Phasenunterschieden, welche mit in Betracht gezogen werden miissen. Ein weiterer
Vorteil ist die korrekte Beschreibung der Stetigkeitsbedingungen fiir die Feldgréfien an Sprung-
stellen von Materialien [48]. Die Beziehungen fir die Stetigkeit an Sprungstellen von e und
1 werden automatisch erfiillt, sofern das Gitter an die Geometrie der Sprungstelle angepasst
ist [4]. Allerdings rufen die Approximationsfehler bei der Diskretisierung auch die sogenannte
numerische Dispersion hervor [4]. Diese fithrt dazu, dass sich die Wellen auf dem numerischen
Gitter langsamer ausbreiten als in der Realitdt. Dieser Effekt ist eine zentrale Einschrinkung in
vielen praktischen Anwendungsfillen, weshalb dieser im néchsten Abschnitt genauer beleuchtet
werden soll.

Numerische Dispersion

Die Dispersionsrelation in einem isotropen Medium mit der Permittivitdt ¢ = €ge, und der
Permeabilitat u = pop, ist mit
2
w 2 2 2
(C) — k2 k2 42 (3.6)
gegeben, wobei ¢ = 1/,/eu = cy/\/€11r gilt. Durch die Approximationsfehler, welche bei der
FD-Diskretisierung auf dem Yee-Gitter auftreten, liegt eine andere Dispersionsrelation vor [4]:

G - (G52 e (Gn (522 e (52 w0

Hier wird ¢ mit ¢ ersetzt, da die Ausbreitungsgeschwindigkeit auf dem numerischen Gitter von ¢
abweicht. Diese zusétzliche unphysikalische Abweichung wird numerische Dispersion genannt [4].
Problematisch an dieser Abweichung ist, dass die Dispersionsrelation (3.7) durch die rechteckige
Struktur des Gitters anisotrop ist. Das bedeutet, dass die numerische Ausbreitungsgeschwindig-
keit ¢ richtungsabhéngig ist. Die gesamte Abweichung lasst sich durch eine feinere Diskretisierung
reduzieren, allerdings verbleibt die Anisotropie der Dispersionsrelation [4].

3.1.2 Pseudospektraler Ansatz

Im letzten Abschnitt wird die Ortsdiskretisierung der Maxwell-Gleichungen mithilfe des Yee-
Gitters beleuchtet. Eine der Schwéchen dieses Ansatzes ist die im Anschluss analysierte nume-
rische Dispersion. Diese kann durch eine feinere Auflésung reduziert werden. Wenn aber im
Vergleich zum betrachteten Wellenldngenbereich sehr grofie Strukturen untersucht werden, fithrt
dies auf eine sehr grofle Anzahl von Diskretisierungspunkten. Eine Alternative ist die Verwendung
von pseudospektralen Methoden [4]. Bei diesen Pseudospectral Time-Domain (PSTD)-Ansétzen
werden die Ortsableitungen mithilfe von trigonometrischen Funktionen oder mit Tschebyscheff-
Polynomen approximiert. Im Kontext der Maxwell-Gleichungen sind diese unter anderem von
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Liu untersucht worden [15, 49]. Diese erméglichen bei ausreichend glatten Losungen eine spek-
trale Konvergenz. Dies bedeutet, dass der Fehler bei der Approximation der Ortsableitungen
exponentiell mit der Anzahl der Diskretisierungspunkte geringer wird [4, 14]. Praktisch l4sst
sich der anisotrope numerische Dispersionfehler, welcher bei dem FD-Yee-Gitter ein Problem
darstellt, bei homogenen Medien fiir Ny = A/A >= 2 auf null reduzieren. N, >= 2 ist hierbei
die Anzahl der Abtastpunkte pro Wellenldnge [4]. Liegen aber mehrere verschiedene Doménen
vor, so miissen diese iiber geeignete Ubergangsbedingungen miteinander gekoppelt werden [4,
42].

Dariiber hinaus macht der geringere numerische Dispersionsfehler das Verfahren fiir die Simula-
tion von nichtlinearen Effekten interessant [50, 51]. Aufgrund der Konvergenzeigenschaften und
der potenziellen Anwendungsmoglichkeiten bei der Untersuchung von nichtlinearen Effekten
sowie groflen Systemen mit niedrigen Brechzahlkontrasten ist dieses Diskretisierungsverfahrens
eine interessante Alternative zum Yee-Gitter im Kontext der untersuchten Methoden. Daher
soll der Ansatz im Folgendem kurz erlautert werden.

Approximation der Ortsableitungen

Fiir die Approximation der Ortsableitungen wird bei den pseudospektralen Verfahren genutzt,
dass fiir die Ableitung einer Funktion f(z)

S pw) = F G F (7 () (33

gilt, wobei F die Fouriertransformation und F~! die Riicktransformation ist. Fiir das diskrete
System wird zu diesem Zweck die Diskrete Fourier Transformation (DFT) beziehungsweise die
inverse DF'T verwendet. Hierzu soll ein Rechengebiet der Lénge L, angenommen werden, welches
aquidistant mit N, Punkten abgetastet ist. Dies entspricht einer Schrittweite von Az = L,/N,.
Fiir das diskrete System kann die Ortsableitung der Feldkomponenten analog zu (3.8) bestimmt

werden. Diese ist mit
0 2

92" - N, Az
gegeben [4, 42]. Bei n, handelt es sich jeweils um die Indizes der Fourierreihen-Entwicklung der
Feldkomponente, die bei der DFT zugrunde liegt:

Fp'(in.Fp(Ey)n.) (3.9)

N./2—1

1 .
E.(z) = N Z Eyn, exp(j2mn,(z — 20) /N A;). (3.10)
# ny,=—N,/2

Bei E~x7nz handelt es sich um den n,-ten Entwicklungskoeffizienten der Fourierreihe. Dabei ist zu
beachten, dass die Funktionen hierbei als periodisch angenommen werden. Die schnelle Fourier
Transformation (FFT) erlaubt eine effiziente Berechnung der DFT Fp beziehungsweise der
inversen DFT F'. Der Rechenaufwand fiir eine Transformation betrigt hierbei O(N logy N). Tm
Vergleich mit dem FD-Yee-Gitter ist zu beachten, dass die Feldkomponenten nicht mehr 6rtlich
versetzt, sondern alle fiir den gleichen Punkt definiert sind. Im allgemeinen dreidimensionalen
Fall lassen sich die Feldkomponenten daher mit der Definition (3.1) angeben:

E(i,5.k) = Bl 3)ac )y, (b4 )2 (3.11)
H(i,j, k) = H‘(i+%)Am,(j+%)Ay,(k+%)Az'
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Fiir zwei- und dreidimensionale Probleme werden die Ortsableitungen in der folgenden Form

r(falisi(frt:
9 T "]07 0 N ﬁ ] x T "jO? 0 . .

Hierbei bedeutet : in (3.12), dass alle Koordinatenpunkte in z-Richtung, daher tiber alle Indizes 1,
mit Fourier transformiert werden. Zu beachten ist, dass in (3.12) keine klassische zweidimensionale
oder dreidimensionale DFT beziehungsweise FFT durchgefiihrt wird. Die Transformation wird
nur entlang der z-Richtung ausgefiihrt [4]. Dadurch, dass die tangentialen Feldkomponenten
in den Maxwell-Gleichungen immer stetig sind, ist es auch moglich (3.12), bei Materialien mit
Spriingen in der Permittivitdt beziehungsweise der Permeabilitdt zu verwenden. Allerdings kann
bei metallischen Grenzflichen oder bei Ubergéingen mit einem sehr hohen Brechzahlkontrast
eine Reduzierung der Konvergenzordnung auftreten, sodass eine dichtere Diskretisierung notig
wird [4].

Die Verwendung der Fourierreihe und die periodische Natur der trigonometrischen Funktion in
(3.10) resultiert in dem sogenannten "Wrap-Around-Effekt"[4]. Dies bedeutet, dass Wellen, welche
wahrend der Zeitpropagation auf die Rénder zulaufen, an der anderen Seite des Rechengebietes
wieder auftreten. Sofern das modellierte System selber nicht periodisch ist, ist dieser Effekt
unerwiinscht. Als mogliche Losung wird in der Literatur die Verwendung von PML zur Absorption
der Wellen an den Réndern vorgeschlagen [15]. Alternativ kénnen neben den trigonometrischen
Funktionen auch Tschebyscheff-Polynome verwendet werden. Die Transformation kann bei diesen
effizient mithilfe der diskreten Kosinus Transformation erfolgen [4].

Zusammenfassung

Das oben beschriebene Verfahren eignet sich am besten, wenn sich die Medien im Rechengebiet
nur kontinuierlich &ndern [4, 14]. Durch die spektrale Konvergenz der Approximation kann
bei homogenen Materialien eine grobe Diskretisierung des Rechengebietes von bis zu Ny >= 2
ausreichen. Dies erlaubt die Betrachtung von sehr grofien Strukturen. Auflerdem liegt keine
Anisotropie bei den numerischen Ausbreitungsgeschwindigkeiten vor, wie bei dem Yee-Gitter
in Abschnitt 3.1.1 der Fall ist [4]. Wenn sich im Rechengebiet Diskontinuitdten wie zum
Beispiel Spriinge in der Brechzahlverteilung befinden, ist der Ansatz zwar anwendbar, es kommt
aber zu einer Reduktion der Konvergenzordnung [4, 14]. Daher werden in der Praxis mehr
Diskretisierungspunkte pro Wellenldnge benotigt. Bei sehr groflen Brechzahlspriingen oder
sogar metallischen Ubergéingen kann dies unpraktikabel werden. In diesem Fall bieten sich
die Aufteilung des Rechengebietes und die Verwendung von lokalen Fourier-Basisfunktionen
in den einzelnen Gebieten an. Das Rechengebiet wird hierbei entlang der oben beschriebenen
Diskontinuitaten in einzelne Bereiche eingeteilt. Die Verbindung zwischen den Doménen wird
mit speziellen Ubergangsbedingungen realisiert [4, 42].

3.2 FDTD - Finite Differenzen im Zeitbereich

Der im Jahr 1966 von Yee in [5] beschriebene FDTD-Algorithmus wird auch heute noch in
vielen Bereichen fiir die Zeitbereichslosung der Maxwell-Gleichungen eingesetzt. Der Algorithmus
verwendet das bereits beschriebene Yee-Gitter zur Ortsdiskretisierung der Maxwell-Gleichungen
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3.2 FDTD - Finite Differenzen im Zeitbereich

und verwendet ein Leap-Frog-Schema fiir die Zeitableitung, welches ebenfalls auf finiten Dif-
ferenzen beruht [4]. Die bestehende Popularitit dieses Ansatzes ldsst sich unter anderem auf
seine einfache Struktur und dadurch gute Erweiterbarkeit zurtickfithren. Diese erlaubt zum
einem eine einfache Implementierung und die direkte Einbindung sowohl von linearen als auch
nichtlinearen Materialmodellen [4]. Zum anderen eignet sich die Struktur des Algorithmus gut fiir
die Parallelisierung [4]. Der FDTD-Algorithmus soll als Standardverfahren fir den Vergleich mit
den in dieser Arbeit vorgestellten alternativen Verfahren verwendet werden. Im Folgenden soll
kurz auf den Algorithmus eingegangen werden. Eine umfangreiche Diskussion ist beispielsweise
in [4] zu finden.

3.2.1 Zeitpropagation

Mit der Betrachtung des Yee-Gitters in Abschnitt 3.1.1 ist die 6rtliche Diskretisierung des FDTD
Algorithmus bereits gegeben. Fiir die Approximation der Zeitableitung werden ebenfalls zentrale
Differenzen herangezogen. Wie bei der Ortsdiskretisierung mit dem Yee-Gitter, werden fiir die
Approximation der Zeitableitungen bei dem FDTD-Algorithmus das elektrische Feld E und
das magnetische Feld H auch zeitlich um At versetzt definiert [4]. Der Algorithmus nutzt das
folgende Schema zur Zeitpropagation [5]:

. B At » -
H|t+At/2 — H’tht/Q _ Iv % E‘t

(3.13)
BEHA — it 4 At Fratz,
€

Die Ortsdifferenzen, welche in Abschnitt 3.1 beschrieben werden, sind hier fiir eine tibersichtliche
Notation nicht dargestellt. Der Versatz in der Zeit fiihrt zu Phasendifferenzen zwischen den
Feldwerten E und H , welche berticksichtigt werden miissen. Diese spielen insbesondere bei der
Definition von initialen Feldverteilungen und bei der Einkopplung von Wellen in die Simulation
eine Rolle. Dariiber hinaus miissen bei der Einbindung von zusétzlichen Materialmodellen,
welche in Abschnitt 2.2 beschrieben sind, sowohl der Versatz im Ort als auch der Versatz
in der Zeit der einzelnen Feldkomponenten beachtet werden. Auflerdem muss dieser bei der
Interpretation der berechneten Ergebnisse berticksichtigt werden. In (3.13) ist zu erkennen,
dass die Differenzen-Gleichungen in (3.13) immer nur von bekannten Feldwerten abhéngen. Der
Algorithmus ist also explizit. Allerdings ist der Algorithmus nicht unbegrenzt stabil, was bei
einer zu groffen Wahl der Zeitschrittweite At zu divergierenden Ergebnissen fiihrt. Die Stabilitét
soll daher im néchsten Abschnitt analysiert werden.

3.2.2 Stabilitat und Numerische Dipersion

Die Stabilitdt und die numerische Dispersion des FDTD-Algorithmus kann untersucht wer-
den, indem alle Felder nach ebenen Wellen entwickelt werden [4]. Dieser Ansatz wird in die
diskretisierten Gleichungen (3.13) eingesetzt. Fiir den dreidimensionalen Fall und unter An-
nahme eines homogenen Mediums ergibt sich der folgende Zusammenhang fiir die numerische
Dispersionsrelation [4]:

sin(@At/2)\?  (sin(k,Az/2)\°  (sin(k,Ay/2)\° | (sin(k.Az/2))°
( cAt >_< Az >+< Ay >+< Az ) (314
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Hierbei ist zu beachten, dass es sich bei @ um die numerische Kreisfrequenz handelt, welche
von der physikalischen abweichen kann. Ebenso stellen %, l;:y und k. die numerische Wellenzahl
dar [4]. Die Lichtgeschwindigkeit ¢ in dem betrachteten homogenen Medium ist mit ¢ = 1/,/en
gegeben. Im Vergleich zu der Dispersionsrelation des reinen Yee-Gitters in (3.7) liegt in (3.14)
zusétzlich noch eine Abhéngigkeit beziiglich des Zeitschritts vor. Durch die Zeitdiskretisierung
werden zusétzliche Fehler bei der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen auf dem numerischen
Gitter verursacht. Im Gegensatz zu der numerischen Dispersion, welche durch das Gitter zustande
kommt, ist der Fehler, welcher durch die Zeitdiskretisierung vorliegt, isotrop, also nicht von der
Ausbreitungsrichtung abhéngig [4, 52].

Um die Stabilitat des Verfahrens zu untersuchen, wird (3.14) nach der Frequenz w umgestellt
[4]:

.2 , 1. [ kAx 1 ., (k,Ay 1 ., (kAz
W = 4 arcsin (Atc\lM81n2< > >+Ag/28m2< y2 >+AZ251n2< 5 )) (3.15)

Damit das Verfahren stabil ist, muss @ rein reell sein. Ist dies fiir einige Frequenzen nicht der
Fall, so kommt es bei diesen Frequenzen zu unphysikalisch geddmpften oder auch ansteigenden
Losungen. Dieses fithrt zu instabilen Simulationen. Damit die Bedingung Im(®) = 0 erfiillt
ist, muss das gesamte Argument der arcsin-Funktion in (3.15) kleiner als eins sein. Die obere
Crenze fiir die sin>-Funktionen ist bei allen moglichen reellen Werten fiir & eins [4]. Damit héingt
die Bedingung fiir das Argument der arcsin-Funktion fiir gegebene Materialeigenschaften und
Diskretisierung nur von At ab. Die Bedingung ist erfillt, wenn

1
1 1 1
C\/ 2zt ag T a2
gilt [4]. Bei (3.16) handelt es sich um die eingangs bereits erwahnte CFL-Bedingung. Ist dies
nicht gegeben, kann die Frequenz @ auf dem Gitter einen Imaginérteil Im(®) # 0 aufweisen,
was zu exponentiell steigenden oder fallenden Losungen fithrt. Die Bedingung (3.16) koppelt
die maximale stabile Zeitschrittweite Atopr an die Schrittweite der Ortsdiskretisierung des
Simulationsgebietes [4]. Dies hat zur Folge, dass fiir kleine Schrittweiten in der Ortsdiskretisierung

sehr kleine Zeitschrittweiten gewdhlt werden miissen, um die Stabilitdt der Simulation zu
gewéhrleisten. Fiir den zweidimensionalen Fall kann die CFL-Bedingung mit

1

At < Atcpr, = (3.16)

At < Atopr, = —— (3.17)
Bz T Ay
angegeben werden. Im eindimensionalen Fall ist sie durch
At < Atcpr, = (3.18)

1
Az2

c

gegeben.

3.3 Implementierungsaspekte

In diesem Abschnitt soll auf die Implementierung der oben beschriebenen Materialmodelle und
Verfahren zur értlichen Diskretisierung fiir die hier untersuchten Algorithmen zur Zeitpropagation
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eingegangen werden. Diese Algorithmen basieren formal auf der Matrixform (2.17) der Maxwell-
Gleichungen. Daher soll zunéchst auf die Diskretisierung der Maxwell-Gleichungen in (2.17)
eingegangen werden sowie auf einige der grundlegenden Eigenschaften der dabei bestimmten
Systemmatrix. Im Anschluss sollen einige Aspekte fiir die parallele Implementierung auf CPUs
und GPUs in den Blick genommen werden.

3.3.1 Diskretisierung der Systemmatrix

Zuerst soll auf die Diskretisierung mit einem FD-Gitter nach Yee eingegangen werden. Aus
der Feldverteilung (¢, 7) in (2.17) wird durch die Diskretisierung ein groBer vollbesetzter
Vektor \I_}(t) € RY, welcher die diskreten Feldkomponenten an allen Abtastpunkten enthlt. Die
ADEs, welche bei der Beschreibung von Materialmodellen oder fiir die Einbindung von PMLs
Anwendung finden, werden ebenfalls auf diese Weise diskretisiert. Hierbei ist bei der Verwendung
des Yee-Gitters der ortliche Versatz der Feldkomponenten zu beachten. Ein Versatz in der Zeit,
wie bei dem FDTD-Algorithmus [4], liegt nicht vor. Aus dem Matrixoperator in (2.17) wird
hierbei also eine grofie diinnbesetzte Matrix H € RV*N, Das ortlich diskretisierte System ist
mit
0

axf/(t) = HU(t) (3.19)

gegeben. Am Rand des Systems miissen hierbei Randbedingungen fiir die Zellen an den Gren-
zen des Simulationsgebietes gewédhlt werden. Hier werden in der Regel mit E, = 0 PEC-
Randbedingungen oder mit H, = 0 PMC-Randbedingungen gewihlt [4]. Fiir periodische
Systeme konnen auch periodische Randbedingungen verwendet werden [4]. Die Diskretisierung
soll an einem eindimensionalen System (2.13) mit N, = 5 Punkten illustriert werden. Die
diskretisierten Versionen der Ortsableitungen (2.13) sind mit

-1 1 0 0 0 1 0 0 0
T T T S r 1|71 1 0 00
pf=—|0 0 -1 1 0| DIf=- (pF) = A0 -1 10 0] (320
“lo o o0 -1 1 1o 0 -1 1 0
0 0 0 0 -1 0 0 0 -1 1
bestimmt. Damit ist die Systemmatrix H mit
0 —~[-L|DH
H= Can T E 3.21
l—[@wa 0 320

gegeben, wobei es sich bei [i] beziehungsweise [ﬁ] um die diskretisierten Werte fiir die
Permittivitdt und Permeabilitat handelt. Diese sind mit den diskretisierten Werten von E,
beziehungsweise H, ko-allokiert.

Fiir die dampfungsfreien Maxwell-Gleichungen (2.17) kann durch eine Transformation die Schief-
symmetrie der Systemmatrix H explizit gezeigt werden [4, 53]. Eine reelle schiefsymmetrische
Matrix hat rein imaginire Eigenwerte, welche symmetrisch zur reellen Achse verteilt sind [54]. Die
Systemmatrix H ist bei praktischen Problemen sehr grof. Bei der FD-Diskretisierung nach Yee
liegen bei einem zweidimensionalen System mit 1000 Diskretisierungspunkten entlang jeder Achse
schon insgesamt NN, =1 X 105 Abtastpunkte fiir jede Feldkomponente vor, sodass der Vektor
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\I_)(t) N = 3 x 10° Elemente aufweist. Die Matrix # hat damit eine Gréie von 6 x 10° x 6 x 109,
was in insgesamt 9 x 10'2 Matrixeintrigen resultiert. Bei einem dreidimensionalen System mit
100 Diskretisierungspunkten entlang jeder Achse liegen mit N = 6N, N, N, = 6 x 10° insgesamt
3,6 x 1013 Matrixeintrige vor. Damit ist es auch auf leistungsfihigen Rechnern in der Regel
nicht méglich, die komplette Systemmatrix fiir praxisrelevante Systeme iiberhaupt zu speichern.
Die Verwendung von Materialmodellen verschérft dieses Problem noch weiter. Allerdings ist
die Systemmatrix # von Diskretisierungsverfahren, wie der FD-Diskretisierung nach Yee [5],
Verfahren wie den Finite Integrationstechnik (FIT)-Verfahren [55] oder dem diskontinuierlich
Galerkin (DG)-Verfahren [17] in der Regel diinn besetzt.

Die Anwendung des pseudospektralen Diskretisierungsverfahren aus Abschnitt 3.1.2 erfolgt
analog. Ein wichtiger Unterschied hierbei ist, dass die Diskretisierung der o6rtlichen Differenziale
formal auf dicht besetzte Matrizen fithren wiirde. Dies ist in der Verwendung der globalen
Basisfunktionen begriindet. Daher wird die Systemmatrix in der Praxis nicht explizit berechnet,
da nach den obigen Betrachtungen eine tatséichliche Speicherung fiir grofie Systeme unpraktikabel
ist. Die Ortsableitungen in der Systemmatrix (3.21) werden stattdessen mit der Vorschrift (3.9)
mithilfe der FFT bestimmt. Dieses Vorgehen wird im Folgenden erneut aufgegriffen.

3.3.2 Effiziente Implementierung

Die formale 6rtliche Diskretisierung nach Yee fiihrt, wie oben beschrieben, auf groffe diinnbesetzte
Systemmatrizen H. Daher kann fiir diese auf die Verwendung von speziellen Formaten fiir
diinnbesetzte Matrizen zuriickgegriffen werden [56]. Bei diesen ist es insbesondere moglich,
Matrix-Vektor-Multiplikationen effizient durchzufithren. Allerdings wird bei der Verwendung
eines solchen Standardformates die Struktur des ortlichen Diskretisierungsverfahrens nicht
mehr ausgenutzt. Ein besserer Ansatz ist es, die Matrix-Vektor-Multiplikation HW(¢) direkt
zu implementieren. Dieses Vorgehen erlaubt eine effizientere, auf die 6rtliche Diskretisierung
angepasste, Implementierung fiir parallele Architekturen wie Mehrkern-CPUs und GPUs. Hierbei
kann die Matrix-Vektor-Multiplikation gezielt optimiert werden. Dazu wird fiir viele der im
Rahmen dieser Arbeit beschriebenen Modelle die Matrix-Vektor-Multiplikation mit OpenCL™
[57] implementiert, wihrend der Rest der Programmierung in der Skriptsprache Python erfolgt.

AuBerdem kann festgestellt werden, dass eine Matrix-Vektor-Multiplikation ¥ (¢) im Hinblick
auf den Rechenaufwand einem Zeitschritt mit der FDTD-Methode einspricht [4, 53]. Diese
Parallele ist von Bedeutung, da sie erlaubt, die Matrix-Vektor-Multiplikation ’H\f'(t) im Laufe der
Arbeit als Ma8 fiir den Rechenaufwand der untersuchten Algorithmen heranzuziehen. Die Anzahl
der benétigten Matrix-Vektor-Multiplikation H\I_}(t) ist hierbei ein von der Implementierung
unabhéngiges Ma$ fiir den bendtigten Rechenaufwand. Fiir den pseudospektralen Ansatz werden,
wie oben bereits beschrieben, die Ortsableitungen der Felder in der Matrix-Vektor-Multiplikation
H\I7(t) sehr effizient mit der FFT bestimmt. Fiir die parallele Implementierung grofler Systeme
auf verteilten Rechnersystemen ergeben sich allerdings bei dem in Abschnitt 3.1.2 betrachteten
Fourier-Ansatz Probleme durch die Verwendung der globalen Basisfunktionen. Die globalen
Basisfunktionen resultieren in einem groflen Datenaustausch, welcher bei der Implementierung
auf verteilten Rechnersystemen zu Problemen fithrt [42]. Ein Losungsansatz dafiir ist der
Riickgriff auf die oben bereits genannte Aufteilung des Rechengebietes und die Verwendung von
lokalen Fourier-Basisfunktionen. Diese erlauben eine Aufteilung des Systems und eine parallele
Berechnung der einzelnen Gebiete [4, 42, 58].
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Im Folgenden wird ein erster Ansatz evaluiert, um mit Polynomentwicklungen ein alternatives
Verfahren zur Zeitpropagation zu konstruieren. Das Ziel soll es hierbei sein, mithilfe einer
Operatorentwicklung auf Basis von Tschebyscheff-Polynomen ein Zeitpropagationsschema zu
konstruieren, welches Zeitschritte erlaubt, die grofier sind als der Zeitschritt Atcpr, in (3.16).
Der entwickelte trigonometrische Operator basiert hierbei auf der formalen Anwendung eines
Zweischrittverfahrens auf das ortlich diskretisierte System. Hierbei soll ein explizites Zeitpropa-
gationsschema bestimmt werden.

Ein Algorithmus zur Losung der Maxwell-Gleichungen auf Basis von Approximationen mit
Tschebyscheff-Polynomen wird in [53] vorgestellt. Bei diesem Ansatz wird allerdings ein Matrix-
exponential mithilfe der Tschebyscheff-Polynome entwickelt. In [59] wird ein Zweischrittverfahren
mithilfe einer Taylorpolynom-Approximation niedriger Ordnung zur Loésung der Schrédingerglei-
chung verwendet. In der Mathematik ist die Klasse der Propagations-Verfahren mit trigonome-
trischen Operatoren zuerst von Gautschi [60] untersucht worden. Weitere Ausfithrungen sind in
[61] zu finden. Zu Differenzialgleichungen zweiter Ordnung sind dartiber hinaus Untersuchungen
in [62] zu finden.

Das untersuchte Zeitpropagationsschema soll die Losung der Maxwell-Gleichungen unter Bertick-
sichtigung aller Feldkomponenten erlauben. Hierzu wird ein spezieller Operator mithilfe einer
Transformation der Matrix bestimmt. Eine Besonderheit des vorgestellten Ansatzes gegeniiber
dem Tschebyscheff-Polynom-Ansatz in [53] ist, dass durch die Formulierung des Algorithmus
gewahrleistet wird, dass der Wachstumsfaktor immer betragsméfig eins ist. Auflerdem erfolgt
eine direkte Beriicksichtigung der Eigenschaften des Eigenwertspektrums der Systemmatrix H.

Nach der Formulierung des Ansatzes wird seine Stabilitdt untersucht. Es wird eine Methode
vorgestellt, mit der Stabilitdt sichergestellt werden kann. AnschlieSfend wird dies mithilfe ei-
nes Beispieles illustriert. Abschliefend wird der Fehler des Algorithmus betrachtet. Teile der
vorgestellten Ansétze sind in [KS2, KS3| veroffentlicht. Die Ergebnisse werden im Folgenden dar-
gestellt und erweitert. Voruntersuchungen, auf die nicht weiter eingegangen werden soll, erfolgten
mithilfe der skalaren Wellengleichung. Diese sind in [KS4, KS5] veroffentlicht beziehungsweise
liegen in [63] vor.

4.1 Theorie

Der Ausgangspunkt fiir die Formulierung des Algorithmus sind die 6rtlich diskretisierten Maxwell-
Gleichungen in der Operatordarstellung in (3.19). Hierbei wird ein lineares, isotropes, damp-
fungsfreies Medium angenommen. Die 6rtliche Diskretisierung wird mit einem FD-Yee-Gitter
[5], wie in Abschnitt 3.3 diskutiert, durchgefithrt. Fiir die Diskretisierung kommen noch andere
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4 Unitédrer Algorithmus zur Zeitpropagation

Verfahren wie die FIT-Methode [55] oder pseudospektrale Ansétze [15] infrage. Die formale
Losung von (3.19) ist mit
U(t, + At) = exp(AtH)¥(t,) (4.1)

gegeben. Bei At handelt es sich um den Zeitschritt des Algorithmus, wihrend es sich bei ¢,, um
den aktuellen Zeitpunkt handelt. Das Verfahren zur Zeitpropagation wird wie folgt umformuliert:

Uty + At) = P(H)U(t,) + U(t, — At). (4.2)

Hierbei handelt es sich bei \f/(t) um die Feldverteilung zum Zeitpunkt ¢ = ¢,,. Bei \I_)(tn + At)
und U(t, — At) handelt es sich wiederum um die Feldverteilungen zum Zeitpunkt ¢ = t,, + At
beziehungsweise t = t,, — At. Der Operator P(H) ist eine Funktion der Systemmatrix . Durch
Einsetzen von (4.1) in (4.2) kann diese mit

P(H) = 2sinh(AtH) (4.3)

angegeben werden. Fiir eine ausfiihrliche Herleitung von (4.3) sei dariiber hinaus auf Anhang
B.1 verwiesen. Um den Algorithmus zu realisieren, muss nun die P(H) = 2sinh(AtH) bestimmt
werden. Aufgrund der Groéle der diskretisierten Matrix H, welche in Abschnitt 3.3 genauer
beleuchtet wird, kommen viele klassische Verfahren zur Berechnung von Matrixfunktionen fiir
den betrachteten Anwendungsfall nicht infrage. Dazu zdhlen beispielsweise Verfahren auf Basis
von Padé-Approximationen der Funktion P(#) [64]. Prinzipiell ist es bei einer zeitlich konstanten
Systemmatrix H moglich, die Matrixfunktion P(H) vor der Zeitpropagation zu berechnen. Dieses
Vorgehen hétte den Vorteil, dass die Approximation nur einmal bestimmt werden muss. Dies
nicht moglich, da die Matrixfunktion wie P(#H) im Allgemeinen nicht diinnbesetzt ist, selbst
wenn H diinnbesetzt ist [64]. Um die in Abschnitt 3.3 vorgestellten Eigenschaften zu nutzen,
sollte der verwendete Algorithmus nur Matrix-Vektor-Multiplikationen mit H verwenden. Daher
soll P(#H) mithilfe einer Polynomapproximation berechnet werden.

Bei der Polynomapproximation soll genutzt werden, dass die Funktion P(H) nur fir die Ei-
genwerte o von H definiert ist [64]. Fiir die Polynomapproximation hat dies zwei wichtige
Konsequenzen. Die erste wichtige Konsequenz ist, dass die Matrixfunktion P(H) wie eine skalare
Funktion in Abhéngigkeit der Eigenwerte approximiert werden kann. Die zweite Konsequenz
ist, dass der Approximationsbereich auf das Eigenwertspektrum o(#) der Systemmatrix be-
schrankt werden kann. Dabei ist es unerheblich, welche Werte eine Approximation fiir Eigenwerte
auflerhalb dieses Bereiches annimmt [64].

Erste Eigenschaften des Eigenwertspektrums von H werden in Abschnitt 3.3 diskutiert. Die
Eigenwerte von H liegen in einem Intervall oy, € [—jomax, jOmax|. Hierbei gibt opax den betrags-
méfBig grofiten Eigenwert von H an. Dieser kann beispielsweise mit dem Gerschgorin-Theorem
bestimmt werden [54]. Der Wert wird hierbei mafigeblich von der o6rtlichen Diskretisierung
und der Lichtgeschwindigkeit ¢, welche wiederum von u(7) und e(7) abhéngt, bestimmt. Das
Intervall mit den diskreten Eigenwerten o, wird im Folgenden als kontinuierlich angenommen:
or — o. Um trotz der imagindren FEigenwerte eine Approximation auf einem reellen Intervall
durchfithren zu kénnen, wird die Transformation op = —jo/omax angewendet, welche auch in
[53] beschrieben wird. Damit lasst sich (4.3) zu

P(oB) = 27 sin(Atopomax) (4.4)

umschreiben. Das transformierte Intervall ist definiert fiir op € [—1, 1]. Die Matrixfunktion (4.4)
ist fiir verschiedene Zeitschrittweiten in Abbildung 4.1 dargestellt und wird nun mithilfe einer
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Abbildung 4.1: Die Abbildung =zeigt den  Abbildung 4.2: Die Anwendung der Fenster-

Verlauf der transformierten funktion sowie der fiir die Dar-
Operatorfunktion P(oB) stellung des Signals verwen-
fir ~ verschiedene normier- dete Eigenwertbereich werden
te  Zeitschrittweiten  mit schematisch dargestellt. Die
At = gAtcpr. griine Linie stellt den Stabi-

litatsbereich dar.

Polynomapproximation der Form approximiert:

Npo

P(UB) ~ ﬁ(O—B) =J Z CnPn(UB)- (4.5)
n=0

Bei P(og) handelt es sich um die Polynom-Approximation von P(og). Hierzu werden
Tschebyscheff-Polynome verwendet. Diese bieten sich in diesem Zusammenhang an, da sie
eine genaue Approximation auf einem abgeschlossenen Intervall erlauben [65]. In diesem Fall
muss P(op) auf op € [—1, 1] approximiert werden. Auflerdem miissen fiir die Approximation
nur ungerade Polynome P, (op) verwendet werden, da die Funktion P(op) ungerade ist. Ge-
rade Polynome liefern hierbei keinen Betrag. Die Genauigkeit der Approximation wird durch
die verwendete Polynomordnung Np,) in (4.5) bestimmt. Die Entwicklungskoeffizienten ¢,, in
(4.5) miissen nach der Approximation noch zuriicktransformiert werden. Hierzu wird in (4.5)
op = —jo/omax gesetzt. Damit ist die Approximation der Funktion P(H) bestimmt.

Die Berechnung der Approximation kann mithilfe der Rekursionsbeziehung der Tschebyscheft-
Polynome erfolgen [53, 65]. Dies hat den Vorteil, dass die Rekursionsbeziehung nur Matrix-
Vektor-Multiplikationen mit 7 bendtigt, sodass der Algorithmus vollstdndig explizit ist. Effektiv
bedeutet dies, dass, statt mit P(H) die Matrixfunktion zu berechnen, stattdessen P(H)U(t)
berechnet wird. Auf diese Weise kénnen die oben beschriebenen Probleme vermieden werden.
Waiéhrend die Polynomentwicklung des Operators formal in Abhéngigkeit von den Eigenwerten
der Systemmatrix durchgefiihrt wird, ist eine Bestimmung von Eigenwerten zu keinem Zeitpunkt
notig. Da das Zeitpropagationsschema (4.2) die Feldverteilungen zu zwei Zeitpunkten, ¢t = t,,
und t = t, + At, verwendet, miissen Startwerte fiir die Feldverteilungen zu beiden Zeitpunkten
gefunden werden. Das wird, sofern moglich, mit analytischen Losungen fiir die Startverteilungen
realisiert. Alternativ werden die Startwerte mithilfe des FDTD-Algorithmus bestimmt.
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4 Unitédrer Algorithmus zur Zeitpropagation

4.2 Stabilitatanalyse

Nun soll die Stabilitat des Zeitpropagationsschemas untersucht werden. Dies erfolgt mit der Stabi-
litdtsanalyse nach Von-Neumann. Anstelle von ebenen Wellen wird das Zeitpropagationsschema
in (4.2) hier in Abhéngigkeit von den Eigenwerten von H betrachtet. Die diskreten Feldverteilun-
gen W(¢) werden auch formal nach den Eigenfunktionen entwickelt und im Anschluss mit #(o, t)
bezeichnet. Die Funktionen ¥(o,t) fiir die verschiedenen Zeitpunkte t, — At, ¢, und ¢, + At in
(4.2) werden nun mithilfe eines Wachstumsfaktors g(o) dargestellt: ¥(o, t, + At) = g(o)v(o, ty)
und in (4.2) eingesetzt. Damit kann ein Ausdruck fir den Wachstumsfaktor g(o) bestimmt

werden:
g(0) = P(0)/2 £/ P2(0)/4 + 1. (4.6)

Fiir eine genaue Herleitung sei auf Anhang B.2 verwiesen. Um die Stabilitdt des Zeitpro-
pagationsschemas zu gewéhrleisten, muss |g(c)| < 1 auf dem ganzen Intervall o € [—1,1]
gegeben sein. An dieser Stelle soll die Bedingung noch weiter verschérft werden, indem mit
|g(0)| = 1 Unitaritét gefordert wird. Nun wird der Absolutbetrag |g(o)| in (4.6) auf dem Intervall
Ok € [—JOmax, JOmax] mit den Eigenwerten der Systemmatrix H betrachtet. Hierbei lasst sich
zeigen, dass |g(o)| = 1 auf dem ganzen Intervall gegeben ist, wenn

1P(o)| <2 (4.7)

durch die Polynomapproximation erfiillt ist. Ist dies der Fall, ist der Algorithmus unitér. Daher
geht von Schritt zu Schritt keine Energie im System verloren. Die Besonderheit hierbei ist, dass
die Unitaritdt durch die Struktur des Algorithmus gewéhrleistet wird und sie unabhéngig von der
Approximationsordnung gegeben ist, sofern die Bedingung (4.7) erfiillt ist. Ein weiterer Punkt
ist, dass keine direkte Bedingung fiir den Zeitschritt At vorliegt. Daher ist es auch moglich,
Zeitschritte At > Atcpr, zu verwenden. Bei der praktischen Realisierung der Approximation
konnen Fehler, hervorgerufen durch das Abbrechen der Polynomapproximation in (4.5), dazu
fithren, dass die Bedingung (4.7) verletzt wird. Hierbei spielen insbesondere die Werte eine Rolle,
bei denen P(op) die Stabilitdtsgrenze (4.7) tangiert, wie es in Abbildung 4.2 zu erkennen ist. Dies
kann zu Fehlern in der Approximation und sogar zu der Instabilitidt des Zeitpropagationsschemas
filhren. Um dies zu verhindern, wird die Approximation modifiziert. Der Ansatz ist, statt die
Funktion P(op) direkt zu approximieren, eine modifizierte Funktion P’ (o) zu verwenden. Diese
Funktion wird durch die Anwendung einer Fensterfunktion mit

/

P (o8) = p(o)P(oB) (4.8)

bestimmt. Hierbei ist p(op) die Fensterfunktion. Ihr Effekt ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Die
Funktion p(op) wird so gewéahlt, dass die Bedingung (4.7) auch fur die kritischen Eigenwerte
erfiillt ist. Bei diesen handelt es sich um die Werte op), an denen P(op) die Stabilitdtsgrenze (4.7)
tangiert. Hier werden beispielsweise Raised-Cosine-Funktionen verwendet. Indem p(op) = 1 fiir
die Eigenwerte gewdhlt wird, welche fiir die Simulation interessant sind, wird sichergestellt, dass
die Fensterfunktion keine zusétzlichen Fehler bei diesen zur Folge hat. Fiir andere Eigenwerte
muss dies nicht gegeben sein. Hierbei wird genutzt, dass die Frequenzen f der untersuchten
Felder mit f= + o/(27) mit den Eigenwerten der Systemmatrix korrespondieren. Da durch die
feine Diskretisierung 27 f << omax gilt, liegen die fiir die betrachteten Felder entscheidenden
Eigenwerte, bezogen auf das gesamte Eigenwertspektrum o(#), nahe dem Nullpunkt. Damit
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lassen sich die Eigenwerte fiir das Signalspektrum, wie in Abbildung 4.2 dargestellt, im Eigen-
wertspektrum o(H) der Systemmatrix H lokalisieren. Der Vorteil von diesem Verfahren ist, dass
auch bei niedrigen Approximationsordnungen die Stabilitdt des Verfahrens gewéhrleistet werden
kann.

4.3 Fehlerbetrachtung

Im Folgenden sollen zunéchst die Eigenschaften des unitdren Zeitpropagationsschemas durch
einen Vergleich mit einem Algorithmus, welcher diese unitdren Eigenschaften nicht hat, illustriert
werden. Der Vergleichsalgorithmus wird durch eine Approximation des Exponentialoperators
(4.1) konstruiert [53]. Im Anschluss wird der Fehler des untersuchten Algorithmus in den Blick
genommen. Fiir den Vergleich wird die Propagation eines gaufiférmigen Impulses in einem
eindimensionalen System betrachtet. Hierbei wird fiir beide Algorithmen eine Schrittweite
von Az = 10nm fiir die 6rtliche Diskretisierung nach dem FD-Yee-Gitter verwendet. Mit
At = 10Atcpr = 0,334 fs wird eine zeitliche Schrittweite eingesetzt, welche zehnmal grofier ist
als es die CFL-Bedingung fiir den FDTD-Algorithmus erlaubt. Sowohl der hier vorgestellte
Algorithmus als auch der Vergleichsalgorithmus, basierend auf dem Exponentialoperator [53],
greifen zu Tschebyscheff-Polynomen fiir die Entwicklung der Operatoren. Die Entwicklung wird
flir beide Félle bis zu einem Grad von Npy = 25 durchgefiihrt. Diese Entwicklungsordnung ist
bei dem verwendeten Zeitschritt verhaltnisméfig niedrig. Der Fehler bei der Polynomentwicklung
ist also noch nicht auf einen vernachléssigbar kleinen Wert abgefallen. Die Konsequenzen hiervon
werden in den folgenden Betrachtungen deutlich.

Fiir den untersuchten Algorithmus wird der Fensterfunktionsansatz genutzt, um die Stabilitat
des Zeitpropagationsschemas zu gewéhrleisten. Es wird eine Raised-Cosine-Funktion eingesetzt,
welche um das Zentrum op = 0 des Eigenwertspektrums zentriert wird. Die Funktion wird so
parametrisiert, dass fiir op € [—0,026 0,026] p(op) = 1 erfiillt ist. Bei |og| > 3,930 gilt fir die
Fensterfunktion p(cB) = 0. Zuerst werden die Wachstumsfaktoren g(op) der Algorithmen in
den Blick genommen. Diese werden in Abhéngigkeit von den normalisierten Eigenwerten op
untersucht. Diese sind fiir beide Algorithmen in Abbildung 4.3 dargestellt. Bei dieser fallt auf,
dass fiir den Betrag des Wachstumsfaktors des untersuchten Ansatzes im gesamten Bereich
lg(oB)| = 1 gegeben ist. Der Betrag des Wachstumsfaktors |g(op)| des Vergleichsalgorithmus
schwankt wiederum mit einer maximalen Abweichung von 0,01 um den Wert |g(op)| = 1.
Die Folgen hiervon kénnen bei der Impuls-Propagation beobachtet werden. Hierzu wird in
dem System, was in Abbildung 4.4 dargestellt ist, ein gaufiférmiger Impuls mit einer FWHM-
Bandbreite B = 140 THz und einer Amplitude von Ey = 1V /m initialisiert. Der Impuls wird so
initialisiert, dass er in positiver z-Richtung propagiert. Die Simulation wird fiir 250 Zeitschritte
At durchgefithrt. Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.4 dargestellt.

Bei der Betrachtung fallt auf, dass die Feldverteilung des hier betrachteten Algorithmus den
Erwartungen entspricht. Die Amplituden des an dem Brechzahlsprung transmittierten Anteils
und des reflektierten Anteils entsprechen mit 0,5V /m dem Wert, der geméfl der Fresnel-Formeln
zu erwarten ist. Die finale Feldverteilung des Vergleichsalgorithmus zeigt ein anderes Verhalten.
Bei dieser ist die Amplitude des Impulses auf einen Wert von 0,033 V/m abgesunken. Diese
Betrachtung verdeutlicht die unitdren Eigenschaften des hier vorgestellten Algorithmus. Selbst
bei einer unzureichenden Polynomentwicklung bleibt dieser stabil und erhélt die Energie im
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Abbildung 4.3: Die Abbildung zeigt die Absolutbetriage der Wachstumsfaktoren g(op) in Ab-
héngigkeit der normierten Eigenwerte op der untersuchten Algorithmen. Die
blaue Linie zeigt den untersuchten Ansatz, wiahrend die gestichelte griine Linie
den Algorithmus mit dem Exponentialoperator darstellt.
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Abbildung 4.4: Die Abbildung zeigt die E,.-Komponenten der initialen Feldverteilung mit der
gestrichelten blauen Linie. Im Simulationsbereich liegt ein Brechzahlsprung vor,
dessen Position markiert ist. Das Ergebnis des vorgestellten Ansatzes ist mit
der griinen Linie dargestellt, wahrend der des Vergleichsalgorithmus mit dem
Exponentialoperator mit der gepunkteten roten Linie dargestellt wird.

System. Die Bedingung hierfiir ist, dass (4.7) erfiillt ist. Bei dem Vergleichsalgorithmus sorgt
die nicht vollstédndig konvergierte Approximation fiir einen Wachstumsfaktor, welcher signifikant
von eins abweicht. Das hat in diesem Beispiel zur Folge, dass die Impulse stark geddmpft werden.
Im Allgemeinen fithrt dies allerdings zu instabilen Simulationen. Um dies zu vermeiden, muss bei
dem Vergleichsalgorithmus daher eine vollstandige Konvergenz wie in [53] sichergestellt werden.

In der vorangegangenen Betrachtung wird gezeigt, wie die Formulierung des vorgestellten
Ansatzes gewéhrleistet, dass der Betrag des Wachstumsfaktors immer eins betragt. Auch wenn
damit die Stabilitit gesichert ist, treten Fehler in Form von Phasenfehlern auf, wenn die
Entwicklungsordnung fiir die gewéhlte Schrittweite nicht hoch genug ist. Um dies zu untersuchen,
wird der Phasenfehler des Wachstumsfaktors in Abhéngigkeit von der Zeitschrittweite fiir eine
Entwicklungsordnung von Npy = 50 untersucht. Der Wachstumsfaktor der Approximation
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ist mit g(0) = P(c)/2 £ \/P2(0)/4+ 1 gegeben. Die analytische Referenz ist mit guer(c) =
2sinh (o) /24 /sinh?(0) + 1 gegeben. Nun wird der mittlere Fehler der Phase 3 von g(o) in dem
zuvor gewahlten Eigenwertbereich bestimmt, welcher mit dem Signalspektrum korrespondiert. Die
mittlere Abweichung der Phase wird durch Integration im Eigenwertspektrum bestimmt: Ag =
[max | 8(g(0) — B(gret(c))|do. Die Parametrisierung des vorherigen Beispiels wird iibernommen.

Omin

Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.5 dargestellt. Der Fehler ist fiir kleine Zeitschrittweiten
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Abbildung 4.5: Die Abbildung zeigt die mittlere Abweichung der Phase des Wachstumsfaktors zu
dem analytischen Wert in Abhéngigkeit von At. Hier erfolgt die Betrachtung er-
folgt fiir das Signalspektrum. Die Zeitschrittweite ist mit der CFL-Zeitschrittweite
Atcpy, normiert.

At gering und steigt langsam mit grofler werdenden Zeitschrittweiten an. Ab einem gewissen
Punkt, welcher hier bei At/Atcpr, =~ 15 liegt, nimmt er rapide zu. Die genaue Position von
diesem Punkt héngt hierbei von der verwendeten Polynomordnung ab. Hohere Zeitschrittweiten
erfordern hier héhere Polynomordnungen.

4.4 Diskussion

Mit diesem ersten Ansatz wird ein unitdrer Algorithmus zur Losung der Maxwell-Gleichungen
im Zeitbereich mit allen Feldkomponenten vorgestellt. Die Polynomapproximation mit den
Tschebyscheff-Polynomen erlaubt es, Zeitschritte zu wéihlen, welche die CFL-Zeitschrittweite
Atcpr, fiir das verwendete Gitter iibersteigen. Damit ist es moglich, die in Abschnitt 3.2.2
beschriebene Abhéngigkeit des Zeitschrittes At in (3.16) von der ortlichen Diskretisierung zu
iiberwinden. Die Besonderheit hierbei ist, dass die Unitaritdt nicht von der Approximation
abhéngt, sondern durch die Formulierung des Algorithmus sichergestellt wird. Dariiber hinaus
kann der Algorithmus vollstdndig explizit berechnet werden, was eine einfache Parallelisierung
ermoglicht. Von besonderer Bedeutung ist hierbei das Eigenwertspektrum der Systemmatrix
‘H. Durch die Betrachtung des Operators in Abhéngigkeit von diesem ist es mdoglich, den
Approximationsbereich einzugrenzen und Bereiche zu identifizieren, welche das Signalspektrum
beschreiben. Dies wird bei der Wahl der Fensterfunktion genutzt. Dadurch kann auch bei
niedriger Approximationsordnung die Stabilitdt des Zeitpropagationsschemas gewéhrleistet
werden, was in dem Beispiel 4.4 illustriert ist.
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Die Wahl der Fensterfunktion und die Approximation mit den Polynomen bieten noch weitere
interessante Moglichkeiten zur Verbesserung des Algorithmus. Dabei hat sich insbesondere die
Verwendung von Gewichtsfunktionen als vielversprechender Ansatz erwiesen, um die Approxima-
tion besser zu steuern. Auflerdem spielt die Wahl der Startwerte eine Rolle. Bei ihrer Wahl sollte
die numerische Dispersion des Gitters, wie in 3.1.1 beschrieben, in Betracht gezogen werden.
Durch die numerische Dispersion kann es selbst bei der Verwendung von analytischen Losungen
fiir die Startwerte zu Abweichungen kommen, da sie nicht mit denen im diskretisierten System
iibereinstimmen.

Die unitdre Formulierung hat jedoch einen natiirlichen Nachteil. Ohne Weiteres ist es nicht
moglich, ddmpfende Materialmodelle in die Systemmatrix H aufzunehmen. Dies liegt hierbei nicht
in der Approximation mit den Tschebyscheff-Polynomen begriindet, sondern in der Formulierung
des Propagationsschemas. Bei der beschriebenen Formulierung kénnen nur Systemmatrizen
verwendet werden, deren Eigenwerte auf der imagindren Achse liegen. Hierbei kann es sich zum
Beispiel um Drude- oder Lorentz-Modelle mit Ddmpfung, wie sie in Abschnitt 2.2 beschrieben
werden, oder um PMLs wie in 2.4 handeln. Es ist zwar moglich, diese mithilfe von Operator-
Splitting-Ansétzen [66, 67] zu beriicksichtigen, allerdings wird der Algorithmus dadurch deutlich
komplexer und es werden durch das Splitting zusédtzliche Fehler eingefithrt. Daher sollen in
den folgenden Kapiteln alternative Ansétze auf Basis von Polynomapproximationen untersucht
werden, welche eine direkte Einbindung in die Systemmatrix erlauben.
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In dem folgenden Kapitel soll ein Algorithmus zur numerischen Losung der Maxwell-Gleichungen
auf Basis von Faberpolynom-Approximationen untersucht werden. Unter anderem soll es das Ziel
sein, die Probleme des zuvor beschriebenen Ansatzes zu l6sen. Insbesondere die Einbindung von
ddmpfenden Materialmodellen ist hier von Bedeutung. Auflerdem sollen fiir die neue Methode
Materialmodelle aller Art, wie beispielsweise dispersive Materialien, flexibel eingesetzt werden
konnen. Hierzu wird mit den Faberpolynomen eine weitere Klasse von polynomialen Integratoren
untersucht. Die Faberpolynome sind 1903 von Georg Faber eingefiihrt worden [68].

Die Faberpolynome sind fiir diesen Zweck interessant, weil sie eine Approximation von Funktionen
in der komplexen Ebene erlauben, welche fiir einen bestimmten Approximationsbereich stabil
ist [69, 70]. Sie ermoglichen dariiber hinaus die Berticksichtigung von Form und Ort des
Eigenwertspektrums der Systemmatrix in der komplexen Ebene. Im Gegensatz zu dem auf
Tschebyscheff-Polynomen basierenden Verfahren in [53] kénnen so auch Systeme betrachtet
werden, in welchen dédmpfende Materialien vorhanden sind oder zum Beispiel absorbierende
Randbedingungen wie PMLs angewendet werden. Auflerdem konnen die Faberpolynome mithilfe
einer Rekursionsbeziehung berechnet werden [71]. Wie spéter gezeigt, ermoglicht diese Eigenschaft
eine effiziente Berechnung, welche auch die Implementierung auf parallelen Architekturen wie
Mehrkern CPUs oder sogar GPUs erlaubt. Diese Merkmale machen die Faberpolynome zu einem
interessanten Losungsansatz fiir die numerische Losung der Maxwell-Gleichungen im Zeitbereich.
In den folgenden Abschnitten sollen diese daher genauer beleuchtet werden.

Zuerst wird auf die bestehende Literatur zur Anwendung von Faberpolynomen eingegangen.
Auflerdem wird der Ansatz in den Kontext mit alternativen Methoden gesetzt. Im Anschluss
wird die Verwendung fiir die Losung der Maxwell-Gleichungen beleuchtet. Hierbei wird auf
die auftretenden Probleme eingegangen und entsprechende Losungsansitze werden vorgestellt.
In diesem Zusammenhang wird insbesondere die Abschitzung des Eigenwertspektrums der
Systemmatrix analysiert, da diese von grofler Bedeutung fiir die Approximation mithilfe der
Faberpolynome ist. Im Anschluss wird die Effizienz der resultierenden Verfahren im Hinblick
auf die Genauigkeit der Entwicklung und den Rechenaufwand analysiert.

5.1 Voriiberlegungen und Einordnung

Zuerst soll das Zeitpropagationsschema formuliert werden. Der Startpunkt fiir die Uberlegun-
gen sind die Maxwell-Gleichungen im Zeitbereich. Die ortliche Diskretisierung erfolgt hierbei
beispielsweise mit dem in Abschnitt 3.3 beschriebenen FD-Yee-Gitter. Zunéchst soll ein Sys-
tem ohne externe Strome betrachtet werden. Die formale Losung der ortlich diskretisierten
Maxwell-Gleichungen (3.19) ist mit

Uty + At) = exp(AtH) T (t,,) (5.1)
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5 Faberpolynome zur Zeitpropagation

gegeben. Auf Basis dieser Formulierung soll der Zeitpropagations-Algorithmus realisiert werden,
indem das Matrixexponential in (5.1) geeignet approximiert wird. Im Gegensatz zu der in Kapitel
4 vorgestellten Methode liegt hier keine direkte Stabilitdtsbedingung vor. Um die Stabilitét
zu garantieren und die in den Abbildungen 4.4 und 4.3 illustrierten divergierenden Losungen
zu verhindern, ist hier eine prézise Approximation des Matrixexponentials in (5.1) erforderlich
[59]. In [72] werden diverse Methoden fiir die Berechnung des Matrixexponentials vorgestellt.
Wie im vorangegangenen Kapitel ist das Ergebnis der Berechnung fiir ein Matrixexponential
wie exp(AtH) im Allgemeinen dicht besetzt [64]. Damit ist eine einmalige Vorberechnung des
gesamten Matrixexponentials exp(AtH) aufgrund der Grofle von H nicht praktikabel. Dennoch
kann dieser Ansatz in Spezialfillen sehr effizient sein. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn
es sich bei H um ein spezielles Modell handelt, bei dem exp(At#H) sehr effizient bestimmt werden
kann. Dies gilt beispielsweise fiir homogene Rechengebiete [4]. Hier soll allerdings von einem
allgemeineren System ausgegangen werden. Wie im Kapitel 4 sollen daher Methoden in den
Blick genommen werden, welche, statt zuerst exp(AtH) zu approximieren und anschlieBend mit
der resultierenden vollbesetzten Matrix (5.1) auszuwerten, exp(AtH)W(t) direkt bestimmen.
Hierbei sollen nur Matrix-Vektor-Multiplikationen mit H verwendet werden.

In der Literatur wird hierzu eine Reihe von Losungen diskutiert. Vertreter dieser Methoden
ist beispielsweise die oben schon beschriebene Approximation mit Tschebyscheff-Polynomen,
welche in [53] fir die Losung der Maxwell-Gleichungen mit einem Operator der Form (5.1)
verwendet werden. Dieser Ansatz ist nur fiir symmetrische beziehungsweise schiefsymmetrische
Matrizen H geeignet [53]. In [73] wird eine Integration von absorbierenden Randbedingungen
mit Splitting-Ansétzen diskutiert. Eine direkte Integration in die Systemmatrix H ist allerdings
nicht méglich.

Ein weiterer Ansatz sind die Krylov-Unterraum-Methoden, welche in [33, 74-76] fiir die Losung
der Maxwell-Gleichungen untersucht werden. Fiir allgemeine Matrizen kann hierbei der Arnoldi-
Prozess verwendet werden. Fiir hermitesche Matrizen kann der Lanczos-Prozess eingesetzt
werden. Dieser hat den Vorteil, dass er mit einer kurzen Rekursionsbeziehung zu berechnen ist
und den Speicheraufwand gegeniiber dem Arnoldi-Prozess reduziert [64]. Eine weitere Klasse
von Methoden basiert auf Leja-Punkten [77-79].

Hier sollen Faberpolynome verwendet werden, um das Matrixexponential in (5.1) zu entwickeln.
Die Anwendung von Faberpolynomen wird in der Literatur ausfiihrlich behandelt. Hierbei
werden diese zur Approximation von Funktionen in der komplexen Ebene [69, 70, 80-82],
aber auch zur Approximation von Matrixfunktionen verwendet [83-86]. Die Anwendung zur
Losung von partiellen Differenzialgleichungen wird in [71, 87-89] diskutiert. Die Verwendung von
Faberpolynomen zur Losung der Maxwell-Gleichungen im Zeitbereich ist bisher nur in [90, 91]
untersucht worden. Da sie eine Approximation in der komplexen Ebene erlauben, kénnen auch
démpfende Materialien sowie absorbierende Randbedingungen ohne Splitting-Ansétze direkt in
der Systemmatrix H beriicksichtigt werden. Dariiber hinaus erlaubt die Polynom-Klasse eine
rekursive Berechnung mit festen Speicheranforderungen, die von dem verwendeten Zeitschritt
unabhéngig sind. Dies ist ein Vorteil gegeniiber den Krylov-Unterraum-Methoden, bei denen im
allgemeinen Fall, wenn der Arnoldi-Algorithmus verwendet wird, die Speicheranforderungen mit
der GroBe des Zeitschritts ansteigen [35]. AuBerdem erlauben die Faberpolynome eine flexible
Wahl des Konvergenzbereiches, was eine Optimierung an das verwendete Materialmodell erlaubt.
Der Nachteil hierbei ist, dass, im Gegensatz zu den Krylov-Unterraum-Methoden, im Vorfeld
zumindest die Grenzen des Eigenspektrums der Systemmatrix H bekannt sein miissen. Im
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5.2 Approximation mit Faberpolynomen

Folgenden werden daher effiziente Methoden zur Abschéitzung des Spektrums vorgestellt. In
den bestehenden Untersuchungen zur Losung der Maxwell-Gleichungen [90, 91] zeigt sich die
Faberpolynom-Methode als vielversprechender Ansatz. Besonders in [87, 90, 92] erweist sie
sich dartiber hinaus als kompetitiv mit den Krylov-Unterraum-Methoden in Hinblick auf die
Rechenzeit und die Speicheranforderungen. Allerdings wird die Untersuchung in [90, 91] auf
lineare, quellfreie Probleme beschréankt. In den folgenden Kapiteln werden daher noch effiziente
Moéglichkeiten zur Einbindung von Quelltermen wie Stromdichte entwickelt und die Methode
fir die Beriicksichtigung von Nichtlinearitdten erweitert. Daher soll die Approximation von
Matrixfunktionen mit Faberpolynomen genauer beleuchtet werden. Teile der Untersuchungen
in den folgenden Abschnitten sind in [KS6, KS7] verdffentlicht und werden im Folgenden mit
Ergénzungen dargestellt.

5.2 Approximation mit Faberpolynomen

Im aktuellen Fall soll die Faberpolynom-Entwicklung zur Approximation des Matrixexponentials
(5.1) verwendet werden. Im Rahmen dieser Arbeit werden allerdings noch Approximationen
fir weitere Matrixfunktionen benétigt. Daher soll die Faberpolynom-Entwicklung allgemein
erlautert werden. Wird die Faberpolynom-Entwicklung auf (5.1) angewendet, so ergibt sich
formal die folgende Approximation fiir das Zeitpropagation-Schema:

U(ty + At) = exp(AtH) U (t,) = F(H)U(t,) = (Zcm o ) T(ty). (5.2)

Hierbei handelt es sich bei F;,,(H) um das Faberpolynom m-ter Ordnung. Bei ¢, handelt es
sich um den zum m-ten Polynom zugehorigen Entwicklungskoeffizienten. Die Definition der
Faberpolynome und die Entwicklung nach diesen findet im Eigenwertraum der Systemmatrix H
statt. Wie im letzten Kapitel bereits beschrieben, miissen nur die Eigenwerte der Matrix H fiir
die Approximation beriicksichtigt werden [64]. Daher sollen die folgenden Uberlegungen in der
komplexen z-Ebene stattfinden. In dieser z-Ebene sollen auch die Eigenwerte von H definiert
sein. Aus dem Grund wird im Folgenden H — z definiert. Fiir die Matrixfunktion f(H) gilt
demnach:

f(H) = f(z) = exp(Atz). (5.3)

Praktisch ldsst sich die Approximation von f(#) beziehungsweise f(z) als eine Approximation
einer komplexwertigen Funktion ansehen:

= emFu(z). (5.4)
m=0

Die Faberpolynome F),(z) sind hierbei fiir einen kompakten Bereich K in der komplexen z-
Ebene definiert, sodass das Komplement von K einfach zusammenhéngend ist [84, 91]. Mithilfe
des Riemannschen Abbildungssatzes ldsst sich zeigen, dass es in diesem Fall eine konforme
Abbildung 1 (w) gibt, welche das Komplement eines geschlossenen Kreises mit dem Radius p
und dem Mittelpunkt im Ursprung in einer komplexen w-Ebene auf das Komplement von K
abbildet [93]. Die Abbildung zwischen den komplexen Ebenen ist in Abbildung 5.1 illustriert.
Die Grofle p ist hierbei die sogenannte logarithmische Kapazitdt von K und ist {iber den Radius
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5 Faberpolynome zur Zeitpropagation

Re(w)

Abbildung 5.1: Die Abbildung zeigt schematisch das Konvergenzgebiet K in der komplexen
z-Ebene sowie den Kreis in der komplexen w-Ebene. Es wird auflerdem die
Abbildung des Komplements des Kreises in der w-Ebene auf das Komplement
von K in der z-Ebene mit der konformen Abbildung 1 (w) dargestellt.

des oben genannten Kreises definiert [70, 83, 88, 94|. Die konforme Abbildung 1 (w) hat eine
Laurent-Entwicklung in oo, welche die Form

[e.9]
b(w) =w++nw  +pw i+ =wt Y rw ™ (5.5)
k>0

hat. Hierbei wird fiir ¢)(w) die Normierung limj,_,q, ¥ (w)/w — 1 verwendet [88, 90]. Handelt
es sich bei K um einen Bereich, der sich mit Polygonen darstellen lésst, so kann die Laurent-
Entwicklung der konformen Abbildung ¢ (w) mithilfe der Schwarz-Christoffel-Transformation
bestimmt werden [71, 90]. Hierzu kann beispielsweise [95] verwendet werden. Fiir speziellere
Formen von K existieren weitere analytische Entwicklungen, auf die spiter genauer eingegangen
wird. Mit der Laurent-Entwicklung fiir ¢(w) lassen sich die Faberpolynome formal mit

Y (w) i Fn(z) (5.6)

d}(w) -z B m>0 wm

angeben, wobei z € K gilt [70, 94]. Hierbei gibt ¢’ (w) die Ableitung von (w) nach w an.
Wiéhrend sich die Faberpolynome formal mit (5.6) bestimmen lassen, sind diese auch iiber eine
Rekursionsbeziehung definiert [88, 90]:

Fri1(2) = 2Fn(2) — i Vi Frn—1(2) — mym. (5.7)
k=0

Fiir die Startbedingungen der Rekursionsbeziehung gilt Fy = 1 und fir m gilt m > 0 [88]. Mit
dieser lasst sich die Approximation berechnen, ohne im Vorfeld die Faberpolynome explizit
bestimmen zu missen. Die Entwicklungskoeffizienten ¢, in (5.2) lassen sich mit

1 S
Cm = %l / de, R>p (5.8)
w|=R

berechnen. Wie in (5.8) zu erkennen, wird entlang eines Kreises Cr mit |w| = R, der in der
w-Ebene definiert ist, integriert. Hierbei muss R mit R > p ausreichend klein sein, damit die
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Funktion f auf dem Gebiet I analytisch fortgesetzt werden kann [83, 91]. I ist ein Gebiet
in der z-Ebene, welches durch die Jordan-Kurve I'p begrenzt wird. Die Jordan-Kurve I'g ist
die Abbildung von dem Kreis Cr mit ¢(w). Wenn ¢ (w) auf der Grenzfliche des Kreises auch
kontinuierlich fortgesetzt werden kann und wenn K durch eine geschlossene Jordan-Kurve C
begrenzt wird, kann auch R = p verwendet werden [70, 71, 90]. Daher soll im Folgenden das
Gebiet K immer so gewahlt werden, dass es von einer solchen geschlossenen Jordan-Kurve C
begrenzt wird. Eine Jordan-Kurve ist eine stetige Kurve ohne Uberschneidungen. Beispiele fiir
solche Kurve C sind Kreise, Ellipsen oder Polygone.

Die Voraussetzung fiir die Konvergenz der Faberpolynom-Entwicklung ist, dass die Funktion
f(2) in dem Gebiet K analytisch ist. Wenn f(z) in der gesamten z-Ebene analytisch ist, dann
konvergiert die Faberpolynom-Approximation superlinear [84]. Beide Bedingungen sind fiir
Matrixexponential in (5.1) erfullt.

Damit die Faberpolynom-Entwicklung fiir f(#) in (5.2) stabil ist, miissen alle Eigenwerte von der
Systemmatrix H in dem Gebiet K liegen, wie in Abbildung 5.2 exemplarisch dargestellt. Hierbei

C

° o(H) \

Abbildung 5.2: Die Abbildung zeigt exemplarisch das Eigenwertspektrum einer Systemmatrix
‘H in der komplexen z-Ebene. Die einzelnen Eigenwerte sind mit blauen Punkten
dargestellt. C' stellt die Grenze der Ebene K dar.

sollte K moglichst genau mit dem Eigenwertspektrum o () tibereinstimmen. Je enger o(H)
von dem Gebiet umschlossen wird, desto schneller konvergiert die Faberpolynom-Approximation
[84].

Das Vorgehen bei der Approximation mit Faberpolynomen ist im vorangegangenen Abschnitt
allgemein beschrieben. Die einzelnen Schritte, welche in der Praxis bendtigt werden, um die
Approximation durchzufithren, sind im Anhang B.3.1 zusammengefasst. Im Anhang C.1 wird
das Vorgehen bei der Approximation zusétzlich an einem Beispiel illustriert.

5.3 Implementierungsaspekte

Mit den Grundlagen aus dem vorangegangenen Abschnitt l4sst sich ein Algorithmus zur Zeit-
propagation mit der Faberpolynom-Approximation konstruieren. Der schematische Ablauf des
Algorithmus ist in Abbildung 5.3 dargestellt. Grundsétzlich kann die benédtigte Faberpolynom-
Approximation in zwei Schritte unterteilt werden: Im ersten Schritt muss das Gebiet K so
gewahlt werden, dass alle Eigenwerte von der Systemmatrix H darin liegen. Mit diesem Gebiet
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5 Faberpolynome zur Zeitpropagation

Modell- ortliche Approximation Zeitoronagation
gleichungen Diskretisierung des Zeitpropagators propag

Abbildung 5.3: Die Abbildung zeigt den schematischen Ablauf des Algorithmus.

wird die konforme Abbildung 1(w) bestimmt. Liegt keine spezielle finite Laurent-Entwicklung fiir
¥ (w) vor, muss die Laurent-Entwicklung (5.5) bei einem Wert k = N, abgebrochen werden [71,
84]. Im zweiten Schritt werden die Koeffizienten ¢, der Faberpolynom-Entwicklung bestimmt.
Hierzu muss (5.8) fiir die Koeffizienten gelost werden. In der Praxis muss hier die Entwicklung
an einem maximalen Polynomgrad m = N, abgebrochen werden. Im Anschluss kann die
Approximation genutzt werden, um (5.2) zu berechnen. Fiir die praktische Umsetzung lassen
sich allerdings einige Probleme identifizieren. Auf diese wird im folgenden Abschnitt eingegangen.

5.3.1 Wahl des Konvergenzbereiches

Wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben, muss zuerst ein Bereich K in der komplexen
Ebene gewdhlt werden. Dieser muss das Eigenwertspektrum der Systemmatrix H enthalten.
Wenn die Grenze von K durch einen Polygonzug beschrieben werden kann, kann die Schwarz-
Christoffel-Transformation genutzt werden, um eine Laurent-Entwicklung der Form (5.5) fiir ¢ (w)
zu bestimmen [95]. Der Vorteil dieses Vorgehens ist, dass die Form von K sehr frei gewéhlt werden
kann. Der Nachteil ist, dass mit steigender Anzahl an Termen bei der Laurent-Entwicklung in
(5.5) auch die Anzahl der Terme der Rekursionsbeziehung (5.7) fiir die Berechnung ansteigt. Die
Anzahl der Matrix-Vektor-Multiplikationen steigt zwar nicht mit, allerdings steigt die Anzahl
der Vektoren, welche wihrend der Berechnung im Speicher vorliegen miissen. Diese Vektoren
haben jeweils die Gréfle des diskretisierten Feldes \f/(tn) Dabher ist es wiinschenswert, die Anzahl
der Terme in (5.5) gering zu halten, indem die Entwicklung bei einem niedrigen Wert k = N,
abgebrochen wird. Fir einige Formen fiir K gibt es konforme Abbildungen mit einer geringen
Anzahl an Koeffizienten. Hierbei handelt es sich beispielsweise bei K um

e cinen Kreis [69],
e cine Ellipse [88, 90, 91]
e oder ein abgerundetes Quadrat [88].

Im Fall des Kreises ist die Abbildung mit
h(w) =w+ 0 (5.9)
gegeben [69]. Fir die Ellipse ergibt sich mit
PY(w) =w+ v + 71 /w (5.10)

eine kompakte Laurent-Reihe, die nach v; abbricht [90, 91]. Das abgerundete Quadrat hat die
folgende Entwicklung [88]:
Y(w) = w + 9 — 1/(2w)>. (5.11)
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Wie in 3.3 beschrieben, hat die untersuchte Systemmatrix fiir den ddmpfungsfreien Fall ein rein
imaginares Eigenwertspektrum o (7). Wenn auch ddmpfende Materialien betrachtet werden,
erweitert sich das Spektrum in die negative, reelle Halbebene. Allerdings resultiert die Dédmpfung
der meisten Materialmodelle in reellen Eigenwerten, welche klein gegeniiber dem Imaginarteil
sind. Daher ist ein Kreis eine ungeeignete Wahl fiir das Konvergenzgebiet. Aus diesen Griinden
wird auch das abgerundete Quadrat nicht weiter betrachtet. In vielen Fallen ist die Ellipse eine
gute Naherung fiir die Form des Eigenwertspektrums o(#). Der Algorithmus soll daher fiir
elliptische Gebiete K genauer betrachtet werden. Diese Gebiete werden auch in den Algorithmen
verwendet, welche von [90] und [91] vorgestellt werden. Mit der elliptischen Form kann die
Rekursionsbeziehung (5.7) wie folgt umgeschrieben werden [69, 88]:

Frt1(2) = (z=7)Fn(z) = m1Fn-1(2) ; m>2. (5.12)
Die Startbedingungen fiir die Rekursion sind mit
Fy(z) =1
Fi(z) =z—70 (5.13)
Fy(z) = (2 —v0)F1(z) — 2m

gegeben [69, 88]. Fiir eine ausfiihrliche Herleitung sei auf Anhang B.3.2 verwiesen. Fiir 7o = 0 und
fiir v; = 1/4 entsprechen die Faberpolynome hierbei den normalisierten Tschebyscheff-Polynomen
[88]. Die Ellipse in der komplexen z-Ebene kann mit

(x —20)*/a® + (y — yo)?/b* =1 (5.14)

beschrieben werden. Hierbei gilt z = x + jy. Der Mittelpunkt der Ellipse ist mit zo = x9 + jyo
gegeben. Die Grolen a und b sind die Halbachsenparameter der Ellipse. Mit der konformen
Abbildung (5.10) lassen sich diese mit

a=p+y/p und b=p—n/p (5.15)

angeben [90, 91]. Bei p handelt es um die logarithmische Kapazitit des Gebiets K, welches hier
eine Ellipse ist. (5.15) ldsst sich zu dem Ausdruck

p=(a+0b)/2 (5.16)

zusammenfassen Wie in [83, 88, 90, 91] beschrieben, muss, zur Gewéhrleistung der Stabilitét
auch fiir hohe Entwicklungsordnungen Ny, das Eigenwertspektrum o(#) skaliert werden. Dieses
soll so skaliert werden, dass das Gebiet K eine logarithmische Kapazitiat p = 1 aufweist [83].
Hierzu wird ein Skalierungsfaktor As eingefiihrt, mit dem die Systemmatrix H und damit auch
ihr Spektrum skaliert werden [77, 90, 91]. Fiir den Skalierungsfaktor A\, gilt

Hs =H/As, (5.17)

sowie

Aty = At),. (5.18)

Dadurch wird erreicht, dass das Spektrum von einer Ellipse mit einer logarithmischen Kapazitéat
von p = 1 umschlossen werden kann. Mit (5.17) und (5.18) kann die Approximation (5.2) wie
folgt umgeschrieben werden:

-

\f’(tn + At) = eXp(Ats/Hs)\fl(tn) = f(Hs)\I_}(tn) = (i CmFm(Hs)> \Ij(tn) (5'19)
m=0
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Nun muss die Ellipse bestimmt werden, um die konforme Abbildung (5.5) und damit schlieSlich
die Approximation berechnen zu kénnen. Hierzu sind einige Annahmen beziiglich des Spektrums
der Systemmatrix H notig. Eine Moglichkeit ist es, die Form des Eigenwertspektrums als
rechteckig anzunehmen wie in [90, 91]. Dieses Vorgehen ist insofern vorteilhaft, als sich die
oberen und unteren Grenzen der Real- und Imaginérteile des Eigenwertspektrums durch geeignete
Methoden gut abschétzen lassen. Eine Moglichkeit hierzu wird im Rahmen dieser Arbeit noch
vorgestellt.

Das elliptische Konvergenzgebiet muss dann um das Rechteck, welches das Eigenwertspektrum
der Systemmatrix enthélt, platziert werden. Die Grenzen des Realteils des Rechtecks seien
hier mit [Rpyin, Rmax] gegeben. Die Grenzen des Imaginérteils sollen mit [Iin, Imax] gegeben
sein. In diesem Fall ist der Mittelpunkt des Rechtecks mit zyp = x¢ + jyo bestimmt, wobei
2o = Rpmin + (Rmax — Rmin)/2 und yo = Imin + (Imax — Imin)/2. Zusétzlich liegt noch der
Skalierungsfaktor A; als freier Parameter vor. Dieser soll, wie oben beschrieben, so gewahlt
werden, dass p = 1 gilt. Wird (5.18) in Betracht gezogen, so wird klar, dass, um den groiten
Zeitschritt zu erreichen, A\s moglichst minimal sein muss [88, 90]. Nun wird das skalierte Rechteck
betrachtet, was mit [Rmin s, Rmax,s] Und [Imin,s; Imax,s] gegeben ist. Ruyin ¢ ldsst sich geméaf (5.17)
mit Riins = Rmin/As aus Rmin bestimmen. Die Bestimmung der anderen Grofien erfolgt analog.
Der Mittelpunkt des skalierten Rechtecks und damit auch g ist mit

Yo = 20/As = (w0 + jyo)/As (5.20)

gegeben. Fiir die Bestimmung der restlichen Grélen werden zunéchst einige Hilfsgréflen einge-
flihrt:

Cc = ’Rmax - Rmin‘/2 (5.21)
[ = ’Imax - Imln‘/Q (522)
beziehungsweise
Cs = ’Rmax,s - Rmin,s’/2 (5.23)
ls = ’Imax,s - Imin,s /2 (524)

Die Notation ist an der Notation in [91] orientiert. Die Ellipse sowie der Skalierungsprozess sind
in Abbildung 5.4 schematisch dargestellt. Das Ziel ist es nun, eine Ellipse minimaler Grofie zu
finden, welche das skalierte Rechteck umschliefit. In diesem Fall liegen die Ecken des Rechtecks
auf dem Rand der Ellipse, sodass durch Einsetzen in (5.14)
b2 b2 _ l2
= & (5.25)

2 2
a 2

bestimmt werden kann. Unter diesen Voraussetzungen kann die Ellipse mit der minimalen Flache
bestimmt werden. Geméa$ [91] ist die Ellipse mit minimaler Flache fiir

b= /12 + (csl2)2/3 (5.26)

gegeben, wobei p =1 gilt. Da p = 1 gilt, ist mit (5.16) auch a bestimmt:

a=2-b (5.27)
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Abbildung 5.4: Das elliptische Konvergenzgebiet K sowie die Skalierung des Eigenwertspektrums
o(H) in der komplexen z-Ebene sind mit allen eingefithrten Gréflen illustriert.

Der Skalierungsfaktor A; kann mit

(12/3 4 c2/3)2/3

As = 5

(5.28)
berechnet werden [91]. Eine weitere Besonderheit des elliptischen Konvergenzgebietes ist,
dass sich bei diesem eine analytische Formel fiir die Bestimmung der Faberpolynom-
Entwicklungskoeffizienten ¢, finden ldsst [88, 90, 91]. Zunéchst werden die Operatorfunktion,
hier das Matrixexponential, sowie die konforme Abbildung (5.10), in die Berechnungsvorschrift
fiir die Entwicklungskoeffizienten (5.8) eingesetzt. Damit kann (5.8) wie folgt umgeschrieben
werden:

_ L[ et i), (5.29)

27] wm+1
|lw|=R
Unter Verwendung der erzeugenden Funktion der Bessel-Funktionen erster Ordnung [96], gegeben
mit

At=1/0/2 = ZJ (5.30)
kann
1 > (1 \" 1
m= 5 At — | Jn (524t ——d 5.31
Cn = g e 70>7;0<]ﬁ> (2867 [ w531

lw|=R

bestimmt werden. Hierbei gilt t = —jw/,/7, und z = j2Ats,/7,. Das Integral (5.31) kann mit der
Cauchy-Integral-Formel gelost werden [93]. Dies fithrt auf eine analytische Berechnungsvorschrift
fir die Entwicklungskoeffizienten ¢,, der Faberpolynome [90, 91]:

cm = exp(Atso) (]jﬁ) Im (G20t /1) - (5.32)
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Eine ausfihrlichere Herleitung ist im Anhang B.3.2 zu finden. Mit diesem Ausdruck kénnen die
Koeffizienten fiir p = 1 und elliptische Konvergenzbereiche bestimmt werden. Die Bessel-Funktion
Jm in (5.32) fithrt dazu, dass der Absolutbetrag der Entwicklungskoeffizienten mit steigendem
m, also mit steigender Polynomordnung, exponentiell abfallt [90, 91]. Hier wird die Entwicklung,
wie in [90] vorgeschlagen, bei einem Absolutbetrag von |c,,| < 10715 abgebrochen. Ein weiterer
Punkt, welcher hier noch nicht mit berticksichtigt wird, ist die Position der Ellipse. In [90] wird
gezeigt, dass sich diese bei der vorliegenden Konfiguration nicht zu weit in der rechten Halbebene
befinden sollte, da dies zu einem schlechteren Konvergenzverhalten fithren kann [88, 90]. Eine
Méglichkeit, um dem Problem entgegenzuwirken, ist die Erh6hung des Parameters [, wie in [90]
vorgeschlagen.

Mit diesem Schema lésst sich die Faberpolynom-Entwicklung fiir ein elliptisches Konvergenzgebiet
realisieren. Fiir die Bestimmung werden allerdings Informationen iiber das Eigenwertspektrum
der Systemmatrix benotigt. Eine direkte Berechnung ist in der Regel nicht méglich und wiirde,
sofern moglich, die Verwendung der Faberpolynome oder sonstiger Abschitzungen unnotig
machen, da in diesem Fall die Losung des Problems bekannt wére [72]. Fiir die oben beschriebene
Vorgehensweise wird nur eine obere und untere Abschéitzung der Real- und Imaginérteile des
Eigenwertspektrums bendtigt. Hierbei ist es erstrebenswert, eine méglichst genaue Abschétzung
zu erlangen, da eine verkleinerte Fliche zu einem geringeren A, fithrt, was iiber At = At/
direkt groflere Zeitschrittweite bei der gleichen Polynomordnung erlaubt. Die Genauigkeit
der Approximation des Spektrums wirkt sich deshalb direkt auf die Effizienz des Verfahrens
aus. Daher wird im folgenden Abschnitt eine Methode entwickelt, mit der das Spektrum
fiir verschiedenste lineare Materialgleichungen fiir die Maxwell-Gleichungen im Zeitbereich
abgeschétzt werden kann [KS6].

5.3.2 Spektrale Untersuchung und Abschatzung

Im vorangegangenen Abschnitt wird die Faberpolynom-Entwicklung mit einem elliptischen
Konvergenzgebiet betrachtet. Um dieses zu bestimmen, wird ein rechteckiges Gebiet benotigt,
welches das Figenwertspektrum der Systemmatrix H begrenzt. Je priziser das Gebiet das
Spektrum begrenzt, desto groflere Zeitschritte kénnen mit derselben Polynomordnung erreicht
werden [84]. Daher wird im Folgendem die Systemmatrix auf ihre spektralen Eigenschaften
untersucht. Ziel soll es hierbei zunéchst sein, obere und untere Grenzen fiir die Real- und
Imaginérteile des Spektrums zu bestimmen. Zunéchst sollen einige allgemeine Eigenschaften
zusammengefasst werden. Als Ortdiskretisierung fir die Gleichung (5.1) wird, wie in Abschnitt
3.3 beschrieben, ein FD-Ansatz nach Yee [5] verwendet. Wenn ein ddmpfungs- und verstér-
kungsfreies Medium vorhanden ist, dann liegen alle Eigenwerte auf der imagindren Achse und
sind symmetrisch zu null. Wird ein Medium mit Dampfung modelliert, ergeben sich in der
diskretisierten Systemmatrix Figenwerte in der linken Halbebene. Die Eigenwerte haben daher
einen negativen Realteil. Je grofler die Dampfung ist, desto weiter reicht das Spektrum in die
linke Halbebene. Im Fall von verstirkenden Medien reicht das Spektrum zusétzlich in die rechte
Halbebene. Um eine Abschétzung fiir die Grenzen zu erlangen, gibt es verschiedene Ansétze.
Eine Moglichkeit, welche in [87] untersucht wird, ist die Verwendung eines Algorithmus zur
numerischen Bestimmung von Eigenwerten fiir diilnnbesetzte Matrizen wie ARPACK [97]. Hierbei
werden nicht alle Eigenwerte bestimmt, sondern nur einzelne. Diese iterativen Loser basieren
auf Krylov-Unterraum-Abbildungen und lassen sich mit Matrix-Vektor-Multiplikationen mit
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‘H berechnen. Mit diesem Ansatz lassen sich die betragsméflig grofiten Eigenwerte besonders
effizient bestimmen, da die iterative Berechnung schon mit einer geringen Anzahl von Matrix-
Vektor-Multiplikationen konvergiert [87]. Werden andere Werte benétigt, kann die Konvergenz
deutlich langsamer ausfallen. Dies ist insbesondere der Fall, wenn die Imagindr- und Realteile
sehr unterschiedliche Gréfenordnungen annehmen kénnen. Abhédngig von der Systemgrofie kann
dies eine erhebliche Zeit in Anspruch nehmen. Allerdings miissen die Berechnungen nur einmal
im Vorfeld durchgefithrt werden. Je nach Simulationszeit T tritt dies in den Hintergrund [87].

In [90, 91] werden Ansétze basierend auf dem numerischen Wertebereich (engl. "Field of Values")
und des Rayleigh-Koeffizienten verwendet [98]. Der numerische Wertebereich W () einer Matrix
‘H ist eine weitere Art, die Matrix zu charakterisieren. Entscheidend ist hierbei, dass der
numerische Wertebereich auch eine obere Grenze fiir die Eigenwerte o(H) der Matrix liefert [98,
99]:

o(H) C W(H). (5.33)

Die Matrix wird in einen hermiteschen und einen schiefhermiteschen Teil aufgeteilt. Anschliefend
werden mithilfe des numerischen Wertebereichs Grenzen fiir die beiden Teile bestimmt [91, 99].
Es lasst sich zeigen, dass diese Teilgrenzen auch fiir den numerischen Wertebereich der gesamten
Matrix gelten [99]. Uber (5.33) ist damit auch eine Grenze fiir das Eigenwertspektrum bestimmt.
Allerdings liegen die Grenzen fiir das Spektrum o(#) und den numerischen Wertebereich W (#H)
nur fiir normale Matrizen aufeinander. Im allgemeinen Fall ist der numerische Wertebereich
nur eine obere Grenze fir das Eigenwertspektrum [99]. In [91] fiihrt die Methode auf eine zu
konservative Abschitzung der unteren Grenze des Realteils des Spektrums.

Dabher soll hier ein alternativer Ansatz, der in [KS6] vorgestellt ist, entwickelt werden. Der Ansatz
bendtigt mehr Annahmen im Vorfeld, da auch das Simulationsmodell und die Modellgleichungen
in Betracht gezogen werden und nicht nur mit der finalen diskretisierten Systemmatrix gearbeitet
wird. Hierzu werden die einzelnen Modellgleichungen durch die Entwicklung nach ebenen Wellen
in den k-Raum transformiert. Da hier die d&ufleren Grenzen des Eigenwertspektrums bestimmt
werden sollen, sind bei der Untersuchung nur die Maximalwerte interessant. Die Methode
erlaubt in einigen Féillen sogar die Bestimmung von analytischen Grenzen, sofern die Anzahl
der Modellgleichungen nicht zu gro8 ist. Fiir andere Fille wird ein numerischer Losungsansatz
vorgestellt.

Ein &hnlicher Ansatz wird in [100, 101] verfolgt, um die Stabilitdt von PMLs zu untersuchen.
Auflerdem wird nur eine geringe Anzahl von Gleichungen betrachtet, sodass eine analytische
Losung noch moglich ist. Dariiber hinaus werden dhnliche Ansétze auch bei Stabilitdtsuntersu-
chungen von FDTD-Methoden verwendet [4, 42]. Dieser Ansatz soll im Folgenden beleuchtet
werden. Zuerst wird das Modell nach ebenen Wellen in den einzelnen Materialbereichen ent-
wickelt. Hierbei wird angenommen, dass die Materialbereiche stiickweise konstant sind. Auf
diese Weise soll der Einfluss der einzelnen Bereiche auf die Grenzen des Eigenwertspektrums
untersucht werden. Bei den einzelnen Materialbereichen kann es sich zum Beispiel um Drude-
oder Lorentz-Modelle handeln oder um Bereiche, welche nur durch ein frequenzunabhéngiges €
oder p beschrieben werden. Auch die PML-Regionen werden einzeln untersucht. Das Vorgehen
soll am Beispiel eines eindimensionalen Systems mit einem Drude-Modell néher erlautert werden.
Das Drude-Modell wird mit der in Abschnitt 2.2 vorstellten ADE-Methode eingebunden. Das
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System kann in diesem Fall mit

19
9 - 0 Tamer Hel))
o= |~ 0 0 P (5.34)
eow(2) 0 —vp(z)
angegeben werden, wihrend 1; mit
. T
U= |Bult,2) Hy(t,2) Ju(t,2)] (5.35)

gegeben ist. Im Anschluss wird das System nach ebenen Wellen entwickelt. Hierbei missten
alle Groflen transformiert werden, welche ortsabhéngig sind. Das fiihrt dazu, dass bei direkter
Anwendung auf das komplette Modell, abhéngig von der rdumlichen Struktur des Simulationsge-
bietes, sehr komplexe Ausdriicke gefunden werden miissen, da auch die Strukturen transformiert
werden miissten. Daher wird, wie oben beschrieben, angenommen, dass die Materialbereiche
einzeln untersucht werden und als stiickweise stetig angenommen werden. Das erlaubt es, die
Materialparameter als Konstanten anzunehmen, was die Transformation erleichtert. Denn nun
miissen nur noch die Feldgrofen und die Ortsdifferenziale betrachtet werden. Fiir die iibrigen
Groflen werden nur die Extremwerte betrachtet, da allein die Grenzen des Spektrums unter-
sucht werden sollen. Fiir ¢ und p werden die kleinsten vorkommenden Werte verwendet, da in
diesen Bereichen die hochste Phasengeschwindigkeit vorliegt. Diese bestimmt die Ausdehnung
des Eigenwertspektrums entlang der imagindren Achse. Fiir vp und wp werden die gréfiten
vorliegenden Werte verwendet. Wenn der Bereich mit dem Drude-Modell nicht den gesamten
Simulationsbereich einnimmt, muss der andere Bereich noch separat betrachtet werden. Fur den
Bereich mit dem Drude-Modell kann die folgende transformierte Matrix bestimmt werden:

0 —jk: —1/ex
Hi = |~k 0 0 |. (5.36)
cow?, 0 —YD

Bei k., handelt es sich hierbei um die z Komponente des numerischen Wellenvektors. Nun soll
mithilfe des transformierten Systems der Einfluss auf das Eigenspektrum der gesamten Matrix
abgeschéitzt werden. Zu diesem Zweck werden die Eigenwerte der Matrix Hj untersucht. Hierzu
werden hier zwei Ansétze betrachtet. Wenn das System, wie in (5.36), mit nur einer geringen
Anzahl von Gleichungen beschrieben wird, kann in vielen Féllen ein analytischer Ausdruck fiir
die FEigenwerte von Hj gefunden werden. Gelingt dies, muss im Anschluss noch die értliche
Diskretisierung des Simulationsmodells beriicksichtigt werden. Bei der hier verwendeten FD-
Diskretisierung nach Yee [5] konnen die Wellenvektoren nicht beliebige Werte annehmen. Durch
die finite Schrittweite der Ortsdiskretisierung gibt es eine maximale Wellenzahl, welche von
dem Gitter dargestellt werden kann. Der maximale Wert fiir den Betrag des Wellenvektors
|k| ist mit |kpax|] = 2/A gegeben. Die Grofle A ist die ortliche Diskretisierungsweite. Die
Komponenten k;, k, und k, des Wellenvektors in #j, konnen daher nur Werte k € [—kmax, Kmax]
annehmen [KS6]. Auf diesem Intervall lassen sich nun die Minima und Maxima fiir den Realteil
und Imaginédrteil des Spektrums bestimmen. Auf diese Weise kénnen mithilfe des analytischen
Ausdrucks die Grenzen des Spektrums berechnet werden. Fiir einige Modelle sind dartiber hinaus
analytische Ausdriicke fiir die Grenzen des Spektrums zu finden. Ein Beispiel hierfir sind die
dampfungsfreien Maxwell-Gleichungen. Hier wird die Systemmatrix zunéchst mit dem Ansatz
in [53] normalisiert. Im Anschluss ist die resultierende Matrix schiefsymmetrisch. Das System
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hat also nur imaginire Eigenwerte. Nach Bestimmung der Ausdriicke fiir die Eigenwerte werden
die Maximalwerte kpax in diese eingesetzt. Damit ldsst sich fiir den eindimensionalen Fall

2
| =
\//EAZ

als obere Grenze fiir den Imaginérteil bestimmen. Im zweidimensionalen Fall ist die Grenze mit

R ESEs)

gegeben und fiir den dreidimensionalen Fall mit

H () (2)+ (&) (5.39)

Die Grofle der Matrix Hji kann abhingig von den verwendeten Materialmodellen allerdings
schnell ansteigen. Besonders im zwei- und dreidimensionalen Fall hat die Matrix Hy oft viele
Terme, was die Bestimmung eines analytischen Ausdrucks erschwert. Wird zum Beispiel die
in Abschnitt 2.4 beschriebene CFS-PML verwendet und mit ADEs eingebunden, so liegen bei
eindimensionalen Systemen vier Gleichungen vor, sodass Hj, auch eine Gréfle von vier hat. Im
dreidimensionalen Fall liegen hier 12 zusétzliche ADEs vor, sodass das System insgesamt von 18
Gleichungen modelliert wird. Wahrend es fiir Matrizen mit einer Grofle von vier oder kleiner
noch direkte Methoden gibt, um die Eigenwerte analytisch zu bestimmen, ist dies ab einer
Grofle von flinf nicht mehr mdéglich. Eine Moglichkeit fiir solche Systeme ist der Einsatz von
symbolischen Losungsalgorithmen, um einen analytischen Zusammenhang zu bestimmen. Fir
sehr komplexe Modelle kann auch ihr Einsatz nicht immer zu einem Ergebnis fiihren. Deshalb
wird hier als zweiter Losungsansatz eine numerische Methode vorgestellt, welche selbst fiir diese
Systeme eine Abschétzung liefern kann.

(5.37)

[ =

[ =

Der Ausgangspunkt sind jeweils die Systemmatrizen Hy der einzelnen Bereiche im k-Raum.
Werden einzelne Werte fiir k, eingesetzt, so ist die Matrix Hy vollstandig bestimmt. In diesem
Fall lassen sich die Eigenwerte der Matrix mit einem direkten Algorithmus bestimmen. Auch
fiir sehr komplexe Modelle ist die Anzahl der Gleichungen nicht so grof}, dass sie von einem
numerischen Eigenwertloser nicht mehr zu 16sen wéren. Nun soll wieder genutzt werden, dass
die ortliche Diskretisierung die Werte fiir die Komponenten £, k, und k. des Wellenvektors
einschrankt. Nun werden die Komponenten des Wellenvektors k., ky, und k. in Hy, gleichformig in
k € [—kmax, kmax] diskretisiert. Hierzu hat sich eine Anzahl von 50 Abtastpunkten als ausreichend
erwiesen [KS6]. Wichtig ist es insbesondere, die Rénder des Intervalls k € [—kmax, Fmax] und null
in die Berechnung einzuschlieffen. Diese Werte korrespondieren in der Regel mit Extremwerten
an den Randern des Eigenwertspektrums. Fiir die einzelnen Werte k werden die Eigenwerte
der Matrix Hj numerisch bestimmt. Durch die geringe Grofle von Hj ist der hierzu notige
Rechenaufwand gering. Die so erlangten maximalen Eigenwerte werden zur Abschitzung der
Rénder des Spektrums von H verwendet.

5.4 Untersuchung der Effizienz

In den vorangegangenen Abschnitten wird ein Algorithmus zur numerischen Losung der Maxwell-
Gleichungen vorgestellt. Die bisherigen Uberlegungen erlauben eine Losung bei Systemen, welche
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sich in der Form (5.1) darstellen lassen. Mit diesem Ansatz lassen sich alle linearen Materialm-
odelle erfassen. Fiir die Approximation mit den Faberpolynomen werden allerdings Informationen
iiber das Eigenwertspektrum der Systemmatrizen benétigt. Mit den zuvor vorgestellten Metho-
den steht auch hierfiir ein Ansatz bereit, welcher fiir beliebige lineare Materialmodelle mit einer
FD-Yee-Diskretisierung angewendet werden kann. Nun verbleibt die Frage nach der Effizienz des
Algorithmus im Hinblick auf den Rechenaufwand und die erreichte Genauigkeit der Approximati-
on. Daher soll der Faberpolynom-Algorithmus im Folgenden mit der klassischen FDTD-Methode
verglichen werden. Das ist in der Literatur bisher noch nicht untersucht. Hierbei soll primér die
Approximation der Zeitpropagation in den Blick genommen werden. Aus diesem Grund wird fiir
beide Algorithmen bei allen Vergleichen immer dasselbe ortliche Gitter verwendet.

Die Referenzlésung wird mit einer Faberpolynom-Approximation von sehr hoher Ordnung
bestimmt. Als Maf fiir den Rechenaufwand wird die Anzahl der Matrix-Vektor-Multiplikationen
herangezogen. Sofern fiir die 6rtliche Diskretisierung das gleiche Verfahren verwendet wird, so
entspricht ein Zeitschritt der FDTD-Methode einer Matrix-Vektor-Multiplikation [53]. Insbe-
sondere fiir zwei- und dreidimensionale Systeme wird die Rechenzeit fiir die verwendete kurze
Rekursionsbeziehung (5.12) der Faberpolynome primér von den Matrix-Vektor-Multiplikationen
in Anspruch genommen. Es sollen zwei Félle betrachtet werden: Zuerst soll die Effizienz fiir
ein ddmpfungsfreies System untersucht werden. Im Anschluss wird ein System mit Verlusten
betrachtet. Hierbei ist es von Interesse, ob die Faberpolynom-Approximation auch hier genaue
Ergebnisse liefern kann.

5.4.1 Dampfungsfreies System

Fiir die Untersuchung wird ein zweidimensionales Testsystem gewahlt, bei dem die TM-Mode
in der z-y Ebene untersucht wird. Der Simulationsbereich hat die Abmessungen L, = L, =
5pm. Fiir die Ortsdiskretisierung mit der FD-Yee-Methode werden die Diskretisierungsweiten
A = Az = Ay = 10nm verwendet. Der Koordinatenmittelpunkt = (x,3)” = (0,0)” befindet
sich in der Mitte des Rechengebietes. Das Rechengebiet wird in zwei Hélften aufgeteilt. Auf der
linken Seite des Rechengebietes fiir x < 0 liegt eine relative Permittivitat von €,1 = 1 vor. In
der Mitte des Rechengebietes verlauft eine Sprungstelle in e parallel zur y Achse. Auf der linken
Seite dieser Sprungstelle mit > 0 gilt €,2 = 2. Die Simulation wird mit einer Feldverteilung
\I_)(t = 0) initialisiert. Bei dieser handelt es sich um einen gaufférmigen Impuls, welcher in der
linken Halbebene platziert wird. Die Feldverteilung wird so initialisiert, dass der Impuls in
positiver xz-Richtung in Richtung der rechten Halbebene propagiert. Die FWHM-Bandbreite
des Impulses wird zu B = 300 THz gewéhlt. Die Simulationszeit betrigt T' = 0,047 ps. Fiir die
Auswertung wird der Wert der E,-Komponente an der Stelle 7, = (2, y,)7 = (1,25 pm, 0 im)”
in Abhéangigkeit von der Zeit gemessen. Diese initialen Parameter werden sowohl fiir die FDTD-
Simulationen als auch fiir die Faberpolynom-Methode verwendet. Bei der FDTD-Methode ist
bei der Initialisierung der Feldgroflen neben dem ortlichen Versatz zwischen den Feldgrofien E,,
H, und H, durch das Yee-Gitter auch der zeitliche Versatz beriicksichtigt worden, welcher bei
der FDTD-Methode zwischen den diskretisierten Grofien vorliegt.

Fiir die Faberpolynom-Methode wird das elliptische Konvergenzgebiet verwendet. Mit der
Methode zur Abschitzung des Eigenwertspektrums ergibt sich [ = 8,479 x 1065~ und ¢ = 0.
Die Simulation wird mit den oben genannten Parametern fiir verschiedene Zeitschrittweiten At
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durchgefithrt. Um die Einordnung zu erleichtern, wird die Zeitschrittweite auf Atcpr, normiert:
At = thCFL- (540)

Fiir die Propagation werden abhingig von der verwendeten Zeitschrittweite Ny = T/ At Zeit-
schritte benotigt, um die Simulation durchzufithren. Der Rechenaufwand hierfiir wird hier
iber die benétigte Anzahl von Matrix-Vektor-Multiplikationen Nyjatvee charakterisiert. Wie
oben beschrieben, hiangt die Anzahl pro Zeitschritt bei der Faberpolynom-Methode von der
Polynomordnung N, ab. Damit gilt also:

NMatVec,Faber = T/Athol- (541)

Um den Fehler in Abhéngigkeit des Rechenaufwandes zu charakterisieren, wird die Simulation fiir
jeden verwendeten Zeitschritt At mit verschiedenen Entwicklungsordnungen Ny, und damit ge-
méaf (5.41) einer verschiedenen Anzahl von Matrix-Vektor-Multiplikationen durchgefithrt. Auch
der FDTD-Algorithmus wird mit verschiedenen Zeitschrittweiten At berechnet. Wie oben be-
schrieben, entspricht der Rechenaufwand fiir einen Zeitschritt mit dem FDTD-Algorithmus einer
Matrix-Vektor-Multiplikation mit der Matrix H. Die Anzahl der Matrix-Vektor-Multiplikationen
Npatvee entspricht daher der Anzahl der Zeitschritte, welche bendtigt werden, um die Simulation
der Lange T durchzufiihren:

NuatvVee, FDTD = N7 =T/ At. (5.42)

Die Simulation mit der FDTD-Methode wird mit verschiedenen Zeitschrittweiten At durchge-
fithrt, wodurch geméaf (5.42) der Rechenaufwand in Form der Matrix-Vektor-Multiplikationen
variiert. Aufgrund der CFL-Bedingung muss hierbei At < Atcpy, erfiillt sein, um eine stabile
Propagation zu gewéhrleisten.

Die Ergebnisse der Simulationen sind in Abbildung 5.5 zusammengefasst. Die Abbildung zeigt
den relativen Fehler der Zeitverlaufe der £,-Komponente, welcher in 7, aufgenommen worden
ist. In der Untersuchung sollen Simulationen mit Zeitschrittweiten At von sehr unterschiedlichen
Groflenordnungen verglichen werden. Um dies zu ermdglichen, wird der Fehler im Spektrum der
gemessenen Zeitverldufe untersucht. Hierzu wird die DFT Fp(E,) der Zeitverldufe bestimmt.
Der Fehler wird in einem Spektralbereich von f = 0 THz bis f = fines = 1000 THz berechnet,
welcher das gesamte Signalspektrum enthélt. Da die Simulationszeit T konstant ist und immer
der gleiche Spektralbereich gewédhlt wird, wird bei jeder Zeitschrittweite At im diskreten Spek-
trum immer dieselbe Anzahl N von diskreten Spektralkomponenten fiir die Fehlerberechnung
verwendet. Der relative Fehler wird daher jeweils im Spektrum Fp(E,) der Zeitverlaufe mit €.¢; =
UNE SN D (Baef (7= Ty f = F)) = FO(E:(F = o f = F )|/ FD(Burpes (7= s f = )]
bestimmt. Der Fehler der Faberpolynom-Methode ist fiir alle verwendeten Zeitschrittweiten
fir geringe Werte Npratvee hoch. Dies ist darin begriindet, dass die Approximation in diesen
Féllen noch nicht konvergiert ist, da die Entwicklungsordnung Ny, noch nicht ausreichend hoch
ist. In vielen Féllen ist in diesem Bereich keine stabile Propagation moglich. Die Simulationen
werden instabil und divergieren. Wird Nyjatvee und damit auch die Entwicklungsordnung Ny
erhoht, so konvergiert die Methode. Dies hat zur Folge, dass der Fehler sehr schnell abfillt.
Dieser Abfall des relativen Fehlers setzt sich fort, bis der Fehler einen finalen Wert erreicht hat.
Hier liegen diese finalen Werte bei niaherungsweise ~ 1 - 107! bis ~ 9 - 10~'3. Sobald der Wert
erreicht ist, fiihrt eine Erhohung der Approximationsordnung zu keiner weiteren Steigerung der
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Abbildung 5.5: Der relative Fehler ist fiir die verschiedenen Algorithmen in Abhéngigkeit von dem
Rechenaufwand dargestellt, welcher benttigt wird, um die jeweilige Simulation
durchzufiihren. Der Rechenaufwand wird mit der Anzahl der benétigten Matrix-
Vektor-Multiplikationen Nyatvee charakterisiert. Die Faberpolynom-Methode
wird fiir sechs verschiedene Schrittweiten durchgefiihrt, bei welchen jeweils die
Entwicklungsordnung Ny variiert wird.

Genauigkeit. Auffillig ist auflerdem, dass héhere Zeitschrittweiten zu einer schnelleren Kon-
vergenz fiihren, da fiir grofle Zeitschrittweiten der Fehler frither einen Sattigungswert erreicht.
Bei der FDTD-Methode ist ein anderer Verlauf zu beobachten. Die untere Grenze fiir den
Rechenaufwand wird durch Nypatvee = Nr = T/Atcrr, begrenzt. Fir grofiere Anzahlen der
Zeitschritte Np ist eine stabile Propagation moglich. Wird Ny und damit auch Nyatvec weiter
erhoht, so sinkt geméf (5.42) die Zeitschrittweite At. Ein geringeres At hat zur Folge, dass die
Zeitpropagation genauer approximiert wird. Dies spiegelt sich auch in dem Verlauf in Abbildung
5.5 wider. Mit steigendem Nypatvec sinkt der Fehler der FDTD-Methode kontinuierlich. Werden
die Methoden miteinander verglichen, so fillt auf, dass der FDTD-Algorithmus fiir niedrige
Genauigkeiten effizienter ist. Mit steigendem Rechenaufwand Nyjatvee wird zwar der Fehler
von allen Algorithmen reduziert, allerdings sinkt der Fehler der Faberpolynom-Methode mit
Einsetzen der Konvergenz so schnell, dass dieser die Kurve des FDTD-Algorithmus schneidet.
Nach dem Schnittpunkt ist die Faberpolynom-Methode effizienter. Die schnelle Konvergenz
flihrt auBerdem dazu, dass die Faberpolynom-Methode Genauigkeiten erreicht, welche mit der
FDTD-Methode nur mit sehr groBem Rechenaufwand und praktisch in vielen Féallen gar nicht
zu erreichen sind.

Die Schnittpunkte liegen in dem Bereich vor, in denen die Genauigkeitsanforderungen einen
FDTD-Zeitschritt von At = 0, 5Atcrr, bis At = 0, 2Atcpy, erfordert. Dartiber hinaus lasst sich
feststellen, dass selbst Zeitschrittweiten ohne Probleme mit der Faberpolynom-Methode mdglich
sind, welche mit At = 500Atcp;, mehrere hundertmal grofler sind als es die CFL-Bedingung
erlaubt.
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5.4.2 Drude-Modell

Im Folgenden sollen die Algorithmen fiir ein System mit Dampfung untersucht werden. Wahrend
die Berechnung des obigen Beispiels auch mit dem klassischen Tschebyscheff-Polynom-Ansatz
von [53] moglich wire, ist die folgende Untersuchung mit diesem nicht ohne weiteres moglich.
Fiir das neue Beispiel wird zunéchst das Testsystem variiert. Die rechte Halbebene fiir > 0
ist mit einem Medium gefillt, welches mithilfe eines Drude-Modells modelliert wird. Hierbei
wird wieder die ADE-Formulierung verwendet, welche in Kapitel 2.2 beschrieben wird. Diese
ADE-Formulierung wird sowohl fiir die FDTD-Methode als auch fiir die Faberpolynom-Methode
verwendet, sodass sowohl das Materialmodell als auch die Ortsdiskretisierung iibereinstimmen.
Die folgenden Parameter werden verwendet: vp = 3,23 x 1013 s™! und wp = 1,39 x 1015571,
Durch den Parameter vp liegt Dédmpfung in dem System vor. Die Systemmatrix #H ist nicht
langer rein schiefsymmetrisch und hat nicht nur rein imaginire Eigenwerte. Mir den oben
beschriebenen Methoden lassen sich die folgenden Parameter fiir das Spektrum bestimmen:
c=16,15x 10?57 ! und I = 8,479 x 10'6s~1. Die Ergebnisse der Simulationen sind in Abbildung
5.6 dargestellt. Die Verldufe der Kurven fiir das dampfungsbehaftete System stimmen gut mit
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Abbildung 5.6: Es wird ein System simuliert, bei dem ein Halbraum mit einem nach dem Drude-
Modell modellierten Material gefiillt ist. Der relative Fehler der verschiedenen
Algorithmen wird in Abhéngigkeit von dem Rechenaufwand gemessen und in Ab-
héngigkeit von der Anzahl der nétigen Matrix-Vektor-Multiplikationen Nyfatvee
dargestellt. Die Faberpolynom-Methode wird mit verschiedenen Zeitschrittweiten
durchgefiihrt.

denen des ddmpfungsfreien Systems in 5.5 iiberein. Der Fehler der FDTD-Methode sinkt wieder
kontinuierlich mit sinkender Zeitschrittweite, wahrend der Fehler fiir die Faberpolynom-Methode
mit Einsetzen der Konvergenz rapide auf Sittigungswerte im Bereich ~ 3-10713 bis ~ 15- 10713
abféllt. Wie in dem zuvor betrachteten Beispiel setzt die Konvergenz der Faberpolynom-Methode
bei den héheren Schrittweiten eher ein, als bei den niedrigeren Schrittweiten At¢. Auch hier sind,
bezogen auf die maximale Schrittweite, nach der CFL-Bedingung Atcpr, wieder extrem grofle
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5 Faberpolynome zur Zeitpropagation

Schrittweiten mit der Faberpolynom-Methode mdoglich.

5.5 Diskussion

In den letzten Abschnitten wird eine Faberpolynom-Methode zur Losung der Maxwell-
Gleichungen vorgestellt und untersucht. Die Methode basiert auf einer Approximation des
Exponential-Operators in (5.1). Die Approximation erfolgt hierbei in der komplexen Ebene in
Abhéngigkeit von den Eigenwerten der Systemmatrix. Diese Approximation erméglicht es, belie-
bige lineare Materialmodelle in die Simulation aufzunehmen. Hierbei kénnen auch ddmpfende
Materialmodelle direkt in die Systemmatrix H integriert werden. Die vorgestellte Methode zur
Approximation der Grenzen des Eigenwertspektrums erméglicht die Bestimmung der fiir die
Faberpolynom-Approximation ndtigen Parameter. Hierbei miissen an keiner Stelle Eigenwerte
der in der Regel sehr groflen Systemmatrix H direkt bestimmt werden.

In Abschnitt 5.4 wird die Faberpolynom-Methode im Hinblick auf ihre Effizienz mit dem
klassischen FDTD-Algorithmus verglichen. Hierbei ist die bendtigte Anzahl von Matrix-Vektor-
Multiplikationen Nytatvec das Maf fiir den Rechenaufwand. Da fiir beide Methoden die gleiche
ortliche Diskretisierung verwendet wird, erlaubt diese Betrachtung eine allgemeine und von
der Implementierung unabhéngige Aussage. Wie in Abschnitt 5.4 untersucht, ermdéglicht die
Faberpolynom-Methode eine sehr genaue Approximation der Zeitpropagation. Hervorzuheben
ist, dass dies sowohl fiir das dampfungsfreie als auch fiir das ddmpfungsbehaftete System der Fall
ist. Die Konvergenz setzt bei der Faberpolynom-Methode mit steigender Approximationsordnung
abrupt ein und fiihrt dann zu einem raschen Sinken des Fehlers. Werden Approximationen mit
einer zu geringen Approximationsordnung Ny eingesetzt, so ergeben sich grofie Fehlerwerte
und mitunter instabile Simulationen. In diesem Bereich ist die FDTD-Methode effizienter.
Insgesamt zeigt sich, dass die Faberpolynom-Methode bei hohen Genauigkeitsanforderungen
eine um Groflenordnungen effizientere Berechnung erméglicht. Sind die Anforderungen an die
Genauigkeit geringer, so ist die klassische FDTD-Methode effizienter.

Hervorzuheben ist, dass hier die Approximation der Zeitpropagation beriicksichtigt wird. Der
gesamte Fehler setzt sich, wie in Abschnitt 3.1 und 3.2 beschrieben, aus dem Fehler durch die
Ortsdiskretisierung und die Zeitdiskretisierung zusammen. Um den Fehler durch die Ortdiskreti-
sierung weiter zu senken, kann entweder die Diskretisierungsweite reduziert oder ein Verfahren
héherer Ordnung verwendet werden. Hierbei bieten sich insbesondere pseudospektrale Verfahren
[4, 14, 42], wie auch in 3.1 beschrieben, oder diskontinuierliche Galerkin-Verfahren an [17].

Ansétze zur weiteren Verbesserung der Approximation kénnen an dieser Stelle durch eine weiter
optimierte spektrale Approximation erreicht werden. Bei der hier vorgestellten Methode werden
die Grenzwerte des Spektrums bestimmt. Mehr Informationen iiber die Form des Spektrums
kénnen bei der Faberpolynom-Methode durch einen genau angepassten Konvergenzbereich
effektiv genutzt werden. Die nétigen konformen Abbildungen lassen sich mit der Schwarz-
Christoffel-Transformation bestimmen.

Bisher werden nur lineare quellfreie Systeme betrachtet. Im néchsten Kapitel sollen Methoden
entwickelt werden, die es erlauben, mit dem Algorithmus auch Quellterme wie Stromdichten zu
berticksichtigen.
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6 Einbindung von Quelltermen

Mit den Uberlegungen aus dem vorangegangenen Abschnitt ldsst sich ein Algorithmus fiir
die numerische Losung der Maxwell-Gleichungen im Zeitbereich mithilfe von Faberpolynomen
realisieren. Dies bedeutet, dass alle Feldverteilungen zu Beginn der Zeitbereichs-Simulation im
Simulationsgebiet initialisiert werden miissen. Mit der Methode kénnen Probleme untersucht
werden, bei denen die Entwicklung einer bekannten Feldverteilung tiber die Zeit berechnet werden
soll. Allerdings lassen sich mit der Formulierung des letzten Kapitels noch keine Quellterme
in die Simulation einbinden. Das schriankt die Anwendbarkeit der Methode deutlich ein. Die
Quellterme sind noétig, um die Einkopplung von Feldern wahrend der Simulation zu ermdglichen.
Mit dem Begriff Quellterme sind hierbei die Stromdichten in (2.1) zusammengefasst. Mit der
Methode in 2.5 ldsst sich mithilfe der Stromdichten die Einkopplung von Ebenen Wellen, die
Einkopplung von Eigenmoden an Wellenleitern oder auch TFSF-Formulierungen realisieren.

Die Einbindung von Quelltermen ist auch in [90] und [91] noch nicht untersucht worden. Daher
sollen Methoden vorgestellt werden, welche dies effizient erméglichen. Die Formulierung soll
moglichst konsistent mit dem bisherigen Zeitpropagationsalgorithmus sein und keine zusétzlichen
Fehler einfiithren, wie es beispielsweise bei Splitting-Ansétzen der Fall ist [102]. Insgesamt ist
eine moglichst prézise Approximation erstrebenswert, um die hohe Genauigkeit des linearen
Teils zu erhalten. Wie im Folgenden erldutert, kann die Einbindung von Quelltermen allerdings
zu einem erheblichen zusétzlichen Rechenaufwand fithren.

Daher werden Methoden entwickelt, welche die Beschaffenheit der Quellterme im Hinblick
auf Orts- und Zeitabhingigkeit beriicksichtigen. Zunéchst wird hierzu die Formulierung der
Quellterme fiir die Einbindung in die Simulation beschrieben. Im Anschluss werden verschiedene
effiziente Strategien zur Realisierung diskutiert.

6.1 Direkte Evaluation der Quellterme

Zuerst wird die bisherige lineare, quellfreie Formulierung um die Quellfunktionen ergénzt. Im
Anschluss wird das angepasste Zeitpropagationsschema formuliert. Darauf aufbauend werden
verschiedene alternative Methoden diskutiert, mit denen die Quellterme approximiert werden
kénnen. Auf dieser Basis wird im Anschluss eine erste Approximation des Zeitpropagationssche-
mas mit Quelltermen auf Basis von Faberpolynomen entwickelt. Dieses soll an einem Testsystem
numerisch evaluiert und im Anschluss bewertet werden.

Teile der im Anschluss beschriebenen Untersuchung sind in [KS8] verdffentlicht. Die Ergebnisse
werden im Folgenden dargestellt und ergénzt.
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6 Einbindung von Quelltermen

6.1.1 Formulierung

- —

Die Quellterme sollen hier allgemein mit dem in (2.54) bereits eingefithrten ((7,t) = [J K ]

dargestellt werden. Diese Funktion ((7,¢) kann im Allgemeinen sowohl orts- als auch zeitabhéngig
sein. Zunéchst wird das System ortlich diskretisiert. Die diskretisierten Gleichungen lassen sich
wie folgt darstellen:

ou(t) - -
5 = HE() + £, (6.1)

Der Vektor 5 € RY beinhaltet die ortlich, aber noch nicht zeitlich diskretisierten Stromdichten

und ist mit .
& - l_}ii%ul (62)

gegeben. Nun soll wie im vorangegangenen Abschnitt die formale Losung bestimmt werden. Mit
den allgemein angesetzten Quellterm ergibt sich diese zu [71, 103]:

—

U(t, + At) = exp(AtH)U(t,) + /0 > exp((At — TYH)E(t, + T)dT. (6.3)

Hierbei fillt auf, dass die Gleichung fiir den linearen quellfreien Teil noch in derselben Form
vorliegt wie zuvor ohne den Quellterm in (5.1). Neben dem Matrixexponential, welches den
linearen Teil der Gleichung beschreibt, liegt nun zusétzlich ein Integralterm vor. Physikalisch
beschreibt dieser Term nicht nur den Verlauf der Stromdichten, sonderri auch die Interaktion mit

dem umgebenden Medium fiir die Dauer des Zeitschritts At. Sofern £(¢) nicht zeitunabhéngig
ist, muss der Integralterm in jedem Zeitschritt bestimmt werden.

Einordnung

In der Literatur werden hierzu verschiedene Ansétze diskutiert. Diese sollen an dieser Stelle kurz
beschrieben werden. Besonders die Genauigkeit und der nétige Rechenaufwand sollen in den
Blick genommen werden. Aulerdem soll die Eignung fiir die verwendete Faberpolynom-Methode
beriicksichtigt werden.

Eine Moglichkeit ist die Anwendung von klassischen Quadraturregeln zur Berechnung des
Integrals in (6.3). In [71] wird dieser Ansatz allgemein im Kontext der Faberpolynome untersucht.
Hierbei werden keine weiteren Annahmen beziiglich der Funktionen in dem Integral getroffen.
Dadurch ist dieser Ansatz flexibel in der Anwendung, da keine Einschrankungen im Hinblick auf
die Zeitabhédngigkeit oder die 6rtliche Verteilung der Quellfunktionen im Rechengebiet vorliegen.
Die Anwendung der Quadraturregeln fithrt auf zusétzliche Matrixfunktionen. Diese miissen,
wie das Matrixexponential fiir den quellfreien Teil von (6.3), auf geeignete Weise berechnet
werden. Die Anzahl dieser zusétzlichen Funktionen ist durch die Approximationsordnung der
Quadratur bestimmt. Je hoher die Approximationsordnung ist, desto mehr zusédtzliche Terme
miissen bestimmt werden. Die Anforderung an die Approximationsordnung héngt in diesem
Zusammenhang von den Anforderungen an die Genauigkeit und von der Zeitabhéangigkeit der
Funktion ((7,t¢) ab. Fur Funktionen ((7,t), welche stark oszillieren, sind daher in der Regel
viele zusédtzliche Funktionen nétig. Da diese Matrixfunktionen wahrend der Zeitpropagation
berechnet werden miissen, fithrt dies zu einem stark erh6éhten Rechenaufwand. Die Verwendung
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6.1 Direkte Evaluation der Quellterme

einer Entwicklung von einer zu geringen Ordnung fithrt zu einer Reduzierung der Genauigkeit
im Vergleich zu der genauen Approximation des quellfreien Teils.

Weitaus effizientere Algorithmen kénnen konstruiert werden, indem E zunachst geeignet appro-
ximiert wird, die Approximation in das Integral eingesetzt und im Anschluss aufgeteilt und
berechnet wird [103, 104]. Im Umfeld der Exponential-Integratoren existieren verschiedene Ansét-
ze [104, 105]. Dieses Vorgehen ist effizienter als die allgemeine Anwendung von Quadraturregeln,
da hierbei das Matrixexponential in (6.3) berticksichtigt wird. Die auftretenden Matrixfunktionen
werden hierbei in der Regel mit Krylov-Unterraum basierten Ansétzen berechnet [75, 76, 104].
Allerdings werden die folgenden Untersuchungen zeigen, dass sich viele der Ergebnisse auch auf
den untersuchten Ansatz auf Basis von Faberpolynomen iibertragen lassen.

Eine weitere Moglichkeit ist die in [33] vorgestellte Methode. Bei dieser werden die Strome
mithilfe von geeigneten ADEs entwickelt. Diese werden dann wie bei den Drude- und Lorentz-
Modellen in den vorangegangenen Abschnitten in die Systemmatrix H aufgenommen. Hierdurch
wird das Integral in (6.3) komplett vermieden. Die Quellterme werden bei der Auswertung
des Matrixexponentials mitberechnet. Diese Methode ist besonders fiir harmonische Zeitabhén-
gigkeiten geeignet, da in diesem Fall nur zwei zusédtzliche Gleichungen nétig sind, um diese
exakt zu approximieren [33]. Da in diesem Fall keine Approximation notig ist, liegt hier kein
Verlust an Genauigkeit durch die Approximation der Quellterme vor [33]. Fiir komplexere
Zeitabhangigkeiten miissen allerdings immer mehr ADEs verwendet werden.

Eine vierte Moglichkeit kann auf Basis der Ergebnisse in [103] entwickelt werden. Diese erlaubt,
wie der ADE-Ansatz, die vollstdndige Vermeidung von zusétzlichen Matrixfunktionen. Auflerdem
erlaubt er im Gegensatz zu dem ADE-Ansatz auch die Berticksichtigung nichtlinearer Effekte.
Daher soll auf diesen Ansatz in Abschnitt 6.3 und Kapitel 7 gesondert eingegangen werden.

Mit diesen Voriiberlegungen soll nun ein erster Ansatz zur Einbindung von Quelltermen vorgestellt
werden. Hierbei soll der zweite Ansatz auf Basis der Exponential-Integratoren verwendet werden,
da dieser eine sehr allgemeine von Einbindung von Quelltermen erlaubt. Die Methoden sollen
hierbei mit dem in dieser Arbeit untersuchten Ansatz auf Basis von Faberpolynomen untersucht
werden. Aulerdem werden verschiedene Methoden zur effizienten Berechnung diskutiert.

Entwicklung mit Faberpolynomen

Eine erste Ndaherung fiir das Integral in (6.3) kann unter der Annahme bestimmt werden, dass

—

die Funktion £(t) tiber das Intervall [¢,,t, + At] von einem Zeitschritt At konstant ist. Mit
dieser Annahme kann (6.3) wie folgt umgeschrieben werden:

At . .
/ exp((Af — TYH)E(bn + At/2)dr = Ato(ALH)E(t, + AL/2). (6.4)
0
Die Funktion ¢(AtH) ist mit
I —exp(AtH)
O(AtH) = A (6.5)

gegeben [71]. Damit lasst sich das komplette Zeitpropagationsschema (6.3) wie folgt umschreiben:

—

U (t, + At) = exp(AtH)U(t,) + Ato(ALH)E(t, + At/2). (6.6)
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6 Einbindung von Quelltermen

Dieses Verfahren wird Exponential-Mittelpunkt-Verfahren genannt [104]. Bei Abtastung der
5 in t = t, ergibt sich das sogenannte Exponential-Euler-Verfahren. Da es sich bei (6.5)
auch um eine Matrixfunktion handelt und sich im allgemeinen Fall {(t,, + At/2) mit jedem
Zeitschritt dndern kann, muss diese, wie das Matrixexponential, in jedem Zeitschritt evaluiert
werden. Diese Berechnung wird hier mit Faberpolynomen realisiert. Im Gegensatz zu dem
Matrixexponential sind fiir die Funktion p(At#H) keine analytischen Zusammenhénge fir die
Entwicklungskoeffizienten der Faberpolynom-Entwicklung bekannt. Stattdessen werden die
Koeffizienten (5.8) hier numerisch bestimmt. Insgesamt miissen mit der Formulierung (6.6) also
zwei Matrixfunktionen in jedem Zeitschritt bestimmt werden.

—

Erfiillt die Funktion £(t) die Annahme eines konstanten Funktionswerts fiir ein Zeitintervall
oder variiert innerhalb eines Zeitschrittes A nur wenig, so kann (6.6) eine hinreichend genaue
Approximation darstellen. Fiir groBe Zeitschrittweiten und falls £(¢) zeitlich stark oszilliert, fiihrt
(6.4) zu zusétzlichen Fehlern. Obwohl die einzelnen Matrixfunktionen mithilfe der Faberpolynom-
Entwicklung, wie im letzten Abschnitt gezeigt, sehr prézise berechnet werden, fithren die
zusédtzlichen Fehler bei der Beschreibung der Quellfunktionen zu einem gréferen Gesamtfehler.

Daher sind, insbesondere wenn grofie Zeitschritte fiir die Simulation verwendet werden sollen,
genauere Approximationen fiir das Integral in (6.3) von Interesse. Im Folgenden soll daher
mit den Methoden der Exponential-Integratoren ein Ansatz entwickelt werden, der hohere
Approximationsordnungen als die Methode (6.6) erlaubt [103, 104]. Wie eingangs beschrieben,
soll hierbei zunéchst die Quellfunktion E (t) geeignet approximiert und im Anschluss das Integral
analytisch bestimmt werden. Zu diesem Zweck werden hier exemplarisch, wie in [103], Taylorpo-

—

lynome verwendet. Hierzu wird £(¢) in ¢ = t,, mithilfe von Taylorpolynomen entwickelt. Diese

—

Entwicklung wird fiir £(¢) in (6.3) eingesetzt. Damit lésst sich (6.3) wie folgt umschreiben [103]:

U(t, + At) = exp(AtH)U(t,) + fj or(AH) (A, (6.7)
k=1

Bei 1), handelt es sich um die Entwicklungskoeffizienten der Taylorpolynom-Entwicklung von der

— =

Quellfunktion £(¢). Hierbei ist zu beachten, dass es sich bei {(t) um die 6rtlich diskretisierten
Quellfunktionen handelt. Wenn £(¢) nicht 6rtlich konstant ist, so enthalten auch die Entwick-
lungskoeftizienten 1y, fiir die verschiedenen o6rtlichen Diskretisierungspunkte verschiedene Werte.
Hierbei gilt 1 = j(k_l)(tn) fiir die Koeffizienten der Taylorpolynom-Entwicklung. Die Funktion
¢y, ist durch eine Rekursionsbeziehung definiert [103, 104]:
or-1(AtH) — I/k!

Die Startbedingung der Rekursionsbeziehung (6.8) ist mit po(AtH) = exp(AtH) gegeben. Um
einen Propagationsalgorithmus mit (6.7) zu konstruieren, wird die Taylorpolynom-Entwicklung
bei der Ordnung NV, abgebrochen. Hierbei kommt fiir jeden Term der Taylorpolynom-Entwicklung
eine zusétzliche Matrixfunktion ¢ hinzu, welche wahrend der Propagation ausgewertet werden
muss. Gleichzeitig steigt die Genauigkeit der Approximation von dem Integral in (6.3). Der obige
Ansatz lédsst sich unter den gegebenen Voraussetzungen noch weiter verbessern. Der Verlauf von
E (t) muss iiber den Zeitschritt bekannt sein und nicht nur an den Abtastpunkten vorliegen. In
diesem Fall kann die Approximation mit der Taylorpolynom-Entwicklung verbessert werden,
indem & (t) in t = t,, + At/2 entwickelt wird. In diesem Fall liegt allerdings keine geschlossene
Formulierung, wie in (6.8), fiir die Bestimmung der Koeffizienten der p-Funktionen vor. Diese
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6.1 Direkte Evaluation der Quellterme

miissen iber einen Koeffizientenvergleich bestimmt werden. Anstelle der hier verwendeten
Taylorpolynome kénnen auch andere Approximationen fiir E (t) verwendet werden. Wahrend
an dieser Stelle exemplarisch eine Taylorpolynom-Entwicklung verwendet wird, kénnen auch
andere Approximationen, wie zum ]%eispiel Lagrange-Polynome, eingesetzt werden. Auch diese

alternativen Approximationen fiir £(¢) fithren auf Zusammenhénge mit Linearkombinationen
aus den op-Funktionen wie in (6.7) [104]. Das Vorgehen ist hierbei analog.

Die auftretenden Matrixfunktionen werden hier wieder mithilfe von Faberpolynomen entwickelt.
Mit den vorgestellten Ansétzen lasst sich die Quellfunktion mit hoher Genauigkeit entwickeln.
Allerdings liegt abhéngig von der Approximationsordnung ein erheblicher Mehraufwand gegen-
iiber dem quellfreien Algorithmus vor. Bei den bisherigen Uberlegungen wird ein allgemeines
£l (t) angesetzt. Praktisch weisen diese Quellfunktionen, zum Beispiel bei der Einkopplung von
Wellen in das Simulationsgebiet, insbesondere 6rtlich Eigenschaften auf, welche im folgenden
Abschnitt fir die Optimierung des Verfahrens verwendet werden kénnen.

6.1.2 Effiziente Implementierung der Quellterme

An dieser Stelle sollen einige Ansétze zur effizienten Implementierung diskutiert werden, welche in
[KS8] vorgestellt sind. Die erste ergibt sich aus der értlichen Verteilung von praktisch auftretenden
Quelltermen. Diese sind in vielen Féllen nur fiir einen lokal begrenzten Bereich definiert und
werden daher von wenigen ortlichen Diskretisierungspunkten beschrieben. Praktische Beispiele
sind die in 2.5 beschriebenen Methoden zur Einkopplung von Wellen in das Simulationsgebiet.
Andere Beispiele sind Punktquellen oder Ahnliches. In diesen Fillen kann die Systemmatrix
in (6.3) durch eine reduzierte Systemmatrix H’ ersetzt werden. Diese enthélt nur wenige 6rtliche
Punkte um die Quelle. Praktisch héngt der Bereich von dem verwendeten Zeitschritt und der
maximalen Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen ab. Der Rest der Entwicklung wird, wie oben
beschrieben, durchgefiihrt. Die Ersparnis an Rechenzeit ergibt sich dadurch, dass die Bestimmung
der Matrix-Vektor-Multiplikationen mit der reduzierten Matrix deutlich weniger aufwendig ist,
da im Gegensatz zu H nur ein Bruchteil des Gitters involviert ist. Dieser Ansatz ldsst sich fiir viele
gingige Diskretisierungsverfahren, wie FD- oder FIT-Verfahren verwenden. Diskontinuierliche
Galerkin-Verfahren sind prinzipiell auch méglich. Die Verwendung fiir Verfahren, die eine globale
Basis fiir die Darstellung der Felder nutzen, wie die klassische Formulierung von pseudospektralen
Methoden in 3.1.2, ist allerdings nicht ohne weiteres moglich. Eine weitere Optimierung wird
durch die Faberpolynome erméglicht. Hierbei ist wieder die Voraussetzung, dass die Quellfunktion
die oben beschriebene ortlich begrenzte Natur aufweist. Die Faberpolynome erméglichen eine
Optimierung des Konvergenzbereiches an das Eigenwertspektrum der Systemmatrix. Dies wird
genutzt, dass H' ein anderes Eigenwertspektrum als die gesamte Matrix H aufweisen kann. Bei
der Entwicklung der Matrixfunktionen fiir die Approximation der Quellterme ldsst sich dies
nutzten [KS8].

Hervorzuheben ist, dass beide Optimierungen ohne die Verwendung von Approximationen
realisiert werden. Das bedeutet, dass sich diese in keiner Weise auf die Genauigkeit der Ap-
proximation auswirken. Aulerdem sind sie auch fiir andere Entwicklungen als fiir die hier
verwendete Taylorpolynom-Entwicklung verwendbar. Im folgenden Abschnitt sollen die Ansétze
zur Einbindung der Quellterme fiir die Faberpolynom-Methode in Hinblick auf die Genauigkeit
evaluiert werden.
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6 Einbindung von Quelltermen

6.1.3 Numerische Evaluation

Mit den bisherigen Uberlegungen lassen sich beliebige Quellterme in den Algorithmus integrieren.
Um die Genauigkeit zu vergréfiern, kann die Polynomordnung erhéht werden. Fiir eine festgelegte
Entwicklungsordnung wird die Genauigkeit der Approximation insbesondere von dem Zeitschritt
At der Simulation und von dem zeitlichen Verhalten der Funktion ((7,¢) bezichungsweise £(t)
abhéngen. Hierbei ist zu erwarten, dass ein stark oszillierendes Verhalten zu einem gréfleren
Fehler fiihrt. Um diese Zusammenhénge zu untersuchen, soll im Folgenden ein Testsystem
numerisch evaluiert werden. Hierbei handelt es sich um einen Wellenleiter in einem photonischen
Kristall. Die TM-Mode der zweidimensionalen Struktur wird analysiert. Das System ist in

Abbildung 6.1 dargestellt. Das Rechengebiet ist mit einem FD-Yee-Gitter diskretisiert und es
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Abbildung 6.1: Das verwendete Testsystem wird in Abbildung 6.1 dargestellt. Die griinen Fléchen
weisen eine Permittivitdat von € = 12¢y, die weiflen Bereiche eine Permittivitéit
von € = ¢y auf. Der Radius der Kreise ist r = 0,1 pm. Die Periodizitiat des
photonischen Kristalls ist mit ¢ = 0,5 pm gegeben. Das rote Kreuz markiert die
Position der Punktquelle f, wahrend die Position des Messpunktes durch das
blaue Kreuz angezeigt wird.

wird eine ortliche Schrittweite A = Az = Ay = 10nm verwendet. An einer Punktquelle mit
C(7t) = [Jo(7) sin(wot) 0T wird ein Strom mit einer harmonischen Zeitabhiingigkeit in die
Simulation eingepragt. Die Position des Stroms ist in Abbildung 6.1 gegeben. Die Frequenz
ist zunédchst mit fy = 180 THz gegeben. Nun wird das Testsystem mit den oben beschriebenen
Methoden zur Einbindung der Quellterme berechnet. Hierbei wird die Zeitschrittweite zwischen
At = 0.1Atcrr, und At = 10Atcopy variiert. In diesem Zusammenhang ist hervorzuheben,
dass die Faberpolynom-Methode wie bei dem quellfreien System Zeitschritte erlaubt, die das
CFL-Limit Atcpyp, libersteigen. Die auftretenden Matrixfunktionen fiir die Approximation der
Quellterme werden mithilfe von Faberpolynomen approximiert. Die Entwicklungskoeffizienten
werden hierzu numerisch bestimmt. In Abbildung 6.2a sind die Ergebnisse dargestellt. Die
betrachtete photonische Kristallstruktur hat eine Bandliicke bei der Frequenz fy der Quelle ((7,t).
Innerhalb der Kristallstruktur kénnen sich die angeregten Wellen daher nicht ausbreiten, sodass
sie innerhalb des Liniendefektes gefiihrt werden und sich entlang von diesem ausbreiten. Die
Felder, welche sich am FEnde des so definierten Wellenleiters ergeben, sollen zur Fehlerberechnung
herangezogen werden. Bei der Bewertung der Approximation der Quellfunktionen ist insbesondere
die genaue Approximation des zeitlichen Verlaufes von Interesse. Daher wird der zeitliche Verlauf
E.(F = 7p,t) der E,-Komponente an dem in Abbildung 6.1 dargestellten Punkt am Ende
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(a) Die Abbildung 6.2a zeigt den Fehler fur verschie- (b) In der Abbildung 6.2b ist der Fehler fiir verschie-
dene Zeitschritte At. dene Frequenzen dargestellt.

Abbildung 6.2: Die Abbildungen 6.2a und 6.2b zeigen den Verlauf des relativen Fehlers fiir
die verschiedenen Simulationen. Die blaue Kurve gibt die Ergebnisse fiir den
Exponential-Euler-Algorithmus in (6.6) an. T1 beziehungsweise T2, dargestellt
in Orange und Griin, geben den Verlauf des Fehlers fir die Taylorpolynom
basierte Methode in (6.7) fiir die erste und zweite Polynomordnung an. T1’ und
T2’ geben den Fehler fiir die verbesserte Taylorpolynom-Methode an.

des Wellenleiters aufgenommen. Die Referenz fiir die Fehlerberechnung wird mithilfe eines
ADE-Ansatzes bestimmt. Dieser erlaubt fiir zeitharmonische Quellterme deren Beriicksichtigung
ohne zusétzliche Fehler durch Approximationen [33]. Es wird der relative Fehler des berechneten
Feldwertes fir alle N Zeitschritte bestimmt und der mittlere relative Fehler betrachtet: ¢,¢ =
U/N SN B, pef(F = Fp,t = ty) — Bo(F = 7p,t = ty)|/|E pef (F = 7p,t = t,,)|. Beim Vergleich
der Fehlerkurven fallt auf, dass alle Algorithmen erwartungsgeméfl bei groflien Zeitschritten
einen groBeren Fehler aufweisen. Der Ansatz (6.6) zeigt den grofiten Fehler. Der Taylorpolynom-
Ansatz (6.7) mit Polynomen erster und zweiter Ordnung erlaubt eine deutliche Steigerung
der Genauigkeit. Noch weiter kann diese mit dem verbesserten Taylorpolynom-Ansatz erhoht
werden.

Nun wird der Zeitschritt auf At = 2Atop; festgelegt, wiahrend die Frequenz fy des Stroms
zwischen fo = 10 THz und fy = 1000 THz variiert wird. Das Ergebnis ist in Abbildung 6.2b
grafisch dargestellt. Bei der Untersuchung zeigt sich ein dem vorangegangenen Versuch dhnlicher
Verlauf. Fiir hohe Frequenzen steigt der Fehler. Wieder zeigen die Algorithmen mit der erhéhten
Entwicklungsordnung den geringsten Fehler.

6.1.4 Diskussion

In dem vorangegangenen Abschnitt wird der Faberpolynom-Algorithmus erweitert, sodass auch
Quellterme beriicksichtigt werden kénnen. Ein erster Ansatz wird mithilfe einer Taylorpolynom-
Entwicklung der Quellterme erreicht. Mit dessen Ordnung kann die Genauigkeit der Quellappro-
ximation gesteuert werden. Hierbei hdngen die Anforderungen an die Approximation primér von
dem verwendeten Zeitschritt und dem Zeitverhalten der Quellfunktion ab. Die Untersuchungen
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zeigen, dass auch bei hohen Zeitschritten beziehungsweise stark oszillierenden Quellfunktionen
eine préazise Approximation der Quelle durch hohere Polynomordnungen moglich ist. Die hohe
Approximationsgiite des linearen quellfreien Teils von (6.3) kann also bei der Approximation
der Quellterme erhalten werden. Allerdings erhoht sich mit der Approximation auch die Anzahl
der zusétzlichen Matrixfunktionen. Mit den vorgestellten Ansétzen ldsst sich unter Verwendung
der reduzierten Matrix der Berechnungsaufwand zwar erheblich reduzieren, jedoch sind die mog-
lichen Einsparungen von dem untersuchten System und der 6rtlichen Struktur der Quellterme
abhéngig. Ein Ansatz zur weiteren Verbesserung der Quellapproximation ist die Verwendung
einer anderen Approximation fiir die Quellfunktion anstelle der Taylorpolynom-Entwicklung.
Hier bieten sich beispielsweise Tschebyscheff-Polynome oder Lagrange-Polynome an. Dennoch
fiihren hohe Genauigkeitsanforderungen im Allgemeinen zu einer grofien Zahl von zusétzlichen
Matrixfunktionen. In den folgenden Kapiteln werden daher noch weitere Methoden untersucht,
mit denen die Effizienz weiter zu steigern ist. Hierzu werden die Eigenschaften der Quellfunktio-
nen im Hinblick auf ihre Orts- und Zeitabhéngigkeit genutzt, um die Approximation effizienter
zu gestalten.

6.2 Komplexe-Einhiillenden-Methode

Im vorangegangenen Abschnitt wird ein Algorithmus zur Losung der Maxwell-Gleichungen
mit Quelltermen auf Basis von Faberpolynomen vorgestellt. In diesem Zusammenhang konnte
gezeigt werden, dass diese einen effizienten Zeitpropagationsalgorithmus erméglichen.Bei der
Entwicklung der Quellterme werden allerdings keine weiteren Annahmen beziiglich der Zeitab-
hangigkeit getroffen. In vielen Anwendungen aus der Photonik oder der Terahertz-Technik liegen
hochfrequente Tragerschwingungen vor. Dabei handelt es sich zum Beispiel in der Photonik in
der Regel um das Ausgangssignal eines Lasers. Dieser verfiigt zwar iiber eine gewisse Linienbreite
beziehungsweise wird mit einem Signal moduliert, allerdings ist die Bandbreite dieser Signale in
der Regel deutlich kleiner im Vergleich zu der Frequenz der Tragerschwingung.

Fiir solche Problemstellungen ist es vorteilhaft, die Frequenz der Tragerschwingung bei der
Konstruktion des Zeitpropagationsalgorithmus zu beriicksichtigen. Ein intuitiver Ansatz hierfiir
ist, die Feldgroflen mithilfe einer komplexen Einhiillenden zu entwickeln. Methoden, welche
diesen Ansatz verfolgen, werden in der Literatur im Zusammenhang mit dem FDTD-Algorithmus
untersucht. Hierbei werden sowohl explizite [106-109], als auch implizite [110-112] Varianten
beleuchtet.

Die Besonderheit bei diesen Ansétzen ist, dass es sich immer noch um Zeitbereichsalgorith-
men handelt und nicht um Frequenzbereichssimulationen. Im Folgenden soll ein Algorithmus
untersucht werden, bei dem mithilfe eines Komplexe-Einhiillenden-Ansatzes ein Zeitbereichsalgo-
rithmus auf Basis der Faberpolynome realisiert wird. In diesem Zusammenhang soll insbesondere
die Moglichkeit der Anpassung an das Eigenwertspektrum der Systemmatrix genutzt werden,
welches die Faberpolynom-Entwicklung bietet, um eine effiziente Approximation zu gewéhrleisten.

Im Anschluss wird dargelegt, wie diese Formulierung zur effizienteren Einbindung von Quell-
termen verwendet werden kann. Die Untersuchungen im vorangegangenen Abschnitt zeigen,
dass deren Einbindung bei hohen Genauigkeitsanforderungen zu einer grofien Anzahl von zu-
sdtzlichen Matrixfunktionen fiihren kann, welche wiahrend der Propagation ausgewertet werden
miissen. In diesem Zusammenhang soll untersucht werden, fiir welche Félle die Verwendung
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der Komplexe-Einhiillenden-Methode eine effizientere Realisierung erméglicht. Die Ergebnisse
dieses Abschnitts liegen in Teilen in [KS9, KS10] veroffentlicht vor und werden im Folgendem
mit Ergédnzungen zur Darstellung gebracht.

6.2.1 Theorie — Maxwell-Gleichungen mit einer komplexen Einhiillenden

Zunéchst soll die Komplexe-Einhiillenden-Methode fiir die Verwendung mit den quellfreien
Maxwell-Gleichungen beschrieben werden. Hierzu wird in Gleichung (2.17) auf alle Feldgrofien
ein komplexer Einhiillenden-Ansatz angewendet [107, KS9:

—

B(F,t) = R{D(F, t)elot ). (6.9)

Bei wp handelt es sich um die Kreisfrequenz der Tragerschwingung des betrachteten Systems.
Mit diesem Ansatz lasst sich (2.17) wie folgt umschreiben:

G g0 gmVx] 7
p— -1

wobei durch die Anwendung des komplexen Einhiillenden-Ansatzes ein neuer Matrixoperator in

(6.10) vorliegt. Bei ¢)(7,¢) handelt es sich um die mit (6.9) definierten FeldgréBen, welche hier
mit

E(7t)

V(7 t) = B (6.11)

gegeben sind. Liegen neben dem elektrischen und dem magnetischen Feld noch weitere Variablen
in dem Vektor 1/7(7”, t) vor, ist mit diesen genau wie mit dem elektrischen und dem magnetischen
Feldgroflen zu verfahren. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn Materialgleichungen mit dem
in 2.3 beschriebenen ADE-Verfahren eingebunden werden sollen. Auflerdem fithrt auch die
in dieser Arbeit verwendete Variante der PML auf solche ADE, wie in 2.4 beschrieben wird.
Im Anschluss wird (6.10) ortlich diskretisiert. Hierzu bieten sich neben dem FD-Yee-Gitter
auch pseudospektrale Methoden oder die DG-Methode an. Hier soll allerdings zunéchst das
FD-Yee-Gitter verwendet werden, dessen Implementierung in Abschnitt 3.1 beschrieben ist. Das
ortlich diskretisierte System ist mit

=

(t) = T (1) (6.12)

S

gegeben. Die Vektor W(t) ist der 6rtlich diskretisierte Feldvektor ¢ (7, t) und H ist die értlich
diskretisierte Systemmatrix. Wie in (6.10) zu erkennen, ist die Schwingung der Tréagerfrequenz mit
wp nun fest in die Systemmatrix H eingebettet. Das Schwingungsverhalten der Tréagerschwingung
wp wird also mit in das Modell aufgenommen. Hierbei ist anzumerken, dass bei der Komplexe-
Einhiillenden-Methode keine Approximation angewendet wird. Bisher sind keinerlei Naherungen
beziiglich der Frequenzabhéngigkeit der untersuchten Felder vorgenommen worden. Die formale
Losung des ortlich diskretisierten Systems (6.12) ist mit

—
A A

Bty + At) = exp(AtH) D (1) (6.13)
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gegeben. Um mit diesem Ansatz nun einen Zeitpropagationalgorithmus zu konstruieren, soll
das Matrixexponential in (6.13) mithilfe von Faberpolynomen entwickelt werden. Dies und die
notigen Voriiberlegungen beziiglich des Eigenwertspektrums der neuen Systemmatrix # werden
im nédchsten Abschnitt skizziert.

6.2.2 Entwicklung mit Faberpolynomen und Abschatzung des Eigenwertspektrums

Im Folgenden soll die Faberpolynom-Entwicklung verwendet werden, um das Matrixexponential
in (6.13) zu entwickeln. Wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben, ist die Approximation in
der komplexen Ebene definiert. Damit ein stabiler Algorithmus konstruiert werden kann, miissen
alle Eigenwerte der Systemmatrix 7 innerhalb eines zuvor definierten Konvergenzbereiches
liegen. Hierzu miissen zuerst Informationen iiber das Eigenwertspektrum von # bekannt sein.
Im zweiten Schritt muss die Approximation mit den Faberpolynomen angepasst werden, um
diese zu beriicksichtigen.

Hierzu ist zu untersuchen, welchen Einfluss die Inklusion der Tragerfrequenz wg in die System-
matrix hat. Bei Betrachtung der Systemmatrix der komplexen Einhiillenden # in (6.12) im
Vergleich zu der urspriinglichen H in (2.17) fallt auf, dass diese sich nur durch die Eintriage
—jwo auf der Hauptdiagonalen der Matrix unterscheiden. Da der Komplexe-Einhiillenden-Ansatz
(6.9) auf alle Feldkomponenten in (2.17) angewendet wird, liegt dieser Eintrag fiir alle Haupt-
diagonalelemente der Matrix vor. Ausgehend von dieser Eigenschaft, ldsst sich beispielsweise
mithilfe dem Gerschgorin-Theorem [54, 113] zeigen, dass die Inklusion der Tragerschwingung
in die Systemmatrix die Form ihres FEigenwertspektrums nicht beeinflusst. Stattdessen hat die
Inklusion eine Verschiebung des gesamten Eigenwertspektrums von (2.17) entlang der imaginéren
Achse zur Folge. Dieser Prozess ist in Abbildung 6.3 schematisch dargestellt. Dies hat zur Folge,

Tm(z) 4 Im(z) T

Abbildung 6.3: In Abbildung 6.3 ist auf der linken Seite die Verteilung der Eigenwerte der
Systemmatrix H in der komplexen Ebene schematisch dargestellt. Auf der
rechten Seite ist eine Darstellung der Eigenwerte der Systemmatrix H zu finden,
welche durch Anwendung der komplexen Einhiillenden aus H abgeleitet werden
kann.

dass zunéchst die Systemmatrix H ohne Einhiillende mit den Methoden des vorangegangenen
Abschnitts hinsichtlich der Grenzen ihres Eigenwertspektrums untersucht werden kann. Im
Anschluss kann die Verschiebung durch die Tragerschwingung beriicksichtigt werden, um die
Grenzen von # zu bestimmen.
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Im zweiten Schritt soll nun die Faberpolynom-Approximation auf die neue Systemmatrix H
angepasst werden. Die zu approximierende Matrixfunktion ist wie im vorangegangenen Abschnitt
ein Matrixexponential. Hierbei soll wieder ein elliptischer Konvergenzbereich angesetzt werden.
Daher sind wieder die Koeffizienten der konformen Abbildung in (5.10) zu finden. AuBerdem ist
der Parameter g, mit dem die Matrix skaliert wird, zu bestimmen. Wahrend die Parameter v,
und As mafigeblich von der Form und der Ausdehnung der Ellipse beeinflusst werden und so
analog zu Kapitel 5 berechnet werden konnen, wird der Parameter vy von dem Mittelpunkt der
Ellipse bestimmt.

Daher kann die Verschiebung entlang der imagindren Achse allein durch die Anpassung von ~yq
berticksichtigt werden, was mit y9 = xg + jyo gegeben ist. Genauer gilt

Yo = —wo. (6.14)

Dies hat aulerdem zur Folge, dass die Verwendung der komplexen Einhiillenden nicht zur einer
Erhohung des Approximationsaufwandes im Hinblick auf die noétige Polynomordnung fiihrt.
Allerdings sind die Koeffizienten ¢,, der Faberpolynome durch die Verwendung des Komplexe-
Einhiillenden-Methode komplexwertig. Mit diesen Voriiberlegungen ist es nun moglich, das
Matrixexponential in (6.13) mit Faberpolynomen zu approximieren und einen Zeitpropagatio-
nalgorithmus zu realisieren. Mithilfe von (6.9) konnen die berechneten Feldverteilungen jederzeit
zuriicktransformiert werden.

Die bisherigen Uberlegungen sollen mit einem Beispiel illustriert werden. In dem Beispiel wird
die Interaktion eines modulierten Impulses mit einem Bragg-Gitter untersucht. Hierzu wird ein
eindimensionales System mit den Abmessungen z € [0, L,] mit L, = 75 um und einer FD-Yee-
Diskretisierung mit einer Schrittweite Az = 5nm betrachtet. Das Bragg-Gitter hat eine Gitter-
Periode von A = 400nm und beginnt bei z = 35,5 pm und hat eine Lange von Lprage = 4 pm.
Innerhalb einer Periode variiert die Brechzahl zwischen nqy = 3 und ng = 1, wahrend fiir den
umgebenden Bereich ng = 1 gilt. Der gauflférmige Impuls hat eine FWHM-Bandbreite von
B = 50THz und hat eine Tragerschwingung mit einer Vakuumwellenldnge von Ag = 900 nm.
Der Impuls wird bei zg = 11,25 nm platziert und initialisiert, sodass er in Richtung des Gitters
propagiert. Die Simulationszeit betragt T' = 0,133 ps. Die transmittierten Signale werden an
21y = 44,25 pm gemessen sowie die reflektierten an zgr, = 18,75 um. Die Simulation wird mit
der Faberpolynom-Methode aus Kapitel 5 sowie mit der Komplexe-Einhiillenden-Methode mit
Faberpolynomen bestimmt. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen in 6.4 dargestellt. Zuerst
wird in Abbildung 6.4a ein Zeitschritt mit At = 10Atcpr, verwendet. Da die Wellenlédnge der
Triagerschwingung des Impulses von der Mittenwellenlénge des Gitters abweicht, ist eine teilweise
Reflexion beziehungsweise Transmission zu erwarten. Der Komplexe-Einhiillenden-Ansatz wird
hier mit der Tragerfrequenz des Impulses berechnet. Die so berechnete Einhiillende stimmt
mit den Ergebnissen der konventionellen Faber Methode iiberein. Die Tragerschwingung ist
hier mit 18 Abtastpunkten pro Periode zeitlich aufgelost. Hierbei kann mit (6.9) jederzeit das
urspriingliche Feld aus dem Ergebnis der Komplexe-Einhiillenden-Methode wiederhergestellt
werden. In Abbildung 6.4b wird das Ergebnis derselben Simulation mit einem deutlich héheren
Zeitschritt At = 300Atcpr, betrachtet. In diesem Fall zeigen sich deutliche Unterschiede. Die
Zeitschrittweite ist so hoch, dass bei der Faberpolynom-Methode die Tréagerschwingung mit 0,6
Abtastpunkten pro Periode nicht mehr ausreichend aufgelost werden kann. Bei der Komplexe-
Einhiillenden-Methode hingegen ist die Form der Impulse noch zu erkennen, da hier nur die
Einhiillenden des gaufiférmigen Impulses abgetastet werden muss.
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Abbildung 6.4: Die Abbildungen zeigen jeweils oben die reflektierten Signale und unten die
transmittierten. Die Ergebnisse der konventionellen Faberpolynom-Methode sind
mit den blauen Linien dargestellt, wihrend fiir die Komplexe-Einhiillenden-
Methode die orangen Linien verwendet werden. Bei der Komplexe-Einhiillenden-
Methode wird der Betrag der Einhiillenden dargestellt.

Hierbei ist anzumerken, dass beide Algorithmen mit der hohen Genauigkeit, welche in Abschnitt
5.4 gezeigt wird, arbeiten. Die hohen Zeitschrittweiten sorgen fiir eine Unterabtastung der ge-
messenen Zeitverldufe. Die Komplexe-Einhiillenden-Methode stellt eine Moglichkeit dar, deutlich
hohere Zeitschrittweiten zu verwenden, da hier nur die Einhiillende zeitlich abgetastet werden
muss. Die hochfrequente Tragerschwingung ist in der Systemmatrix 7 enthalten. Allerdings hat
die Methode den Nachteil, dass sie die Verwendung von komplexen Zahlen erfordert, wihrend die
konventionelle Faberpolynom-Methode aus Kapitel 5 mit reellen Zahlen berechnet werden kann.
In den folgenden Abschnitten wird der Komplexe-Einhiillenden-Ansatz auf Basis der bisherigen
Ergebnisse noch erweitert werden.

6.2.3 Entwicklung der Quellterme

Nun soll auf die Einbindung von Quellfunktionen wie in (6.1) eingegangen werden. Das ortlich
diskretisierte System fiir die Maxwell-Gleichungen mit der Komplexe-Einhiillenden-Methode

—

und einer zunéchst allgemein angesetzten Quellfunktion ((7,t) lasst sich wie folgt angeben:

ov(t) L= =
5 = Hb) + ). (6.15)

—

Hierbei ist & (t) die diskretisierte Quellfunktion nach Anwendung des Komplexe-Einhiillenden-

—

Ansatzes und ist, abgesehen von der Einhiillenden, analog zu £(¢) in (6.2) definiert. Die formale
Losung der Gleichung kann analog zu (6.3) mit

— —
A A

\i_;(tn + At) = exp(AtH) Y (t,) + /OAt exp((At — TYH)E(t, + 7)dr (6.16)
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angegeben werden. Der zusétzliche Term fir die Quellfunktionen hat die gleiche Struktur wie
der Term ohne die komplexe Einhiillende in (6.3). Dies erlaubt es, die gleichen Methoden fiir die
Entwicklung des Integralterms in (6.16) zu verwenden, welche schon in Abschnitt 6.1 vorgestellt
werden. Eine erste Approximation fiir den Quellterm in (6.16) ergibt sich daher analog zu (6.4)
mit

U (ty, + At) = exp(AtH)U(t,) + Ato(AH)E(t, + At/2). (6.17)
Hierbei ist 6.17 das Exponential-Mittelpunkt-Verfahren fiir die Komplexe-Einhiillenden-Methode.
Der erste Vorteil der Komplexe-Einhiillenden-Methode ergibt sich bei Betrachtung der Zeitabhéan-
gigkeit des Quellterms 5 (7, t). Hat die Quellfunktion eine hochfrequente Trégerschwingung, um
welche die Signale bandbegrenzt sind, so miisste eine hohe Approximationsordnung fiir die Quell-
terme gewéhlt werden. Dies ist darin begriindet, dass fiir die Tragerschwingung eine grofie Anzahl
von Approximationsfunktionen nétig ist, um die Schwingung auf dem Zeitschritt ¢ € [t,,, t,, + At]
zu approximieren. Dieser Effekt wird fiir groflere Zeitschritte At immer ausgepréigter. Bei der
Komplexe-Einhiillenden-Methode liegt in (6.16) allerdings nur noch die komplexe Einhiillende

N —

&(t) der Quellfunktion ((7,t) vor. Dadurch muss die hochfrequente Tragerschwingung nicht mit
approximiert werden. Die Beschreibung dieser Schwingung ist hierbei in der Systemmatrix H

enthalten. Daher muss nur noch die komplexe Einhiillende é (t) approximiert werden, welche
bei bandbegrenzten Signalen deutlich schwécher oszilliert als die Tragerschwingung wg. Dies
erlaubt es, eine deutlich geringere Approximationsordnung fir die Quellterme zu verwenden,
was zu einer geringeren Anzahl von zusdtzlichen Matrixfunktionen fihrt. In vielen Féllen ist
sogar die Approximation (6.17), welche eine konstante einhiillende Funktion auf ¢t € [t,, t,, + At]
annimmt, hinreichend.

Diese Eigenschaft wird in Abschnitt 6.2.4 numerisch evaluiert. Im Folgenden werden zun&chst
weitere Moglichkeiten zur Effizienzsteigerung durch den Komplexen-Einhiillenden-Ansatz in den
Blick genommen.

Beriicksichtigung der Eigenschaften der Quellfunktion

—

Neben der Zeitabhéngigkeit ist auch die Ortsabhéngigkeit der Quellfunktion f (7, t) von zentraler
Bedeutung. In Abschnitt 6.1.2 wird bereits beschrieben, wie die 6rtliche Lokalisierung der
Quellterme genutzt werden kann, um die Approximation mithilfe einer reduzierten Matrix
effizienter zu gestalten. Die Verwendung der komplexen Einhiillenden erlaubt hierbei noch
weitere Verbesserungen. In einigen Sonderféllen lasst sich die Ortsabhéngigkeit der Quellfunktion
vollstédndig von der Zeitabhéngigkeit trennen:

S, t) = Go(7) £ (). (6.18)

Beispiele fiir solche Fille sind Punktquellen oder die Einkopplung von ebenen Wellen mit einem
FEinfallswinkel, welcher normal zu der Ebene der Einkopplung liegt. Dadurch ldsst sich fiir das
diskrete System die folgende Vereinfachung durchfiihren:

- At - I-— AtH) -
A&y = / exp((At — 1Y) Epdr — AT —SPATD) & (6.19)
0 AtH
Die Berechnung der Interaktion mit der statischen o6rtlichen Verteilung C_(; (7) beziehungsweise

ihres diskretisierten Aquivalents 5) muss hierbei nur einmal zu Beginn der Simulation bestimmt
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werden. Dadurch kann der Aufwand zur Einbindung des Quellterms signifikant gesenkt werden.
Fiir die Einbindung muss keine zusédtzliche Matrixfunktion evaluiert, sondern lediglich der
Vektor A&y multipliziert mit der Funktion f(¢) zu dem quellfreien Teil addiert werden. Das
Zeitpropagationsschema ist mit

U(t, + At) = exp(AtH) U (t,) + Al (P f(2) (6.20)

gegeben. An dieser Stelle sei angemerkt, dass diese Optimierung auch mit der Faberpolynom-
Methode ohne komplexe Einhiillende moglich ist. Ein weiterer Sonderfall liegt vor, wenn die

—

Quellfunktion ¢(7,t) sich in der Form
¢ t) = o7 sin(wot + B(7) £ (¢) (6.21)

darstellen lasst. In der Praxis ist dies beispielsweise fiir die Einkopplung von ebenen Wellen mit
beliebigen Einfallswinkeln sowie bei der Verwendung des TFSF-Ansatzes gegeben. Auflerdem
trifft dies bei der Einkopplung von Eigenmoden in einen Wellenleiter zu. In diesem Fall ist es
nicht mehr moglich, die Vereinfachung (6.21) mit der Faberpolynom-Methode ohne die komplexe
Einhiillende zu verwenden. Durch die Komplexe-Einhiillenden-Methode hingegen lasst sich (6.21)
zu

(7, t) = Co(r) exp(j(B(F) — 7/2)) f(t) (6.22)
umschreiben. Hierbei wird die ortsabhangige Phasenlage 5(7) in Bezug auf die Trégerschwingung
in den ortsabhéngigen Vektor integriert. Dadurch kann (6.22) wiederum mit (6.20) beriicksichtigt
werden. Dies ermdglicht die Anwendung auf eine grofle Anzahl von praxisrelevanten Féllen. Die
Voraussetzung dazu ist, dass es sich bei E (7,t) um eine Funktion handelt, welche bandbegrenzt
um eine Trigerschwingung ist. Dies ist jedoch keine formale Voraussetzung. Eine Anwendung ist
auch in anderen Féllen moglich. Allerdings ist hierbei nicht zu erwarten, dass geringere Fehler
erzielt werden konnen. Wahrend bei den oben gezeigten Optimierungen zunéchst mit (6.19) und
(6.20) eine Approximation niedriger Ordnung verwendet wird, so sind auch hohere Approximati-
onsordnungen mit diesen Verfahren moglich. Wird beispielsweise der Taylorpolynom-Ansatz
in Abschnitt 6.1 verwendet, so fithrt jede zusétzliche Ordnung nur zu einer weiteren Addition
mit einem gewichteten Vektor. Ohne diesen Ansatz muss jeweils eine weitere Matrixfunktion
ausgewertet werden.

Optimierung fiir die Approximation von Quelltermen

Bei Implementierung des Zeitpropagationsschemas mit der komplexen Einhiillenden in (6.16)
ist die Verwendung der komplexen Zahlen in Hinblick auf den Rechenaufwand problematisch.
Die Faberpolynom-Methode ohne komplexe Einhiillende auf Basis von (6.3) lasst sich ohne die
Verwendung von komplexen Zahlen realisieren. Durch die Verwendung von komplexer Algebra
verdoppelt sich nicht nur der Speicherbedarf, da nun immer Real- und Imaginérteil gespeichert
werden miissen. Zusétzlich ist der Rechenaufwand fiir alle arithmetischen Operationen héher
[114]. Daher ist es wiinschenswert, den Einsatz von komplexer Arithmetik zu minimieren. Wie
zuvor beschrieben, ist der Einsatz der komplexen Einhiillenden besonders fiir Einbindung von
hoch oszillierenden Quelltermen interessant. Daher soll ein Ansatz gefunden werden, mit dem
die Einhiillende nur fiir die Quellterme eingesetzt wird. Durch Verwenden von (6.9) lasst sich
(6.16) wie folgt darstellen:
At -

T(t, + At) = exp(AtH) T (7 tn) + R {ejwo(tn-i-At) / exp((At — 7)H)E(t, + T)dT} . (6.23)
0
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Wie (6.23) zu erkennen, kann mit dieser Anpassung der lineare quellfreie Teil wieder vollstédndig
ohne komplexe Arithmetik realisiert werden. Sind fiir die Quellterme, welche in (6.23) die
Verwendung von komplexen Zahlen erfordern, die Optimierungen aus dem letzten Abschnitt
anwendbar, so miissen die Matrixfunktionen fiir die Entwicklung im Vorfeld nur einmal bestimmt
werden. Wéahrend der Propagation wird nur die Addition von gewichteten Vektoren bendtigt,
sodass keinerlei Matrixfunktion fiir die Evaluation der Quellterme bestimmt werden muss. Dies
reduziert den Einsatz von komplexer Arithmetik erheblich.

6.2.4 Numerische Evaluation

In den vorangegangenen Abschnitten wird ein Ansatz entwickelt, bei dem die Beschreibung
einer Tragerschwingung direkt in die Systemmatrix aufgenommen wird. Im Folgendem soll
dieser Ansatz numerisch evaluiert werden. Hierbei wird besonders auf die Genauigkeit bei der
Einbindung von Quelltermen eingegangen. Die Komplexe-Einhiillenden-Methode wird mit der
Methode aus Abschnitt 6.1 verglichen.

Bewertung zur Einkopplung von Eigenmoden

Das Potenzial der Komplexe-Einhiilleden-Methode soll zunéchst mithilfe eines Testsystems
untersucht werden. Bei dem System handelt sich um einen dielektrischen Wellenleiter, bei dem
préazise eine Eigenmode angeregt werden soll. Um die Anregung umzusetzen, wird die in Abschnitt
2.5 beschriebene Formulierung auf Basis des Aquivalenzprinzips verwendet. Die Einbindung
der auftretenden Quellterme wird einmal mit der konventionellen Faberpolynom-Methode und
einmal mit der Methode mit der komplexen Einhiillenden berechnet. Die Methoden sollen auf
ihre Genauigkeit verglichen werden. Bei der Untersuchung kann davon ausgegangen werden,
dass mogliche Fehler primér bei der Einbindung der Quellterme auftreten, da der lineare Teil,
wie in Abschnitt 5.4 untersucht, mit einer sehr hohen Genauigkeit bestimmt wird.

Bei dem Wellenleiter handelt es sich um einen Filmwellenleiter. Daher wird das System auf ein
zweidimensionales reduziert. Das System wird in der z-y-Ebene betrachtet und die TE-Mode wird
untersucht. Der Kern des Wellenleiters hat eine Breite von w = 1 pm. Der Brechungsindex des
Kerns ist mit nkern = 3,673 gegeben. Der Mantel hat einen Brechungsindex von nyanter = 1,444.
Die einkoppelte Eigenmode soll sich in positiver z-Richtung ausbreiten. In Abbildung 6.5 ist das
Testsystem zu sehen. Die Grole des Rechengebietes ist mit L, = 6 pm und L, = 10 pm gegeben.
Das System wird mithilfe eines FD-Yee-Gitters ortlich diskretisiert. Die Diskretisierungsweiten
sind hierbei mit Az = Ay = 20nm gegeben. An den Réndern des Rechengebietes wird eine
CFS-PML gemaf [41] eingesetzt, um Reflexionen zu vermeiden. Die eingekoppelte Eigenmode
wird fiir fo = 193,4 THz bestimmt. Die Moden werden mit einem numerischen Modenléser
bestimmt, welcher das gleiche ortliche Gitter verwendet. Der Modenldser ist vollvektoriell und
basiert auf der Generalized Transmission Line Equations (GTL)-Formulierung [115]. Hierbei wird
die Grundmode des Wellenleiters eingekoppelt. Mit der Methode aus [42], welche in Abschnitt
6.1 ndher beschrieben ist, werden aus der Modenlésung entsprechende Strome an der Grenzflache
bestimmt. Die Eigenmode wird mit einer Einhiillenden mit einem gauf3férmigen Impuls einge-
koppelt. Zuerst soll eine Approximation mit einer niedrigen Ordnung in den Blick genommen
werden. Hierzu wird der Ansatz (6.17) fiir die Komplexe-Einhiillenden-Methode beziehungsweise
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Abbildung 6.5: Die Abbildung zeigt das untersuchte Testsystem. Der dunkle griine Bereich stellt
den Kern des Wellenleiters dar, wihrend der hellere Bereich den Mantel darstellt.
Die Ebene mit x; = —4pm, an der die Eigenmode eingekoppelt werden soll, ist
mit der blauen Linie gegeben. Die orange-farbene Linie die Ebene mit =, = 4 um
darstellt, an der die Ergebnisse gemessen werden sollen.

(6.6) fiir die konventionelle Faberpolynom-Methode verwendet. Fiir die komplexe Einhiillende
wird die Tragerfrequenz fy verwendet. Die Simulation wird fiir eine Simulationszeit T"= 0,5 ps
ausgefiihrt. Die Ergebnisse werden an der Ebene mit x = z, aufgenommen. Zunéchst wird
die Simulation fiir einen Zeitschritt At = Atcpr, durchgefithrt. Die resultierenden Zeitverldufe
sind in Abbildung 6.6 dargestellt. Da die Tragerschwingung fo bei dem Zeitschritt mit 54, 81
Abtastwerten pro Schwingungsperiode 1/ fo ausreichend aufgelost ist, resultieren beide Verfahren
in dem erwarteten Ergebnis. Da eine Eigenmode eingekoppelt wird und der Wellenleiter sich
in Ausbreitungsrichtung nicht dndert, ist unter Vernachlédssigung von der Wellenleiterdispersi-
on zu erwarten, dass sich die Form der Impulse bei der Propagation nicht dndert. Nun wird
der Zeitschritt auf At = 30Atcpr, erhoht. Die Ergebnisse dieser zweiten Simulation sind in
Abbildung 6.7 dargestellt. Hier ist die Tragerschwingung nur noch mit 3,536 Abtastpunkten
pro Schwingungsperiode abgetastet. Im Vergleich zu den Ergebnissen in Abbildung 6.6 fallt
direkt die Verzerrung des Impulses iiber die Simulationszeit auf, welche bei der konventionellen
Faberpolynom-Methode auftreten. Bei dem Feldbild fiir die Komplexe-Einhiillenden-Methode
ist keine Anderung zu erkennen. Auffallend ist, dass die Form des Modenfeldes entlang der
y-Achse in allen Fillen erhalten bleibt. Dies liegt darin begriindet, dass zwar der zeitliche Verlauf
bei einer zu geringen Approximationsordnung beziehungsweise einer zu hohen Zeitschrittweite
fehlerhaft wiedergegeben wird, die Propagation der Felder selber aber immer sehr prézise erfasst
wird. Die Propagation der Felder wird durch den linearen Teil in (6.3) beziehungsweise (6.16)
beschrieben, welcher in beiden Féllen mit einer sehr hohen Genauigkeit evaluiert wird. Die in
den Abbildungen 6.6 und 6.7 anschaulich erkennbaren Ergebnisse kbnnen noch weiter prazisiert
werden. Hierzu werden die Feldverteilungen fiir = x,, entlang der y-Achse fiir jeden Zeitpunkt
t nach dem Modenfeld entwickelt. Daraus resultiert jeweils ein Zeitverlauf eines Anregungskoef-
fizienten a(t) beziiglich der Grundmode des Wellenleiters. Die Zeitverldufe sind in Abbildung
6.8 grafisch dargestellt. Die obigen Beobachtungen werden hier noch deutlicher. Wahrend die
Verléaufe fiir die niedrigen Zeitschritte noch gut tibereinstimmen, kommt es fiir grofie Zeitschritte
At zu Fehlern bei der konventionellen Faberpolynom-Methode. In Abbildung 6.9 ist der relati-
ve Fehler des Anregungskoeffizienten fiir verschiedene Zeitschrittweiten aufgetragen. Da hier

74



6.2 Komplexe-Einhiillenden-Methode

3

N _
+ |
B2 i : .
= -

) -

-3 . . - '

0,0 0,1 0,2 0,3 04 05 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
t (ps) — t(ps) —

Abbildung 6.6: Die Abbildungen zeigen die H.-Komponente in der y-Ebene fiir z = z), iiber die
Simulationszeit. Auf der linken Seite wird die Faberpolynom-Methode darge-
stellt, wihrend auf der rechten Seite die Komplexe-Einhiillende-Methode gezeigt
wird. Fir die letztere ist der Absolutbetrag der Einhiillenden abgebildet. Der
verwendete Zeitschritt ist At = Atcpr.

die Anregung einer Wellenleitermode betrachtet wird, soll hier auch der Anregungskoeffizient
der anzuregenden Wellenleitermode als Fehlermafl herangezogen werden. Die Referenzlésung
ist hierbei eine Simulation mit einer sehr geringen Zeitschrittweite, wobei der Fehler auf die
maximale Amplitude von a,ef normiert wird. Der Fehler des Anregungskoeffizienten an x = z,
wird als mit €.¢p = 1/N N Jarer(t = tn) — a(t = t,)|/maz(|arer]) bestimmt. AuBerdem ist
zu beobachten, dass der Fehler fiir beide Methoden mit steigender Zeitschrittweite At grofer
wird. Hierbei ist der Fehler der Komplexe-Einhiillenden-Methode nicht nur am Anfang geringer,
sondern auch in der Steigung {iber den Zeitschritt At. Die Ergebnisse stimmen daher gut mit
denen der vorherigen Beobachtungen {iberein. Bei beiden Varianten treten fiir grofle Zeitschritte
Schwankungen in dem Fehlerwert auf.

Alles in allem decken sich die numerischen Ergebnisse mit der Theorie aus Abschnitt 6.2.3, ndmlich
dass mithilfe der Komplexe-Einhiillenden-Methode bei sonst gleichen Approximationsgrad die
Genauigkeit erhoht werden kann. Dies wird besonders bei hohen Zeitschrittweiten deutlich.
Hier profitiert die Komplexe-Einhiillenden-Methode besonders davon, dass die im Vergleich zur
Bandbreite B grofie Tragerfrequenz fy der Quellterme nicht mit approximiert werden muss.
Ist die Bandbreite B noch kleiner im Vergleich zu fy, so ist dieser Effekt noch ausgeprégter.
Die bisherigen Untersuchungen verwenden eine niedrige Approximationsordnung. Insbesondere
im Hinblick auf die Optimierungen in Abschnitt 6.2.3 und auf die Verwendung von hoéheren
Zeitschritten sind hohere Ordnungen interessant. Diese werden im néchsten Abschnitt betrachtet.

Approximation mit hheren Ordnungen

Im Folgenden sollen die konventionelle Faberpolynom-Methode und die Komplexe-Einhiillenden-
Methode bei der Verwendung von héheren Ordnungen fiir die Entwicklung der Quellterme im
Hinblick auf die Genauigkeit untersucht werden.
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Abbildung 6.7: Die Abbildung zeigt die Ergebnisse der obigen Simulation mit einem Zeitschritt
von At = 30Atcry.

Fiir die Untersuchung mit hoheren Ordnungen wird ein weiteres Beispiel herangezogen. Hierbei
wird ein zweidimensionales Gebiet in der z-y betrachtet, welches die Grofle L, = L, = 15pum
hat. Die TE-Mode wird untersucht. In dem Gebiet gilt €, = 1 und u, = 1. Das Gebiet ist mit
einem FD-Yee-Gitter mit Az = Ay = 50nm diskretisiert. Die Anregung einer Punktquelle an
der Position 7 = (x9,70)” = (0,51m, 0,5 pm)” soll betrachtet werden. Hierbei befindet sich
der Nullpunkt des Koordinatensystems in der Mitte des Simulationsgebietes. Diese wird mit
K., = sin(wp/4t) sin(wot) beschrieben. Alle anderen Feldkomponenten von ¢ sind null. Hierbei
gilt fo = 193,4 THz. Die Simulationszeit betrdagt T' = 0,2 ps.

Fiir die hoheren Ordnungen wird der Taylorpolynom-Ansatz (6.7) fiir beide Methoden verwendet.
Die Simulation wird mit beiden Ansédtzen fiir verschiedene Zeitschrittweiten durchgefiihrt und
fir verschiedene Approximationsordnungen der Quellterme durchgefiihrt. Die Ergebnisse der
Simulation mit einer Approximation der Quellterme bis zur dritten Ordnung sowie einem
Zeitschritt von At = 0.1Atcpr, dienen hier als Referenzlésung. Es wird der relative mittlere
Fehler der H.-Feldkomponente an dem Punkt 7p = (zg,y0)7 = (=5pm,51m)” mit €. =
VNS N H, pef(F = Fp,t = tn) — Hy(F = 7p,t = ty)|/|Hopes(F = Fp,t = t,)| bestimmt.
In Abbildung 6.10 sind die Ergebnisse der Simulationen zusammengefasst. In der Abbildung
6.10 kann beobachtet werden, dass der Fehler fiir héhere Entwicklungsordnungen reduziert
werden kann. Auflerdem ist der Fehler, wie erwartet, fiir kleine Zeitschrittweiten At geringer
als bei groflen. Wie in der vorangegangenen Untersuchung ist der Fehler bei der Komplexe-
Einhiillenden-Methode bei gleicher Entwicklungsordnung in allen Féllen kleiner als bei der
konventionellen Methode. Wieder kann fiir héhere Zeitschrittweiten eine Verdnderung des
Fehlerverlaufes festgestellt werden.

6.2.5 Diskussion

In den vorangegangenen Abschnitten wird eine Komplexe-Einhiillenden-Methode entwickelt.
Bei dieser wird ein hochfrequenter Trager in die Systemmatrix des Modells aufgenommen,
sodass eine komplexe Einhiillende anstelle des gesamten Feldes propagiert wird. Dies kann
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Abbildung 6.8: Der Anregungskoeffizient a(t)  Abbildung 6.9: Der relative Fehler des Anre-

beziiglich der Grundmode ist gungskoeffizienten der Grund-
iiber die Zeit ¢ fiir die verschie- mode ist fiir die beiden Algo-
denen numerischen Losungen rithmen fir verschiedene Zeit-
dargestellt. Der Zeitschritt ist schrittweiten At normiert mit
mit ¢ = At/Atcpr gegeben. Atcpr, aufgetragen.

Die Komplexe-Einhiillenden-
Methode wird mit CE notiert.
Das Modenfeld wird in = = z,,
gemessen.

beispielsweise, wie in Abbildung 6.4 illustriert, hilfreich bei der Auswertung der Ergebnisse sein,
da ein Uberabtasten von Ausgéngen nicht nétig ist. Fiir die Einbindung von Quelltermen erweist
sich der Komplexe-Einhiillenden-Ansatz aber als deutlich effizienter. Die Untersuchungen in 6.2.4
zeigen, dass die Verwendung der komplexen Einhiillenden signifikante Gewinne der Genauigkeit
bei der Einbindung von Quelltermen erlaubt. Das Einsatzgebiet sind hierbei Quellterme, welche
bandbegrenzt um einen hoch oszillierenden Trager fy sind. In dem Zusammenhang werden einige
praktische Anwendungsgebiete aufgezeigt, welche in dieses Finsatzgebiet fallen. Der Vorteil
der Komplexe-Einhiilleden-Methode liegt darin, dass die Schwingung des Tréagers durch die
Systemmatrix # beschrieben wird, sodass nur noch die Einhiillende des Quellterms approximiert
werden muss. Auflerdem koénnen fiir viele dieser Bereiche noch Optimierungen gefunden werden,
welche die Einbindung der Quelltermen auf Vektoradditionen statt zusdtzlichen Matrixfunktionen
reduzieren. Diese Eigenschaft reduziert den Rechenaufwand fiir die Einbindung erheblich. Der
Einsatz von komplexer Arithmetik bei der Implementierung kann durch die Verwendung von
(6.23) minimiert werden. Hervorzuheben ist auflerdem, dass alle hier diskutierten Optimierungen
keinerlei Approximationen verwenden, welche die Genauigkeit der Ergebnisse beeinflussen.

In den Fehlerkurven in den Abbildungen 6.9 und 6.10 ist zu erkennen, dass es bei hohen
Zeitschrittweiten bei einigen der Verldufe zu einer Verdnderung der Fehlerkurven kommt. Die
Verdnderung lésst sich durch numerische Fehler bei der Berechnung der Entwicklungskoeffizienten
¢ der Faberpolynom-Approximation fiir die Quellterme begriinden. Bei diesen miissen die in
(6.7) auftretenden p-Funktionen approximiert werden. Dafiir liegt allerdings keine analytische
Entwicklungsvorschrift wie fiir das Matrixexponential vor. Deshalb muss das Integral (5.8) mit
einer numerischen Losungsmethode bestimmt werden. Mit steigender Zeitschrittweite At wird
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Abbildung 6.10: Die Abbildung zeigt den relativen Fehler des Verlaufes der H.-Komponente im
Punkt 7p {iber die verwendete Zeitschrittweite At. Bei der Untersuchung werden
verschiedene Entwicklungsordnungen N fiir die konventionelle Faberpolynom-
Methode sowie verschiedene Ordnungen Ncg fiir die Komplexe-Einhiillenden-
Methode verwendet. Hierbei entsprechen Ng = 0 und Ncg = 0 jeweils dem
Ansatz (6.17) beziehungsweise (6.4).

dies immer anspruchsvoller. Ein Losungsansatz ist ein spezialisierter numerischer Loser oder,
im bestem Fall, die Bestimmung einer analytischen Berechnungsvorschrift. In dem néchsten
Abschnitt wird eine Methode vorgestellt, welche die Evaluation von ¢-Funktionen komplett
umgeht.

6.3 Entwicklung in die Systemmatrix

In diesem Abschnitt soll eine weitere Methode zur effizienten Einbindung von Quelltermen
in den Blick genommen werden. Bei dem ersten Ansatz zu deren Einbindung in (6.7) treten
je nach Approximationsgrad viele zusétzliche Matrixfunktionen auf. Im Folgenden wird ein
Ansatz untersucht, welcher dies vollstdndig vermeidet. Statt (6.7) wird ein Matrixexponential
mit exp(AtH) mit einer etwas gréBeren Matrix H entwickelt. Dadurch miissen neben dem
Matrixexponential keine zusétzlichen Matrixfunktionen mehr berechnet werden.

Der Ansatz basiert auf den Herleitungen in [103] und ist im Kontext von Faberpolynomen zur
Losung der Maxwell-Gleichungen mit Quelltermen noch nicht eingesetzt worden. Dariiber hinaus
ist der Einsatz nicht nur auf lineare Simulationen beschrankt. Fine Verwendung fiir nichtlineare
Probleme ist auch méglich. Das soll in Kapitel 7 gesondert betrachtet werden. Aus diesen
Griinden soll dieser Ansatz hier untersucht werden. Hierzu wird zunéchst die Formulierung
prasentiert. Im Anschluss wird der Ansatz numerisch evaluiert.
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6.3.1 Formulierung

Der Ausgangspunkt ist eine Entwicklung des Problems (6.3) mit dem Ansatz aus Abschnitt 6.1:
Die Entwicklung des ortlich diskretisierten Quellterms £(¢) und das anschliefende Einsetzen in
(6.3) fiithrt im Allgemeinen auf Ausdriicke, welche als Linearkombinationen von ¢-Funktionen

dargestellt werden konnen:

P
U(ty + At) ~ exp(AtH)U(t,) + > op(AH)(At) . (6.24)
k=1
Hier wird der Quellterm in (6.3) bis zu einem Grad p entwickelt. Eine Entwicklung dieser Form

wird beispielsweise in (6.7) durch eine Taylorpolynom-Entwicklung von £(t) bestimmt. Statt
nun die Matrixfunktionen ¢y, zu approximieren, wird geméaf [103] eine erweiterte Matrix

~  |H W
H = [O j] (6.25)

definiert. Fiir die urspriingliche Systemmatrix gilt # € CV*V, wihrend H € CN+P)X(N+p) fiy
die Matrix H gilt. In diesem Zusammenhang ist N >> p, da N wie in Abschnitt 3.3 beschrieben,
extrem grofe Werte annimmt, wihrend p in der Praxis Werte von 1 bis 20 hat. Damit ist H
nur unwesentlich gréfler als die urspriingliche Systemmatrix H. Die Matrix J hat die Grofle
J € CP*P und ist mit

0 0

gegeben. Hierbei ist I,_; die Einheitsmatrix mit der Gréfle (p — 1) x (p — 1). Die Matrix
W € CN*P ist mit

J = [O I’H] (6.26)

W = [, W, ..., ) (6.27)

gegeben. Fiir die Entwicklung des Quellterms £(¢) nach Taylorpolynomen wie beispielsweise
in (6.7) kann durch Vergleich von (6.7) mit (6.24) festgestellt werden, dass in diesem Fall
Wy = Uy, gilt. Fiir andere Entwicklungen von E (t) ergeben sich andere Zusammenhénge fir die
Koeffizienten w, in (6.27). Diese kénnen analog durch einen Koeffizientenvergleich mit (6.24)
bestimmt werden. Geméfl dem Theorem aus [103] gilt

U(t, 4+ At) = [IN O} exp(AtH) [\IJ((;")] , (6.28)
P
T
wobei €, mit €, = [0 .. 0 1} gegeben ist. Mit diesem Konzept muss nur das Matrixexpo-

nential exp(AtH) in jedem Zeitschritt evaluiert werden. Die Quellterme werden hierbei also
anschaulich mit in die Systemmatrix aufgenommen. Damit eignet sich der Algorithmus insbe-
sondere fiir die Verwendung mit Faberpolynomen, da keine zusétzlichen ¢-Funktionen evaluiert
werden miissen, sondern nur das Matrixexponential. Dies kann, wie in 5.4 demonstriert, effizient
bestimmt werden. Im Anschluss wird auf die Implementierung des Ansatzes eingegangen sowie
eine numerische Evaluation durchgefiihrt.

6.3.2 Implementierung und numerische Untersuchung

In diesem Abschnitt soll zunéchst auf die Implementierung des Ansatzes mit Faberpolynom-
Entwicklungen eingegangen werden. Im Anschluss wird das Verfahren numerisch evaluiert.
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Implementierung

Um den neuen Algorithmus zu implementieren, muss das Matrixexponential in (6.28) mit
Faberpolynomen approximiert werden. Hierzu werden Informationen beziiglich des Eigenwert-
spektrums a(ﬁ) der erweiterten Systemmatrix H benotigt. Nun stellt sich die Frage, inwiefern
die Erweiterung das Eigenwertspektrum im Vergleich zu der urspriinglichen Matrix H verdndert.
Gemaf [116] lasst sich zeigen, dass

o(AtH) = o(AtH) | J{0} (6.29)

gilt. Also dndert sich das Eigenwertspektrum fiir die hier betrachten Matrizen H nicht. Damit
sind die bisherigen Abschétzungen fiir das Eigenwertspektrum von H ausreichend und kénnen fiir
die Faberpolynom-Approximation von (6.28) verwendet werden. Ein weiterer Punkt ist die fiir
die Faberpolynom-Approximation verwendete Skalierung, welche in Abschnitt 5.3 beschrieben
wird. Diese wird im Anschluss an die Erweiterung der Systemmatrix H durchgefithrt. Daher
wird die erweiterte Systemmatrix H skaliert:

Tty + At) = {IN 0} exp(AtH) [\f}g”)]

. (6.30)
~[ov e (a4 PR ) [F4]

P

Mit diesen Vortiberlegungen lasst sich die Faberpolynom-Entwicklung fiir (6.30) durchfiihren.
Da die Grenzen des Eigenwertspektrums sich im Vergleich zu H nicht veréndern, ist auch die
Entwicklungsordnung identisch. Allerdings wird durch die Erweiterung der Systemmatrix die
Matrix-Vektor-Multiplikation HU aufwendiger im Vergleich zu HU. Die Matrix H ist aufgrund
N >> p nur unwesentlich grofer als H. Die Systemmatrix H ist analog zu H diinnbesetzt. Eine
vollbesetzte Matrix W wiirde dennoch zu einer signifikanten Erhéhung des Rechenaufwandes
fiihren. An dieser Stelle bietet es sich daher an, die Konzepte aus den vorherigen Abschnitten zu
verwenden und die Lokalisierung der Quellfunktionen miteinzubeziehen. Aufgrund dieser sind
die Vektoren Wy, in der Regel ebenfalls diinnbesetzt, sodass auch W diinnbesetzt ist.

Numerische Untersuchung und Diskussion

Um die Berechnungsmethode numerisch zu evaluieren, wird ein eindimensionales System be-
trachtet. Das Gebiet z € [0, L] mit L, = 50 pm wird mit einer Schrittweite von Az = 10nm
diskretisiert. Fiir das rechte Viertel des Simulationsgebiets gilt € = 3¢g. Fiir das restliche Gebiet
gilt 4 = po und € = ¢y. Eine Punktquelle J, = sin(wpt) wird in der Mitte des Simulations-
gebiets platziert. Die Frequenz ist mit fy = 200 THz gegeben. Die Simulationszeit betrigt
T = 0,1ps. Die Ergebnisse werden an z, = 35 pm gemessen. Die Quellterme werden mit dem
Taylorpolynom-Ansatz (6.7) mit verschiedenen Ordnungen p entwickelt. Die Ergebnisse sind in
Abbildung 6.11 dargestellt. Die Referenzsimulation wird mithilfe des ADE-Ansatzes bestimmt
[33]. Zur Fehlerberechnung wird analog zu den obigen Untersuchungen der Zeitverlauf der
E,-Komponente an der Stelle z, herangezogen. Es wird jeweils der mittlere relative Fehler
ret = LN SN | Epre(2 = 2p,t = tn) — Ex(2 = 2p,t = t0)|/|Egref (2 = 2p,t = t,,)| bestimmt.
Wie zu erwarten, steigt Abweichung mit steigender Zeitschrittweite. Durch eine Erhéhung der
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Relativer Fehler —

1071 +

107! 10° 10!
At/AtCFL —

Abbildung 6.11: Die Abbildung zeigt den relativen Fehler des Ansatzes fiir eine Quelle mit har-
monischer Zeitabhéngigkeit. Der Fehler ist {iber die normierte Zeitschrittweite
At/Atcpy, fiir verschiedene Entwicklungsordnungen p aufgetragen.

Ordnung p wird der Fehler reduziert. Auffallig ist, dass durch die Vermeidung der Entwicklung
der p-Funktionen der Fehler auch fiir hohe Zeitschrittweiten niedrig bleibt und nicht iberméafig
ansteigt, wie in Abschnitt 6.2.4 bei einigen Féllen beobachtet. Es werden zusétzliche Fehler
bei der numerischen Entwicklung der ¢-Funktionen vermieden, welche besonders bei hohen
Zeitschrittweiten At aufgetreten sind.

6.4 Diskussion

In dem vorangegangenen Kapitel werden Ansétze zur Einbindung von Quelltermen in die
Faberpolynom-Methode aus Kapitel 5 vorgestellt und untersucht. Die Zielsetzung liegt hierbei
darin, die hohe Genauigkeit des linearen quellfreien Teils in (6.3) zu erhalten. Es zeigt sich, dass
insbesondere bei hohen Zeitschrittweiten At und hoch oszillierenden Quelltermen eine hohe
Entwicklungsordnung nétig ist. Dies fiihrt zu zusétzlichen Matrixfunktionen, bei welchen es
sich um Linearkombinationen aus p-Funktionen handelt. Hierbei treten fiir den betrachteten
Ansatz zwei Probleme auf: Das erste ist der groflere Rechenaufwand fiir die Bestimmung der
zusétzlichen Matrixfunktionen. Der Rechenaufwand fiir diese zusatzlichen Funktionen {ibertrifft
den Aufwand des quellfreien Teils schon bei niedrigen Approximationsordnungen. Das zweite
Problem zeigt sich bei der Entwicklung der p-Funktionen mit den Faberpolynomen. Werden
die Faberpolynom-Koeffizienten fiir diese Funktionen numerisch bestimmt, kénnen zusétzliche
Fehler auftreten, was insbesondere hohe Zeitschrittweiten betrifft. Um diese Probleme zu lésen,
werden verschiedene Losungsanséitze vorgeschlagen.

Der Ansatz in Abschnitt 6.1.2 zielt auf die Reduzierung der Kosten fiir die Evaluierung der
zusitzlichen Matrixfunktionen. Hierzu wird die Lokalisierung der Quellterme fiir die Reduzierung
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6 Einbindung von Quelltermen

der Systemmatrix verwendet. Die spektralen Eigenschaften der reduzierten Matrix lassen sich
wiederum bei der Entwicklung beriicksichtigen. Das Potenzial zur Rechenzeitreduzierung hangt
maBgeblich von der Beschaffenheit des Quellterms und des Rechengebietes ab.

In Abschnitt 6.2 wird die Idee, die Eigenschaften der Quellfunktionen zu verwenden, noch
erweitert. Neben der ortlichen Verteilung wird nun auch die Zeitabhédngigkeit berticksichtigt. Zu
diesem Zweck wird eine hochfrequente Tragerschwingung in die Systemmatrix mit aufgenommen.
Diese Schwingung muss dadurch nicht mehr approximiert werden, was die Entwicklungsordnung,
um eine bestimmte Genauigkeit zu erreichen, stark reduziert. Aulerdem erlaubt die Komplexe-
Einhiillenden-Methode in vielen praktischen Féllen die vollstdndige Vermeidung von zusétzlichen
Matrixfunktionen wahrend der Propagation. Diese miissen nur einmal im Voraus berechnet
werden, wahrend bei der Propagation nur einfache gewichtete Vektoradditionen durchgefiihrt
werden miissen. Dies ist auch bei hoheren Approximationsordnungen moglich.

Der dritte Ansatz basiert auf einem Theorem aus [103] und erlaubt die komplette Vermeidung der
p-Funktionen. Stattdessen wird das Matrixexponential mit einer etwas grofleren Systemmatrix
berechnet. Auch hier bietet es sich an, die Lokalisierung der Quellfunktionen bei der Imple-
mentierung zu beriicksichtigen. Prinzipiell kann der Ansatz aber auf beliebige Quellfunktionen
angewendet werden. Damit ist dieser Ansatz insbesondere fiir Quellfunktionen interessant, bei
denen keine der oben beschriebenen Eigenschaften genutzt werden kénnen. Gegeniiber den
ADE-Ansétzen unterscheidet sich dieser Ansatz durch seine allgemeinere Formulierung, da er
direkt auf der Formulierung mit den ¢-Funktionen in (6.24) aufbaut.

Insgesamt ermoglichen die hier vorgestellten Methoden eine prizise Einbindung von Quelltermen.
Die Methoden erlauben die Erhaltung der hohen Genauigkeit des linearen Teils. Dariiber
hinaus bewirkt die Einbindung der Quellterme mit den beschriebenen Methoden, dass keine
signifikante Erhohung der Rechenzeit vorliegt. Dieses Ergebnis wird durch die konsequente
Nutzung der Eigenschaften von den Quellfunktionen erreicht. Dabei erweist es sich als sinnvoll,
die Quellfunktionen mit spezialisierten Algorithmen zu bestimmen und die Matrixfunktionen in
(6.24) nicht direkt zu entwickeln. Damit ist nun die Betrachtung der Maxwell-Gleichungen mit
Quelltermen mit der Faberpolynom-Methode moglich. Thre Anwendbarkeit wird hierdurch auf
ein breites Spektrum von technischen Problemen erweitert. Die verbleibende Einschrdnkung
ist, dass bisher nur lineare Materialmodelle betrachtet werden kénnen. Daher soll im folgenden
Kapitel die Einbindung von nichtlinearen Effekten in den Blick genommen werden.
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7 Nichtlineare Effekte

Nachdem in Kapitel 5 lineare, quellfreie Systeme betrachtet werden und in Kapitel 6 auf die
Einbindung von Stromtermen eingegangen wird, sollen in diesem Kapitel nichtlineare Effekte
mit Faberpolynom basierten Algorithmen zur Zeitpropagation untersucht werden.

Zu den klassischen Beispielen fiir nichtlineare Effekte gehoren der Pockels- oder der Kerr-Effekt,
welche in Abschnitt 2.2.3 skizziert werden. Sollen auflerdem verstdrkende Medien betrachtet
werden, miissen fiir eine physikalische Modellierung Séttigungseffekte beriicksichtigt werden. Hier
kann als erste Naherung das Zwei-Niveau-Modell, welches in Abschnitt 2.2.3 beschrieben wird,
verwendet werden. Dariiber hinaus erlaubt das Zwei-Niveau-Modell auch eine Modellierung von
Absorbern mit Sattigungsverhalten. Des Weiteren lassen sich durch die vektorielle Beschreibung
der Felder ohne weitere Annahmen Phinomene erfassen, welche sich mit der sonst oft verwendeten
nichtlinearen Schrodingergleichung nicht korrekt darstellen lassen [117].

Im Kontext der konventionellen FDTD-Methode gibt es verschiedene Ansétze zur Einbindung
von Nichtlinearitdten. Viele dieser Ansétze fiilhren auf implizite Ausdriicke, welche mit einem
Newton-Verfahren gelost werden [117-119]. Deren Berechnung ist fiir grofie dreidimensionale
Probleme sehr aufwendig [120, 121]. Fir einige Félle ist es zwar moglich, explizite Ansétze zu
finden, im Allgemeinen muss aber auf das Newton-Verfahren zuriickgegriffen werden. Um dies
zu umgehen, sind in der Literatur einige Ansédtze untersucht worden. Hier sind insbesondere
die in [120, 121] untersuchten Algorithmen interessant, da sie eine explizite Formulierung
erlauben. Diese wird durch eine physikalisch motivierte Kopplung der Nichtlinearitdt mit einem
Lorentz-Oszillator erreicht.

Die Einbindung von nichtlinearen Effekten in elektrodynamischen Problemstellungen mit der
Faberpolynom-Methode ist in der Literatur bisher noch nicht thematisiert worden. In [122]
wird die Verwendung von Exponential-Integratoren auf Basis von Krylov-Unterraum-Methoden
fir die Losung von nichtlinearen elektrodynamischen Problemen vorgestellt. In den folgenden
Abschnitten wird gezeigt, dass es mit dem bisherigen Formalismus und der effizienten Approxi-
mation des linearen Teils des Systems moglich ist, die Ergebnisse aus der Mathematik im Kontext
der Exponential-Integratoren zu nutzen [105, 123-126]. So kénnen auf Basis der Voriiberlegungen
in den vorangegangenen Abschnitten Algorithmen mit hohen Ordnungen bestimmt werden.
Auflerdem erlauben die untersuchten Formalismen weiterhin eine explizite Berechnung. So ist
eine direkte parallele Implementierung méglich.

Fiir die Einbindung von Nichtlinearitdten in den Faberpolynom basierten Algorithmus miis-
sen die nichtlinearen Terme zunéchst geeignet formuliert werden. Hierbei gibt es verschiedene
Ansatze, auf welche zuerst eingegangen wird. Im Anschluss wird die Implementierung disku-
tiert. In Abschnitt darauf werden die verschiedenen Algorithmen anhand eines numerischen
Beispiels miteinander verglichen. Teile der hier vorstellten Untersuchungen sind in [KS11] zur
Veroffentlichung eingereicht.
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7 Nichtlineare Effekte

7.1 Modellierung von Nichtlinearitaten

In diesem Abschnitt soll auf die Beschreibung der Nichtlinearitdten eingegangen werden. In der
Literatur gibt es hierzu eine Vielzahl von Ansédtzen. An dieser Stelle soll die Betrachtung auf
eine Auswahl begrenzt werden, welche eine effiziente Implementierung mit der Faberpolynom-
Approximation erlaubt. Die Methoden unterscheiden sich zum einen in der Formulierung des zu
l6senden Problems und zum anderen in der Art, in der die Nichtlinearitéit fiir den Zeitschritt
linearisiert wird. Im allgemeinen Fall haben die betrachteten nichtlinearen Probleme die Form
ov(t) -
5 F(U(t)). (7.1)
Hierbei handelt es sich bei (7.1) um das bereits ortlich, aber noch nicht zeitlich diskretisierte
System. Um mithilfe von Exponential-Integratoren berechnet werden zu kénnen, muss das
System in einer semilinearen Schreibweise der Form

8\};@ =HU(t) + N(¥(t)) (7.2)
vorliegen [104, 122]. Hierzu ist eine Linearisierung von (7.1) notig. Im allgemeinen Fall kénnen
zwei Methoden verwendet werden. Der erste Ansatz basiert auf einer festen Approximation der
Jakobi-Matrix #H des kompletten linearen Teils [104, 105, 122, 125]. Die Jakobi-Matrix H dndert
sich also nicht mit dem Zeitschritt und der lineare Teil ist vollstdndig von dem nichtlinearen
Restglied N'(¥(t)) getrennt. Die Jakobi-Matrix, welche den linearen Teil des Systems beschreibt,
kann entweder geeignet approximiert oder, wenn moglich, analytisch bestimmt werden. Eine

mogliche Approximation ist:

H o~ gg(\f/(to)). (7.3)

Eine Approximation wie (7.3) ist moglich, wenn sich das System nicht weit aus dem anfénglichen
Zustand herausbewegt. Andernfalls kommt es zu zusétzlichen Fehlern, da fiir ‘I—}(to)! = W(t)
die Approximation (7.3) zunehmend von der analytischen Losung abweicht. In vielen Fallen
lasst sich eine Darstellung (7.2) auch analytisch finden. Diese ist immer dann sinnvoll, wenn
das nichtlineare Restglied gegeniiber dem linearen Teil klein ist. Hier soll nur die analytische
Variante verwendet werden.

Die zweite Moglichkeit ist, es diese Linearisierung zu jedem Zeitschritt dynamisch zu bestimmen.
Hierzu muss die Jakobi-Matrix in jedem Zeitschritt bestimmt werden:

—

H =~ J,=DF(¥(t,)). (7.4)
Diese wird mit dem nichtlinearem Restglied, welches mit
R(T(1) = F(T(t)) - J.T(t) (7.5)
gegeben ist, zur Berechnung des néchsten Zeitschritts verwendet [104, 125].

Die Verwendung einer festen approximierten Jakobi-Matrix wie in (7.3) ist nur dann sinnvoll,
wenn die spéter auftretenden Matrixexponentiale effizient vorberechnet und immer wieder
verwendet werden konnen. In dem hier betrachteten Anwendungsfall ist dies, wie in den vor-
angegangen Kapiteln 4 und 5 schon festgestellt, praktisch nicht méglich. Auflerdem wird bei
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der Approximation mit Faberpolynomen das Produkt exp(At#)¥(t) bestimmt und fiir jede
Berechnung neu approximiert. Daher ist eine Approximation (7.3) aufgrund der zusétzlichen
Fehler durch die fixe Approximation hier nicht sinnvoll. Aus diesem Grund werden im Folgenden
der Ansatz mit einer variablen Jakobi-Matrix (7.4) und nichtlinearem Restglied oder, wenn
moglich, analytische Jakobi-Matrizen verwendet. Wenn das System in der Form (7.2) vorliegt,
kann wie bei der Betrachtung der Quellterme mit

Tty + At) = exp(AtH) T (t,) + /Om exp((At — T)H)N (U (t,, + 7))dT (7.6)

die formale Losung des Systems angegeben werden [104]. Hier wird eine feste, zum Beispiel
analytisch bestimmte, Jakobi-Matrix H verwendet werden. Durch die Linearisierung N (W (t))
in t = t, kann analog zu den Betrachtungen bei den Quelltermen in Kapitel 6 ein erstes
Losungsverfahren bestimmt werden [104]:

T (ty, + At) = exp(AtH) T (t,) + Ato(ALH)N (T (t,)). (7.7)

Dieses Verfahren wird Exponential-Euler-Verfahren genannt. Generell féllt mit (7.6) und (7.7)
die Ahnlichkeit zu der Beschreibung von Quelltermen in Kapitel 6 auf. In beiden Féllen fithren
die Approximationen auf Ausdriicke mit gewichteten Summen von @-Funktionen. Die Einbindung
unterscheidet sich allerdings in einigen entscheidenden Punkten. Der wichtigste Unterschied ist,
dass bei den Nichtlinearitéiten die Funktion A'(¥(t)) im Integralterm der formalen Losung (7.6)
nur zum Zeitpunkt ¢t = ¢, bekannt ist. Bei den Quelltermen ist der Verlauf der Funktion £((t)
iiber den gesamten Zeitschritt ¢ € [t,, t, + At] im Vorfeld bekannt. Das fithrt dazu, dass bei den
Nichtlinearitdten zur Bestimmung von héheren Ordnungen mehrstufige Verfahren nétig sind
[104]. Bei den Quelltermen, hingegen, kénnen durch eine geeignete Approximation von ((t) und
das anschliefende Einsetzen in den das Integral (6.3) hohere Approximationsordnungen erzielt
werden.

Der zweite Punkt ist die effiziente Implementierung. In Kapitel 6 wird gezeigt, dass fiir die
Einbindung von Quelltermen ihre Eigenschaften ausgenutzt werden kénnen, um den Berechnungs-
aufwand fiir die zusétzlichen Matrixfunktionen in Form von ¢-Funktionen massiv zu reduzieren.
Daher lohnt es sich, die Quellfunktionen mit spezialisierten Algorithmen zu bestimmen und
nicht wie Nichtlinearitdten zu behandeln. Bei den Nichtlinearitdten ist dies im Allgemeinen nicht
moglich, sodass deren Einbindung zu einem deutlich héheren Rechenaufwand fiithrt.

7.2 Algorithmen zur Einbindung mit Faberpolynomen

Im Folgenden soll auf einige fiir die Faberpolynom-Methode geeignete Algorithmen eingegangen
werden. Hier wird die Auswahl auf die Klasse der Lawson-Integratoren und die Exponential-
Rosenbrock-Verfahren beschriankt. Die Ansétze und ihre Eigenschaften werden im Folgenden
néher erlautert.

Lawson-Verfahren

Diese Klasse von Methoden ist zuerst von Lawson untersucht worden [127]. Der Ausgangspunkt
fiir die Lawson-Integratoren ist ein System der Form (7.2). Die Klasse der Lawson-Integratoren
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basiert auf der Einfithrung der folgenden Transformation [105, 122]:
v(t) = exp(—tH)U(t). (7.8)
Auf diese Weise wird die Abhéngigkeit von der Jakobi-Matrix zunéchst entfernt [104, 105]:

dv(t)
at

= F(v(t),t) = exp(—tH)N (exp(+tH)v(t)). (7.9)

Auf diese Gleichung kann dann ein geeignetes Losungsverfahren wie zum Beispiel das explizite
Euler-Verfahren angewendet werden:

v(ty, + At) = v(ty) + AtF(v(tn), tn). (7.10)
Die Riicktransformation fiihrt auf den entsprechenden Lawson-Integrator [104, 105, 122]:
Uty + At) = exp(AtH) U (t,) + At exp(AtHIN (U (t,)). (7.11)

Bei (7.11) handelt es um das Lawson-Euler-Verfahren. Hohere Losungsordnungen kénnen durch
die Verwendung von Losungsverfahren hoherer Ordnung auf (7.9) bestimmt werden. Durch die
Anwendung eines Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung kann beispielsweise der folgende
Algorithmus bestimmt werden [122]:

-

Y :‘I’(tn)
Yo =At/2exp(AtH)N (Y1, tn) + exp(At/2H)Y;
Y3 =At /2N (Ya, tyq1)2) +exp(At/2H)Y
Yy =Atexp(At/2H)N (Y3, t,41/9) + exp(AtH)Y; (7.12)
B(t + At) = At/6 (exp(AH)N (Y1, 1) + 2exp(At/2H)N (Va, by )
+2exp(At/2H)N (Vs tog1y2) + N (Y, tng) ) + exp(AtH)Y:.

Die Lawson-Integratoren werden hier mit einer festen Jakobi-Matrix realisiert. Hierbei wird eine
analytische Aufteilung des Systems in den linearen und den nichtlinearen Teil verwendet.

Exponential-Rosenbrock

Diese Methode verwendet die Definition der Jakobi-Matrix mit der lokalen Linearisierung (7.4)
und dem nichtlinearem Restglied (7.5) in jedem Schritt [104, 125]:

AW (t)

5 = U+ B, (7.13)

Die Besonderheit der Exponential-Rosenbrock-Verfahren ist, dass diese die kontinuierliche
Linearisierung explizit nutzen [104, 125]. So lésst sich ausgehend von (7.13) mit

U(tn + At) = exp(At,) U (t,) + Ato(At,)R(U(t,)) (7.14)
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das Exponential-Rosenbrock-Euler-Verfahren angegeben [104]. Integratoren héherer Ordnung
kénnen bestimmt werden, indem Runge-Kutta-Methoden auf (7.13) angewendet werden [104]:

i—1
Ui = exp(c;At,) U (t,) + At Z a; j(AtJy) Ry (Un,j)

N (7.15)
U(ty + At) =exp(AtJy)U(ty) + ALY bi(ALT,) Ry (Unyy).

=1

Fiir die Bestimmung der Koeflizienten fiir bestimmte Integratoren sei auf die Literatur verwiesen
[104].

7.3 Implementierung

In diesem Abschnitt soll auf die Realisierung der oben vorgestellten Ansétze in Kombination
mit Faberpolynomen eingegangen werden. Mit Ausnahme der Lawson-Ansdtze miissen bei
den betrachten Algorithmen gewichtete Summen aus p-Funktionen bestimmt werden. Daher
bietet sich der Ansatz aus Abschnitt 6.3 an. Mit diesem Ansatz muss nur eine Matrixfunktion
pro Stufe bestimmt werden. Aufgrund von der Bedingung (6.29) muss bei der Approximation
mit Faberpolynomen nur das Eigenwertspektrum der Jakobi-Matrix H beriicksichtigt werden.
Allerdings kann es insbesondere bei der Einbindung von Nichtlinearitdten dazu kommen, dass
die Norm [|[W)|| der Matrix W sehr grofle Werte annimmt. Dies kann zu numerischen Fehlern
und daraus folgenden Instabilitdten fithren [103, 116]. Um dies zu vermeiden, wird hier die in
[116] vorgeschlagene Normierung verwendet. Hierbei sei die gewichtete Summe aus ¢-Funktionen
in der Form

p
U (tn + Al) ~ exp(AH) U (L) + At Y op(AtH)dy, (7.16)
k=1

gegeben. Mit der Skalierung der Faberpolynom-Approximation ist die Berechnungsvorschrift

dann mit
U(ty + At) = [Iy 0] exp (Ats [H{]A jZVA/tA/SASD [‘I’g")] (7.17)

gegeben, wobei W = [1271, ’lﬁg, - 1271,]. Im Anhang C.2 ist die Bestimmung der Koeffizienten der
W-Matrix beispielhaft fiir das Rosenbrock-Euler-Verfahren sowie fiir das exprb32-Verfahren
aus [104], welches ein Verfahren dritter Ordnung ist, gegeben.

7.4 Evaluation der Ansatze

In dem vorangegangenen Abschnitt werden verschiedene Algorithmen auf Basis von Faber-
polynomen vorgestellt, welche es erlauben, nichtlineare Effekte in die Zeitbereichssimulation
aufzunehmen. Wie bei der Beriicksichtigung von Quelltermen kann die Einbindung in zusétz-
lichen Matrixfunktionen resultieren, welche wihrend der Zeitpropagation ausgewertet werden
miissen.
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Die Verwendung von Verfahren hoherer Ordnung erméglichen allerdings eine héhere Genauigkeit
der Ergebnisse und bergen das Potenzial, héhere Zeitschritte anwenden zu kénnen. Im Folgendem
sollen daher die Verfahren auf ihre Effizienz im Hinblick auf die Genauigkeit der Ergebnisse
und den Rechenaufwand untersucht werden. Als Maf fiir den Rechenaufwand soll wie in den
Untersuchungen der letzten Kapitel die Anzahl der Matrix-Vektor-Multiplikationen dienen. Zur
Evaluation soll ein Material verwendet werden, welches eine Pockels-Nichtlinearitat aufweist
[26] . Hier wird das Modell, das in [121] vorgeschlagen wird, verwendet. Das Modell in [121]
lasst sich wie folgt in der Operator-Schreibweise angeben und in den linearen und nichtlinearen
Teil aufteilen:

O Ei VX 0 €QE O
o - “lyx 0 0o 0] - 0
—(t) = H t 7.18
O N O (7.18)
eow%x(l) 0 —w% —vL w%egx(z)E(t)Q

—

Dabei gilt ¢(t) = [E(t), H(t), P(t), J(t)]T. Bei (7.18) handelt es sich um das System vor der
ortlichen Diskretisierung. Soll die Formulierung mit der dynamisch bestimmten Jakobi-Matrix
(7.4) werden, so ist diese mit

€ i VX 0 €QE
OF _lyx "0 0o 0
eows (xM + 2P E(ty)) 0 —w} L

gegeben. Das nichtlineare Restglied ist mit

R(t) = F@(®) = 150 = [0 0 0w (P E@)? - 2@ Et)E®]  (7.20)
zu bestimmen.

Als Beispiel wird ein eindimensionales System mit der Lange L, = 85pm gewéhlt, welches
gleichméfig mit einer Schrittweite von Az = 10nm abgetastet wird. Zur Ortsdiskretisierung
wird ein pseudospektraler Ansatz angewendet, um die numerische Dispersion durch die Ortsdis-
kretisierung zu minimieren. Andernfalls kann es bei einer ausgepriagten numerischen Dispersion
zu einer Interaktion mit den nichtlinearen Effekten kommen, welche die Ergebnisse verfalschen.

Die rechte Halfte des Simulationsgebietes ist mit einem Material gefiillt, welches durch das
Pockels-Modell in (7.18) beschrieben wird. Bei diesem gilt ) = 2,427¢y, x® = 30pV/m
sowie wr, = 1,549 x 10'® und +7 = 0. In dem restlichen Bereich liegt eine Permittivitit von
€ = 5,226¢p vor. Die Propagation eines gaufiférmigen Impulses wird betrachtet. Der Impuls
hat eine Bandbreite von B = 30 THz und ist mit einer Tragerfrequenz von fy = 200 THz
moduliert. Der Impuls hat eine Amplitude von Ey = 1000 GV /m. Bei der Untersuchung wird
eine derart hohe Amplitude gewéhlt, um innerhalb kurzer Simulationszeiten einen mdoglichst
starken nichtlinearen Effekt zu erzielen. Der Impuls wird in der linken Hé&lfte des Rechengebiets
platziert und so initialisiert, dass er in Richtung des nichtlinearen Materials propagiert. Die
Simulationszeit betragt T" = 0,45 ps.

Das Exponential-Euler-Verfahren (7.7), das Lawson-Euler-Verfahren (7.11), das Lawson-
Verfahren vierter Ordnung (7.12), das Rosenbrock-Euler-Verfahren (7.14) sowie das Rosenbrock-
Verfahren exprb32 dritter Ordnung aus [104] sollen verglichen werden. Bei der Berechnung
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7.4 Evaluation der Ansatze

der Lawson-Verfahren treten nur Matrixexponentiale auf, welche mithilfe von Faberpolynomen
bestimmt werden. Die Linearkombinationen aus ¢-Funktionen, welche bei den iibrigen Methoden
auftreten, werden mit dem Algorithmus (7.17) bestimmt. Alle Faberpolynom-Approximationen
werden durchgefiihrt, bis |c,,| < 107! fiir die Koeffizienten gilt. Der Vergleichsalgorithmus ist
ein klassischer FD-Ansatz fir die Zeitabhédngigkeit. Dessen Verwendung ist aufgrund des in [121]
vorgestellten Materialmodells moglich. Daher handelt es sich bei dem Vergleichsansatz auch um
einen expliziten Algorithmus.

Die Algorithmen werden mit verschiedenen Zeitschrittweiten At durchgefithrt. Die Ergebnisse
sind in Abbildung 7.1 dargestellt. Als Referenz wird hier eine Simulation auf Basis des Lawson-
Verfahrens mit sehr kleiner Zeitschrittweite verwendet. In den vorangegangenen Untersuchungen
beziiglich der Faberpolynom-Methode fiir lineare Medien ohne Quellen sowie mit Quellen werden
fiir die Fehlerberechnung Zeitverldufe einer Feldkomponente an einem Ortspunkt herangezogen.
Eine fehlerhafte Beischreibung der Quellterme tritt hierbei konzentriert bei deren Einkoppelpunkt
auf und setzt sich bei der Propagation durch das Medium fort, sodass die oben beschriebene Me-
thodik ein zuverldssiges MaB fiir den Fehler darstellt. In dieser Untersuchung stehen die nichtlinea-
ren Effekte im Vordergrund. Diese wirken ortlich verteilt in dem definierten nichtlinearen Medium.
Dies hat zur Folge, dass auch eine moglicherweise fehlerhafte Beschreibung der nichtlinearen
Effekte durch die Algorithmen 6rtlich verteilt auftritt. Um dies bei der Auswertung in dieser Un-
tersuchung zu erfassen, wird die finale Feldverteilung zum Zeitpunkt ¢ = T" der E,-Komponente
iber das Simulationsgebiet betrachtet. Analog zu [122] wird die euklidische Norm zur Fehlerbe-
rechnung herangezogen. Daher wird Fehler der finalen Feldverteilung der F,-Komponente
mit € = \/SNy (Baep(z = 2t = T) = Ea(z = 21t = T)2/ /S0 B2, (2= 24t = T)
bestimmt. Bei dem Vergleich der Fehlerkurven fillt zuerst auf, dass alle Faberpolynom basierten

107" 4
1073 4
/r
3 1077 1
s
=
g 1077 1
2
= & Lawsonl
é’ 10729 4 == Lawson4
—>— expeuler
10-11 =& rbeuler
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107! 10° 10" 10?
At/AtCFL —

Abbildung 7.1: Die Abbildung zeigt den Verlauf des relativen Fehlers der untersuchten Algo-
rithmen fiir das nichtlineare System fiir verschiedene Zeitschrittweiten. Fiir die
Nichtlinearitét gilt x(2) = 30 pV/m.

Verfahren deutlich kleinere Fehler aufweisen als der Vergleichsalgorithmus auf Basis des FD-
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7 Nichtlineare Effekte

Ansatzes. Dies ist dadurch zu erklédren, dass die Nichtlinearitit des Materials in nichtlinearen
Termen resultiert, welche nur einen geringen Effekt gegentiber dem linearen Teil des Systems auf-
weisen. Der lineare Teil wiederum, wird durch die Faberpolynom-Methode, wie in Abschnitt 5.4
gezeigt, sehr genau approximiert. Die Kurve des FD-Algorithmus bricht auflerdem bei einer ge-
wissen Zeitschrittweite ab. Dies ist darin begriindet, dass ab dieser Zeitschrittweite die Simulation
instabil wird. Die Faberpolynom-Verfahren zeigen dieses Verhalten in dem vorliegendem Beispiel
nicht. Allerdings ist am Verlauf des Fehlers zu erkennen, dass bei zunehmender Zeitschrittweite
der Fehler immer weiter steigt, was durch die zunehmend unzureichende Approximation der
Nichtlinearitdt zu erklaren ist. Bei Betrachtung der Faberpolynom-Verfahren féllt auf, dass das
Rosenbrock-Euler-Verfahren bei gleicher Zeitschrittweite deutlich genauer als das herkdmmliche
Exponential-Euler-Verfahren ist. Diese Verfahren werden durch die gleiche Berechnungsvorschrift
bestimmt und unterscheiden sich nur in der Realisierung der Beschreibung der Nichtlinearitat.
Dariiber hinaus ist zu erkennen, dass hier die kontinuierliche Beschreibung, welche von den
Rosenbrock-Verfahren verwendet wird, bei sonst gleicher Ordnung zu genaueren Ergebnissen
fiihrt. Das Lawson-Euler-Verfahren erzielt einen noch geringeren Fehler.

Um auch den Rechenaufwand zu beriicksichtigen, wird im Folgenden der Fehler in Abhéngig-
keit von der nétigen Anzahl der Matrix-Vektor-Multiplikationen mit den verwendeten Jakobi-
Matrizen untersucht. Die Ergebnisse sind in Abbildung 7.2 dargestellt. Aulerdem fallt auf,

1071 —¢ FD
=>¢= Lawsonl

1077 4 —>— Lawson4
T —>— expeuler
5 1075 - =>¢= rbeuler
E’ —o— exprb32
g 1077 o
<
£ 1070 -

1011 4

10* 10° 10° 107
NMatVCC_>

Abbildung 7.2: Die Abbildung zeigt den Fehler der Verfahren in Abhéngigkeit von der Ge-
samtzahl der Matrix-Vektor-Multiplikationen mit der Jakobi-Matrix bei x(2) =
30pV/m.

dass fiir niedrige Genauigkeiten der FD-Algorithmus geringe Anzahlen von Matrix-Vektor-
Multiplikationen erfordert. Dieser Bereich wird von den Faberpolynom basierten Algorithmen
teilweise nicht einmal erreicht. Fiir hohere Genauigkeiten zeigen sich diese wiederum als deutlich
effizienter. Insbesondere das Rosenbrock-Euler-Verfahren ist fiir Fehler bis zu 1,3 x 107¢ am
effizientesten. Fiir hohere Genauigkeiten ist das exprb32-Verfahren am effizientesten unter den
hier untersuchten Verfahren. Das Lawson-Euler-Verfahren zeigt in Abbildung 7.1 zwar genauere
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7.5 Bewertung

Ergebnisse als das Rosenbrock-Euler-Verfahren, ist aber, wie in Abbildung 7.2 zu erkennen, inef-
fizienter. Dies ist durch den geringeren Berechnungsaufwand des Rosenbrock-Euler-Verfahren zu
begriinden. Die hier vorgeschlagene Berechnung mit dem Ansatz (7.17) erlaubt eine Berechnung
mit nur einem Matrixexponential pro Zeitschritt. Das Lawson-Euler-Verfahren profitiert nicht
von dieser Implementierung und benétigt zwei Matrixexponentiale pro Zeitschritt.

Die Beitrage des nichtlinearen Terms sind in dem untersuchten System gering. Daher soll das
System mit hundertmal hoheren nichtlinearen Koeffizienten x2 = 3nV/m erneut berechnet
werden. Dieser Wert ist unphysikalisch hoch, soll hier aber verwendet werden, um das Verhalten
der Algorithmen zu untersuchen. Alle anderen Parameter bleiben unverédndert. Die Ergebnisse
sind in Abbildung 7.4 und 7.3 dargestellt. Die Referenzlésung wird mit dem rb32-Verfahren
bei kleiner Zeitschrittweite bestimmt. In der Abbildung 7.3 ist zu erkennen, dass die stérkere
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Abbildung 7.3: Die Abbildung zeigt den Verlauf des relativen Fehlers iiber die Zeitschrittweite
fir x2 = 3nV/m.

Nichtlinearitit einen Einfluss auf den Verlauf der Fehlerkurven der untersuchten Algorithmen
hat. Insgesamt fallt der Fehler von allen Algorithmen grofier aus. Der FD-Referenzalgorithmus
ist hiervon nicht betroffen und zeigt einen unverdnderten Fehlerverlauf. Allerdings liefert der
Algorithmus fiir alle untersuchten Zeitschrittweiten weiterhin ungenauere Ergebnisse. Bei der
Betrachtung von Abbildung 7.4 fillt auf, dass fiir hohe Genauigkeiten die Faberpolynom-
Verfahren weiterhin die effizientere Wahl sind. Auflerdem zeigen die Rosenbrock-Verfahren im
Vergleich zu den anderen Verfahren eine bessere Effizienz bei der héheren Nichtlinearitét.

7.5 Bewertung

In diesem Kapitel werden verschiedene Ansétze untersucht, den Faberpolynom-Algorithmus
fir die Inklusion von nichtlinearen Effekten zu erweitern. Hierzu werden zunéchst verschiedene
Strategien zur Formulierung der Nichtlinearitét vorgestellt. Im Anschluss wird eine effiziente
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Abbildung 7.4: Die Abbildung zeigt den Fehler der Verfahren in Abhéngigkeit von der Anzahl
der Matrix-Vektor-Multiplikation fir xyo = 3nV/m.

Moglichkeit zur Berechnung der auftretenden Termen mit ¢-Funktionen vorgeschlagen. Alle
untersuchten Algorithmen sind explizit und erlauben eine effiziente parallele Implementierung.
Im Anschluss werden die Algorithmen mit einem Beispiel numerisch evaluiert. Hierbei zeigt sich
wie bei den linearen Simulationen in 5.4, dass die Faberpolynom basierten Verfahren insbesondere
fiir hohe Genauigkeiten eine um Groéflenordnungen hohere Effizienz als vergleichbare klassische
Verfahren aufweisen. Bei der Formulierung der Nichtlinearitat zeigt sich, dass eine Beschreibung
iiber eine dynamisch bestimmte Jakobi-Matrix (7.4) mit einem nichtlinearen Restglied (7.5)
zu deutlich genaueren Ergebnissen fithrt. Hierfiir ist die Faberpolynom-Methode insbesondere
geeignet, da ihre Berechnung nur Matrix-Vektor-Multiplikationen mit der Jakobi-Matrix er-
fordert. So ist eine wiederholte, aufwendige Besetzung der Jakobi-Matrix unnétig. Durch die
Verwendung von Verfahren héherer Ordnungen kann die Genauigkeit noch erheblich gesteigert
werden. Insbesondere, wenn hohe Genauigkeiten gefordert werden, sind diese Verfahren deutlich
effizienter als solche niedriger Ordnung. Allerdings erfordern diese die Berechnung von Termen
mit gewichteten Summen aus p-Funktionen. Diese werden effizient mit dem Algorithmus (7.17)
bestimmt. So ist nur die Berechnung von einer Matrixfunktion pro Stufe des Integrators notig.
In diesem Zusammenhang ist es fraglich, ob ohne diesen Ansatz eine derart effiziente Berech-
nung moglich wire. Im Anschluss wird ein System mit einer deutlich stdrkeren Nichtlinearitat
betrachtet. Hier verschlechtert sich die Genauigkeit der Faberpolynom-Algorithmen. Jedoch
sind sie weiterhin genauer als der FD-Vergleichsalgorithmus. Hier erweisen sich insbesondere die
Rosenbrock-Verfahren als effizient.

Ein moglicher Ansatzpunkt fiir eine Erweiterung ist die Verwendung einer variablen Zeit-
schrittweite At. AuBlerdem ist gerade bei Verfahren héherer Ordnung der Riickgriff auf groflere
Zeitschrittweiten interessant. In diesem Zusammenhang sollte weiter untersucht werden, fiir
welche Zeitschrittweiten die Verfahren am effizientesten sind. Fiir das vorliegende Beispiel wird
auch bei den dynamisch bestimmten Jakobi-Matrizen bei den Rosenbrock-Verfahren fiir jeden
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7.5 Bewertung

Zeitschritt die gleiche Faberpolynom-Approximation verwendet. Dies ist moglich, da hier kein
signifikanter Einfluss auf die Grenzen des Eigenwertspektrums der Jakobi-Matrix vorliegt. Fiir
andere Systeme sind allerdings kompliziertere Abhéingigkeiten zu erwarten. Hier kann durch eine
dynamische Anpassung an die vorliegende Jakobi-Matrix die Approximation weiter optimiert

werden.
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8 Time-Domain-Beam-Propagation

In den vorangegangenen Abschnitten werden verschiedene Algorithmen zur Zeitbereichssimulati-
on der Maxwell-Gleichungen mithilfe von Polynom-Approximation basierenden Algorithmen
untersucht. Hierbei haben sich besonders die Faberpolynome als leistungsfahig und flexibel
erwiesen. Was alle bisherigen Algorithmen allerdings gemeinsam haben, ist die Eigenschaft, dass
keine Approximationen beziiglich der Systemmatrix H getroffen werden. Auch bei dem Algo-
rithmus mit der komplexen Einhiillenden wird zwar eine Trégerschwingung von potenziell hoher
Frequenz in die Systemmatrix aufgenommen, allerdings wird beziiglich der anderen Frequenzen
keine Approximation getroffen. Das bedeutet, dass in diesem Fall immer noch das gesamte
Eigenwertspektrum der Systemmatrix #H fiir die Approximation beriicksichtigt werden muss. Der
Ansatz ermoglicht eine effiziente Einbindung von Quelltermen, welche um eine Tragerschwingung
bandbegrenzt sind. Eine Effizienzsteigerung fiir das quellfreie System ist allerdings nicht zu
erwarten.

In der Regel erfordert die Geometrie von Problemen der Photonik eine deutlich feinere Dis-
kretisierung, als es die Frequenzen der eigentlich vorliegenden Signale erfordern wiirden. Dies
spiegelt sich dann auch im Eigenwertspektrum der Systemmatrix H wider. Deren Eigenwert-
spektrum wird durch die feine Diskretisierung verbreitert. Wie in den vorangegangenen Kapiteln
schon untersucht, lassen sich die Frequenzen der untersuchten elektromagnetischen Felder den
Eigenwerten der Systemmatrix H zuordnen. Durch die feinere Diskretisierung werden daher sehr
hohe Frequenzkomponenten mitberechnet, welche keinen Beitrag zu dem technisch interessanten
Frequenzbereich liefern.

In den folgenden Abschnitten soll eine Klasse von Ansétzen untersucht werden, welche ei-
ne Anpassung der Systemmatrix ermoglichen. Bei diesen handelt es sich um die Klasse der
TDBPM-Algorithmen. Sie werden in der Literatur fiir die Analyse von Bauelementen der
Photonik eingesetzt [128-131]. Diese Klasse von Methoden basiert auf einer Umformulierung
der Maxwell-Gleichungen in die vektorielle Wellengleichung. Im Anschluss wird ein komplexer
Einhiillenden-Ansatz verwendet. Von dieser Formulierung ausgehend, kénnen weitere Approxi-
mationen beziiglich der Frequenzabhéngigkeit der Felder getroffen werden [132]. Dariiber hinaus
erlaubt die Methode eine effiziente Realisierung von Algorithmen zur Berechnung der Propa-
gation von kurzen Impulsen iiber lange Distanzen. Dies wird durch ein dem Impuls folgendes
Fenster realisiert [133-136].

In der Literatur werden diese Ansétze in der Regel mit impliziten Lésungsmethoden behandelt
[128-130, 132, 137]. Wie in den vorherigen Kapiteln beschrieben, erméglichen diese zwar in vielen
Féllen die Anwendung hoherer Zeitschritte und damit oft auch eine Steigerung der Effizienz der
Algorithmen, allerdings treten Probleme bei der Parallelisierung auf, wenn lineare Gleichungs-
systeme mit sehr vielen Unbekannten gelost werden miissen. Das Problem tritt besonders dann
in den Vordergrund, wenn grofle dreidimensionale Probleme betrachtet werden. In diesen Fallen
werden die Berechnungen auf mehrere Rechnerknoten verteilt. Implizite Algorithmen erfordern
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8 Time-Domain-Beam-Propagation

dann zusédtzlichen Kommunikationsaufwand, welcher die Parallelisierung erschwert.

Daher soll in dem folgenden Abschnitt ein neuer TDBPM-Algorithmus auf der Basis von Fa-
berpolynomen entwickelt werden. Hierbei soll die Faberpolynom-Entwicklung genutzt werden,
um einen expliziten Algorithmus zu formulieren. Neben dem Rechenaufwand soll besonders die
Genauigkeit der Approximation der Zeitpropagation untersucht werden. Diese Betrachtungen
ermoglichen im Anschluss eine Aussage iiber die Effizienz der untersuchten Verfahren. Insbe-
sondere die Effizienz im Vergleich zu der FDTD-Methode ist interessant. Die Untersuchungen
in [132] deuten darauf hin, dass viele der in der Literatur beschriebenen TDBPM-Algorithmen
ineffizienter sind als die FDTD-Methode.

Im Folgendem soll kurz die Theorie dieser Ansétze beleuchtet werden. Die Ansétze lassen sich
in drei Klassen einteilen: Narrow-Band (NB), Wide-Band (WB) und Full-Band (FB). Diese
werden beschrieben und hinsichtlich ihrer Eignung charakterisiert. Teile der hier vorstellten
Untersuchungen sind in [KS12] und [KS13] veroffentlicht. Die Ergebnisse werden im Folgenden
mit Ergédnzungen dargestellt.

8.1 Formulierung der Methode

Hier soll zunédchst auf die Formulierung der TDBPM-Methoden eingegangen werden. In der
Literatur werden viele dieser Methoden auf Basis der skalaren Wellengleichung entwickelt [130,
132]. In dieser Arbeit soll ein vollvektorieller Ansatz entwickelt werden.

Zuerst wird, ausgehend von den Maxwell-Gleichungen, das magnetische Feld H (7,t) durch
Umformen eliminiert. Hierdurch ergibt sich die vektorielle Wellengleichung [138]:

2 — —
—e(F’)%E(F, £ =V x <M(1fjv « E(F,t)) . (8.1)

Die Betrachtung erfolgt zunéchst ohne Stromterme und fiir lineare Materialien ohne dispersive
Eigenschaften oder Ddmpfung. Nun wird ein komplexer Einhiillenden-Ansatz auf alle Feldgréfien
angewendet:

B(7,t) = R{E(7, 1)), (8.2)

Dieser wird in (8.1) eingesetzt. Damit ldsst sich die Darstellung ableiten, welche die Grundlage
der hier entwickelten TDBPM-Methoden bildet:

= 0z > 1 1
E(7t) — j2wo— E(F, t 2R(F ) = — -
(7t) —j wo (7 t) + wi E(7, 1) e(F)VX <u(f3

Ausgehend von dieser Darstellung werden die NB- und WB-Ansétze entwickelt, welche in den
folgenden Abschnitten untersucht werden. Auf die in der Literatur beschriebenen FB-Methoden
[132] soll hier nicht weiter eingegangen werden, da diese direkt auf (8.3) basieren und keine weitere
Approximation ansetzen. Damit stellen diese nur eine andere Form der bereits untersuchten
komplexe Einhiillenden-Methode dar.

2 -
- v x E(r,t)) . 83)
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8.1 Formulierung der Methode

8.1.1 Einbindung von Stromtermen

Um in den oben beschriebenen Ansatz Stromterme aufzunehmen, muss dieser erweitert werden.
Hierzu werden allgemein die elektrische Stromdichte J(7,¢) und formal eine magnetische Strom-
dichte K (7,t) in die Maxwell-Gleichungen eingesetzt. Unter diesen Voraussetzungen ergibt sich
die folgende Gleichung:
(7) 82E(*ts) V x ( ! V x E(7 ) + af(*z&)+V>< !
—e(FM) == E(rt) = — 8 —J(7

otz () ’ ot ' ()
Nun wird wie bei dem quellfreiem System der komplexe Einhiillenden-Ansatz (8.2) angewendet.
Damit lasst sich

K(7t). (8.4)

P Bty — e LB 1+ 2B ) =
8t2 r, ] woat T, WO T, =
1 1 = Jwo 7, - 1 0z,
7V (¥ x Bitn) + L8 T + i (55
1 1 =z
+——V x —K(7,t
@ am

bestimmen. Zu beachten ist, dass der Einhiillenden-Ansatz (8.2) auf alle Feldgroen angewendet
werden muss, was die Strome J(7,t) und K (7, t) mit einschliefit.

8.1.2 Systemmatrix der vektoriellen Wellengleichung

In den vorangegangenen Abschnitten werden die Maxwell-Gleichungen in ihrer urspriinglichen
Form als System erster Ordnung verwendet. Auf ihre Diskretisierung wird in Abschnitt 3.3
eingegangen. In 5.3.2 werden hierzu die Eigenschaften des Eigenwertspektrums der Systemmatrix
beleuchtet. Diese hangen sowohl mit der Struktur der Gleichungen, der ortlichen Diskretisierung
als auch der Materialparameter innerhalb des Simulationsgebietes zusammen. Im Folgendem
sollen wieder Polynom basierte Entwicklungsmethoden fiir die Zeitpropagationsoperatoren
verwendet werden. Im Speziellen sollen die Faberpolynome genutzt werden. Um eine effizi-
ente Approximation der Operatoren mit diesen zu erreichen, sind Informationen iiber das
Eigenwertspektrum der betrachteten Systemmatrizen notig.

Zunéchst (8.4) wird ortlich diskretisiert. Hierzu soll zunéchst eine FD-Diskretisierung nach Yee
verwendet werden. Das ortlich diskretisierte System ist mit

0? - - -
—p®(t) = Mo(t) +9(t) (8.6)
gegeben. Das ortlich diskretisierte System von (8.5) kann analog mit
0% = , o= o7 2 2
~ 5 (1) = J2w0 5 d(t) +wie(t) = Mo(t) +9(t) (8.7)

bestimmt werden. Dabei enthalten die Vektoren qg beziehungsweise gg die diskretisierte Feldver-

—

teilung. In J(t) und J(t) werden die diskretisierten Aquivalente der Stromdichten in (8.6) und
(8.5) zusammengefasst.
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Tabelle 8.1: Die Anzahl der notigen Vektor-Vektor-Multiplikationen der Gréfien N, NN,
beziehungsweise N, N, N, fiir den ein-, zwei und dreidimensionalen Fall ist fiir
die Systemmatrix der vektoriellen Wellengleichung und fiir die Systemmatrix der
Maxwell-Gleichungen gegeben.

| 1D 2D 3D
Maxwell: H 4 8§ 24
Vektorielle Wellengleichung M | 3 5 39

Anders als bei den zuvor betrachten Systemmatrizen ist das Eigenwertspektrum nun nicht
symmetrisch um die reelle Achse verteilt. Das Eigenwerte o, der Systemmatrix M fiir ein
ddmpfungsfreien System liegen auf der reellen Achse auf dem Intervall oy, € [0, omax]. Die obere
Grenze opmax kann hierbei beispielsweise mit dem Gerschgorin-Theorem bestimmt werden [54,
113]. Bei € und p sind hierbei jeweils die niedrigsten Werte im Rechengebiet zu verwenden. Fiir
den eindimensionalen Fall ergibt sich

4
Omax, 1D R (88)
euA
fir die zweidimensionale TM-Mode ergibt sich
8
Omax, 2DTM — ENAz (89)
und fiir den dreidimensionalen Fall kann op,ax, 3p mit
16
(8.10)

bestimmt werden. Die Komplexitat der Matrix-Vektor-Multiplikation unterscheidet sich aufgrund
der anderen Struktur der Systemmatrix M im Vergleich zu der Systemmatrix H. Um die Ergeb-
nisse in den folgenden Abschnitten hinsichtlich der Effizienz der Algorithmen besser einordnen
zu konnen, wird in Tabelle 8.1 der jeweilige Rechenaufwand fiir eine FD-Yee-Diskretisierung
gemdf [138] angegeben.

8.2 Schmalband Approximation

Zuerst soll ein Algorithmus der sogenannten NB-Verfahren entwickelt werden. Diese Klasse
von TDBPM-Verfahren wird ausgehend von (8.7) entwickelt. Die Annahme ist hierbei, dass
die zweite Ableitung in (8.7) vernachldssigt werden kann [132]. Damit ist der Algorithmus
nur fiir Systeme mit sehr bandbegrenzten Feldern geeignet. Die Besonderheit ist, dass der neu
vorgestellte Algorithmus mit einer Operatorentwicklung auf Basis der bereits untersuchten
Faberpolynome realisiert wird. Hierdurch soll eine explizite Berechnungsvorschrift ermdéglicht
werden. Die Ergebnisse sind in Teilen in [KS9] vorgestellt und werden im Folgenden ergénzt
ausgefiihrt.

98



8.2 Schmalband Approximation

8.2.1 Formulierung und Untersuchung

Mit der oben genannten Vernachlissigung der zweiten Ableitung in (8.7) kann

0 = M- MSIN = =

—o(t) = j—————p(t) — It 8.11
57 00) = 552G () — () (8.11)
bestimmt werden. Bei Iy handelt es sich um eine Einheitsmatrix der Groflie N, wobei N die
gesamte Anzahl der diskretisierten Feldgrofen ist. Um die Formulierung kompakter zu gestalten,

wird ein weiterer Matrixoperator eingefihrt:

~ ./\/l - wg I N
M=j———. 8.12

I 5 (8.12)
Die Stromterme sind in der Variablen 9(¢) zusammengefasst. Da der Verlauf der Strome in der
Regel bekannt ist, miissen ihre Zeitableitungen nicht wie die elektrischen und magnetischen
Felder in der Zeitpropagation berechnet, sondern kénnen im Vorfeld bestimmt werden. Damit

kann die formale Lésung mit

—

Bt + At) = exp(ALM)S(t) + /0 > exp((At — 7)M)(=1)0(t,, + 7)dr (8.13)

angegeben werden. Die Struktur der formalen Losung (8.13) entspricht hierbei der formalen
Losung (6.3) aus Kapitel 6. Sie unterscheiden sich aber in der Systemmatrix. Hier wird mit
der Systemmatrix M eine Matrix verwendet, welche den Einhiillenden-Ansatz sowie die oben
beschriebene NB-Naherung enthélt. Diese liegt in Kapitel 6 nicht vor. Dennoch erlaubt die gleiche
Struktur von (8.13) die Verwendung der gleichen Methoden zur Losung. Zunéchst wird ein
quellfreies System mit (8.13) betrachtet. Dieses wird durch das Matrixexponential beschrieben.
Die Matrixfunktion kann nun mit den zuvor untersuchten Methoden entwickelt werden. Hierbei
stellt sich die Frage, ob es moglich ist, einen effizienten Algorithmus mit diesem Ansatz zu
konstruieren. Der Operator entspricht dem der vorherigen Kapitel. Die Ansétze unterscheiden
sich nur durch die Systemmatrix M in (8.12) im Vergleich zu # in (6.1). Daher sollen sich die
folgenden Untersuchungen auf die Systemmatrix und ihre Eigenschaften beschrinken. Diese
werden mit den Eigenschaften der Systemmatrix H ohne komplexe Einhiillende verglichen.

Die Untersuchung soll exemplarisch fiir die TM-Mode eines zweidimensionalen Systems durchge-
fihrt werden. Die Zusammenhénge fiir die anderen Félle lassen sich analog ableiten. Dariiber
hinaus wird eine Ortsdiskretisierung mit dem Yee-Gitter angesetzt. Andere Ansétze, wie die in
Abschnitt 3.1.2 beschriebenen pseudospektralen Methoden oder die diskontinuierlichen Galerkin-
Methoden, sind auch méglich.

Bei einer gleichférmigen Diskretisierung mit A = Ax = Ay in beide Ortsrichtungen = und y
ergibt sich das Eigenwertspektrum der Matrix M der vektoriellen Wellengleichung zu (8.9). Das
Eigenwertspektrum o(M) in der komplexen Ebene ist in Abbildung 8.1a dargestellt.

Durch die Anwendung des NB-Ansatzes ergibt sich die Systemmatrix M in (8.12). Dies hat
zwel wichtige Auswirkungen auf das Eigenwertspektrum der Systemmatrix M: Zunéchst wird
M um den Faktor 2wg gestaucht. Im Anschluss wird diese noch um den Wert wq/2 verschoben
und mit der imagindren Einheit 7 multipliziert. Die Eigenwerte liegen nun in dem Bereich

o c [—jWO/Q,j(O’max/(QWO) — w0/2)]. (8.14)
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Abbildung 8.1: In 8.1a ist die Verteilung der Eigenwerte der Systemmatrix der vektoriellen
Wellengleichung M dargestellt. In 8.1b ist das Spektrum fiir die Systemmatrix
M der NB-TDBPM-Methode dargestellt.

~

In Abbildung 8.1b ist das Spektrum von o (M) schematisch dargestellt. Nun soll der Operator in
(8.13) mithilfe von Faberpolynomen entwickelt werden. Damit ist es moglich, eine Approximation
fiir das Matrixexponential in (8.13) zu bestimmen. Die resultierende Approximation kann unter
Verwendung des elliptischen Konvergenzbereiches mit der Rekursionsbeziehung (5.12) bestimmt
werden. So ist eine explizite Berechnung mit grofien Zeitschrittweiten At moglich.

Die Verschiebung und die Multiplikation mit dem Faktor j miissen hierbei nur in der
Faberpolynom-Entwicklung berticksichtigt werden. Anders verhélt es sich mit der Skalierung um
den Faktor 2wg. Die notige Polynomordnung bei der Entwicklung mit Faberpolynomen, um eine
bestimmte Genauigkeit zu erreichen, ist, wie oben erldutert, im betrachteten Fall von der Breite
des Eigenwertspektrums abhéngig [84, 90, 91]. Dies ist der Fall, da in dem ddmpfungsfreien
System alle Eigenwerte auf der imagindren beziehungsweise reellen Achse liegen. Die Breite
D des Spektrums sei hier mit dem maximalen Abstand D = |0} — 0}|max von zwei Eigenwer-
ten oy, o; definiert. Die Skalierung um den Faktor 2w verkleinert die Breite Dng-tpapMm des

A~

Eigenwertspektrums o(M), welche mit

DNB-TDBPM = Omax/ (2wp) (8.15)

gegeben ist, mit steigender Frequenz wy zunehmend. Dies hat zur Folge, dass niedrigere Entwick-
lungsordnungen fiir die Faberpolynom-Entwicklung mdéglich sind. Nun stellt sich die Frage, ob
dieser Effekt genutzt werden kann, um effizientere Zeitpropagations-Algorithmen zu konstruieren.

Wird die Breite Dpp.TpBPM = Omax mit (8.9) des Eigenwertspektrums o (M) des urspriinglichen
Operators M untersucht, so fallt auf, dass dessen Gréfle mit feiner werdender Diskretisierung im-
mer weiter zunehmen wird. Daher liegen zwei gegenléufige Effekte vor. In diesem Zusammenhang
muss also untersucht werden, ob es einen technisch nutzbaren Optimalwert gibt.

A~

Zur Klérung soll das Eigenwertspektrum o(M) der NB-TDBPM-Methode mit dem Eigenwert-
spektrum o(H) des urspriinglichen Systems ohne Einhiillende in (3.19) unter Verwendung der
gleichen Diskretisierung verglichen werden. Die gesamte Breite des Eigenwertspektrums o (H)
der Systemmatrix ist unter Verwendung von (5.38) mit

Diet = 2V2/(AV/a1) — (~4v/2/(A/a) = 4v/2/ (A /a) (8.16)

zu bestimmen. Nun soll das Verhéltnis R = Diet/onp.TpBPM in Abhéngigkeit von der ortlichen
Diskretisierungsdichte Ao/A untersucht werden. Die Verwendung von Ag/A erméglicht eine
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Abbildung 8.2: Das Verhéltnis R der Breite D, des Eigenwertspektrums des Vergleichsansatzes
aus Kapitel 5 zu der Breite Dyp.tpspMm des NB-TDBPM-Algorithmus ist in
Abhéngigkeit von A\g/A mit den blauen Punkten dargestellt. Die orangefarbende
Linie markiert das Verhéltnis R = 1. Oberhalb dieses Wertes sind Gewinne im
Hinblick auf die Effizienz des NB-TDBPM-Algorithmus zu erwarten.

Untersuchung unabhéngig von dem konkreten Wert der Frequenz fy. Wenn das Verhéltnis
R grofler als eins ist, so ist das Spektrum des untersuchten NB-TDBPM-Ansatzes kleiner im
Vergleich zu dem Referenzansatz. Folglich sind in diesem Fall Verbesserungen im Hinblick auf
die Effizienz des Verfahrens zu erwarten, da eine niedrigere Polynomordnung nétig ist. Die
Ergebnisse der Untersuchung sind in Abbildung 8.2 grafisch dargestellt. In der Abbildung ist zu
erkennen, dass fiir feine Auflésungen keine Gewinne im Hinblick auf die Rechenzeit zu erwarten
sind. Mit sinkender Auflésung A\o/A steigt das Verhéltnis und tiberschreitet den Wert R = 1 bei
Ao/A < 9. Unterhalb von diesem Wert ist es moglich, durch die geringere Polynomordnungen
der Faberpolynome den Rechenaufwand fiir die Approximation zu reduzieren.

8.2.2 Diskussion

In dem vorangegangenem Abschnitt wird ein NB-TDBPM-Algorithmus auf Basis einer Po-
lynomapproaximation mit Faberpolynomen untersucht. Hierbei wird ausgenutzt, dass das
Eigenwertspektrum des Operators (8.12) mit der verwendeten Tragerfrequenz wg gestaucht ist.
Wie oben beschrieben, hingt der Approximationsaufwand der Faberpolynome mafigeblich von
der Grofle des Eigenwertspektrums ab. Diesem wirkt das im Vergleich groflere Eigenwertspektrum
des Operators der Wellengleichung entgegen. Es wird untersucht, ob sich auf diese Weise eine
Effizienzsteigerung erreichen liasst. Die Untersuchung ist fiir den zweidimensionalen Fall mit der
TM-Mode und einem FD-Yee-Gitter als ortliche Diskretisierung durchgefithrt worden.

Die Ergebnisse der Untersuchung, welche in Abbildung 8.2 dargestellt sind, zeigen, dass eine
Effizienzsteigerung fiir grobe Auflésungen zu erwarten ist. Fir feinere Auflésungen bendtigt
die urspriingliche Faberpolynom-Methode ohne NB-TDBPM-Approximation weniger Terme
fiir die Entwicklung und ist daher fiir diesen Bereich vorzuziehen. Die Grenze hierfiir liegt bei
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Ao/A < 9. Die in dieser Untersuchung verwendete FD-Diskretisierung auf Basis des Yee-Gitters,
zeigt bei dieser Auflosung bereits signifikante Fehler durch numerische Dispersion [4]. Daher
ist eine Verwendung des NB-TDBPM-Algorithmus mit Faberpolynomen hier nicht sinnvoll im
Hinblick auf die Effizienz des Algorithmus.

Die Verwendung von pseudospektralen Methoden fiir die Ortsdiskretisierung ist ein moglicher
Ansatz, um diesem Problem entgegenzuwirken. Allerdings ist die Abweichung des NB-TDBPM-
Operators in (8.13) von der exakten Losung der vektoriellen Wellengleichung nur in der Trager-
frequenz wy null. Fir alle anderen Bereiche fithrt die Verwendung des Operators zu zusétzlichen
Fehlern [132]. Der Versuch, die Genauigkeit der Approximation zu erhohen, fithrt auf die bereits
erwahnten WB-TDBPM-Methoden. Diese Methoden weisen einen geringeren Fehler in der Néahe
der Trégerfrequenz auf. Auflerdem liegen mehr Freiheitsgrade bei der Wahl der Approximation
vor. Daher soll diese Klasse von Algorithmen im néichsten Abschnitt darauthin untersucht
werden, ob sie sich zur Verwendung mit Faberpolynom-Approximationen eignen.

8.3 Breitband-Approximation

In diesem Abschnitt soll eine WB-TDBPM-Methode untersucht werden. Zuerst wird wieder
zunichst der Propagationsoperator der Methode bestimmt. Im Gegensatz zu fritheren Ansétzen
soll das Zeitpropagationsschema hier mithilfe einer Operatorapproximation mit Faberpolyno-
men entwickelt werden. Dieser Ansatz profitiert zum einen von der hohen Genauigkeit der
Faberpolynom-Entwicklung und zum anderen von der expliziten Natur der daraus resultierenden
Approximation. Allerdings stellt sich aufgrund der Ergebnisse des letzten Abschnitts zu dem
Faberpolynom basierten NB-TDBPM-Algorithmus die Frage, ob es auch bei dem WB-TDBPM-
Ansatz eine einschrinkende Abhéngigkeit von der Auflésung gibt und wie diese beschaffen sein
konnte.

8.3.1 Theorie

Hierzu sollen zunéchst einige theoretische Voriiberlegungen getroffen werden. Der Ausgangspunkt
ist, wie bei der NB-Variante, die vektorielle Wellengleichung (8.3) mit einem Einhiillenden-
Ansatz. Die quellfreien Maxwell-Gleichungen sollen betrachtet werden. Diese werden zunéchst
ortlich diskretisiert. Die Ortsdiskretisierung erfolgt mit einem FD-Yee-Gitter [5]. Um den
WB-Algorithmus zu bestimmen, wird (8.7) gemaf [130] umformuliert:

- 2 o —
x

z 0% = 0
(=M +wiIn)B(t) = 550(t) + j2u05:0(1). (8.17)

Von (8.17) ausgehend wird der Ausdruck weiter umgeformt. Hierzu wird
X=-M/E+1In (8.18)

definiert. Der Akzent bei X soll verdeutlichen, dass hier wieder die Tragerschwingung wyp in die
Systemmatrix aufgenommen ist. Damit kann (8.17) zu

;?(t) = —jwg (IN — m) o(t) (8.19)
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8.3 Breitband-Approximation

umformuliert werden [130]. Fiir eine ausfiihrlichere Herleitung von (8.19) sei auf Anhang B.4
verwiesen. Diese Gleichung ist der Startpunkt fiir die betrachteten WB-TDBPM-Ansétze. Es
wird eine Padé-Approximation der Ordnung (1,1) auf (8.19) angewendet [130]:

| @
IS

b(t) ~ —juwy b(t). (8.20)

X
Iy -2

)

t

Wihrend klassische TDBPM-Algorithmen (8.20) mit einem impliziten Schema l6sen [130, 132],
wird hier ein alternativer Ansatz auf Basis einer Operatorentwicklung verfolgt, um einen expliziten
Algorithmus zu realisieren. Hierzu wird die formale Lésung von (8.20) bestimmt:

wofPes

q?(tn + At)) = exp (—jAtwg X) g(tn)) (8.21)
Iv — X

4

Diese Matrixfunktion soll nun mit Faberpolynomen in Abhéngigkeit von X approximiert werden.
Da die Faberpolynome mit der Rekursionsgleichung (5.7) berechnet werden konnen, ermoglicht
dieser Ansatz die Realisierung eines expliziten Algorithmus fiir die Propagation. Im Folgendem
werden die hierfiir ben6tigten Vorbetrachtungen durchgefiihrt. Zunéchst miissen hierzu Infor-
mationen iiber das Eigenwertspektrum der Matrix X vorliegen. Der Startpunkt ist wieder das
Eigenwertspektrum der Systemmatrix M der vektoriellen Wellengleichung, welches in Abschnitt

A

8.1.2 untersucht wird. Mit (8.18) ldsst sich das Eigenwertspektrum o(X) wie mit

Im(z) Im(z)
Omax B 1
1 —_ — >
IRe(z) Re(z)
(a) (b)

Abbildung 8.3: In Abbildung 8.3a ist die Verteilung der Eigenwerte der Systemmatrix M der
vektoriellen Wellengleichung dargestellt. In Abbildung 8.3b ist das Eigenwert-
spektrum der Systemmatrix X fir die WB-TDBPM-Methode dargestellt.

oy € {— Tmax | 4, 1} (8.22)
Wo

A

angegeben. Dieses ist in Abbildung 8.3 skizziert. Zum einen ist o(M) im Vergleich zu o(X)
entlang der reellen Achse verschoben. Zum anderen ist das Spektrum mit dem Faktor w? skaliert.
Dies wird auch bei dem in Abschnitt 8.2 untersuchten NB-TDBPM-Algorithmus beobachtet.
Auch hier liegt dadurch das Potenzial fiir eine Reduzierung der Approximationsordnung vor, da
das Eigenwertspektrum in seiner Breite verringert wird.

Im Vergleich zu dem in Abschnitt 8.2 untersuchten NB-TDBPM-Algorithmus liegt mit (8.21)
dartiber hinaus auch kein Matrixexponential mehr vor. Daher soll (8.21) im Folgenden in den
Blick genommen werden. Zunéchst wird der Einfluss der Padé- Approximation untersucht. Hierzu
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Abbildung 8.4: Die Abbildung zeigt die Abso-
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8.3 Breitband-Approximation

wird (8.19) mit der Padé-Approximation (8.20) in Abbildung 8.4 verglichen. Darin ist direkt
zu erkennen, dass die Anwendung der Padé-Approximation zu einer Abweichung von dem
urspriinglichen Operator (8.19) fithrt. Weiterhin fallt auf, dass die Abweichung besonders an den
Réndern des Eigenwertspektrums ansteigt. In null liegt kein Fehler vor, wihrend die Abweichung
in der ndheren Umgebung von null gering ist. Diese Eigenwerte entsprechen der verwendeten
Tragerfrequenz wg. Daher wird, obwohl die Padé-Approximation zusétzliche Fehler zur Folge hat,
nur ein geringer Fehler in der Umgebung der Tragerfrequenz erzeugt. Fiir die Trégerfrequenz
selbst liegt dariiber hinaus kein Fehler vor.

Die Verwendung der Padé-Approximation hat einen weiteren Einfluss, welcher in 8.4 zu erkennen
ist. Sie hat zur Folge, dass die Werte in dem Matrixexponential in (8.21) effektiv begrenzt werden.
Dies hat zusétzlich das Potenzial, die Approximationsordnung fiir die Faberpolynom-Entwicklung
von (8.21) zu senken. Daher soll diese Eigenschaft hier illustriert werden.

Zu diesem Zweck wird der Operator in dem Matrixexponential in (8.21) betrachtet, welcher hier
als

X/2

Wo—=—

Iy —X/4
definiert wird. Der Operator F wird verwendet, um die Methode mit der klassischen Formulierung
auf Basis des Systems erster Ordnung in (3.19) zu vergleichen. Hierbei soll das Eigenwertspektrum
der Operatoren verglichen werden. Fiir beide Félle wird ein FD-Yee-Gitter mit A = Az = Ay
zur Ortlichen Diskretisierung verwendet. Der zweidimensionale Fall mit der TM-Mode wird
betrachtet. In Abbildung 8.6 wird die komplette Breite der Eigenwertspektren in Abhéngigkeit
von der Schrittweite A der ortlichen Diskretisierung verglichen. Fiir den TDBPM-Ansatz wird
fo = 200 THz verwendet. Die Breite des Eigenwertspektrums Dyef von der Systemmatrix H
ist in (8.16) gegeben. Die Breite Dwp rpppm des Eigenwertspektrums von F ist mit (8.23)
und (8.22) zu bestimmen. Hierbei wird opyax abhéngig von der Dimensionalitét des Problems
mit den Berechnungsvorschriften aus Abschnitt 8.1.2 bestimmt. In der Abbildung 8.6 kann

F=—j (8.23)

1,07 ! — == Maxwell
I WB-TDBPM
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1
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Abbildung 8.6: Die Abbildung zeigt die Breite Dyef des Eigenwertspektrums des Vergleichssys-
tems in (3.19) und die Breite Dywp.tpppm des Operators F in dem Exponential
des WB-TDBPM-Ansatzes fiir verschiedene ortliche Schrittweiten A = A, = A,.
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beobachtet werden, dass das Spektrum des klassischen Ansatzes, wie erwartet, fiir kleine
Schrittweiten A grofle Werte annimmt. Ausgehend von den Berechnungsvorschriften fiir die
vektorielle Wellengleichung in 8.1.2, kénnte ein dhnlicher Verlauf fiir den F erwartet werden.
Bei Betrachtung von 8.6 fillt allerdings auf, dass hier die Breite des Spektrums einen anderen
Verlauf nimmt. Die Padé-Approximation limitiert die Werte von F, sodass der Wert von F fiir
feine Auflésungen A — 0 nicht gegen Unendlich konvergiert.

Zu beachten ist, dass das Eigenwertspektrum des TDBPM-Ansatzes nicht nur von der ortli-
chen Diskretisierung, sondern auch von der Wahl der Tragerfrequenz wy abhéngt, wihrend
der Referenzansatz von dieser unabhéingig ist. Daher soll die Betrachtung hier noch verallge-
meinert werden. Dazu wird die Breite des Spektrums in Abhéngigkeit von der Auflésung der
Vakuumwellenldnge A\g/A untersucht. Hierzu wird das Verhéltnis

D ref

R—=_ vt
Dwp-TpBPM

(8.24)

aus der Breite des Eigenwertspektrums des konventionellen Ansatzes und der Breite des TDBPM-
Ansatzes definiert. Der Verlauf von R iiber \g/A ist Abbildung 8.7 dargestellt. Gilt fiir das
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Abbildung 8.7: Das Verhéltnis R der Breite D, des Eigenwertspektrums der Faberpolynom-
Methode aus Kapitel 5 zu der Breite des Operators F in dem Exponential
des WB-TDBPM-Ansatzes wird dargestellt. R ist fiir verschiedene Auflésungen
Ao/A mit blauen Punkten dargestellt. Die orangefarbene Linie markiert das
Verhéltnis R = 1.

Verhéltnis (8.24) R = 1, so befinden sich die Eigenwerte beider Systemmatrizen auf einem
gleich groflen Intervall. Gilt R > 1, so ist das Intervall bei dem TDBPM-Ansatz kleiner. Aus
Abbildung 8.7 ist erkennbar, dass zu keinem Zeitpunkt R < 1 gilt. Daher ist das Intervall mit
den Eigenwerten von F fiir jeden hier betrachteten Wert fiir \g/A kleiner als das Referenzsystem.
Dies lasst sich dadurch erkldren, dass die Padé-Approximation die Eigenwerte von F effektiv
limitiert.

Mit diesen Vorbetrachtungen ist es nun moglich, die Faberpolynom-Approximation fiir (8.21)
durchzufiithren. Hierzu soll hier wie in den vorangegangenen Kapiteln das elliptische Konvergenz-
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8.3 Breitband-Approximation

gebiet verwendet werden. Um Rundungsfehler zu vermeiden, sollte, wie in Kapitel 5 dargelegt,
die logarithmische Kapazitit p der Ellipse eins sein [90, 91]. Hierzu wird hier wieder ein Skalie-
rungsfaktor \g eingefithrt, welcher bereits in Abschnitt 5.3 fiir die Faberpolynom-Approximation
verwendet wird. Fur diesen gilt wieder Aty = A\;At und X, =X /As. Damit ldsst sich (8.21) zu

At X
t 4

- At X, -
P(tn + At)) = exp (—jAtwoAQ) P(tn)) (8.25)

umformulieren. Unter diesen Voraussetzungen konnen die Parameter der Ellipse mit den in
Kapitel 5 beschriebenen Methoden bestimmt werden.

Im Anschluss miissen die Koeflizienten ¢, der Faberpolynom-Approximation bestimmt werden.
Hierfiir steht keine analytische Berechnungsformel, wie fiir die Matrixexponentiale [90, 91], bereit.
Daher muss das Integral in (5.8) zur Bestimmung von ¢, numerisch gelést werden. Zu beachten
ist, dass die Funktion in (8.25) eine Singularitét hat. Die Singularitat liegt allerdings nicht in
dem Intervall mit den Eigenwerten von X. Wenn ein Konvergenzgebiet verwendet wird, welches
das Eigenwertspektrum von X eng umschliet, so ist die Funktion in dem Konvergenzbereich
weiterhin analytisch. Daher sind die Voraussetzungen fiir eine Faberpolynom-Approximation
gegeben [84]. Wenn grofiere Konvergenzbereiche verwendet werden, muss dies jedoch beachtet
werden.

Fiir die Berechnung der Approximation der Propagation kann die kurze Rekursionsbeziehung
in (5.12) herangezogen werden, da das elliptische Konvergenzgebiet verwendet wird. Hierfiir
werden wieder nur Matrix-Vektor-Multiplikationen bendtigt, sodass sich der Algorithmus explizit
formulieren lasst.

Nun verbleibt die Frage, ob die Skalierung des Eigenwertspektrums mit der Tragerfrequenz
und die effektive Limitierung des Operators in dem Matrixexponential in (8.21) durch die
Padé-Approximation in eine Reduzierung der Approximationsordnung ermoglicht. Dies soll im
folgendem Abschnitt numerisch untersucht werden.

8.3.2 Numerische Evaluation

In diesem Abschnitt soll die Effizienz des vorgestellten WB-TDBPM-Algorithmus auf Basis
einer Faberpolynom-Entwicklung in den Blick genommen werden. Die WB-Approximation fiihrt
bei dieser zu zusétzlichen Fehlern, wihrend die Faberpolynom-Methode aus Kapitel 5 keine Ap-
proximationen verwendet. Daher stellt sich die Frage, ob gegeniiber der Faberpolynom-Methode
eine Reduzierung der Rechenzeit ermoglicht werden kann. Dariiber hinaus soll der Algorithmus
in Hinblick auf die Genauigkeit mit dem NB-Algorithmus aus dem letzten Abschnitt verglichen
werden. Des Weiteren ist zu untersuchen, wie sich die Genauigkeit und der Rechenaufwand im
Vergleich mit der FDTD-Methode verhalten.

In den Voruntersuchungen hat sich gezeigt, dass die Beschaffenheit des Eigenwertspektrums
nicht nur von den Materialien und der Ortsdiskretisierung abhéngt, sondern auch von der
Trigerfrequenz des Einhiillenden-Ansatzes. Dariiber hinaus ist zu erwarten, dass die Genauig-
keit aufgrund der Padé-Approximation von der Bandbreite der Signale um die Tragerfrequenz
abhéngt. Dies soll bei den folgenden Untersuchungen genauer beleuchtet werden. Als Refe-
renzansatz dient wieder eine Simulation mit der Faberpolynom-Methode, welche mit einer hohen
Entwicklungsordnung berechnet wird.
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Vergleich mit der Faberpolynom-Methode

Zuerst soll der vorgeschlagene Algorithmus mit der Faberpolynom-Methode verglichen wer-
den. Die letztere verwendet keinerlei Approximationen neben der eigentlichen Faberpolynom-
Approximation. In Abschnitt 5.4 wird auflerdem gezeigt, dass die Zeitpropagation mit einer
sehr hohen Genauigkeit beschrieben wird. Daher erlaubt diese zweifelsfrei die genauere Approxi-
mation. Hier stellt sich vielmehr die Frage, ob der WB-TDBPM-Algorithmus eine effizientere
Berechnung erlaubt. Fiir beide Algorithmen wird dieselbe 6rtliche Diskretisierung mit einem FD-
Yee-Gitter verwendet. Fiir beide Algorithmen wird ein elliptisches Konvergenzgebiet verwendet.
Aus dem Grund kénnen beide Faberpolynom-Approximationen mithilfe der Rekursionsbeziehung
(5.12) berechnet werden. Im Folgenden soll die Entwicklungsordnung, welche nétig ist, um
einen Zeitschritt At zu realisieren, betrachtet werden. Aus dieser lasst sich die Anzahl der
Matrix-Vektor-Multiplikationen bestimmen, welche erforderlich sind, um die Simulation mit der
Simulationszeit T" durchzufithren. Daher soll die Anzahl Matrix-Vektor-Multiplikationen wieder
als Ma$ fiir die Rechenzeit in der Untersuchung verwendet werden. Um die Untersuchung von der
Dimensionalitit des Problems moglichst unabhéingig durchzufithren, wird die unterschiedliche
Komplexitat der Matrix-Vektor-Multiplikationen in Tabelle 8.1 vernachléssigt.

Hierzu wird im Folgenden ein Testsystem betrachtet. Bei diesem handelt es sich um ein zweidi-
mensionales Problem, dessen TM-Mode untersucht wird. Die Grofle des Simulationsgebietes ist
unerheblich, da die Entwicklungsordnung von der Gréflie unabhéngig ist. Fiir die Schrittweite
der ortlichen Diskretisierung gilt A = Az = Ay. Die Simulationszeit T ist mit 7" = 100 ps
gegeben. Die Tragerfrequenz fiir den WB-TDBPM-Algorithmus wird zunéchst auf fo = 200 THz
gesetzt, wihrend der Zeitschritt der At variiert wird. Die Faberpolynom-Entwicklung wird fiir
beide Algorithmen abgebrochen, wenn fiir den Absolutbetrag der Entwicklungskoeffizienten
lem| < 10712 gilt.

Die Ergebnisse der Untersuchung sind in Abbildung 8.8 zusammengefasst. In der Abbildung ist
zu beobachten, dass beide Algorithmen eine grofie Anzahl von Matrix-Vektor-Multiplikationen
benotigen, wenn sehr kleine Zeitschrittweiten At vorliegen. Beide Kurven fallen mit steigenden
Zeitschritt ab und verwenden daher weniger Matrix- Vektor-Multiplikationen Nyjatvec fiir dieselbe
Simulationszeit 7" und sind damit effizienter fiir grélere Zeitschritte. Dieses Verhalten kann auch
bei der Untersuchung der Faberpolynom-Methode in Abschnitt 5.4 beobachtet werden. Wéhrend
zunéchst die Faberpolynom-Methode effizienter ist, schneiden sich die beiden Verldufe, sodass
der vorgestellte WB-TDBPM-Algorithmus ab diesem Punkt effizienter ist. Der Schnittpunkt
liegt bei At/Atcrr, ~ 45. Beide Algorithmen verwenden hierbei Zeitschrittweiten, welche den
maximalen Zeitschritt Atcpr, der FDTD-Methode weit tiberschreiten.

Im zweiten Schritt soll die Abhéngigkeit von der o6rtlichen Auflésung der Tragerschwingung
Ao/A untersucht werden. Hierzu werden die Matrix-Vektor-Multiplikationen Nyiatvec, welche
fir die Simulation bendtigt werden, fiir verschiedene \g/A aufgetragen. Abbildung 8.9 zeigt die
Ergebnisse dieser Parametervariation. Erneut weisen beide Kurven einen &dhnlichen Verlauf auf.
Fiir grobe Auflésungen und daher kleine Werte Ao /A ist der WB-TDBPM-Algorithmus effizienter.
Die Kurven nédhern sich mit feiner werdender Auflosung immer weiter an. Bei A\g/A =~ 50
schneiden sich die Kurven. Ab diesem Wert ist die klassische Faberpolynom-Methode effizienter.
Hierbei fillt die Parallele zu dem Verhalten des NB-TDBPM-Algorithmus aus Abschnitt 8.2
auf. Allerdings liegt der Schnittpunkt nun bei deutlich feineren Auflésungen im Vergleich zu
dem Wert des NB-Ansatzes von A\g/A ~ 9.
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Abbildung 8.8: Die Abbildung zeigt die Anzahl der Matrix-Vektor-Multiplikationen Nyiatvec,
welche die klassische Faberpolynom-Methode und der vorgestellte WB-TDBPM-
Algorithmus in Abhéngigkeit von der Zeitschrittweite At benttigen. Die Zeit-
schrittweite At ist auf die CFL-Zeitschrittweite Atcpr, des Gitters normiert.
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Abbildung 8.9: Die Abbildung zeigt die Anzahl der nétigen Matrix-Vektor-Multiplikationen
NMatvee, in Abhéngigkeit von der o6rtlichen Auflésung A\g/A der Vakuumwellen-

lange der Tréagerschwingung fp.

Insgesamt lasst sich in den Untersuchungen feststellen, deren Ergebnisse in den Abbildungen 8.9
und 8.8 vorliegen, dass der WB-TDBPM-Algorithmus eine Approximation mit einem geringeren
Rechenaufwand erlaubt. Im Gegensatz zu dem NB-Ansatz ist dies auch in einem technisch

sinnvollen Bereich moglich.
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8 Time-Domain-Beam-Propagation

Vergleich mit dem NB-TDBPM Ansatz

Im Folgendem soll der Einfluss der verwendeten Padé-Approximation ermittelt werden. Die
Genauigkeit wird in Abhéngigkeit von der Bandbreite um das Tréagersignal untersucht. Unter
diesem Aspekt soll der WB-Algorithmus mit dem NB-TDBPM-Algorithmus verglichen werden.
Hierbei ist zu erwarten, dass der WB-Algorithmus genauere Ergebnisse ermdoglicht.

Bei dem verwendeten Testsystem wird die Propagation eines Impulses in einem eindimensionalen
System betrachtet. Die Propagation eines gaufiférmigen Impulses entlang der z-Achse wird
untersucht. Fiir das Simulationsgebiet gilt z € [0, L,] mit L, = 10mm. Fir z > 3L, /4 liegen
eine Permittivitdt von € = 4¢g und Permeabilitit p = pg vor, wiahrend fiir alle anderen Bereiche
fir Permittivitat und Permeabilitit ¢ = ¢y beziehungsweise u = g gelten. Der Impuls ist mit
der Tragerfrequenz fy = 200 THz moduliert. Fiir die 6rtliche Auflésung wird eine Schrittweite
verwendet, welche Ag/A = 30 entspricht. Die Simulationszeit betrigt 7" = 5 ps und es wird der
Zeitschritt At = 200Atcrr, gewahlt.

Um den Fehler durch die Padé-Approximation bei dem WB-Algorithmus beziehungsweise
den Fehler bei dem NB-Algorithmus zu untersuchen, wird die Bandbreite B der Einhiil-
lenden des gauBformigen Impulses variiert. Der Impuls wird fiir ¢ = 0 im Simulations-
gebiet initialisiert. Es soll der Fehler der beiden Methoden soll bestimmt werden, wobei
die Faberpolynom-Methode als Referenz dient. Hierbei wird die finale Feldverteilung fiir
t = T der E,-Komponente betrachtet. Alternativ konnte allerdings auch der zeitliche Ver-
lauf einer Feldkomponente entlang eines Messpunktes fiir die Fehlerberechnung herangezo-
gen werden. Hierbei werden die Ergebnisse der TDBPM-Simulationen, welche als komplexe
Einhiillende vorliegen, zunéchst wieder in reelle Groflen zuriicktransformiert. Es wird mit
€rel = \/Zg:zl(Ex’mf(z =25t =T) — Ep(z = 2,6t =T))2/ Z]kvil Egyref(z =z, t = T) die eu-
klidische Norm herangezogen. Die Ergebnisse sind in Abbildung 8.10 dargestellt. Der Verlauf
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Abbildung 8.10: In der Abbildung ist der relative Fehler der NB-TDBPM- und der WB-TDBPM-
Methode in Abhéngigkeit von der normierten Bandbreite B/ fo dargestellt.

des Fehlers nimmt fiir die beiden Ansétze einen dhnlichen Verlauf. Erwartungsgeméf ist der
Fehler bei geringen Bandbreiten B kleiner. Mit steigender Bandbreite B steigt auch der Fehler.
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8.3 Breitband-Approximation

Im Vergleich zu dem NB-Algorithmus liegt bei dem WB-Algorithmus ein deutlich niedrigerer
Fehler vor. Die Pade-Approximation fiihrt also zu einer genaueren Approximation.

Vergleich mit der FDTD-Methode

Nun soll der WB-Algorithmus mit der klassischen FDTD-Methode verglichen werden. In Ab-
schnitt 5.4 wird gezeigt, dass die Faberpolynom-Methode fiir hohe Genauigkeitsanforderungen
deutlich effizienter ist. Der hier vorgestellte WB-Algorithmus auf Basis von Faberpolynomen
verwendet Approximationen, welche einen geringeren Rechenaufwand fiir die Evaluation er-
moglicht. Hierbei stellt sich nun die Frage, wie sich die Genauigkeit des WB-Algorithmus im
Vergleich mit der FDTD-Methode verhalt. Fiir den Vergleich wird das Testsystem des letzten
Abschnitts verwendet. Erneut wird die Bandbreite B des Impulses variiert. Fiir beide Algorith-
men wird dasselbe ortliche Gitter verwendet. Um einen Vergleich im Hinblick auf die Effizienz
zu erlauben, wird fiir die FDTD-Simulation der Zeitschritt At so gewédhlt, dass die Anzahl der
Zeitschritte Np = T'/At der Anzahl der Matrix-Vektor-Multiplikationen entspricht, welche fiir
die Berechnung des WB-Algorithmus benétigt wird. Diese Anzahl bestimmt die Berechnungszeit
der Faberpolynom-Approximation mafigeblich. So kann von einem nédherungsweise gleichen
Rechenaufwand ausgegangen werden. Die Ergebnisse der Untersuchung sind in Abbildung 8.11
dargestellt. Wie in der vorangegangenen Untersuchung in Abbildung 8.10 wird der Fehler der
finalen Feldverteilung der E,.-Komponente betrachtet. Die Berechnung erfolgt analog. In der
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Abbildung 8.11: Die Abbildung zeigt den relativen Fehler des WB-TDBPM-Algorithmus und
der FDTD-Methode in Abhéngigkeit von der normierten Bandbreite B/ fy der
betrachteten Signale. Bei der FDTD-Methode entspricht die Anzahl der Zeit-
schritte At der Anzahl der Matrix-Vektor-Multiplikationen des WB-TDBPM-
Algorithmus. Die Kurve FDTD* zeigt den Fehler der zweiten Simulationsreihe,
bei der die Zeitschritte der FDTD-Simulation so gewéhlt werden, dass die Re-
chenzeit der gemessenen Rechenzeit des WB-TDBPM-Algorithmus entspricht.

Abbildung kann beobachtet werden, dass der FDTD-Algorithmus keine signifikante Abhéngigkeit
von der Bandbreite B zeigt. Das ist darin begriindet, dass die Bandbreite B in diesem Beispiel
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8 Time-Domain-Beam-Propagation

klein im Verhéltnis zu der Bandbreite ist, welche von dem FDTD-Algorithmus dargestellt
werden kann. Im Vergleich zu dem WB-Algorithmus ist zu erkennen, dass der WB-Algorithmus
abhingig von der verwendeten Bandbreite eine hohere Genauigkeit zeigt. Daher erlaubt der
WB-Algorithmus bei dem gleichen Rechenaufwand eine genauere Approximation.

Bisher wird hier die Anzahl der Matrix-Vektor-Multiplikationen als Maf fiir den Rechenaufwand
verwendet. Abhéngig von der Implementierung der Algorithmen und auch durch die unterschied-
liche Struktur der Matrizen H und X, kommt es zu Abweichungen. Daher soll zusétzlich die
gemessene Rechenzeit einer nicht-parallelen Implementierung in den Blick genommen werden.
Hier hat der Faberpolynom-Ansatz fiir die Referenz im Mittel 723,2s bendétigt. Die FDTD-
Methode benétigt im Mittel 104,7s, die NB-TDBPM-Methode in Abbildung 8.10 1085 s und die
untersuchte WB-TDBPM-Methode 264,8s. Um diese Diskrepanz auszugleichen, werden weitere
FDTD-Simulationen betrachtet. Bei diesen wird die Zeitschrittweite At so weit verringert, dass
die Rechenzeit mit derjenigen der WB-TDBPM-Methode iibereinstimmt. Die resultierende
Kurve ist ebenfalls in Abbildung 8.11 dargestellt. Diese zeigt im Vergleich mit der ersten FDTD-
Simulationsreihe einen geringeren Fehler. Allerdings ist der Fehler der WB-TDBPM-Methode,
insbesondere fiir geringe Bandbreiten B, weiterhin kleiner als der Fehler der FDTD-Methode.

8.3.3 Bewertung

In den Untersuchungen konnte gezeigt werden, dass der WB-Algorithmus zum einen eine nied-
rigere Entwicklungsordnung als die Faberpolynom-Methode benétigt und zum anderen auch
eine genauere Approximation der Zeitpropagation im Vergleich zu dem FDTD-Algorithmus
erlaubt. In der Vorbetrachtung in Abschnitt 8.3.1 werden die Eigenwertspektren der vorliegen-
den Systemmatrizen untersucht, um Grenzen fiir den neuen Ansatz abschéitzen. Da bei dem
WB-Algorithmus aufgrund des anderen Operators kein direkter Vergleich mit der klassischen
Faberpolynom-Methode mit dem Matrixexponential moglich ist, wird der Operator in dem Ma-
trixexponential in (8.21) untersucht, um eine Einschitzung von dessen Eigenschaften zu erlangen.
Hierbei stellt sich heraus, dass die Padé-Approximation dafiir sorgt, dass der Funktionswert
im Exponenten in (8.21) effektiv begrenzt wird. Auflerdem liegt wieder eine Skalierungseigen-
schaft vor, durch welche das Eigenwertspektrum des Operators mit der Tragerfrequenz skaliert
wird. Allerdings handelt es sich bei (8.21) um eine komplexere Funktion im Vergleich zu einem
einfachen Matrixexponential, was die Approximation aufwendiger macht. Beim Vergleich der
WB-Methode mit der konventionellen Faberpolynom-Methode in 8.3.2, ldsst sich feststellen, dass
die Effizienz der WB-Methode sowohl von der verwendeten Zeitschrittweite At als auch von der
ortlichen Auflésung der Tragerfrequenz abhéngig ist. Die Diskrepanz zu der Vorbetrachtung lasst
sich unter anderem durch die Singularitét der Operatorfunktion in (8.21) erkldren. Aufgrund der
Singularitat ist die mit den Faberpolynomen zu approximierende Funktion nicht mehr analytisch
auf der gesamten komplexen Ebene. Die Funktion in (8.21) ist allerdings analytisch in dem
Eigenwertspektrum von X. So ist es moglich, einen Konvergenzbereich zu wihlen, auf dem die
Funktion analytisch ist. Dadurch konvergiert die Faberpolynom-Entwicklung. Allerdings liegt
keine superlineare Konvergenz vor wie bei der Exponentialfunktion, welche analytisch auf der
gesamten komplexen z-Ebene ist [84]. Aulerdem liegt fiir die Funktion in (8.21) keine analytische
Berechnungsvorschrift fiir die Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten vor. Eine ungenaue
numerische Approximation der Koeffizienten fiihrt zu einem zusétzlichen Fehler. Bei den nume-
rischen Untersuchungen zeigt sich, dass die Berechnung der Koeffizienten, insbesondere fiir sehr
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feine Auflosungen A\g/A und grofle Zeitschritte At, anfillig fiir Fehler bei der Approximation ist.

8.4 Diskussion und Ausblick

In den vorangegangenen Abschnitten werden ein NB- und ein WB-TDBPM-Algorithmus un-
tersucht. Durch die Operatorentwicklung auf Basis von Faberpolynomen ist es moglich, eine
explizite Berechnungsvorschrift fiir den Algorithmus zu erhalten. Die explizite Formulierung
erlaubt eine direkte parallele Implementierung des Algorithmus. Der NB-Ansatz auf Basis von
Faberpolynomen zeigt bei der Evaluation der Eigenwertspektren, dass bei diesem eine starke
Abhéngigkeit von der Auflésung der gewédhlten Trigerfrequenz vorliegt. Fiir die zweidimensio-
nale TM-Mode fiihrt dies dazu, dass der NB-Algorithmus nur fiir Aufldsungen von \g/A < 9
effizienter sein kann als der Faberpolynom-Algorithmus ohne TDBPM-Formulierung. Dadurch
ist dieser fiir die meisten praktischen Probleme ungeeignet. Der WB-Ansatz erweist sich insofern
als vielversprechender, da bei ihm auch eine solche Grenze vorliegt, diese aber bei deutlich
feineren Auflosungen auftritt. Fiir die untersuchte zweidimensionale TM-Mode liegt diese Grenze
bei Ag/A ~ 50.

Ein Erfolg versprechender Ansatz fiir weitere Untersuchungen ist die Verwendung von Padé-
Approximationen hoherer Ordnung. Durch diese kann die Genauigkeit verbessert werden. Au-
Berdem ergeben sich hierdurch weitere Freiheitsgrade zur Steuerung der Approximation.

Die Einbindung von ddmpfenden Medien und PMLs ist mit dem oben beschriebenen Ansatz
ohne weiteres moglich. Allerdings kann die Einbindung dazu fithren, dass eine Ellipse mit einer
Flache eingesetzt werden muss, welche gréfler als das Eigenwertspektrum ist. Dies kann darin
resultieren, dass die Singularitdt ndher bei der Ellipse oder sogar in ihr liegt. Das verschlech-
tert die Konvergenz oder verhindert sie vollstandig. Hier bieten sich andere Formen fiir den
Konvergenzbereich an, wie sie in Abschnitt 5.3 vorgestellt werden.
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9 Anwendungen

In den vorangegangenen Kapiteln werden verschiedene numerische Losungsverfahren fiir die
Maxwell-Gleichungen auf Basis von Faberpolynomen theoretisch und numerisch untersucht. Die
vorstellten Verfahren ermoglichen die Simulation von einer Vielzahl verschiedener technischer
Komponenten und Systeme. Insbesondere erlaubt die flexible Formulierung die Implementierung
diverser Materialmodelle fiir die Simulationsmodelle. So kénnen sowohl dispersive Materialien
als auch nichtlineare Modelle betrachtet werden.

In diesem Abschnitt werden einige Anwendungsmoglichkeiten fiir die zuvor untersuchten Algorith-
men beleuchtet. Zunéchst soll ein dreidimensionales System gekoppelter Wellenleiter betrachtet
werden. Im Anschluss werden die entwickelten Algorithmen genutzt, um ein Lasermodell zu
konstruieren.

9.1 Gekoppelte Wellenleiter

Zuerst soll ein dreidimensionales System mit zwei gekoppelten Wellenleitern betrachtet werden.
Die Faberpolynom-Methode wird hier verwendet, um die Kopplung zwischen den Wellen-
leitern zu untersuchen. Dieses System wird hier herangezogen, da es sich durch die Groéfle
des Simulationsgebietes und die Anwendung der CFS-PML auszeichnet. Die Ergebnisse der
Faberpolynom-Methode werden mit denen der FDTD-Methode verglichen. Teile der folgenden
Untersuchungen sind in [KS6] publiziert und werden ergénzt dargestellt.

Bei den untersuchten Wellenleitern handelt es sich um Rechteckwellenleiter, welche parallel
zueinander verlaufen. Ein Querschnitt in der x-y-Ebene ist in Abbildung 9.1 gegeben. Die
Propagation erfolgt in z-Richtung. Die Kerne der Wellenleiter haben eine Brechzahl von nx =
3,673, wihrend der die Kerne umgebende Mantel eine Brechzahl von njys = 1,444 aufweist. Die
Breite der Wellenleiter ist mit w = 500 nm gegeben, wiahrend die Héhe h = 220 nm betrégt. Der
Abstand zwischen den Wellenleitern ist p = 200 nm. Die Abmessungen der Wellenleiter sind an
denen in [139] orientiert. Das Rechengebiet hat die Abmessungen L, = 2,62 um, L, = 2,22 pm
und L, = 48 pm. Das Rechengebiet wird mit dem FD-Verfahren nach Yee [5] diskretisiert. Hierbei
werden die Schrittweiten Ax = Ay = Az = 20nm fiir die 6rtliche Diskretisierung verwendet.
AuBerdem wird in z-Richtung das Rechengebiet mithilfe einer CFS-PML [41] begrenzt. Die
Formulierung erfolgt mit der in Abschnitt 2.4 beschriebenen ADE-Methode. Fiir die PML werden
die Parameter amax = 0, Kmax = 1 und omax = 530 883 verwendet. Die PML weist eine Weite
von zehn Gitterpunkten auf. Die in Abbildung 9.1 gezeigte Mode wird im linken Wellenleiter
des Systems angeregt. Die hierzu bendtigten Strome werden mit der in [33] beschriebenen ADE-
Methode eingebunden. Die Modenfelder werden mithilfe eines numerischen Modenlésers auf
Basis der GTL-Methode bestimmt [115]. Fiir diesen wird auch das zuvor beschriebene ortliche
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Abbildung 9.1: Die Abbildung zeigt das System mit den beiden Wellenleitern in der x-y-Ebene.
Der Rand der Kerne der Wellenleiter wird durch die schwarzen Rechtecke
angegeben. Die Verteilung der F,-Komponente der eingekoppelten Mode wird
gezeigt, welche aus der Uberlagerung der ersten symmetrischen und der ersten
asymmetrischen Systemmode bestimmt wird.

Diskretisierungs-Schema verwendet. Die Moden werden fiir eine Frequenz von fy = 180 THz
bestimmt.

Fiir die Faberpolynom-Approximation werden die Grenzen des Spektrums mit den in Abschnitt
5.3.2 beschriebenen Methoden bestimmt. Mithilfe der Methode lassen sich die Werte ¢ =
27,84 x 10% /s fiir den Realteil und [ = 66,28 x 10'° /s fiir den Imaginirteil bestimmen. Fiir
die Faberpolynom-Methode wird eine Zeitschrittweite von At = 30Atcpr, verwendet. Die
Approximation wird ausgefiihrt, bis fiir den Betrag der Entwicklungskoeffizienten |c,,| < 10717
gilt. Hierzu ist hier eine Polynomordnung von Np = 139 nétig. Die Simulationszeit betréigt
T = 0,809 ps.

In Abbildung 9.2 sind die Ergebnisse der Simulation dargestellt. Mit den Strémen wird in
dem linken Wellenleiter eine gefithrte Eigenmode angeregt, die zunéchst in diesem propagiert.
Durch den geringen Abstand p der beiden Wellenleiter kommt es zur Kopplung zwischen ihnen.
Nach einer Koppellinge L ist die Mode komplett von dem linken Wellenleiter in den rechten
Wellenleiter gekoppelt. Mithilfe der Ausbreitungskonstanten, welche bei der Bestimmung der Mo-
denfelder mit berechnet werden, wird die Referenzlésung bestimmt. Die Koppelldnge ergibt sich
zu L rer = 44,74 nm. Die Kopplungslidnge der Faberpolynom-Methode ist mit Lg r = 42,32 pm
gegeben, wihrend fiir den FDTD-Algorithmus eine Lange von Lg pprp = 41,72 pm bestimmt
wird. Die Faberpolynom-Methode erlaubt daher eine prazisere Berechnung als die konventionelle
FDTD-Methode auf demselben Gitter. Dies ist durch die genaue Approximation des Zeitpropaga-
tionsschemas zu erkldren, welche in Abschnitt 5.4 untersucht wird. Der verbleibende Unterschied
zu der Referenzlosung lésst sich durch die Fehler der ortlichen Diskretisierung erklaren. Hier
spielt insbesondere der Fehler in z-Richtung eine entscheidende Rolle.
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Abbildung 9.2: In Abbildung 9.2a ist fiir ¢ = T die finale Verteilung der E,-Komponente in der
x-z-Ebene dargestellt. Abbildung 9.2b zeigt die Werte der E,-Komponenten in
der Mitte der Wellenleiter, wobei W; den rechten Wellenleiter angibt und Wy
den linken Wellenleiter zeigt.

9.2 Nichtlineares System: Lasermodell

In diesem Abschnitt soll der in Kapitel 7 beschriebene Algorithmus fiir die Beriicksichtigung von
nichtlinearen Effekten verwendet werden, um ein Lasermodell zu entwickeln. Mit diesem soll
die Moglichkeit des Faberpolynom-Algorithmus, komplexe nichtlineare dynamische Systeme zu
betrachten, gezeigt werden. Hierzu wird das in Abschnitt 2.2.3 beschriebene Zwei-Niveau-Modell
verwendet.

Die betrachtete Teststruktur orientiert sich an den in [29, 140, 141] verwendeten Strukturen. Die
Teststruktur ist in Abbildung 9.3 schematisch dargestellt. Hierbei liegt ein strahlender Ubergang
zwischen den beiden Niveaus 1 und 2 vor. Dieser wird durch das in Abschnitt 2.2.3 gegebene
Oszillatormodell modelliert. Dieses Modell hat eine Ubergangsfrequenz wy, = 7,535 x 10'6 Hz
und eine FWHM-Bandbreite von I';, = 1,507 x 1016 Hz. Die GroBe o, beschreibt die Kopplung
mit dem elektrischen Feld und ist hier mit o7, = 5,716 x 10~7 C%/kg gegeben [26, 27]. Wie in
Abbildung 9.3 schematisch dargestellt, haben die beiden Niveaus die Besetzungsdichten N; und
Ns. Die gesamte Teilchendichte Ny = Ny + Ny wird zu Ny = 1 x 10%? / m?3 gewdhlt. Fiir ¢t = 0
werden N1 = Ny = Ny/2 gewihlt. Der Gleichgewichtszustand, der sich ohne duferes Feld einstellt,
liegt bei der hier verwendeten Konfiguration bei Ny, = 0,49985Ny und Na , = 0,50015Ny. Die
GroBe 791 ist die Ubergangsrate von dem Niveau 2 zu Niveau 1. Die 79 ist die Ubergangsrate
von Niveau 1 zu Niveau 2, welche in diesem vereinfachten Lasermodell die Pumpstrahlung
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9 Anwendungen
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Abbildung 9.3: In der Abbildung ist die untersuchte Laserstruktur skizziert. Der griin eingefarbte
Bereich stellt das aktive Medium dar, welches durch das Zwei-Niveau-Modell
beschrieben wird. Der orange gefdrbte Bereich zeigt das PML-Gebiet. Auflerdem
ist das Zwei-Niveau-Modell schematisch dargestellt.

modelliert. Fiir die beiden Groflen sind mit 91 = 1,4989 x 1012 /s und 12 = 1,5289 x 1012 /s
gegeben.

Der Resonator wird durch den PEC-Spiegel auf der linken Seite mit z = 0 und den Brechzahl-
sprung bei z = dy, realisiert. Die Lénge dj des Resonators wird so gewahlt, dass der Resonator
mit dy = 10\, eine Linge von zehn Wellenlingen Ay, = 27co/wy /ny, der Ubergangsfrequenz wy,
hat.

Die rechte Seite des Simulationsgebietes ist mit einer CFS-PML mit Npyp, = 50 Abtastpunkten
abgeschlossen. Das Simulationsgebiet ist mit einem FD-Yee-Gitter mit Az = 0,25 nm 6rtlich
diskretisiert. Die Lange des Simulationsgebietes betragt L, = 0,25 pm. Die Zeitpropagation wird
mit einem Lawson-Fuler-Verfahren durchgefithrt. Hierzu wird das System analytisch in einen
linearen und einen nichtlinearen Teil aufgeteilt. Bei der Zeitpropagation wird eine Zeitschrittweite
von At = 5Atcpr, verwendet.

Der Zeitverlauf des Ausgangssignals des Lasers wird in dem Bereich mit ng = 1 an dem
Brechzahlsprung gemessen. Hierbei wird die F,-Komponente des Feldes gemessen. Die Simulation
wird mit einem gauflférmigen Impuls in dem aktiven Bereich initialisiert. Die Simulation wird
ausgefiihrt, bis sich ein stabiler Zustand eingestellt hat. Hierzu wird eine Simulationszeit T' = 2 ps
verwendet. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 9.4, 9.5 und 9.6 dargestellt. In Abbildung
9.4 ist zu erkennen, dass drei Frequenzen in dem Laser anschwingen. Eine der drei Frequenzen
entspricht dabei der Ubergangsfrequenz fr,. Die Abbildung 9.5 zeigt die Besetzungsdichte
in der Struktur. In dem Verlauf der Besetzungsdichte ist ein 6rtliches Lochbrennen an den
Maxima der elektrischen Feldstérke wie in [140] zu erkennen. Dieses ist an dem PEC-Spiegel am
ausgepragtesten. In dem Einschwingvorgang in Abbildung 9.6 zeigen sich verschiedene transiente
Vorgénge, bevor sich der stabile Zustand mit den drei Frequenzen in Abbildung 9.4 einstellt.

An dem vorliegendem Beispiel ist zu erkennen, dass die Faberpolynom-Methode auch die
Modellierung von komplexen nichtlinearen Materialien erlaubt. Die Zeitbereichsformulierung
ermoglicht hierbei auch die Untersuchung von dynamischen Effekten wie Einschwingvorgédngen.
Die Faberpolynom-Methode weist hierbei weiterhin in allen Fallen eine explizite Formulierung
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9.2 Nichtlineares System: Lasermodell
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Abbildung 9.6: Die Abbildung zeigt den Einschwingvorgang in der betrachteten Laserstruktur.
Der Verlauf der E,-Komponente am Ausgang der Laserstruktur wird dargestellt.

der Algorithmen auf und gewéhrleistet so eine einfache Parallelisierung. Auflerdem sind bei dem
vorliegendem Modell noch weitere Optimierungen moglich. Wird der lineare Teil in den Blick
genommen, so fillt auf, dass die Ratengleichungen v6llig von den restlichen linearen Termen
entkoppelt sind. Die Kopplung erfolgt nur iiber den nichtlinearen Term, welcher den strahlenden
Ubergang beschreibt. So kann die Systemmatrix in zwei kommutierende Matrizen H = A + B
aufgeteilt werden. Das erlaubt die Berechnung der beiden Einzellésungen des linearen Teils
ohne Splitting-Fehler. Der Term mit den Ratengleichungen besteht aus 6rtlich untereinander
nicht gekoppelten Differenzialgleichungen. Diese kénnen sehr effizient berechnet werden, was
weitere Einsparungen in der Rechenzeit erlaubt. Das Modell kann noch weiter verbessert werden,
indem mehr Niveaus in die Beschreibung aufgenommen werden. Dies ist mit den vorgestellten
Modellgleichungen ohne weiteres moglich.
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10 Zusammenfassung und Fazit

Im Rahmen dieser Arbeit werden Algorithmen zur numerischen Lésung der Maxwell-Gleichungen
fir Problemstellungen der Photonik und Terahertz-Technik untersucht.

In den Kapiteln 2 und 3 werden zunéchst systematische Ansdtze zur Einbindung von Rand-
bedingungen, zur Einkopplung von Feldern, zur Modellierung von Materialeigenschaften und
zur Ortlichen Diskretisierung erarbeitet. Insbesondere die ADE-Methode erweist sich in diesem
Zusammenhang aufgrund ihrer generellen Beschreibung als effizientes Instrument zur Einbindung
von Materialmodellen. AnschlieBend wird in Kapitel 4 ein erster Ansatz zur Zeitpropagation
auf Basis einer Polynomentwicklung untersucht. Dieser Ansatz ermdglicht die Verwendung
von Zeitschrittweiten At, die grofler als das CFL-Limit sind. Diese grofleren Zeitschrittweiten
werden durch die Beriicksichtigung des Eigenwertspektrums der Systemmatrix und der spek-
tralen Eigenschaften der betrachteten Feldgrofien erreicht. Die Besonderheit ist hierbei das
Stabilitatskriterium, was eine stabile Propagation unabhéngig von der Entwicklungsordnung der
Polynomapproximation erlaubt. Die Entwicklungsordnung steuert ausschliellich den Phasen-
fehler der propagierenden Wellen. Allerdings erlaubt die Formulierung des Algorithmus keine
direkte Integration von ddmpfenden Materialmodellen in die Systemmatrix.

Daher wird in Kapitel 5 ein weiterer Algorithmus auf Basis einer Operatorapproximation mit
Faberpolynomen erarbeitet. Die verwendete Formulierung des Zeitpropagationsschemas erlaubt
dabei eine systematische Einbindung von linearen Materialmodellen. Die Approximation mit
den Faberpolynomen benétigt allerdings Informationen beziiglich des Eigenwertspektrums der
Systemmatrix. Um Informationen zu erlangen, wird ein Algorithmus vorgestellt, welcher eine
Approximation der Grenzen des Eigenwertspektrums auf Basis einer Entwicklung nach ebe-
nen Wellen ermoglicht. Mit diesem Algorithmus kénnen fiir beliebige lineare Materialmodelle
die Grenzen des Eigenwertspektrums approximiert werden. Mit diesem Algorithmus kann die
Faberpolynom-Approximation ohne die explizite Bestimmung von Eigenwerten beziiglich der
Systemmatrix berechnet werden. Die Approximation wird fir ein elliptisches Konvergenzgebiet
durchgefiihrt, welches flexibel an das Eigenwertspektrum der Systemmatrix angepasst werden
kann. Die Zeitschrittweite kann hierbei deutlich gréfler gewahlt werden, als es das CFL-Kriterium
fiir den FDTD-Algorithmus erlaubt. Hierbei kénnen Zeitschrittweiten gewahlt werden, welche
das CFL-Kriterium um mehr als den Faktor 10? iiberschreiten. Auf diese Weise ist die Wahl der
Zeitschrittweite effektiv von der ortlichen Diskretisierung entkoppelt. Bei dem Vergleich der Effi-
zienz des Zeitpropagationsalgorithmus fiir lineare Probleme mit der klassischen FDTD-Methode
stellt sich heraus, dass die Faberpolynom-Methode fiir hohe Genauigkeitsanforderungen eine um
Groflenordnungen effizientere Approximation erlaubt. Fiir niedrige Genauigkeitsanforderungen
ist die FDTD-Methode effizienter. Die explizite Formulierung der Faberpolynom-Methode er-
laubt hierbei ebenfalls eine unproblematische Parallelisierung der Algorithmen. Die im Rahmen
dieser Arbeit betrachteten Algorithmen werden hierbei sowohl auf Mehrkern-Prozessoren als
auch auf GPUs implementiert.
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10 Zusammenfassung und Fazit

In Kapitel 6 wird der Algorithmus um die Einbindung von Quelltermen erweitert. Deren Einbin-
dung ist in der Literatur fiir die Faberpolynom-Methode bisher noch nicht betrachtet worden. Die
Herausforderung ist hierbei, dass eine Einbindung mit einer hohen Genauigkeit in einer Vielzahl
von zusétzlichen Matrixfunktionen resultiert. In jedem Zeitschritt miissen diese Matrixfunktionen
zusétzlich zu dem linearen Teil ausgewertet werden. Bei einer direkten Einbindung der Matrix-
funktionen kann der Rechenaufwand fiir deren Evaluation den Rechenaufwand fiir den linearen
Teil iibersteigen. Um dies zu vermeiden, werden mehrere Ansétze vorgestellt und untersucht. Bei
den Betrachtungen stellt sich insbesondere der Komplexe-Einhiillenden-Ansatz als leistungsfihig
flir bandbegrenzte Quellterme heraus. Bei diesem Ansatz wird die Trégerfrequenz des Systems
in die Systemmatrix mit aufgenommen. Auf diese Weise muss lediglich die Einhiillende bei
der Approximation der Quellterme berticksichtigt werden. Diese Beriicksichtigung fithrt bei
gleicher Entwicklungsordnung zu einer deutlichen Steigerung der Genauigkeit. Wird zusétzlich
die Ortsverteilung der Quellterme bei dem Komplexe-Einhiillenden-Ansatz beriicksichtigt, kann
die Berechnung von zusétzlichen Matrixfunktionen vermieden werden. Die Berechnung kann,
auch fir hohe Ordnungen, auf einfache Vektor-Additionen reduziert werden. Fiir Falle, in denen
sich ein solcher Einhiillenden-Ansatz nicht anbietet, wird noch ein weiterer Ansatz entwickelt.
Bei diesem Ansatz wird die Approximation der Quellterme direkt in die Systemmatrix entwickelt.
Diese Integration vermeidet die Evaluation zusétzlicher Matrixfunktionen auf Kosten einer
minimal gréferen Systemmatrix vollstdndig. Im Gegensatz zu fritheren Ansétzen auf Basis von
ADEs zeichnet sich diese Methode durch ihre allgemeine Formulierung aus.

Diese allgemeine Formulierung erlaubt auch die Anwendung fiir nichtlineare Probleme, worauf in
Kapitel 7 eingegangen wird. Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Algorithmus ist der erste,
auf der Faberpolynom-Methode basierende Algorithmus zur numerischen Losung der Maxwell-
Gleichungen mit nichtlinearen Materialien. Zu diesem Zweck werden zunéchst verschiedene
Algorithmen zur Beschreibung der Nichtlinearitdt beleuchtet. Die Entwicklung des nichtlinearen
Modells in die Systemmatrix erlaubt hierbei eine effiziente Realisierung der Algorithmen mithilfe
von Faberpolynomen. Im Anschluss werden verschiedene Algorithmen miteinander verglichen.
Bei dem Vergleich erweisen sich insbesondere die Exponential-Rosenbrock-Methoden fiir starke
nichtlineare Effekte als vielversprechend. Im Gegensatz zu vielen Algorithmen, die im Kontext
der klassischen FDTD-Methode fiir die Einbindung von Nichtlinearitidten verwendet werden,
sind die hier betrachteten Methoden alle vollstédndig explizit. Analog zu den Ergebnissen fiir
die linearen Systeme zeigen sich die Faberpolynom-Methoden auch fiir nichtlineare Systeme im
Vergleich zu dem Referenzansatz effizienter, wenn hohe Genauigkeitsanforderungen vorliegen.
Bei gleichem Rechenaufwand konnten um mehrere Gréflenordnungen geringere relative Fehler
im Vergleich zum Referenzansatz erreicht werden. In Kapitel 8 werden die Erkenntnisse der
letzten Kapitel genutzt, um einen Operatorapproximation basierten TDBPM-Algorithmus zu
konstruieren. Die TDBPM-Algorithmen erlauben zusétzliche Approximationen beziiglich der
betrachteten Felder. In diesem Zusammenhang wird zum einen gezeigt, dass gegeniiber der
Faberpolynom-Methode der Approximationsaufwand gesenkt werden kann. Zum anderen kann
gezeigt werden, dass der Algorithmus weiterhin effizienter als der FDTD-Algorithmus ist. Im
Anschluss werden die Algorithmen auf einige praktische Beispiele angewandst.

Insgesamt hat sich die Faberpolynom-Methode als interessante Alternative zu klassischen Al-
gorithmen fiir die numerische Lésung der Maxwell-Gleichungen erwiesen. Insbesondere die
Flexibilitidt bei der Approximation birgt noch weiteres Potenzial. Die Faberpolynom-Methode er-
laubt eine flexible Wahl des Konvergenzgebietes. Zu diesem Zweck miissen weitere Informationen
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zur Gestalt des Eigenwertspektrums der Systemmatrizen erlangt werden. Diese Informatio-
nen konnen direkt fiir eine effizientere Approximation verwendet werden. Diese Anpassung ist
besonders fiir nichtlineare Problemstellungen interessant, bei denen sich die zu entwickelnde
Matrixfunktionen in jedem Zeitschritt &ndern. So kann nicht nur die Zeitschrittweite wie bei
vielen klassischen numerischen Losungsverfahren adaptiv angepasst werden, sondern auch die
Form des Konvergenzbereiches in der komplexen Ebene. Die Faberpolynom-Methode ermdéglicht
die Zeitschrittweite flexibel zu wéhlen, was in Kombination mit Parallel-In-Time-Methoden [142,
143] oder Local Time-Stepping (LTS)-Methoden [144] interessante Anwendungsmoglichkeiten
bietet. Bei den LTS-Methoden kann das Simulationsgebiet beispielsweise in verschiedene Bereiche
mit feiner und grober ortlicher Diskretisierung eingeteilt werden. Fiir diese Bereiche kénnen
mit der Faberpolynom-Methode verschiedene Approximationen bestimmt werden, um beide
Bereiche mit der gleichen Zeitschrittweite zu berechnen.

Bei den TDBPM-Algorithmen bieten insbesondere die WB-Algorithmen noch Potenzial fiir
weitere Optimierungen. Hier konnen héherwertige Approximationen bei der Definition des
WB-TDBPM-Algorithmus verwendet werden, um weitere Freiheitsgrade bei der Approximation
zu erlangen.

Waéhrend der Schwerpunkt hier auf der Realisierung der Zeitpropagation liegt, sollte die
Faberpolynom-Methode mit weiteren o6rtlichen Diskretisierungen untersucht werden. Hier bieten
sich insbesondere pseudospektrale Ansétze mit einer Unterteilung in des Rechengebietes [42, 58,
145] sowie diskontinuierliche Galerkin-Methoden an [17, 91, 146].

Im Rahmen dieser Arbeit werden die Matrixfunktionen mithilfe von Faberpolynom-Methode ap-
proximiert. Viele der hierzu vorgestellten Methoden kénnen auch fiir andere Berechnungsansétze
auf Basis von Krylov-Unterraum-Verfahren oder Leja-Punkt-Methoden angewendet werden. Ins-
besondere der Komplexe-Einhiillenden-Ansatz fiir die Quellterme und der TDBPM-Ansatz auf
Basis von Operatorapproximationen haben auch bei diesen Berechnungsanséitzen das Potenzial
flir grofle Effizienzsteigerungen.
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A Abkiirzungsverzeichnis

CPU Central Processing Unit

GPU Graphics Processing Unit

ADE Auxiliary-Differential-Equation
TE transversal elektrische

TM transversal magnetische

FDTD Finite-Difference Time-Domain
CFL Courant-Friedrich-Lewy

CFS Complex Frequency Shifted

ADI alternating-direction implicit
LOD locally one-dimensional

LTS Local Time-Stepping

FD Finite Differenzen

PEC perfekt elektrisch leitend

PMC perfekt magnetisch leitend

ABC Absorbing Boundary Conditions
PSTD Pseudospectral Time-Domain
DFT Diskrete Fourier Transformation
DG diskontinuierlich Galerkin

FPGA Field Programmable Gate Array
FIT Finite Integrationstechnik

BPM Beam Propagation Method
TDBPM Time Domain Beam Propagation
NB Narrow-Band

WB Wide-Band

FB Full-Band
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A Abkiirzungsverzeichnis

PML Perfectly-Matched-Layer

UPML uniaxiale Perfectly-Matched-Layer
TFSF Total field scattered field

FFT schnelle Fourier Transformation
FWHM Halbwertsbreite

GTL Generalized Transmission Line Equations
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B Mathematische Umformungen

B.1 Herleitung des unitaren Zeitpropagationsschemas

Im Folgenden soll die mathematische Herleitung des unitdren Zeitpropagationsschemas aus
Kapitel 4 genauer beschrieben werden. Der Formalismus ist mit

Uty + At) = P(H)U(t,) + U(t, — At) (B.1)

gegeben. Bei P(H) handelt es sich um eine zunéchst allgemein angesetzte Matrixfunktion. Diese
soll fiir den vorliegenden Fall bestimmt werden. Dazu wird die formale Losung

Uty + At) = exp(AtH) T (t,,) (B.2)

des ortlich diskretisierten Systems (3.19) benétigt. Die formale Losung (B.2) wird verwendet, um
die Feldverteilungen W (t, + At) und U(t, — At) zu den Zeitpunkten ¢ = t,, + At bezichungsweise
t = t, — At zu beschreiben. Diese werden im Anschluss in das Zeitpropagationsschema (B.1)
eingesetzt:

exp(AtH) U (t,) = P(H) U (t,) + exp(—AtH) U (t,,). (B.3)
Nun wird (B.3) nach P(H) aufgelost:
P(H) = exp(AtH) — exp(—AtH). (B.4)

Anschlielend wird die Definition der hyperbolischen Funktionen auf Basis von Exponentialfunk-
tionen verwendet, welche mit

exp(z) — exp(—2) (B.5)

sinh(z) = 5

gegeben ist. Mit (B.5) kann aus (B.4) der Operator
P(H) = 2sinh(AtH) (B.6)

bestimmt werden.

B.2 Herleitung des Wachstumsfaktors des unitaren
Zeitpropagationsschemas

Die Feldverteilung \I_}(tn) wird formal nach den Eigenfunktionen von H entwickelt. Die nach
Eigenfunktionen entwickelte Feldverteilung W(t,) wird mit ¥(o,t,) bezeichnet. Es wird der
Wachstumsfaktors g(o) definiert:

(o, t, + At) = g(o)t(o, t,). (B.7)
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Mit diesem Zusammenhang lassen sich die nach Eigenfunktionen entwickelten Feldverteilungen
¥(o, t,) fur die verschiedenen Zeitpunkte ¢t = ¢, + At beziehungsweise ¢ = t,, — At formal
beschreiben. Die Beschreibung (B.7) wird auf das Zeitpropagationsschema (4.2) angewendet
und umgeformt:

9(0)i(0,tn) = P(0)i(0, tn) + g~ (0)T(0, t)
& 0= g% 0)d(o,t,) — g(0)P(0)T(0, tp) — To, ) (B.8)
©0=g"(0) —g(o)P(o) — 1

Die quadratische Gleichung (B.8) wird nach g(o) gelost:

g(0) =P(0)/2 £ \/P2(c) /4 + 1. (B.9)

B.3 Faberpolynome

B.3.1 Vorgehen bei der Approximation

An dieser Stelle soll das Vorgehen bei der Bestimmung der Faberpolynom-Approximation
einer Funktion f(#) zusammengefasst werden. Fiir den allgemeinen Fall lassen sich fiir die
Approximation von f(#) folgende Schritte definieren:

e Ausgangspunkt: Funktion f(#H) mit Matrix H.

e Die Approximation von der Funktion f(#) wird als Approximation einer komplexwertigen
Funktion f(z) realisiert.

e Das Eigenwertspektrum von H definiert den minimalen Konvergenzbereich fiir eine Ap-
proximation von f(H), da ein kleiner Konvergenzbereich den Approximationsaufwand
minimiert.

e Daher: Abschitzung des Eigenwertspektrums von H erforderlich.

e Das Konvergenzgebiet K wird so gewéhlt, dass das Eigenwertspektrum von H eng um-
schlossen wird.

e Die Laurententwicklung 1 (w) definiert die Faberpolynome.

e Daher wird die Laurententwicklung der konformen Abbildung v (w) bestimmt: Im allge-
meinen Fall kann beispielsweise die Schwarz-Christoffel-Transformation genutzt werden,
um die Laurententwicklung der konformen Abbildung ¢)(w) zu berechnen.

e Die Entwicklungskoeffizienten ¢,, der Faberpolynom-Approximation von der Funktion
f(H) werden mithilfe von Formel (5.8) und der Laurententwicklung von v (w) bestimmt.

e Die Faberpolynom-Approximation der Funktion f(?) wird mit der Rekursionsbeziehung
(5.7) berechnet.
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B.3.2 Zusammenhadnge fiir elliptische Konvergenzgebiete
Rekursionsbeziehung

Die Rekursionsbeziehung der Faberpolynome ist fiir m > 1 mit
Fri1(2) = 2zF, Z'kum k(2) — mym (B.10)

gegeben, wobei Fy(z) =1 gilt [88, 90]. Bei v beziehungsweise 7, handelt es sich um den k-ten
beziehungsweise den m-ten Koeffizienten der Laurent-Entwicklung der konformen Abbildung
¥ (w). Fir ein elliptisches Konvergenzgebiet liegt mit

Y(w) =w+0+m/w (B.11)

ein Spezialfall vor, bei der die Laurent-Entwicklung der konformen Abbildung bei einem niedrigen
Grad abbricht [88, 90, 91]. Nun wird (B.11) in die Rekursionsbeziehung (B.10) eingesetzt. Mit
der Startbedingung Fy(z) = 1 ergibt sich fur Fj(2):

Fi(z) = zFu(z) — (0 Fo(2)) — 0y < Fi(z) =z — . (B.12)
Durch weiteres Einsetzen von (B.12) in (B.10) kann F»(z) mit

Fy(z) = 2F1(2) — (oF1(2) + nFo(z)) — I
<:>F2(Z) :ZFl( )—( OFl(Z)—{—l’)/l)—l’yl (B13)
& Fa(z) = (z =) Fi(z) — 2m

bestimmt werden. Um alle weiteren Terme F),(z) zu bestimmen, wird genutzt, dass in der
Entwicklung (B.11) alle Terme - fiir £ > 2 Null sind. Es gilt also fiir diesen Spezialfall:

Ferl( _ZF Z’WcFm k m0
(B.14)
& Fga(2) = 2Fn(2) — (70F (2) + 11 Fm-1(2) + 0Fp—2(2) + ... )
& Fing1(z) = (2 = 70) Fi(2) = 1Fm-1(2).
Insgesamt ist die Rekursionsbeziehung fiir das elliptische Konvergenzgebiet mit
Fri1(2) = (z = 50)Fmn(z2) = 11 Fm-1(2);m > 2 (B.15)
gegeben, wobei die Startbedingungen fir die Rekursion mit
Fo(z) =1
Fi(2) = 2 — 0 (B.16)
Fy(z) = (2 —v0)Fi(z) — 2m

anzugeben sind [69, 88].
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Analytischer Zusammenhang fiir die Entwicklungskoeffizienten von Exponentialfunktionen

Die Entwicklungskoeffizienten der Faberpolynome fiir eine Funktion f(z) und einer konformen
Abbildung mit der Laurent-Entwicklung ¢ (w) sind mit

1 [ (w))
|lw|=R
gegeben [88, 90]. Fiir Funktionen der Form f(z) = exp(Atsz) liegt bei elliptischen Konvergenzge-
bieten ein Spezialfall vor. Zunéchst wird die Abbildung (B.11) und die Funktion f(z) in (B.17)

eingesetzt:

1 exp(Ats(w + v + vl/w))
on = 5 / st dw (B.18)
|lw|=R
Daraufhin wird (B.18) weiter umgeformt:
_ exp(Atso) / exp(Ats(w + Vl/w))dw (B.19)
" 27 wmtl ' '
|lw|=R
Im Anschluss wird (B.19) in die folgende dquivalente Form
1 exp ( j2At, Jjw/ — .wl
cm = — exp(Atso) ( v ( VIS /ﬁ)) dw (B.20)

27-‘-] wm+1

|lw|=R
umgeschrieben. Nun wird die erzeugende Funktion der Bessel-Funktionen erster Ordnung [96],

gegeben mit

e*(t=1/0/ Z I (B.21)

verwendet. Hierbei handelt es sich bei J,,(z) um die n-te Bessel-Funktion erster Ordnung. Es
wird t = —jw/\/y, und z = j2Ats,/y, angesetzt. Durch Einsetzen des Zusammenhangs (B.21)
lasst sich (B.20) zu

0 1\ 1 1
cm = exp(Atsyo —— | Jn (j2Ats /1) — / ———dw B.22

umschreiben. Im Anschluss wird das Integral in (B.22) mithilfe der Cauchy-Integral-Formel [93]

B 76
“omj P2

(B.23)

betrachtet. Dies ist moglich, da w = |R| einen geschlossenen Kreis beschreibt. Hierzu werden
zwei Félle analysiert: Im Fall n = m ergibt sich ein Spezialfall, fiir den gemafl der Cauchy-

Integral-Formel
— duw = 72 =1 B.24
27rj / dw = 21y = ( )

lw|=R

142



B.4 Herleitung der Breitband-Approximation

gilt. Fir alle Falle n # m gilt geméf der Cauchy-Integral-Formel

1 n—m
o / ww dw = 0"™ = 0. (B.25)
|lw|=R

Damit sind alle Terme der Summe in (B.22) fir n # m Null. Also lassen sich fiir diesen Fall
die Entwicklungskoeffizienten der Faberpolynom-Approximation der Funktion f(z) = exp(Atsz)
mit

cm = exp(Atso) (]\/’71

) T (205 /1) . (B.26)

angeben [90, 91].

Zusammenfassung
Insgesamt lédsst sich die Approximation von Exponentialfunktionen fiir ein elliptisches Gebiet K
wie folgt zusammenfassen:

e Ausgangspunkt: Funktion f(H) = exp(AtH) mit Matrix H.

e Das Eigenwertspektrum von H definiert den minimalen Konvergenzbereich fiir eine Ap-
proximation von f(H), da ein kleiner Konvergenzbereich den Approximationsaufwand
minimiert.

e Daher ist eine Abschétzung des Eigenwertspektrums von ‘H erforderlich.
e Das elliptische Konvergenzgebiet K wird an das Eigenwertspektrum von H angepasst.
e Die Laurententwicklung ¢ (w) definiert die Faberpolynome.

e Die Laurententwicklung der konformen Abbildung ¢ (w) liegt mit (5.10) analytisch vor.
Die Parameter von (5.10) werden aus der Geometrie der Ellipse K berechnet.

e Fiir die Entwicklungskoeffizienten c,, der Faberpolynom-Approximation liegt mit Formel
(5.32) ein analytischer Zusammenhang vor.

e Die Faberpolynom-Approximation der Funktion f(#) kann mit der verkiirzten Rekursi-
onsbeziehung (5.12) berechnet werden.

B.4 Herleitung der Breitband-Approximation

Der Ausgangspunkt fiir die Herleitung ist die vektorielle Wellengleichung mit dem Einhiillenden-
Ansatz (8.7). Dieser wird geméf [130] umformuliert:

- 2 o —
X N

o 07
(=M +wiIn)B(t) = 550(t) + j205.0(F)- (B.27)
Von (8.17) ausgehend wird der Ausdruck weiter umgeformt. Hierzu wird

X =-M/wd+ Iy (B.28)
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definiert. Wird (B.28) in (B.27) eingesetzt, so ergibt sich

2 o - -
x

0 0 = .=
0= 250(t) + 20 5:0(0) — (1) (B.29)

Indem (B.29) als quadratische Gleichung betrachtet wird und nach % aufgelost wird, so kann
die formale Losung von (B.27) bestimmt werden [2, 130, 147]:

250 = (13— 1x %) 10 B0
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C.1 Bestimmung der Faberpolynom-Approximation

Das Vorgehen bei der Bestimmung einer Faberpolynom-Approximation einer komplexen Funktion
f(2) soll im Folgenden an einem Beispiel erlautert werden. Es soll die Approximation der Funktion

f(z) = exp(qz) (C.1)

in den Blick genommen werden. Der Koeffizient ¢ soll im Anschluss variiert werden. Die Funktion
f(2) soll fur ein elliptisches Gebiet K in der komplexen Ebene approximiert werden. Dieses
Gebiet K ist in Abbildung C.1 dargestellt. Im néchsten Schritt muss eine konforme Abbildung

2
K a
X 20 =—0,5—350,25 —
1_
b

/l\
=01
g X
~

_1—

—2 T T T T T T T

30 -2,5 -2,0 -1,5 -1,0 —0,5 0,0 0,5 1,0
Re(z) —

Abbildung C.1: Die Abbildung zeigt das Gebiet K in der komplexen z-Ebene, auf dem f(z)
approximiert werden soll. Das Gebiet K ist elliptisch. Die geometrischen Pa-
rameter dieser Ellipse sind in der Abbildung gegeben. Fir die Ellipse gilt
(r — 20)%/a® + (y — y0)?/b?> = 1. Hierbei gilt a = 0,5 und b = 1,5 sowie
20 = To + J¥Yo-

gefunden werden, welche das Komplement eines Kreises um den Nullpunkt der komplexen

w-Ebene auf das Komplement von K abbildet. Zu dieser konformen Abbildung muss eine
Laurententwicklung der Form

o0
pw)=w+yp+nw  +pw it i=w+ > pw " (C.2)
k>0
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gefunden werden. Deren Bestimmung ist fiir komplexe Félle, wie oben beschrieben, mithilfe
der Schwarz-Christoffel-Transformation moglich [90, 91, 95]. Die Entwicklung (C.2) muss an
einer geeigneten Stelle abgebrochen werden. Dies kann allerdings zu Abweichungen von dem
angestrebten Konvergenzbereich K fiihren [71]. Auf der anderen Seite ist es wiinschenswert, eine
moglichst kurze Entwicklung zu finden, da die Faberpolynome mit der Rekursionsbeziehung (5.7)
bestimmt werden sollen. Zusétzliche Koeffizienten in (C.2) erhéhen den Berechnungsaufwand
der Rekursionsbeziehung (5.7) und insbesondere den Speicheraufwand. Daher ist es vorteilhaft,
wie in Kapitel 5 beschrieben, auf abbrechende Entwicklungen zuriickzugreifen. Diese liegen fiir
eine Reihe von Formen K in der Literatur vor. Dies ist auch fiir das elliptische Gebiet K in
Abbildung C.1 der Fall:

Y(w) = w+ v +71/w. (C.3)

Die Koeffizienten vy und ~; sind aus der Geometrie der Ellipse zu bestimmen. Der Parameter
Yo héngt mit dem Mittelpunkt der Ellipse zusammen: v = zg + jyo. In diesem Fall gilt,
wie in Abbildung C.1 zu erkennen, vg = —0,5 — j0,25. Der Parameter ~; hingt mit den
Halbachsenparametern a und b der Ellipse zusammen. Diese sind mit p = (a + b)/2 verkniipft.
Fiir v gilt v1 = p? — pb. Hierbei ist p die sogenannte logarithmische Kapazitit der Ellipse K.
Um die Stabilitiat der Entwicklung zu gewéhrleisten, sollte p < 1 gelten [83, 88, 90, 91]. Wie
in Abbildung C.1 zu erkennen, ist a = 0,5 und b = 1,5. Damit ist p = (a + b)/2 = 1 gegeben.
Fiir Félle, in denen dies nicht der Fall ist, kann auf die Skalierungsstrategie aus Abschnitt 5.3
zuriickgegriffen werden. Somit gilt 74 = 1 — b = —0, 5. Damit ist die Laurententwicklung der
konformen Abbildung ¢ (w) fiir das Gebiet K in Abbildung C.1 bestimmt. Diese Abbildung ¢ (w)
definiert nun mit (5.6) beziehungsweise mit (5.7) die Faberpolynome. Dies kann verdeutlicht
werden, indem mithilfe (5.7) einige Terme F,,,(2) bestimmt werden. Fiir die Ellipse mit der
Abbildung (C.3) ergibt sich

Fo(z) =1
Fi(2) =2 =0
) 9 (C.4)
Fyr(z) =2 — (m1+ 1)z +7M7% — 2n
F3(2) =2° 4+ (=270 — 711)2% + (73 + 27907 — 371)z + (=118 + 3m170)-

Wird nun ein anderes Gebiet K mit einer anderen Abbildung ¢ (w) verwendet, ergeben sich
unterschiedliche Polynomterme F,(z). Ist K beispielsweise ein Kreis, so kann die Abbildung
Y(w) = w + 79 verwendet werden. Mit dieser kénnen die Faberpolynome als

Fo(z)
Fi(2)
g 5 (C.5)
Fy(z) = 2% — 2vz +
Fs(2) = 23 —370z2+37§z—'yg

berechnet werden.

Diese Abbildung 1 (w) soll nun in den Blick genommen werden. Abbildung C.2 zeigt den Kreis
um den Nullpunkt in der komplexen w-Ebene. Dieser Kreis Cp lasst sich mit |w| = R oder
w = Rexp(jh) beschreiben, wobei 6 € [0,27]. In der Abbildung C.3 wird das Bild von Cg
unter z = ¥ (w = Rexp(jf)) und R = 1 dargestellt. Mit diesen Voraussetzungen lassen sich die
Koeffizienten ¢, der Entwicklung bestimmen. Hierzu muss im allgemeinen Fall (5.8) bestimmt
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2 2 1
w = Rexp(j0) z = (w = Rexp(j0))
1 14
T T
= 01 ORE
£ £
—1 - -1
_2 r -2 T T
—2 0 2 -2 0
Re(w) — Re(z) —

Abbildung C.2: Die Abbildung zeigt den Kreis ~ Abbildung C.3: Die Abbildung zeigt das Bild
Cr in der komplexen w- z = Y(w = w = Rexp(jh))
Ebene. des Kreises C'g in der komple-

xen z-Ebene fiir R = 1.

werden. Da es sich bei der Umrandung der Ellipse K um eine Jordan-Kurve handelt, kann in
(5.8), wie in Abschnitt 5.2 beschrieben, R = p = 1 verwendet werden. Fiir einige Félle kann bei
der Berechnung auf eine analytische Bestimmungsformel fiir ¢, zuriickgegriffen werden. Dies
ist wiinschenswert, da ein zuséatzlicher Rechenaufwand sowie mogliche zusétzliche numerische
Fehler bei der Bestimmung der Koeffizienten vermieden werden. Die Koeffizienten c¢,, werden
hier fiir verschiedene Werte ¢ bestimmt. Der Absolutbetrag der Koeffizienten ist in Abbildung
C.4 dargestellt.

Abbildung C.4: Die Abbildung zeigt den Absolutbetrag |c;,| fiir verschiedene g. Die Entwicklung
wird ausgefiihrt, bis |¢,,| < 10715 gilt.

Es ist zu beobachten, dass die Anzahl der Koeffizienten mit ¢ ansteigt. Im Kontext der Untersu-
chungen im verbleibenden Teil dieser Arbeit entspricht ein gréfleres ¢ einem grofieren Zeitschritt
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At. Die Approximation kann nun mit der Rekursionsbeziehung (5.12) bestimmt werden. Hier
soll das Ergebnis in der komplexen z-Ebene evaluiert werden. In den Abbildungen C.5a und
C.5b ist die Funktion f(z) fir ¢ = 10 dargestellt. In den Abbildungen C.6a und C.6b ist die
Faberpolynom-Approximation der Funktion f(z) gegeben. Die Approximation Zanzo emFm(2)

10" 10"
10° 10°
10" 10"
1072 ~ 1072 ~
107° » 107° &
0 0 s
-107°* g ~107° E
1072 -1072 ™

~10°" ~107"
—10° —10°
—10% —10*

(a) Realteil der Funktion f(z). (b) Imaginérteil der Funktion f(z).

Abbildung C.5: Die Abbildungen zeigen jeweils den Real- und Imaginérteil der Funktion f(z)
mit ¢ = 10 mit einer logarithmischen Skalierung. Aulerdem ist der Konvergenz-
bereich K der untersuchten Faberpolynom-Approximation in den Abbildungen
markiert.

(a) Realteil der Approximation. (b) Imaginérteil der Approximation.

Abbildung C.6: Die Abbildungen zeigen jeweils den Real- und Imaginérteil der Faberpolynom-
Approximation Z%:o ¢mFm(2) der Funktion f(z) mit ¢ = 10 mit einer logarith-
mischen Skalierung. Auflerdem ist der Konvergenzbereich K in den Abbildungen
markiert.

zeigt den erwarteten Verlauf in der komplexen Ebene. Innerhalb des Konvergenzgebietes K sind

beim Vergleich der Abbildungen in C.5 und C.6 keine Abweichungen zu erkennen. Auflerhalb
von K, insbesondere im Bereich der negativen Halbebene, sind Abweichungen von der Funktion
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f(2) zu beobachten. Um die Genauigkeit der Approximation zu untersuchen, wird nun zusétzlich
die Abweichung von f(z) betrachtet. Diese ist in Abbildung C.7 dargestellt. Die Abweichung

107° §
g
<Y
107 &
T
z g
T 107 [
o~ [
1 x
E 10~ =
=¥
—13
107 =
[}
10715 2
<

Abbildung C.7: Die Abbildung zeigt die Abweichung |f(2)—>>N_y ¢ Fm(2)| des Absolutbetrages
der Approximation von f(z) mit einer logarithmischen Skalierung sowie den

Konvergenzbereich K.

erreicht innerhalb des Konvergenzgebietes K mit 10715 erwartungsgemif sehr niedrige Werte.
Es fallt bei Beriicksichtigung der logarithmischen Skalierung auf, dass die Abweichung auferhalb

von K schnell ansteigt.

C.2 Bestimmung der Koeffizienten der W-Matrix fiir nichtlineare
Probleme

Im Folgenden soll beispielhaft gezeigt werden, wie die Koeffizienten des Zeitpropagationsschemas
fiir den in Kapitel 7 beschriebenen Algorithmus berechnet werden kénnen. Dieser Algorithmus
erlaubt eine Berechnung von Approximationen der Form

p
U(tn + AL) ~ exp(ALH) U (tn) + ALY op(AtH)dy, (C.6)
k=1

mithilfe der Berechnungsvorschrift

Bty + A = [Iv 0] exp (Ats lHéA JZVA/QSASD l‘l’(f")] . (C.7)

—

Hierbei gilt W = [u?)l,zﬁg, ey W)
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C.2.1 Rosenbrock-Euler-Verfahren

Zunéchst soll das Rosenbrock-Euler-Verfahren in den Blick genommen werden. Dieses ist, wie in
Kapitel 7 beschrieben, mit

U(tn + At) = exp(AtJ,) U (ty) + Ato(At],) Ry (E(t)) (C.8)
gegeben. Durch Vergleich mit (C.6) lassen sich die Koeffizienten direkt bestimmen:
W = [t1 = R (¥ (t))]. (C.9)

Damit lasst sich die Berechnungsvorschrift durch Einsetzten in (C.7) zu

Gty + A = [Iv 0] exp <Ats [J"(/)AS [Ré‘}’gg/)l/ AD [‘I’gn)l (C.10)

bestimmen.

C.2.2 Rosenbrock-Verfahren: exprb32

Nun soll mit dem exprb32-Verfahren aus [104] ein komplexerer Fall betrachtet werden. Im
Gegensatz zu dem Rosenbrock-Euler-Verfahren erfordert das exprb32-Verfahren die Berechnung
von Zwischenschritten. Allgemein kénnen diese mit

i—1
Un,i = exp(c;AtTy) U (ty) + AtS . a; j(AtJ,) Ry (Unj)
= (C.11)
U(t,, + At) =exp(At,)U(t,) + At Y bi(ALT,) Ry (Uny)
=1

notiert werden [104]. Die Koeffizienten der einzelnen Verfahren kénnen kompakt mit dem
sogenannten Butcher-Tableau notiert werden [104]:

c1|aml agz ... alj
Co2 | a1 @22 ... agj
(C.12)
C; a1 Q2 ... G
by by ... b
Das Butcher-Tableau des exprb32-Verfahren kann geméf [104] mit
0
1 P1 (C.13)

| 1 — 203 203
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angeben werden. Mithilfe von (C.13) und (C.11) kann das Zeitpropagationsschema des Verfahrens
mit
Up1 =(t,)
Un2 =exp(AtJ,) U(t,) + At (AtJy)(AtJy) Ry (Un1)
U (t, + At) = exp(AtJ,) U (t,) + At((1(AtS,) — 203(AtJ,)) Ry (Un.1)
+ 2¢3(AtJn) Ry (Un,2))
I
(2R

n

(C.14)

(tn + At) —exp(AtJ ) tn) + At((pl (At‘] ) n(Un,l)
+ 803(At<]n) ( n,2) - 2R, ( )))

bestimmt werden. Durch Vergleich mit (C.6) lassen sich die jeweiligen W der Berechnungsschritte
zu W = [R,(Upa] und W = [R,,(Upn 1), 2R (Un2) — 2R, (Uy,1)] ermitteln. Damit ist die gesamte
Berechnungsvorschrift mit

Un71 = \I_} (tn)
el s

Bty + At) = [Iy 0] exp <ms [Jn(/ﬁs [Fn(Un.1),2 }/Ag/;'m( nm/ASD lwm}

gegeben.
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