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Kurzzusammenfassung

Heutzutage ist die numerische Modellierung des Transportverhaltens innerhalb von Quanten-
bauelementen fiir die Analyse und das Design moderner Komponenten der Nanoelektronik,
Hochfrequenztechnik und Terahertz-Technik unabdingbar. Neben der Analyse des stationédren
Regimes erlangt dabei insbesondere die Erfassung transienter Phdnomene unter Beriicksich-
tigung von Wechselwirkungsmechanismen eine grofle Bedeutung. Wéhrend sich Ansédtze auf
Basis von Greenschen-Funktionen mittlerweile zur Analyse des stationdren Transportverhal-
tens als erfolgreich erwiesen haben, ist ihr Einsatz im transienten Regime aufgrund der hohen
Anforderungen an Rechenressourcen zur Analyse von ingenieurméfigen Anwendungen zu auf-
wendig. Eine numerisch zielgerichtete Analyse des transienten Transportverhaltens auf Basis
der statistischen Dichtematrix erscheint vor diesem Hintergrund sinnvoll.

Hierzu wird vor allem die Wigner-Transportgleichung herangezogen. Die korrespondierende nu-
merische Approximation auf Basis von Finiten-Differenzen ist jedoch mit einer Vielzahl von
Problemen behaftet. Stark oszillierende Integralkerne im Phasenraum innerhalb der Wigner-
Transportgleichung bereiten Schwierigkeiten bei der Approximation. Kohérente Effekte und
nichtlokale Randbedingungen werden im Grundsatz nicht erfasst. Oberflaichenterme infolge ei-
nes abgeschlossenen Rechengebiets werden nicht beriicksichtigt. Als Konsequenz kommt es zu
unphysikalischen Reflexionen an den Réndern. Die Ergebnisse weichen bereits stark im statio-
néiren Regime von anerkannten Referenzlésungen auf Grundlage Greenscher-Funktionen ab.

In dieser Arbeit werden neu konzipierte Formalismen zur numerischen Approximation der
Transportgleichungen vorgestellt, mit denen die genannten Probleme vermieden werden kénnen.
Grundlage fiir dieses Vorhaben ist einerseits eine semi-analytische Losung auf Basis eines Ex-
ponentialoperators und andererseits die Einfithrung eines komplexen Potenzials hinsichtlich der
Einbindung der Oberflichenterme. Unter Verwendung der Liouville-von-Neumann-Gleichung in
Schwerpunkt- und Relativkoordinaten wird ein weiteres Feld zur Analyse des Transportverhal-
tens eroffnet. Hiermit gelingt nicht nur die Kombination der Vorteile einer Ortsraumdiskretisie-
rung mit denen einer Phasenraumdarstellung, sondern auch die Formulierung eines numerisch
effizienten Unterraum-Verfahrens. Die entwickelten Formalismen werden anhand von Intra-,
Inter- und Multisubbandtransportmodellen im stationidren und transienten Regime untersucht.
Im Vergleich zu den urspriinglich eingesetzten Methoden wird eine hervorragende Ubereinstim-
mung mit anerkannten Verfahren im stationdren Regime erzielt und somit der Grundstein fiir
die ingenieurméfige Analyse von zeitabhidngigen Phinomenen in Quantenbauelementen gelegt.
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1. Einleitung und Motivation

l | NSERE moderne Informationsgesellschaft wére heutzutage ohne die wegweisende Entwick-
lung leistungsfahiger Halbleiterkomponenten nur noch schwer vorstellbar. Das Riickgrat
fiir diese Entwicklung bildet der Transistor. Von der Erfindung des Transistors im Jahre 1947 bis
heute sind nun mehr als 70 Jahre vergangen [1]. In diesem kurzen Zeitraum gelang eine bahn-
brechende Verringerung der Strukturgréfie von 50pum auf 5nm innerhalb der CMOS-Technolo-
gieknoten®. Ferner entwickelte sich die Halbleitertechnologie auch abseits der herkémmlichen
Silizium-basierten CMOS-Technologie rasant [2]. Auf Basis modernster Molekularstrahlepitaxie
ist eine gezielte Schichtung von III-V- und II-VI-Verbindungshalbleitern moglich. Insbesonde-
re im Umfeld der Hochfrequenztechnik und Terahertz-Technik, der Leistungselektronik sowie
der Optoelektronik sind diese Materialien unverzichtbar. Hierzu zéhlen unter anderem Laser,
Detektoren und photovoltaische Zellen, um nur einige Beispiele zu nennen.

Ebenso vielfiltig wie die Anwendungsbereiche sind die damit verbundenen Anforderungen an
die jeweiligen Komponenten sowie die entsprechenden zukiinftigen Herausforderungen bei fort-
schreitender Entwicklung. So liegen beispielsweise andere Anforderungen fiir IoT-Sensoren als
fir Hochleistungsprozessoren oder Halbleiterlaserdioden vor.

Die wachsenden Herausforderungen bei der Leistungsskalierung, 3D-Integration, Wahl der Ma-
terialsysteme (z. B. Band Tailoring) und insbesondere der Warmetransport nehmen einen zen-
tralen Stellenwert innerhalb der Halbleiterindustrie ein [3]. Um auch in der Zukunft moderne
Komponenten zu wirtschaftlichen Bedingungen anbieten zu kénnen, bedarf es neben Experi-
menten auch den massiven Einsatz von numerischer Modellierung. Hierdurch sollen teure und
vor allem langjihrige Fehlentwicklungen in der Technologie vermieden werden und Potenziale
frithzeitig erkannt werden.

Numerische Simulationen beschrénken sich dabei nicht nur auf die erkennbare Bauelementmo-
dellierung, sondern ermoglichen auch die Modellierung von Technologieprozessen. Wenngleich
beide Arten der Simulationen sich gegenseitig bedingen, so ist die Bauelementmodellierung
jedoch unbestreitbar die treibende Kraft jeglicher Innovation.

Zur Beschreibung des makroskopischen Transportverhaltens werden Drift-Diffusionsmodelle [4,
5] sowie die Boltzmann-Transportgleichung (BTG) [6] mit numerischen Methoden gelost. Im
Umfeld der Mikroelektronik sind diese semiklassischen Ansétze auch heute noch das Mittel der
Wahl. Hinsichtlich der Modellierung von mesoskopischen Bauelementen in der Nanoelektronik,
Hochfrequenztechnik und Terahertz-Technik liegen jedoch Schichtstrukturen oder Abmessungen
vor, in denen Quanteneffekte nicht mehr zu vernachléssigen sind. Folglich ist eine quantentheo-
retische Modellierung der Transportphinomene notwendig. Neben ballistischen Verfahren auf
Grundlage der numerischen Lésung der Schrédingergleichung, wie der sogenannten Quantum
Transmitting Boundary Method (QTBM) [7, 8], erlangen dissipative Transportmodelle auf Basis
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von Nichtgleichgewichts-Greensche-Funktionen (NEGF) [9, 10] sowie des Wigner-Formalismus
[11, 12] zur Berticksichtigung von Wechselwirkungsmechanismen grofie Bedeutung. Wahrend der
NEGF-Formalismus stetig groen Forschungsbemiihungen, u. a. in Form von Grofiprojekten wie
NanoElectronic MOdeling (NEMO) in den USA [13] und Nano-Electronic Simulation Softwa-
re (NESS) in der EU [14], unterliegt und heute den industriellen Standard verkoérpert, spielt
der Wigner-Formalismus in dem Umfeld der Modellierung der elektrischen Eigenschaften eine
untergeordnete, aber stetig zunehmende Rolle [12]. Insbesondere birgt der Wigner-Formalismus
wesentliches Potenzial bei der Beschreibung von Wechselwirkungsmechanismen sowie der Mo-
dellierung des transienten Quantentransports [15, 16]. Beziiglich dieser beiden Punkte erweist
sich der NEGF-Ansatz als dulerst aufwendig fiir ingenieurméfige Anwendungen [9, 17]. Dariiber
hinaus liefert der Wigner-Formalismus als Phasenraumdarstellung einen nahtlosen Ubergang
von Konzepten der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik, die als quantenmechanisches
Analogon zum Boltzmann-Formalismus intuitiv interpretiert werden kann [11, 12].

Neben Monte-Carlo-Methoden [18, 19], Finite-Volumen-Verfahren [20] und spektralen Ele-
menten [21] werden insbesondere Finite-Differenzen-Verfahren, basierend auf einem Upwind-
Differenzen-Schema (UDS) [22-24], zur numerischen Approximation der Bewegungsgleichung
des Wigner-Formalismus, der sogenannten Wigner-Transportgleichung (WTG), eingesetzt.

Der Einsatz von konventionellen Finite-Differenzen-Verfahren ist jedoch mit einer Vielzahl von
Problemen behaftet [20, 25-28], die im Folgenden in ihren wesentlichen Punkten zusammenge-
fasst werden sollen:

« Nichtlokale Randbedingungen [25, 29] und Koh&renz-Effekte [28] werden im Grund-
satz nicht erfasst.

¢ Die antiproportionale Kopplung der unabhéngigen Variablen des Phasenraums fithrt
zu schlechten Konvergenzeigenschaften [20]. Bei einer Verkleinerung der Diskretisie-
rungsweiten konvergieren die Ergebnisse sogar gegen unphysikalische Losungen [27].

e Durch die inhdrent semiklassische Randbedingung ist die Abgrenzung von Bauele-
ment zu Reservoir nur fiir unendlich ausgedehnte Strukturen [26, 30] gerechtfertigt.

« Die numerische Diffusion fiihrt zu einer Uberbewertung der diffusen Effekte [27, 28].

Zusammenfassend resultieren diese Kritikpunkte schliellich darin, dass die Ergebnisse des Wig-
ner-Formalismus nicht mit denen des anerkannten NEGF-Formalismus tibereinstimmen, zum
Teil sind diese sogar unphysikalisch [27, 29, 31]. Hierdurch biifit der Wigner-Formalismus maf}-
geblich an Integritét ein und der ernsthafte Einsatz im transienten Regime ist fragwiirdig.

Dennoch ist eine Analyse und Modellierung von Quantenbauelementen auf Basis des Wigner-
Formalismus aufgrund seiner Schliisselfdhigkeiten zur zielgerichteten Zeitbereichssimulation und
Einbindung von Wechselwirkungsmechanismen vor allem fiir Ingenieursanwendungen erstre-
benswert [15, 16].

Im Rahmen dieser Arbeit sollen daher sowohl neuartige Formalismen zur numerischen Ap-
proximation der WTG als auch der Liouville-von-Neumann-Gleichung in Schwerpunkt- und
Relativkoordinaten (LVNG-RS) entwickelt werden, mit welchen die genannten Nachteile iiber-
wunden werden. Neben den in der Literatur vorwiegend eingesetzten Intrabandmodellen unter
Annahme einer konstanten effektiven Masse soll eine Erweiterung im Hinblick auf verschiedene
Modelle erfolgen:



e Die fiir Heterostrukturen bedeutsame ortliche Variation der effektiven Masse soll
Beriicksichtigung finden.

e Bandkopplungsmechanismen sollen durch Interbandmodelle einbezogen werden.
Hierdurch gelingt eine Modellierung von technisch relevanten Bauelementen auf Grund-
lage des Zener-Tunneleffekts.

e Die Methoden sollen in Kombination mit bewdhrten Multisubbandmodellen, wie z.
B. der Mode-Space-Approximation, zur Beschreibung von mehrdimensionalen Kom-
ponenten eingesetzt und beziiglich der Modellierung von transienten Phinomenen
erweitert werden.

Insbesondere soll mithilfe der LVNG-RS ein Formalismus entwickelt werden, der die Vorteile
einer ortsraumbasierten Diskretisierung mit denen einer Phasenraumdarstellung vereint. Wech-
selwirkungsmechanismen sollen auch in dieser Darstellung Berticksichtigung finden.

Zum Erreichen dieser Ziele werden, ausgehend von der analytischen Formulierung der Trans-
portgleichung, formale Losungen bestimmt und den physikalischen GesetzméBigkeiten entspre-
chende Approximationen durchgefiihrt. Insbesondere sollen dabei die Kenntnisse iiber ein durch
die Numerik bedingtes, abgeschlossenes Rechengebiet systematisch einbezogen werden, auf des-
sen Grundlage eine kiinstlich absorbierende Schicht eingefiihrt wird. Die formale Gestalt der
Transportgleichung erlaubt eine Analyse sowohl auf Basis einer Einhiillenden-Funktion als auch
einer Transfermatrixmethode. Diese sollen in die Untersuchungen einbezogen werden. Die ent-
wickelten Formalismen sollen sowohl mit den anerkannten Methoden im stationdren Regime
als auch den urspriinglichen Methoden zur Approximation der WTG verglichen werden. Zu-
sétzlich sollen die Transportgleichungen hinsichtlich verschiedener Verfahren zur numerischen
Zeitintegration untersucht und verglichen werden. Auf dieser Grundlage soll eine Beurteilung
der Formalismen beziiglich der praktischen Modellierung des Quantentransports erfolgen.

Ubersicht zu den Kapiteln: Das Transportverhalten in Quantenbauelementen basiert auf
zahlreichen Annahmen und Vereinfachungen, deren Verstdndnis Grundvoraussetzung fir eine
erfolgreiche Analyse und Modellierung ist. In Kapitel 2 werden daher wesentliche quantentheore-
tische Grundlagen und Néaherungen zusammengefasst. Die darauf aufbauende Transporttheorie
wird in Kapitel 3 eingefiihrt. Die Einbindung der Poisson-Gleichung zur Erfassung des durch die
Ladungstragerdichten hervorgerufenen Potenzials erfolgt in Kapitel 4. Anschlieffend werden die
Randbedingungen zur Modellierung des Quantentransports in Kapitel 5 vorgestellt und unter-
sucht. Dieses Kapitel umfasst auch die Analyse und Evaluierung der kiinstlich absorbierenden
Schicht. In Kapitel 6 wird die Transportgleichung durch eine generalisierte Diskretisierung in
eine semidiskrete Darstellung gebracht. Auf dieser Grundlage werden in Kapitel 7 die konven-
tionellen Methoden vorgestellt und untersucht, bevor in Kapitel 8 auf die Entwicklung und
Bewertung der neuartigen Methoden eingegangen wird. Im Anschluss werden in Kapitel 9 tech-
nisch relevante Anwendungsbeispiele sowohl im stationdren als auch im transienten Regime
unter Beriicksichtigung von Wechselwirkungsmechanismen mit dem entwickelten Formalismus
auf Basis der LVNG-RS simuliert. Die erzielten Ergebnisse werden zum Schluss in Kapitel 10
zusammengefasst. Erweiterungen und Potenziale im Hinblick auf zukiinftige Untersuchungen
werden genannt.



1. Einleitung und Motivation

Leitfaden zur Arbeit

FEin unmittelbarer Einstieg in die Tiefen des Quantentransports innerhalb von Halbleiterstruk-
turen kann fiir den Ingenieur mit einer Vielzahl von Schwierigkeiten behaftet sein kann. Dement-
sprechend soll gleich zu Beginn dieser Arbeit iiber einen schematischen Simulationsablauf zur
Bestimmung des Quantentransports Klarheit beziiglich der benétigten Konzepte geschaffen wer-
den. Der vereinfachte Algorithmus ist als Flussdiagramm in Abbildung 1.1 dargestellt und wird
im Folgenden erldutert. Die Konzepte werden in den Kapiteln der Arbeit im Detail erarbeitet.

Initialisierung: Die Struktur- und Materialparameter des zu analysierenden Bauelements
werden vorgeben.

o Mithilfe der Materialparameter, welche das Dotierungsprofil beinhalten, wird das Fermi-Niveau
berechnet (Kapitel 5).

o Auf Grundlage der Strukturparameter wird das Rechengebiet generiert. Anschlielend werden
die Materialparameter auf das Rechengebiet abgebildet (Kapitel 6).

Die stationdre Rechnung setzt sich im Grundsatz aus zwei Komponen-
ten zusammen, die so lange wechselseitig gelost werden, bis eine Fehlerschranke unterschritten
wird (s z&hlt hierbei die Iterationen):

o Die stationidren Transportgleichungen (Theorie: Kapitel 2 - 3, Randbedingungen: Kapitel 5,
Numerik: Kapitel 6 - 8, Referenzmethoden: Anhang F) liefern dabei in Abhéangigkeit des soge-
nannten Hartree-Potenzials U® Groéflen wie die Strom-, Energie- oder Raumladungsdichte o°.
Da die Raumladungsdichte p® jedoch selbst ein Potenzial infolge von Ladungstrigerwechselwir-
kungsmechanismen hervorruft, ist eine Anbindung an die Poisson-Gleichung sinnvoll. Weiterhin
erfolgt in diesem Funktionsblock die Anbindung an weitere Methoden wie z. B. der Mode-Space-
Approximation oder Relaxationszeitndherung zur Modellierung von Streumechanismen.

o Die Poisson-Gleichung (Theorie: Kapitel 2, Theorie/Numerik/Randbedingungen: Kapitel 4)
liefert in Abhsingigkeit von der Raumladungsdichte ¢° ein neues Potenzial U*t!. Hierfiir ist
im Anschluss wiederum die stationére Transportgleichung auszuwerten, dann wieder die Poisson-
Gleichung usw. Falls die Differenz zwischen zwei Werten U* und U*~! klein genug ist, kann mit
dem néchsten Spannungsschritt weiter gemacht oder die stationére Simulation beendet werden.

Transiente Simulation: Bei der transienten Simulation ist zur Modellierung des Quanten-
transports ein vorheriger Durchlauf der stationidren Simulation zur Berechnung der
(selbstkonsistenten) initialen Verteilungsfunktion und des Hartree-Potenzials notwen-
dig. Die transiente Simulation erfolgt dann unter Verwendung der transienten Transport-
gleichungen (Theorie/Numerik/Randbedingungen: Kapitel 8), welche fiir jeden Zeitschritt
mit der Poisson-Gleichung (transiente Randbedingungen: Kapitel 4) gelost wird. Die An-
passung des Potenzials an die Raumladungsdichte erfolgt dabei instantan.

In Kapitel 9 werden auf Basis des Algorithmus zeitabhingige Phénomene in Quantenbauele-
menten untersucht.
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Abbildung 1.1. Algorithmus zur Simulation des Quantentransports. Die grauen Boxen beinhalten jeweils
die Module, welche in Kombination zur Simulation des Quantentransports verwendet wer-
den. Der orangefarbene Bereich beinhaltet hierbei die Module fiir den stationdren Quanten-
transport, wahrend der blaue die Module zur Simulation des transienten Quantentransports
beinhaltet. Auf die Beschreibung der Module wird im Text eingegangen.






2. Grundlagen der Quantentheorie des
Festkorpers

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der Quantentheorie des Festkorpers in der fiir diese
Arbeit benétigten Tiefe dargelegt. Eine komplette Rezension der Theorie wiirde den Rahmen
dieser Arbeit bei Weitem tiberschreiten. Grundlegende Konzepte der Quantenmechanik, wie die
Dirac-Notation, Quantisierung sowie der Aufbau von Kristallgittern und die damit verbunde-
nen Konsequenzen, werden daher als bekannt vorausgesetzt und sind in Standardwerken wie
[6, 32, 33] ausfiithrlich dargestellt. Unter dem Gesichtspunkt der ingenieurméfigen Modellie-
rung ist die vollstdndige Analyse von Halbleiterbauelementen als Vielteilchenproblem weder
moglich noch sinnvoll. In Abschnitt 2.1 erfolgt daher eine hierarchische Einordnung der Appro-
ximationen und den damit einhergehenden physikalischen Grenzen der Modelle. Das Ziel die-
ser approximativen Behandlung ist die Formulierung einer Einteilchen-Schrédingergleichung [6,
33]. Anschliefilend werden in Abschnitt 2.2 Methoden zur numerischen Losung der Einteilchen-
Schrodingergleichung vorgestellt. Der Schwerpunkt liegt hier auf dem kp-Formalismus [34-36],
der mit der Einhiillenden-Approximation [37] den Grundstein fir diese Arbeit legt. In Abschnitt
2.3 werden die wesentlichen Konzepte der Quantenstatistik auf Basis des statistischen Dichte-
operators gelegt [37]. Diese Betrachtungen umfassen auch die Bewegungsgleichung des statisti-
schen Dichteoperators, die zentrale Grofie dieser Arbeit. In Analogie zur klassischen Mechanik,
welche einem statistischen Formalismus im Phasenraum folgt, wird in Abschnitt 2.4 eine sys-
tematische Beschreibung der Quantenmechanik im Phasenraum iiber die Weyl-Quantisierung
[38, 39] erarbeitet, wodurch die Basis fiir den Wigner-Formalismus [11] gelegt wird.

2.1. Hierarchische Beschreibung von Quantensystemen

Die Beschreibung von Festkorpern ist naturgeméf ein Vielteilchenproblem, welches in Abschnitt
2.1.1 diskutiert wird. Wie bereits erwéahnt, stellen Vielteilchenprobleme die gezielte Modellie-
rung von Komponenten der Nanoelektronik und Photonik vor grofle Herausforderungen, die
selbst mit modernen Rechenclustern nicht {iberwindbar erscheinen. Aus diesem Grund sind
einige Approximationen notwendig, um die Komplexitit des Vielteilchensystems auf nume-
risch "handhabbare” Gleichungen zu reduzieren. Ziel der Ndherungen ist es, eine Einteilchen-
Schrodingergleichung zu erhalten, in welcher der Einfluss der iibrigen Elektronen auf das be-
trachtete Elektron iiber ein effektives Potenzial, dem sogenannten Hartree-Potenzial, modelliert
wird. Ein systematischer Zugang erfolgt hierbei iiber die Separation der Elektronenbewegung
von jener der Ionen, der sogenannten Born-Oppenheimer-Approximation in Abschnitt 2.1.2.
Das verbleibende Vielteilchenproblem der Elektronen wird in Abschnitt 2.1.3 unter Verwendung
der Mean-Field-Theorie in eine Einteilchen-Schrédingergleichung iiberfithrt. Konsequenzen der
jeweiligen Approximation hinsichtlich der Tragweite werden diskutiert.



2. Grundlagen der Quantentheorie des Festkérpers

Eine ausfiihrliche Abhandlung dieser Approximationen und heute immer noch stark debattier-
ten Forschungsfelder kann Standardwerken, wie z. B. [6, 33, 40], entnommen werden.

2.1.1. Vielteilchen-Schrodingergleichung

Die zeitliche Entwicklung eines Zustands |¥) ist durch die grundlegende Bewegungsgleichung
der Quantenmechanik, namentlich der Schrédingergleichung, bestimmt:

)
ifio [9(t)) = HMB W (1)) (2.1)

Hierbei reprasentieren i und A die imaginédre Einheit und das reduzierte Plancksche Wirkungs-
quantum. Unter Verwendung des Separationsansatzes |U(t)) = exp (—i%t) |W) fir zeitlich

eingeschwungene Systeme lésst sich die Schrédingergleichung auch als ein Eigenwertproblem
bezuglich der Energie E darstellen:

E|¥) = HMB D). (2.2)

Der Operator HMP stellt den nicht-relativistischen Vielteilchen-Hamiltonoperator dar, welcher
sich in eine Summe von wechselwirkenden und nicht-wechselwirkenden Anteilen zerlegen lésst;:

HMB = Hel,O + Hel,el + Hion,O + Hion,ion + Hel,ion + 7"[ext- (23)

Die nicht-wechselwirkenden Anteile beziiglich der Elektronen und der Ionen werden durch
den Anteil Heio, beziehungsweise durch den Anteil Hion o erfasst. Die Anteile Heiel, Hion,ion
und Heljon erfassen in dieser Reihenfolge die Elektron-Elektron-, Ion-Ion- und Elektron-Ion-
Wechselwirkung. Beziiglich der Wechselwirkung mit allen weiteren externen Feldern wird an
dieser Stelle Hext angesetzt.

Fiir die weiteren Betrachtungen wird der abstrakte Ketvektor |¥) unter Einfithrung der Wel-
lenfunktion geméaf

<’I’1, N ,T‘n,Rl, N ,RN’\I/> = \IJ(’I’l, N ,’I’n,Rl, N ,RN) (24)

in die Ortsbasis projiziert, wobei die Koordinaten r; die n Elektronen beschreiben. Die Ko-
ordinaten Ry beschreiben die Lagen der N lonen innerhalb des Systems. Die Matrixelemente
des Hamiltonoperators HMP kénnen in dieser Darstellung aus der Hamiltonfunktion und der
Anwendung des Korrespondenzprinzips, welches die Observablen in ihre Operatordarstellung
iibersetzt, als

n 2 2 n
h 1
Hepo=» —5—V5, Helel = . 2
i1 2m0 47‘(’80 i<y ‘7‘,‘—7’]‘| ’Hl- _q Z _Zk
N 2 2 n TN g £ |r; — Ry
I q ZpZ) 0%k ITi k
7'[ion,O = § _7V%{k Hion,ion = 4 § R R !
1 2Ml€ TEN bl ‘ k — l’



2.1. Hierarchische Beschreibung von Quantensystemen

geschrieben werden. Die Konstanten mg und M stellen die Ruhemasse eines Elektrons und die
Masse des j-ten Atomkerns dar. Dariiber hinaus besitzt der j-te Atomkern eine Kernladungszahl
Zj. Die Konstanten ¢ und g¢ reprasentieren die Elementarladung und die Dielektrizitdtskonstan-
te. Unter Beriicksichtigung der unterschiedlichen Massenverhéltnisse von den Atomkernen zu
den Elektronen wird im néchsten Abschnitt die erste einschneidende Approximation eingefiihrt.

2.1.2. Born-Oppenheimer-Approximation

Als Konsequenz der deutlich grofieren Masse der Atomkerne im Vergleich zu den Elektronen, mit
einem Verhiltnis in der GréBenordnung 103, wird die Ionenkonfiguration sich nur geringfiigig
an die aktuelle Elektronenkonfiguration anpassen [6]. Vielmehr passt sie sich dem zeitlichen
Mittelwert der Elektronenkonfiguration an. Die Elektronenkonfiguration stellt sich hingegen
adiabatisch auf die Ionenkonfiguration ein.

Mit dieser Voriiberlegung scheint es nun in erster Naherung zweckméflig zu sein, das Elektro-
nensystem nur noch fiir feste lonenkonfigurationen, dem sogenannten Gitter, zu betrachten. Die
Bewegung der Ionen kann anschliefend mit stérungstheoretischen Methoden betrachtet werden
[6, 32]. Dementsprechend wird auch der Vielteilchen-Hamiltonoperator entkoppelt, in welchem
die Bewegung der Ionen als Storung aufgefasst wird:

HMB = Ho + Hiono

(2.6)
HO = ,Hel,O + %el,el + Hion,ion + Hel,ion-

Dieses Vorgehen ist in der Literatur unter dem Begriff der Born-Oppenheimer-Approximation
bekannt [6]. Die Schrodingergleichung zu H( beschreibt das Verhalten der Elektronen innerhalb
eines starren Gitters. Ferner weist diese Gleichung beziiglich der Ionenkoordinaten R; nur noch
eine parametrische Abhéngigkeit auf.

Hiermit kénnen die Eigenlosungen des Elektronensystems konzeptionell als
HO(I)Q(’I“l, ey Tpy Rl, ey RN) = Ea(Rl, e ,RN)q)a<T1, ey Ty Rl, e 7R,N) (27)

geschrieben werden, wobei die parametrische Abhédngigkeit an dieser Stelle explizit durch die
Trennung mit einem Semikolon gekennzeichnet wird. Der Multiindex « erfasst einen vollstan-
digen Satz von Quantenzahlen. Die Menge an Eigenlosungen {®,(7r1,...,7,; R1,..., RyN)} zu
den Eigenenergien F, bildet fiir jede Ionenkonfiguration ein vollstdndiges Funktionensystem.
Mit diesen Eigenfunktionen kann nun die allgemeine Wellenfunktion des Vielteilchensystems
unter Einfiihrung der Entwicklungskoeffizienten y,,

\Il(rl,...,rn;Rl,...,RN) :ZXQ(Tl,...,’I’n;Rl,...,RN) -(I)a(’r’l,...,Tn;Rl,...,RN)

(2.8)
entwickelt werden. Der Entwicklungskoeffizient ist hierbei als Wellenfunktion des Ionensystems
zu interpretieren. Mit dem Ziel, eine Bestimmungsgleichung fiir die Ionen-Wellenfunktion zu
erhalten, wird der Ausdruck (2.8) nun in die Vielteilchen-Schrodingergleichung (2.1) eingesetzt.
Zur Projektion des Systems in die Darstellung der Entwicklungskoeffizienten wird die Ortho-
gonalitdt der Funktionen ®, ausgenutzt. Hierzu wird die Gleichung zuerst von links mit <I>Zg
multipliziert und anschliefend iiber das Raumvolumen integriert. Die Koppelelemente zwischen
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den Quantenzahlen o und 8 werden wie iiblich vernachléssigt [6]. Als Konsequenz ergibt sich
hieraus eine in der Praxis viel diskutierte Einschrinkung, nimlich dass Ubergéinge des Elek-
tronensystems durch die Ionenbewegung im Grundsatz nicht erfasst werden. Dennoch bildet
das durch (2.7) beschriebene Elektronensystem auch jetzt noch ein Vielteilchenproblem, dessen
direkte Losung auch mit numerischen Methoden nicht trivial ist. Im folgenden Abschnitt wird
daher eine Methode vorgestellt, die eine Formulierung des Vielteilchensystems durch effektive
Einteilchen-Schrédingergleichungen erlaubt.

2.1.3. Mean-Field-Theorie

Fine wichtige Klasse von Néherungen fiir Vielteilchenprobleme beruht auf der Idee, dass der
Einfluss aller wechselwirkenden Teilchen durch einen Mittelwert beriicksichtigt werden kann.
Das Vielteilchensystem zerfillt dann in eine Summe von iiber den Mittelwert gekoppelten
Einteilchenproblemen. Von dieser Vorgehensweise stammt auch der Name Mean-Field-Theorie
ab. Bekannte Beispiele sind die Stoner-Theorie des Ferromagnetismus, die Baarden-Cooper-
Schrieffer (BCS)-Theorie der Supraleitung sowie die hier betrachtete Hartree-Fock-Approxima-
tion fiir die Elektronenwechselwirkung im starren Gitter.

Hartree-Fock-Approximation: Ausgangspunkt fiir die folgenden Betrachtungen ist ein Elek-
tronengas, welches in ein starres, positiv geladenes Gitter eingebettet ist:

HI = Hoyo+V + Hea (2.9)

Die ersten beiden Operatoren, H; o und V, stellen Einteilchenoperatoren dar. Der letzte Opera-
tor Hep e stellt hingegen einen Zweiteilchenoperator dar. Die Elektronen-Ionen-Wechselwirkung

ist aufgrund der Born-Oppenheimer-Néherung tiber V' = 7, >, % auch als Finteil-
chenoperator aufzufassen.

Der Grundgedanke hinter der Hartree-Fock-Approximation ist es, ein Funktional beziiglich der
Elektronen-Wellenfunktion aufzustellen und zu variieren [6, 33]. Geméafl dem Pauli-Prinzip soll
die Wellenfunktion der Vertauschungsrelation fiir Fermionen gehorchen und wird daher als
sogenannte Slater-Determinante, bestehend aus Einteilchen-Wellenfunktionen,

@1(7‘1) N (I)n(T‘1>
U(ry,...,rp) = : (2.10)
D1 (ry) ... Pp(ry)

angesetzt [6]. Mit diesem Ansatz wird nun das Funktional beziiglich der Energie gebildet
E{V} = (U|H"F|¥) / (U|¥). Die Variation des Funktionals beziiglich der Einteilchen-Wel-
lenfunktion @7 liefert unter der Nebenbedingung der Orthogonalitdt der ®; schlielich die so-
genannte Hartree-Fock-Gleichung:

10
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2 x(r')
Ej(I)j(T): 77V +V

/|(I)k
2m 47r502/ v — 7’| 47750 Z/ 'r—r| i)

Spm I

(2.11)

\. J

Der erste Wechselwirkungsterm wird als Hartree-Beitrag und der zweite als Fock-Beitrag!' be-
zeichnet [6]. Unter Vernachléssigung des nichtlokalen Fock-Beitrags ergibt sich die Hartree-
Néherung. Die verbleibende Gleichung wird als Hartree-Gleichung bezeichnet, dessen Hartree-
Beitrag wie folgt zu interpretieren ist. Die Elektronen, welche die Einteilchen-Zusténde besetzen,
rufen eine mittlere Raumladungsdichte, entsprechend o(r’) = ¢ >4 |®x(r")|?, hervor. Wird an-
genommen, dass der Einfluss der Wechselwirkung des Elektrons im Zustand ®; mit sich selbst
an der gesamten Raumladungsdichte einen kleinen Anteil hat?, lisst sich der Hartree-Beitrag
(2.11) mithilfe einer mittleren Raumladungsdichte p formulieren. Diese ist dann entsprechend

o(r) = L/d  elr) (2.12)

47eg lr—r'|

mit einem elektrostatischen Potenzial ¢(r) verkniipft, auch selbstkonsistentes (Hartree-)Pot-
enzial genannt. Offensichtlich ist diese Ndherung fiir mesoskopische Bauelemente mit vielen
Elektronen gerechtfertigt. Bei sehr kleinen Abmessungen hingegen, wie z. B. bei einem Ein-
Elektronentransistor, ist diese Approximation inadidquat. Jedoch stellt dieses Problem ein nicht-
lineares Problem dar, denn die gesuchte Elektronenkonfiguration héingt von dem effektiven Po-
tenzial ab und das effektive Potenzial hingt wiederum von der Elektronenkonfiguration ab.
Diese Art von Problem ist auch unter dem Begriff des Selbstkonsistenz-Problems bekannt [6],
welches in der Praxis durch einen iterativen Ansatz [5] gelost wird, der wie folgt ablduft:

1. Vorgabe eines elektrostatischen Potenzials®.
2. Lose die Hartree-Gleichung fiir das aktuelle elektrostatische Potenzial.
3. Bestimme die Raumladungsdichte.

4. Lose die Poisson-Gleichung, um eine neue Vorgabe fiir das elektrostatische Potenzial zu
erhalten.

5. Falls die vorgegebene Genauigkeit, zum Beispiel der Konvergenzfehler beziiglich der An-
derung der Raumladungsdichte, erreicht ist, wird die selbstkonsistente Iteration abgebro-
chen. Andernfalls wird fiir das neue Potenzial mit Schritt 2 fortgefahren.

Eine genauere Betrachtung dieses wichtigen Aspekts inklusive der Einbindung in die Modellie-
rung des Quantentransports erfolgt in Kapitel 4.

n der Literatur auch als Austauschbeitrag bekannt.
2Fiir mesoskopische Systeme ist diese Naherung in der Regel gerechtfertigt. Die Summe des Hartree-Beitrags
in (2.11) lésst sich dann entsprechend », - — >, iiberfiihren.
3Dieses kann fiir das thermodynamische Gleichgewicht mithilfe der Differenz der bekannten Fermi-Niveaus
der verschiedenen Kontakte berechneten werden, wobei der Spannungsabfall iiber der Struktur erfolgen soll.
Nahe der Randbereiche soll das Potenzial konstante Werte einnehmen. Angelegte Spannungen sind mit dem
Potenzial zu verrechnen.

11
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2.2. Elektronische Bandstruktur

Fiir die Modellierung von Komponenten der Nanoelektronik und Photonik ist die elektronische
Bandstruktur eine der wichtigsten Kenngrofien. Eine Klassifikation anhand des Verlaufs der
Bandstruktur als Metall, Halbleiter oder Isolator kann erfolgen. Optische Eigenschaften und
mogliche abgedeckte Wellenldngenbereiche lassen sich direkt ablesen. Zusétzlich kann auf die
effektive Masse geschlossen werden, welche in einem direkten Zusammenhang mit der Beweg-
lichkeit steht.

Fiir die Bestimmung der Bandstruktur existiert eine Vielzahl an Verfahren. Den allgemeins-
ten, aber auch numerisch aufwendigsten Zugang liefern die sogenannten ab-initio-Verfahren,
wie die Dichtefunktionaltheorie (DFT) [40, 41]. Da Berechnungen mit der DFT numerisch
derart anspruchsvoll sind, insbesondere wenn ausgedehnte Strukturen wie nanoelektronische
Komponenten betrachtet werden, bedarf es alternativer Verfahren. Eine deutlich weniger re-
chenintensive Methode ist durch die Tight-Binding-Methode (TBM) gegeben [42]. Die Idee
ist es, die Wellenfunktion pro Atom in einen bekannten Satz von lokal begrenzten Orbitalen
zu entwickeln. Aufgrund der lokalen Begrenzung ist nur die Wechselwirkung zum néchst be-
nachbarten Atom zu beriicksichtigen. Die Uberlappintegrale mit benachbarten Orbitalen sind
durch Experimente oder DFT-Berechnungen bekannt. Ein weiterer Ansatz zur Bestimmung der
Bandstruktur ist die Pseudo-Potenzial-Methode [43], bei welcher die Wellenfunktion in ebene
Wellen entwickelt wird. Auch bei dieser Methode werden gemessene oder numerisch berechnete
Parameter in Gestalt von Struktur- und Formfaktoren benétigt. Die mit der Pseudo-Potenzial-
Methode berechneten Bandstrukturen fir den bindren Halbleiter Galliumarsenid (GaAs) und
den Halbleiter Silizium (Si) sind beispielsweise in Abbildung 2.1 dargestellt.

Mit der Annahme, dass der elektronische Transport im Wesentlichen durch die Bandextrema um
das Fermi-Niveau bestimmt ist [44], ist es ausreichend, nur jene Bereiche im Umfeld der Extrema
in die Rechnungen mit einzubeziehen. Eine vollstdndige Beriicksichtigung des Bandverlaufs
iiber die Brillouin-Zone ist folglich nicht notwendig. In einer mathematischen Sprache ist diese
Annahme mit einer Reihenentwicklung der Bandstruktur zu iibersetzen. In der Literatur ist
dieses Vorgehen unter dem Begriff der kp-Methode bekannt [34-37, 44-46], wobei nur wenige
Terme zur Beschreibung der Bandextrema berticksichtigt werden miissen. Moderne Ansétze
sind jedoch auch durchaus in der Lage, die Bénder innerhalb der gesamten ersten Brillouin-
Zone korrekt wiederzugeben [47-49).

Mit der kp-Methode kénnen sowohl Volumenhalbleiter als auch Heterostrukturen auf derselben
Basis beschrieben werden [36]. In Kombination mit der vergleichsweise einfachen Systembe-
schreibung ist dieser Ansatz fiir die Modellierung von Bauelementen préadestiniert.

Der néchste Abschnitt 2.2.1 widmet sich daher den Grundlagen des kp-Formalismus. Auf diesem
Fundament wird dann der Kohn-Luttinger-Hamiltonoperator in Abschnitt 2.2.2 hergeleitet. Im
Gegensatz zum konventionellen Ansatz werden die Interbandkopplungseffekte in dieser Arbeit
jedoch nicht vernachléssigt. Im Anschluss wird in Abschnitt 2.2.3 iiber die Einfiihrung einer
Einhiillenden-Funktion eine Darstellung ohne die gitterperiodischen Anteile erzielt. Hiermit
wird der zentrale Ausgangspunkt fiir alle weiteren Betrachtungen dieser Arbeit gelegt. Weitere
Details und insbesondere der hier nicht betrachtete gruppentheoretische Zugang sind z. B. in
[36] ausfiihrlich diskutiert.
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(a) Galliumarsenid (GaAs). (b) Silizium (Si).

Abbildung 2.1. Bandstruktur E(k) des IlI-V Volumenhalbleiters GaAs (a) und des Gruppe IV Volumen-
halbleiters Si (b) entlang der Symmetriepunkte innerhalb der ersten Brillouin-Zone [33]. Die
Bandstrukturen werden mithilfe der Pseudo-Potenzial-Methode mit den Parametern aus [43]
bestimmt.

2.2.1. kp-Formalismus

Durch Einfithrung der Abkiirzung V', welche das durch die Ionen hervorgerufene gitterperiodi-
sche Potenzial beschreibt, kann die in Abschnitt 2.1.3 eingefiihrte Hartree-Gleichung in der
Ortsraumdarstellung auch als

iﬁg\ll(r t) = [—rﬂV2 +V(r)+ U(r)} U(r,t) (2.13)
ot ’ 2m0 ’ .

geschrieben werden. Das weitere Potenzial U variiert hingegen nur sehr langsam auf den Skalen
des Gitters und enthélt sowohl externe Effekte als auch das selbstkonsistente Hartree-Potenzial.
Das Eigenwertproblem ohne ein externes Potenzial wird als bekannt vorausgesetzt

2
E\(k)V) (1) = l—;:nov2 + V(T)] Uy k(r) = HoWrr(r), (2.14)

wobei die Eigenwerte E) (k) die Bandstruktur des Bands A fiir den Wellenvektor k représentie-
ren. Aus der Translationsinvarianz des Kristalls folgt die Anwendbarkeit des Bloch-Theorems,
sodass die Eigenlosungen iiber Blochfunktionen W) () = exp(ikr) - uy () dargestellt werden
konnen. Die ebene Welle ist als Einhiillende-Funktion zu interpretieren. Diese wird von der
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2. Grundlagen der Quantentheorie des Festkérpers

sogenannten gitterperiodischen Blochamplitude uy y moduliert [36, 45]. Wahrend der letzte git-
terperiodische Anteil sich schnell auf den Gitterskalen &ndert, variiert die Einhiillende-Funktion
nur langsam auf diesen Skalen.

Die grundsétzliche Idee hinter dem kp-Formalismus [34-37, 44, 45, 47] ist es nun, die Wel-
lenfunktion inklusive des externen Potenzials in Eigenlosungen des ungestorten Systems zu
entwickeln. In dem néchsten Abschnitt wird die Entwicklung nach Kohn-Luttinger skizziert
[35]. Dieser weist gegeniiber der anderen héufig verwendeten Variante des Kane-Ansatzes [34]
den Vorteil auf, dass die Bandkopplungsmechanismen proportional zum Gradienten des exter-
nen Potenzials sind und nicht zum Gradienten der Wellenfunktion [50, S1]. Diese Eigenschaft
zeichnet den Kohn-Luttinger-Ansatz aus und kann besonders vorteilhaft innerhalb der Model-
lierung des Quantentransports ausgenutzt werden. Eine gesonderte Betrachtung einschliefilich
der Formulierung von Randbedingungen wird nachfolgend in Abschnitt 5.1 durchgefiihrt.

2.2.2. Kohn-Luttinger-Hamiltonoperator

Der Kohn-Luttinger-Ansatz basiert auf der Einfithrung des Funktionensystems geméf:
Xov g (1) = exp(ik'r) - uy o (2.15)

Die Wellenfunktion kann in dieses Funktionensystem entwickelt werden [35, 36]
()= 3 [ Av(K) i () (2.16)
AI

wobei die Funktion Ay (k') den Entwicklungskoeffizienten représentiert. Falls nicht anders
beschrieben, erfolgt die Integration des Wellenvektors k iiber die erste Brillouin-Zone. Da die
Eigenlésungen W) j aus (2.14) ein vollstdndiges und orthogonales Funktionensystem bilden, er-
fiillen die Funktionen Y ;s diese Eigenschaft in demselben Mafe [35]. Unter Ausnutzung der
Orthogonalitét kann die Hartree-Gleichung (2.13) in ein Eigenwertproblem fiir die Entwick-
lungskoeffizienten umgeschrieben werden:

S [ @k ot + Ul i) Ax (F) = BA(K). (217)
AI

Die im Matrixelement (xxx|Ho|Xx ) enthaltenen Terme weisen die Symmetrie des zugrunde-
liegenden Gitters auf. Fiir die Auswertung ist es daher zweckméfig, diese Terme gemeinsam in
eine Fourierreihe mit der Gitterperiode G zu entwickeln. Im Ergebnis liegt das Matrixelement
dann entsprechend

h? 2 )
Oone[ Mol ) = <En(0) +5 ) SN0k — k) +—Fk - py ok —K') (2.18)
mo mo
<X)\,k|7'li“tra|X>\/7kl> <XA,k|Hi“ter|X,\/,k/)

vor. In dieser Darstellung kann eine Zuordnung der jeweiligen Anteile zu den Inter- und In-
trabandprozessen erfolgen. Die darin enthaltenen Uberlappintegrale beziiglich des Impulsope-
rators py y (Impulsmatrixelemente) kénnen aufgrund der Symmetrie des Gitters innerhalb der
Wigner-Seitz-Zelle bestimmt werden:

(2m)?
Vivs Jws

Dy =

)

dr 1 o) <’fv> o (r). (2.19)
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2.2. FElektronische Bandstruktur

Die Normalisierungskonstante Viyg definiert das Volumen der Wigner-Seitz-Zelle [35, 37].

In einer analogen Weise wird bei der Berechnung des Matrixelements zu dem externen Potenzi-
al (Xak|U|xn k) vorgegangen. Hierbei wird jedoch zuerst noch eine Fourierreihenentwicklung
des Potenzials U beziiglich des reziproken Gittervektors G vorgenommen. Da das Potenzial U
eine auf den Gitterskalen langsam verdnderliche Funktion darstellt, ist bei der Fourierreihen-
entwicklung nur der konstante Term zu beriicksichtigen. Hiermit ergibt sich das Matrixelement
zu

OOkl Ulxovwer) = Uk = K')dx v, (2.20)

wobei die Funktion U die Fourier-Transformierte von U darstellt. Zusammenfassend kann das
Eigenwertproblem fiir die Entwicklungskoeffizienten (2.17) mithilfe der berechneten Matrixele-
mente, (2.18) und (2.20), nun als

2
<En(0) + Zj:o> Ax(k) + nfo S kpy oy Ax (k) + / Ak’ Uk — K)A\(K') = EA\(k) (2.21)
N#X

formuliert werden [35]. In dieser Néherung sind die Bandkopplungsmechanismen linear in dem
Wellenvektor. Aufgrund der linearen Proportionalitdt zum Wellenvektor der Impulsmatrixele-
mente einschliefenden Terme soll eine Transformation mit dem Ziel eingefiihrt werden, dass

diese Elemente in quadratische oder héhere Ordnungen verschoben werden. Hierzu wird eine
Transformationsmatrix T eingefiihrt [35, 37

(k) = Y [k (ol Thoe ) Ba(k) (222
.

Um weiterhin eine kompakte Schreibweise beizubehalten, wird das Eigenwertproblem (2.22)
konzeptionell in die abstrakte Darstellung H"€A = (Hinter  qintra 4 [7) A = EA gebracht.
Die Transformationsvorschrift wird iiber den Ausdruck B = T'A = exp(5)A definiert, wodurch
eine dquivalente Darstellung in der Basis B durch

exp(—S)H" exp(S)B = H*“B = EB (2.23)

erzielt wird. Fiir die Auswertung des transformierten Eigenwertproblems (2.23) werden die
Matrixexponentialfunktionen mithilfe der Taylor-Entwicklung approximiert:

/}:[LK — /Hinter +Hintra + U + [rHinter’ S} + {Hintra’ S} + [U7 S] + % H:/Hinter’ S] ,S} . (224)

Aus dieser Darstellung ist unverziiglich ersichtlich, dass die Transformation die linearen Terme
in dem Wellenvektor k innerhalb ™" genau dann aufhebt, wenn

rHinter + {%intra75} =0 (225)

gilt [37]. Hierdurch lasst sich dann schlieflich die explizite Transformationsvorschrift ermit-
teln. Nach einer lénglichen, aber konzeptionell einfachen Rechnung [37] kann schliefilich das
transformierte Eigenwertproblem

h2k2 DX A aPAN,3 ~
E,5(0) + kk# Bk—i—/dk/Uk—k’B KN+
( A(0) 2m0 5%;# SEn(0) — By (0) A(k) ( )BA(K')

h | WY
mo Ex(0) — Ex(0)

(2.26)

/dk:’(k — KU(k — k')By (k) = EB,(k)
N#X
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2. Grundlagen der Quantentheorie des Festkérpers

aufgestellt werden [50]. Die Indizes « und /3 beschreiben die 6rtlichen Komponenten (kg ,pa y -
etc.) der entsprechenden Vektoren. Im Gegensatz zu der herkémmlichen Herleitung ist der
Kommutator [U, S| explizit beriicksichtigt worden, welcher eine Erfassung der Interbandprozesse
ermoglicht.

Effektive-Masse-Approximation: Der erste Term innerhalb des transformierten Eigenwert-
problems (2.26), der unabhingig von dem Potenzial U ist, kann auch als Taylor-Entwicklung
der Bandstruktur um die Extrema bis zum quadratischen Glied interpretiert werden. Der Ent-
wicklungskoeffizient kann dabei mit der effektiven Masse m) des Bands A identifiziert werden
[35, 37, 50]:

h2k? h2k? h? DX A aPAN 3
E\(k) = E,(0 — = F5(0 —_— —kokg—"2— o
)\( ) )\( ) + my, )\( ) + + D) BE)\(O) — E)\/(())

(2.27)
2mo  Gaga 0

Hierdurch wird nicht nur eine kompaktere Notation, sondern auch eine direkte physikalische
Zuordnung erzielt, da die effektive Masse u. a. direkt proportional zur Beweglichkeit ist. Der
Einfluss des Kristallgitters auf das Teilchen wird durch eine effektive Masse erfasst.

2.2.3. Einhiillende-Funktion

Die inverse Fourier-Transformation des Entwicklungskoeffizienten B)(k) kann mit einer Wel-
lenfunktion im Ortsraum verkniipft werden [35, 36], welche explizit nicht mehr den schnell
oszillierenden Anteil der Blochamplitude beinhaltet:

dn(r) = / dk exp(ikr) - By(r). (2.28)
Aufgrund dieser Eigenschaft wird die Wellenfunktion 5 (7) auch Einhiillende-Funktion genannt.

Dementsprechend kann dann auch die Schrodingergleichung fiir die Einhiillende-Funktion aus
(2.26) mithilfe der inversen Fourier-Transformation ermittelt werden [50]:

(2.29)

J

Der erste Term proportional zu H ) innerhalb (2.29) erfasst die Intrabanddynamik und stellt
somit die Schrodingergleichung in der effektiven Masse Approximation dar. Der zweite Term
proportional zu Hy » mit A # X adressiert hingegen die Bandkopplungsmechanismen und wird
in herkémmlichen Betrachtungen normalerweise vernachléssigt [35]. Diese Darstellung erlaubt
eine direkte Beurteilung der Bandkopplungsmechanismen. Die Stérke der Bandkopplung héngt
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2.3. Quantenstatistik

vom Gradienten des externen Potenzials, aber auch von internen Gréfien wie dem selbstkonsis-
tenten Hartree-Potenzial, ab. Eine gezielte Manipulation der Eigenschaften ist somit iber Bau-
elementstruktur und Dotierung sowie der dufleren Felder, beispielsweise durch eine angelegte
Spannung, méglich. Das Impulsmatrixelement héingt von dem Uberlappintegral der Blocham-
plituden mit dem Impulsoperator ab. Dieses ist somit auch abhingig vom Materialsystem.
Bisherige Betrachtungen haben sich noch nicht mit thermodynamischen Prozessen beschéftigt.
Diese fithren schlieBlich zu einer Auszeichnung bestimmter Ubergéinge von A — X'. Weiterhin
ist ein antiproportionales Verhalten zur Energiedifferenz zwischen den Bandern festzustellen.

Symmetrisierung der Operatoren: Eine wichtige Fragestellung innerhalb der Quantenme-
chanik ist die nach der Anordnung der Operatoren. Wéahrend in der klassischen Mechanik
alle Operatoren miteinander kommutieren, spielt es in der Quantenmechanik eine Rolle, in
welcher Reihenfolge die Operatoren auf die Wellenfunktion wirken. In derselben Art und Weise
spielt dies dann auch eine Rolle bei der Transformation aus dem Impulsraum in den Ortsraum
(k — —iV). Insbesondere wenn ortsabhéngige Eigenschaften, wie z. B. bei Heterostrukturen,
analysiert werden sollen, ist die Anordnung der Operatoren von gréfiter Bedeutung. In dieser
Arbeit wird einem Standardansatz [36] gefolgt:

a(r)k = % (a(r)k + ka(r)) — —% (a(r)V + Va(r))

a(r)k* = ka(r)k — —Va(r)V.

(2.30)

Mit dieser Symmetrisierung stellt der Hamiltonoperator einen hermiteschen Operator dar und
die Stetigkeitsbedingungen der Wellenfunktion an Heteroiibergingen werden erfillt [36]. Ein
systematischer Ansatz, der eine klassische Phasenraumdarstellung mit einem quantenmechani-
schen Operator verkniipft, wird in Abschnitt 2.4 vorgestellt, nachdem zuerst noch die wesent-
lichen Konzepte der Quantenstatistik behandelt werden.

2.3. Quantenstatistik

Die wesentlichen Konzepte der quantenstatistischen Systembeschreibung werden mit dem sta-
tistischen Dichteoperator in Abschnitt 2.3.1 eingefithrt. Durch die Liouville-von-Neumann-
Gleichung (LVNG) kann die zeitliche Entwicklung des statistischen Dichteoperators und so-
mit des Quantensystems bestimmt werden, wie in Abschnitt 2.3.2 beschrieben wird. Mit der
Bestimmung der Erwartungswerte wird dann in Abschnitt 2.3.3 ein praktischer Zugang zur
Beschreibung interner Gréflen des Quantensystems, wie Ladungstrager- und Stromdichten, er-
moglicht.

2.3.1. Statistischer Dichteoperator und statistische Dichtematrix

Die Systembeschreibung mit der statistischen Dichtematrix ist eine Alternative zur bisherigen
zustandsbasierten Betrachtung. Bisher folgte die Beschreibung der Annahme, dass das System
durch eine einzige Wellenfunktion charakterisiert ist. Dies wird als reiner Zustand bezeichnet.
Neben den reinen Zustédnden kénnen auch gemischte Zusténde vorliegen, ndmlich genau dann,
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2. Grundlagen der Quantentheorie des Festkérpers

wenn das System nicht eindeutig in einem Zustand prépariert ist. Insbesondere bei Quanten-
bauelementen ist davon auszugehen, dass diese durch ein Zustandsgemisch beschrieben werden.
Hier liefert der Dichtematrix-Formalismus eine vorteilhafte und vor allem iibersichtlichere Dar-
stellung als der zustandsbasierte Ansatz. Insbesondere dann, wenn zeitabhingiges Verhalten
und Wechselwirkungen eine Rolle spielen [16, 37]. Die formale Definition des statistischen Dich-
teoperators ist als Projektion durch den Zusammenhang

p= Zpi i) (il (2.31)

definiert. Die Gewichtungskoeffizienten p; beschreiben hierbei die Wahrscheinlichkeit, dass der
Zustand |v;) gemessen wird. Fiir einen reinen Zustand gilt somit per Definition p; = 1.

Einfiihrung der statistischen Dichtematix: Die statistische Dichtematrix ist eine Darstellung
des statistischen Dichteoperators p in einer beliebigen Basis. Die statistische Dichtematrix legt,
wie zuvor beschrieben, die Wahrscheinlichkeit fiir jegliche Messungen am System fest. Es wird
formal angenommen, dass die Wellenfunktion in eine gemeinsame Basis {|®,,)}, aber mit unter-
schiedlichen Koeffizienten af, entwickelt werden |¢;) = 3, @’ |®,) kann, was den statistischen
Dichteoperator in

p = Z ’q)m> <(I)m‘ ﬁz ‘(I)n> <(I)n‘ = Z = Pm,n ‘(I)m> <(I)n‘ (2'32)

iiberfithrt. Das Matrixelement zum statistischen Dichteoperator p,,, repréasentiert die sta-
tistische Dichtematrix. In dieser Basis ist die statistische Dichtematrix beispielsweise durch
Pmn = (Pm| p|®n) = 3, pial,all gegeben. Eine weniger abstrakte Darstellung wird durch die
Analyse der hier betrachteten Systeme erzielt. Hierzu wird zuerst der statistische Dichteopera-
tor fiir den Fall der Eigenlosungen v () = (r|\, k) aus dem Multibandsystem innerhalb der
effektiven-Massen-Néherung

P= > PNk K[ =D paw (2.33)

ANk AN

definiert. Der statistische Dichteoperator in Abhéngigkeit der Bander pyy wird in der Ortsei-
genbasis entsprechend

pax (7 8) = (Floan ') = 3 pasvs - k(. ] (7. ) (2.34)
k

als statistische Dichtematrix dargestellt. Fiir den Fall, dass sich das betrachtete Halbleitersystem
im thermodynamischen Gleichgewicht befindet, wird die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen
den Zustand k im Band E) besetzt, durch die Ferml—Dlrac Statistik fiD(Ex) beschrieben?. Fiir
die Gewichtungskoeffizienten gilt also py xx = fi (E\(k)), woraus der Ausdruck

pa(r,r',t) Z ) - g, DY g (') (2.35)

4Die Fermi-Dirac-Statistik beschreibt die Besetzungsstatistik fiir Fermionen im thermodynamischen Gleichge-
wicht.
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2.3. Quantenstatistik

resultiert. Aus dieser Darstellung folgt unmittelbar der Zusammenhang p., = p},. fiir die Kom-
ponenten der statistischen Dichtematrix. Weiterhin ergibt sich unmittelbar die Ladungstrager-
dichte im Band X, welche durch die Diagonalelemente der statistischen Dichtematrix in der
Ortseigenbasis beschrieben wird:

TL)\(’I‘, t) = p>\>\(r7 ’l“’, t)

. Zf?Fl%)(Ek(k)) oAk, ). (2.36)
T k

r=

Das Betragsquadrat der Wellenfunktion liefert hierbei die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein
Elektron im Band A, am Ort r und im Zustand k zu finden ist. Die Fermi-Dirac-Statistik

1
1+ exp (Z’?)

gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit dieser Zustand dann im zeitlichen Mittel besetzt ist.
Die Temperatur 7" wird dabei noch mit der Boltzmann-Konstante kp gewichtet. Der Vergleich
der beiden Ansétze, ndmlich der Dichtematrix-Formalismus mit dem zustandsbasierten For-
malismus, zeigt, dass mit der statistischen Dichtematrix keine gewichtete Akkumulation tiber
die Zustédnde in A, k notwendig ist, sondern nur die Diagonale bestimmt werden muss. Um
die Eigenschaften der statistischen Dichtematrix gezielt ausnutzen zu kénnen, ist es zweckmé-
Big, eine Bewegungsgleichung aufzustellen. Diese ist dann unter Einbeziehung von geeigneten
Randbedingungen zu l6sen.

sp (E(K)) = (2.37)

2.3.2. Liouville-von-Neumann-Gleichung - Zeitentwicklung des Dichteoperators

Die Bewegungsgleichung zur Bestimmung der Zeitentwicklung des statistischen Dichteoperators
ist durch die LVNG definiert. Ihre Herleitung erfolgt unter Ausnutzung der Definition der
Dichtematrix, welche unter Verwendung der Produktregel und der Schrodingergleichung (2.1)
als

I
ihe b= [H, )] (2.38)

geschrieben werden kann. Sowohl fiir zeitabhéngige als auch dissipative Beschreibungen des
Quantentransports stellt sie die Grundlage dar [15, 16, 31].

2.3.3. Spur und Erwartungswerte

Innerhalb der Modellierung von Quantenbauelementen und Nanostrukturen ist die Analyse der
statistischen Dichtematrix letztendlich zu abstrakt, um direkte Aussagen zum Bauelement zu
treffen. FEinschlédgige Aussagen iiber das Systemverhalten lassen sich iiber die Erwartungswerte,
wie z. B. die Ladungstréger-, die Strom- und die Energiedichte treffen. Fiir einen reinen Zustand
ist der Erwartungswert (A) zum Operator A durch (| Al) festgelegt. Dementsprechend kann
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2. Grundlagen der Quantentheorie des Festkérpers

der Erwartungswert eines Zustandsgemisches als gewichtete Summe der korrespondierenden
Erwartungswerte der reinen Zustdnde des Gemisches

(A®) = D ps (i) Alu#) (2.39)

definiert werden. Eine giinstigere Darstellung kann beziiglich des statistischen Dichteoperators,
bzw. der statistischen Dichtematrix, durch

(A(#)) = tr (p(t)A) (2.40)

erreicht werden, wobei der Spuroperator tr als Summe iiber die Diagonale in einer beliebigen
orthonormalen Basis {|®,)}

tr (p(t)A) = Zzpz (Pnlthi) (il Al®n) = Zzpi (il Al®n) (P i) = Zpi (i ()| Ali(t))

(2.41)
zu interpretieren ist. In dem letzten Rechenschritt wird dabei die Vollstdndigkeit der Basis
ausgenutzt. Zuvor ist bereits die Diagonale der statistischen Dichtematrix mit der Ladungstra-
gerdichte identifiziert worden. Mathematisch entspricht dies dem Erwartungswert des quanten-
mechanischen Einheitsoperators:

na(r, 1) = (1) = o (p) = paa(r. v’ )] . (2.42)
=7
Die Formulierung der Stromdichte hdngt hingegen vom Hamiltonoperator ab, welcher das Sys-
tem beschreibt. Prinzipiell folgt die Idee der Herleitung der quantenmechanischen Kontinuitéts-
gleichung. Wie in Kapitel 3 noch genauer betrachtet wird, fithrt ein Hamiltonoperator in der
effektiven-Masse- Approximation beispielsweise zu einer Stromdichte entsprechend [51]:

—igh ,
LV . 2.4
277’L)\(’I") (V v )PAA("“ r ) -, ( 3)

=7

j/\(’l", t) =

2.4. Quantenmechanik im Phasenraum

In der klassischen Mechanik erfolgt die statistische Beschreibung mithilfe von Verteilungsfunk-
tionen innerhalb des Phasenraums in Impuls- und Ortskoordinaten. Unter Verwendung des
Hamilton-Formalismus lasst sich die zeitliche Entwicklung der Verteilungsfunktion {iber die
klassische Liouville-Gleichung beschreiben [37]. Die Erwartungswerte werden schliefllich {iber
die Momente der Verteilungsfunktion bestimmt. In Analogie zu dieser klassischen Beschreibung
wird ein Formalismus erarbeitet, der eine komfortable Phasenraumdarstellung unter Einbezie-
hung von Quanteneffekten erméglicht. Das entsprechende mathematische Handwerkszeug liefert
die sogenannte Weyl-Quantisierung [38, 39, 52-54], welche eine Verkniipfung von Operator- und
Phasenraumdarstellung unter Beriicksichtigung der Vertauschungsrelationen erlaubt. Sie soll im
Folgenden in den Blick genommen werden.
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2.4.1. Weyl-Quantisierung

Ein allgemeiner quantenmechanischer Operator A kann auf einen Ausdruck, bestehend aus dem
Kristallimpulsoperator K = P /h (P ist der Impulsoperator) und Ortsoperator R, zuriickgefiihrt
werden. Mithilfe der Distributionentheorie und der Fourier-Transformation kann der Operator
schliefflich als

1 .
A= s /dr/dC/dy/dk Alr k) exp {i[C(r — X) +y(k— )]} (2.44)

geschrieben werden. Die zusétzlichen Orts- y und Kristallimpulskoordinaten ¢ resultieren da-
bei aus der Distributionentheorie (infolge der Fourier-Transformationen der beteiligten Dirac-
Distributionen) [39, 54]. Die Funktion A(r, k) ist die Darstellung des Operators A im Phasen-
raum. Unter der Ausnutzung der Baker-Campbell-Hausdorff-Beziehung

exp{—i(CX +yK)} = exp {—iX} exp {—iyK} exp {12 [CX, yK] /2} (2.45)

sowie des Verschiebungsoperators

exp {~iyk} () = exp {1 yP | ¥(2) = vz~ v) (2.46)

kann die Wirkung des Operators A auf einen Zustand in der Ortsbasis entsprechend
() = /(;f)g /dr A (k Z;”') exp {ik (= — 1)} (r) (2.47)

formuliert werden [39]. Weiterhin soll angenommen werden, dass zu dem quantenmechanischen
Operator A eine Darstellung mit einem Integralkern K 4 entsprechend

Av(z) = /dr Ka(z,m)o(r) (2.48)

existiert. Aus dem Vergleich von (2.47) mit (2.48) liefert dies nun eine Beziehung, welche die
Integralkerndarstellung des quantenmechanischen Operators mit seiner Darstellung im Phasen-
raum verkniipft [39]:

Ka(z,r) = / (2(1:)3 A (k:, z—;—r) exp {;k (z — r)} . (2.49)

Unter der Einfiithrung der Schwerpunktkoordinate x sowie der Relativkoordinate &, wie im
Anhang A beschrieben ist
3 3

zzx+§ =X (2.50)

wird die Gleichung (2.49) in eine Form gebracht, in welcher die inverse Transformation offen-
sichtlich ist:

Ka(x+5x=5) = [ o Alkx) exp ik (2.51)

Hieraus ergibt sich nun die gesuchte Transformation, die einen quantenmechanischen Operator
mit seiner dquivalenten Phasenraumdarstellung in Verbindung setzt:
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Ak, x) = /ds exp {—ik€) K 4 (X n g,x - g) . (2.52)

Zusammenfassend kann die mit dem Operator A korrespondierende Darstellung im Phasenraum
iiber drei elementare Schritte bestimmt werden:

1. Berechnung der Integralkerndarstellung K 4 zum quantenmechanischen Operator A.

2. Transformation der ermittelten Integralkerndarstellung in die Schwerpunkt- und Re-
lativkoordinaten.

3. Die Anwendung der Fourier-Transformation beziiglich der Relativkoordinate lie-
fert schliellich die korrespondierende Phasenraumdarstellung.

In dem néchsten Abschnitt wird eine der zentralen Grofien dieser Arbeit eingefithrt, die Wigner-
Funktion. Diese kann auch als Weyl-Quantisierung des statistischen Dichteoperators aufgefasst
werden.

2.4.2. Wigner-Formalismus

Die Standardformulierung der Quantenmechanik folgt der Beschreibung in Dichtefunktionen,
welche aus der Wellenfunktion bestimmt werden. Im Hinblick auf die 6rtliche Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit des Teilchens wird das Betragsquadrat der Wellenfunktion in der Ortseigenbasis
| (x|U) |? gebildet. Das Betragsquadrat beziiglich der Impulseigenbasis | (p|¥) |? liefert hingegen
die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir die Impulse.

Unter dem Gesichtspunkt der Modellierung wére es wiinschenswert, eine Verteilungsfunktion
zur Hand zu haben, welche die Wahrscheinlichkeiten fiir beide Koordinaten, Ort und Impuls,
gleichermaflen beinhaltet.

Historie: Genau diese Verteilungsfunktion, namentlich die Wigner-Funktion, publizierte Eu-
gene P. Wigner in seinen Arbeiten iiber Quantenkorrekturen fiir das thermodynamische Gleich-
gewicht im Jahr 1932 [11, 55]. Hiermit legte er nicht nur den Grundstein fiir die dquivalente
Formulierung der Quantenmechanik im Phasenraum, sondern demonstrierte auch gleichzeitig
eindrucksvoll die Stéirke des Formalismus, indem er einen Zusammenhang zur klassischen Me-
chanik herstellte. In den darauf folgenden Jahren gab es zahlreiche theoretische Ausarbeitungen.
Diese wurden unabhéngig voneinander durch Groenewold [52] und Moyal [53] getrieben, sodass
ein vom Hilbert-Raum unabhéngiger Formalismus entstand. Ab Mitte der 1960er Jahren fand
der Formalismus dann auch Einzug ins Ingenieurswesen, wobei zuerst die Kohdrenzeigenschaften
von optischen Feldern untersucht wurden [56]. In den frithen 1980er Jahren wurden die Vor-
ziige des Formalismus fiir die Berechnung der Transporteigenschaften in Quantenbauelementen
ausgearbeitet [57, 58]. Gegen Ende der 1980er Jahre sind dann erste numerische Berechnungen
zur Analyse des Transportverhaltens in Quantenbauelementen basierend auf dem Tunneleffekt
durchgefiihrt worden [24, 59-61]. Diese Arbeiten bilden das Riickgrat fiir zahlreiche Weiterent-
wicklungen. Heute hat sich der Wigner-Formalismus als eine Alternative zur operatorbasierten
Quantenmechanik etabliert und erstreckt sich iiber einen weiten Anwendungsbereich [12], von
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2.4. Quantenmechanik im Phasenraum

der Signalverarbeitung [62] iiber Quantenchemie [63, 64] und Quanteninformationstheorie [65—
67] bis hin zur numerischen Analyse von Quantenbauelementen, zum Beispiel [18, 20, 22, 31,

S1, 60, 61, S2-S10, 68-70].

Fiir eine weitaus detailliertere Darstellung zur Historie des Wigner-Formalismus und Informa-
tionen zu den Anwendungsgebieten wird auf den kiirzlich veroffentlichten Uberblickartikel [12]
und die dort enthaltenen Referenzen verwiesen.

2.4.3. Konstruktion der Wigner-Funktion

Nun soll die mathematische Formulierung der Wigner-Funktion erfolgen. In dieser Arbeit wird
die Wigner-Funktion als Weyl-Quantisierung des Dichteoperators eingefiihrt. In diesem Sinne
wird die Darstellung des statistischen Dichteoperators (2.34) als Integralkern benotigt. Diese
ist durch den folgenden Ausdruck

Koo (2,7) = oAk ¥ar(2) 'd’;gk(’r) (2.53)
%

gegeben. Unter formaler Anwendung der Weyl-Quantisierung (2.52) ergibt sich daraus dann
schlieflich die Wigner-Funktion fyy:

v G Rot) = [ 06 exp (<ik€) S pawpr v (x4 56:) vl (x - 561
.

= /d£ €xp (_lkg) PAN <X+ g,X— §7t> = /d£ exXp (_lkg) pAD)\’ (Xagvt)
(2.54)

J

In dem letzten Schritt wird dabei die statistische Dichtematrix in Schwerpunkt- und Relativ-
koordinaten entsprechend p,(x,&,t) = pan (X + %, X — g,t) fiir eine kompaktere Notation
definiert. Mit dieser Definition ldsst sich die inverse Transformation als

PR &0 = [ S exp(ikE) v (6 k) (2:55)

(2m)

schreiben. Durch die Fourier-Transformation beziiglich der Relativkoordinate &, sprich die Ent-
wicklung in die Basis ebener Wellen, ist eine mit der Fourier-Transformation einhergehende
Unschérferelation inhédrent enthalten. Vor dem Hintergrund der quantenmechanischen Betrach-
tung kann diese Eigenschaft der Heisenbergschen Unschérferelation zugeordnet werden.

Im strengeren Sinne kann es sich bei der Wigner-Funktion nur um eine Quasi-Wahrscheinlich-
keitsverteilungsfunktion und nicht um eine echte Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion han-
deln. Im Gegensatz zu einer klassischen Verteilungsfunktion kann die Wigner-Funktion nega-
tive Werte annehmen [55, 71]. Die Erwartungswerte und Dichtefunktionen, die sich aus den
Momenten der Wigner-Funktion ergeben, bleiben jedoch weiterhin positiv. Die Physik wird
somit adédquat erfasst. Die Bereiche, in denen die Wigner-Funktion negative Werte annimmt,
konnen Verschrankungsprozesse charakterisieren [12, 55] und erlangen insbesondere im Umfeld
der Quanteninformationstechnologie eine tragende Rolle.
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2. Grundlagen der Quantentheorie des Festkérpers

(a) Schematische Darstellung einer Wigner-Funktion, die (b) Schematische Darstellung einer Wigner-Funktion fiir
aus der Uberlagerung zweier gaussformiger Wellen- eine Tunneldiode im Nichtgleichgewicht unter Beriick-
funktionen berechnet wird. sichtigung des Hartree-Potenzials.

Abbildung 2.2. Beispiele fiir Wigner-Funktionen f in Abhangigkeit der Ortskoordinate x und Wellenzahl k.

Die Wigner-Funktion von zwei in entgegengesetzt propagierenden, gaussférmigen Wellenpake-
ten ist schematisch in Abbildung 2.2a dargestellt. Im Phasenraum kommt es hierbei, wie aus
Abbildung 2.2a ersichtlich ist, zu einem einzigartigen Interferenzmuster zwischen den beiden
Wellenfunktionen, welches auch negative Werte annimmt. Dieses Interferenzmuster kennzeich-
net die Verschrankung der beiden Wellenfunktionen und verschwindet im kohérenten Fall auch
dann nicht, wenn die Wellenfunktionen sich unendlich weit voneinander entfernen [55].

Ein weiterer Grund, der die Wigner-Funktion als Quasi-Wahrscheinlichkeitsfunktion auszeich-
net, spiegelt sich bei der numerischen Analyse von Multibandmodellen wider, welche insgesamt
in der Literatur bisher nur wenig Beachtung gefunden haben [S1, S11, 72-75]. Wahrend die Dia-
gonalkomponenten hinsichtlich des Bandindizes A = X reelle und, wie oben erliutert, teilweise
negative Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktionen [11, 39] beschreiben, stellen die Ne-
bendiagonalen A # X\ komplexwertige Funktionen dar [S1, 76]. Dieser Zusammenhang ist direkt
aus den Nebendiagonalen der statistischen Dichtematrix pyy = pL , ersichtlich, sodass offenbar
auch fiir die Komponenten der Wigner-Funktion der Beziehung fyy = f;\, , gilt. Anschaulich
spiegeln diese komplexwertigen Funktionen den endlich andauernden Ubergang zwischen den
Béndern wider.

FEin weiteres Beispiel einer Wigner-Funktion ist fiir den Fall einer resonanten Tunneldiode
(RTD) im Nichtgleichgewicht basierend auf dem Elektronentransport im Leitungsband in Ab-
bildung 2.2b schematisch dargestellt. Im Bereich der Kontakte, welche an die Grenzen der
x-Richtung ankniipfen, sind die einflielenden Ladungstriager im Leitungsband durch die klas-
sische Fermi-Dirac-Statistik beschrieben. Innerhalb des Bauelements wird deutlich von dieser
Statistik abgewichen. Der Punkt, der hiermit betont werden soll, ist, dass die Quantenstatis-
tik im Nichtgleichgewicht und insbesondere in Quantenbauelementen stark von der klassischen
Beschreibung abweicht. Um die damit verbundenen Effekte zu erfassen, bedarf es einer Metho-
de, mit welcher die Wigner-Funktion fiir beliebige Quantensysteme sowohl stationér als auch
transient berechnet werden kann. Diesen Aspekt adressiert gerade die WTG, welche in Kapitel
3 fiir verschiedene Modelle hergeleitet wird.
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2.4. Quantenmechanik im Phasenraum

2.4.4. Momente der Wigner-Funktion - Erwartungswerte im Phasenraum

Ein wesentlicher Vorteil ist, dass die Erwartungswerte in Analogie zur klassischen Mechanik
iiber die Verteilungsfunktion bestimmt werden [38, 39]. Mit der Wigner-Funktion sind die Er-
wartungswerte einer beliebigen Observablen (Ayy/) beziiglich der Matrixelemente unter Bertick-
sichtigung der verschiedenen Bénder als

() = (akdawlion) = [ Soax A k) - fax (k. 1) (2.50)

definiert. Hieraus ergibt sich die Ladungstragerdichte n) des Bands A als Moment nullter Ord-
nung aus den Diagonalelementen der Wigner-Funktion zu:

n)\(X7t) = p)\D)\(X7£ = 07t) = / % f)x/\(X?k:7t)' (257)

Unter der Voraussetzung, dass nur ein Band betrachtet wird, wie zum Beispiel fiir den in der
Literatur vorherrschenden Fall des Intrabandtransports, zum Beispiel [22, 24], kann auf die
dezidierte Darstellung des Bandindex A verzichtet werden. Im Ergebnis liegt dann der konven-
tionelle Ausdruck fiir die Ladungstrigerdichte n(x,t) = [ 9% f(x, k,t) vor [23]. Fiir die hier
betrachteten Hamiltonoperatoren kann die Stromdichte jy, welche durch das Band A\ getragen
wird, aus den Diagonalelementen der Wigner-Funktion als Moment erster Ordnung ermittelt
werden:

. . qh D dk Rk
Iaxt =—-i——V 1Y ngat ’ =(q o 7.]6\/\ X7k7t . 2.58
00t) = =i S VR en| | =a [ 58 s iteko. @259
Die Phasenraumdarstellung des Stromoperators fik/my(x) kann hierbei geméfi den Newton-
schen Gesetzen mit der Geschwindigkeit eines Teilchens mit dem Impuls hk verkniipft werden.
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3. Modellierung des Quantentransports

Das Fundament fiir die Modellierung des Quantentransports auf Grundlage der statistischen
Dichtematrix bildet die quantenmechanische Bewegungsgleichung, namentlich die Liouville-von-
Neumann-Gleichung. Hierauf sollen in diesem Kapitel verschiedene theoretische Modelle zur
Analyse des Quantentransports erarbeitet werden.

Hierzu wird in Abschnitt 3.1 zunéchst eine niederdimensionale Beschreibung der Bauelemente
unter Ausnutzung der geometrischen Symmetrie eingefithrt. Im Anschluss werden in Abschnitt
3.2 die in der Literatur vorwiegend eingesetzten Intrabandmodelle unter Annahme einer kon-
stanten effektiven Masse erarbeitet, welche den Ausgangspunkt fiir die Modellierung darstellen
werden. Anschliefend wird die Modellkomplexitit sukzessive erweitert. Dabei wird zuerst auf
die fiir Heterostrukturen relevante, ortsabhingige effektive Masse eingegangen. Die Erweite-
rung der Theorie im Hinblick auf Interbandmodelle erfolgt in Abschnitt 3.3, die eine Erfassung
von Bandkopplungsmechanismen erlaubt. In Abschnitt 3.4 wird ein zeitabhéngiges Multisub-
bandmodell auf Basis der Mode-Space-Approximation zur Analyse rdumlich mehrdimensionaler
Bauelemente in den Blick genommen. AbschlieBend wird auf die Modellierung der Elektron-
Phonon-Wechselwirkung in Abschnitt 3.5 eingegangen.

3.1. Niederdimensionale Beschreibung der Bauelemente

Die geometrischen Symmetrien von Bauelementen spielen in der Modellierung eine zentrale
Rolle, da nur Komponenten der Wellenfunktion explizit in die Rechnung einbezogen werden
miissen, in denen keine Symmetrie beziiglich des Gitters vorliegt. Auch externe, angelegte Fel-
der heben diese Symmetrie auf. Hierdurch miissen nur die Richtungen einbezogen werden, bei
welchen die letzten beiden Punkte gelten, wodurch in der Regel eine Reduktion des numeri-
schen Rechenaufwands ermoéglicht wird. Um dies anhand eines Beispiels zu verdeutlichen, wird

Abbildung 3.1. Schematische Darstellung einer Heterostruktur der Lange L,. Die Kontaktbereiche werden
iiber die Reservoire, welche in Kapitel 5 im Detail beschrieben werden, modelliert. Die Ande-
rung der Materialeigenschaften (unterschiedliche Farben) erfolgt nur entlang der z-Richtung.
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eine Heterostruktur betrachtet, wie in Abbildung 3.1 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass eine
Anderung der Materialeigenschaften nur in die Schichtrichtung z erfolgt. Im Ergebnis wird das
entsprechende Potenzial der Heterostruktur auch nur von der Schichtrichtung z abhéngig sein.
Basierend auf diesen Ergebnissen bietet sich im Folgenden ein Separationsansatz an.

Separationsansatz fiir die Wellenfunktion: Die zur Schichtrichtung z laterale Richtung |
wird unter der Annahme von periodischen Randbedingungen modelliert. Fiir jeden Punkt in-
nerhalb der Schichtstruktur unterliegt die laterale Richtung somit der Translationsinvarianz des
Gitters. Diese Betrachtung erlaubt eine direkte Separation der Wellenfunktion. In der Naherung
der Einhiillenden-Funktion lésst sich dieser Ansatz als

exXp (1karH)

w)\("'7t) = ¢)\(Z7t) ’ \/Z

(3.1)

formulieren [45]. Der Anteil exp (ikllrll) /V/A spiegelt die Translationsinvarianz der Struktur in
transversaler Richtung r|| wider. Die Konstante A normiert die Wellenfunktion beziiglich der
lateralen Flache. Die Schichtrichtung z, hier auch die Transportrichtung, unterliegt hingegen
nicht mehr der Translationsinvarianz und wird daher durch eine eigene Einhiillende ¢y (z,t) mit
ortlicher Abhéngigkeit erfasst.

Zweiband-Schrodingergleichung fiir die Einhiillenden-Funktion: Unter Beriicksichtigung ei-
nes Leitungsbands (A = ¢) und eines Valenzbands (A = v) reduziert sich die Multiband-
Schrodingergleichung in der Einhiillenden-Néherung (2.29) formal zu:

. 0 ¢c('r t) /Hcc Hcv T;Z)c(r t)
h— ’ = . ’ . 3.2
ot (%(r,t) Hoe Hou )\ 0l ) 3.2)
Die Hamiltonoperatoren werden dabei aus den Definitionen in (2.29) mithilfe von (2.27) und
(2.30) abgeleitet. Die Diagonalkomponenten beschreiben das Leitungsband H.. sowie das Va-
lenzband H,, und sind entsprechend
e o1 h? 1

Hcc = _?Vmc(r)v + Ec(r) + U(T‘) va = +?me(r>

V+Ey(r)+U(r) (3.3)

definiert, wobei die negative effektive Masse der Locher im Valenzband Beriicksichtigung fin-
det. Die Nebendiagonalelemente beschreiben die Bandkopplungsmechanismen, welche von den
Impulsmatrixelementen abhingig sind.

Bestimmung der Impulsmatrixelemente: Die Orbitale des Leitungs- und Valenzbands setzen
sich am Entwicklungspunkt! typischerweise aus Uberlagerungen von s- und p-Orbitalen zusam-
men [36, 45]. Diese Konfigurationen sind durch die Blochamplituden |S) fiir s-Orbitale und
|X),|Y) und |Z) fiir p-Orbitale festgelegt, sodass sich die Impulsmatrixelemente entsprechend

Pew = Py = (Slpz| X) = =17 (5|0:|X) = ih (S]0.]Y) = ih(5]0|Z) = ihP (3-4)

!Bei direkten Halbleitern ist dies der I-Punkt.
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formulieren lassen? [34]. Die Bandliickenenergie ergibt sich aus der Differenz der betrachteten
Béander E, = E. — E,. Mit diesen Beziehungen resultieren die Nebendiagonalelemente, welche
die Bandkopplung beschreiben, in [72]:

h2P

W =, = —
(&10) ve mOEg

VU(r). (3.5)

Der Separationsansatz fiir die Einhtillenden-Funktion (3.1) wird nun unter Beriicksichtigung der
Hamiltonoperatoren, (3.3) und (3.5), in die Schrodingergleichung (3.2) eingesetzt. Die Differen-
tiation beziiglich des lateralen Anteils wird explizit ausgefithrt. Im Ergebnis liegt schlieflich
ein System von gekoppelten eindimensionalen Schrodingergleichungen fiir die Einhiillenden-
Funktionen vor [74]:

2 k2 2
ihgqbc(z,t) — {_ha1a +E(2) + U(2) + '} bo(2,1) LN U(2) dol(2,t)

ot 2 0zme(z) 0z 2mc(z) B moE, 0z

Hee(2) Heo(2)

0 o 1 9 hkj) hP 0
lha@;(«z»t) — {—’—26377%(2)63 + E,(2) +U(z) + 5 (2) ou(2,t) “moE, %U(Z) oc(2,1).

How(2) Hoe(2)

(3.6)

\ J

Zur weiteren Vereinfachung bei der Auswertung wird das gesamte Potenzial V\(z) = Ex(z) +
U(z) des Bands A definiert, welches sich aus der ortsabhéngigen Bandkantenenergie F)(z) und
dem Hartree-Potenzial U(z) zusammensetzt.

Zweiband-Liouville-von-Neumann-Gleichung: Da die Wellenfunktion in lateraler Richtung
bereits tiber den Separationsansatz (3.1) festgelegt ist, ist es ausreichend die statistische Dich-
tematrix in den Koordinaten der Transportrichtung pay (2, 2/, t) = (z|pan|z’) zu betrachten. Mit

der LVNG (2.38) sowie dem Einfiigen des quantenmechanischen Einheitsoperators® zwischen
Hamilton- und Dichteoperator fiithrt dies zu:
Pcc Hcc(’z) - HZC(’Z/) _Hlv(zl) Hc’u(z) 0 Pec
1h§ Pev _ _ch(’z/) Hcc(z) - Hj}v (ZI) 0 Hcv (Z) Pev
ot Puc ch(z) 0 H'uv(z) - ch(zl) _Hlv(zl) Puc
Pov 0 ch(z) 77-[;[)0(2,) va(z) - Hlv(z/) Pov
~—— N——

p £ P
(3.7)

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird auf ein explizites Ausschreiben der Ortsabhingigkeit
2,2 und der Zeit ¢ innerhalb der statistischen Dichtematrix verzichtet. Der Operator £ wird

2Eine formale Verkniipfung des Impulsmatrixelements P kann zu dem iiblicherweise verwendeten Kane-
Parameter [36] geméf ifiP = i7® Pkane gefunden werden.
*In der Ortsbasis ist der quantenmechanische Einheitsoperator iiber die Beziehung [ dz" [2”) (2”'| definiert.
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auch als Liouville-Operator bezeichnet. Seine Elemente setzen sich aus Linearkombinationen
der Hamiltonoperatoren, (3.3) und (3.5), zusammen. Die einzelnen Hamiltonoperatoren sind
zwar jeweils selbstadjungiert, sodass auf die explizite Darstellung von t verzichtet werden kann,
aber im Hinblick auf die Einbindung eines komplex absorbierenden Potenzials in Abschnitt 5.2
soll die theoretische Ausfithrung der Adjungierung dennoch beriicksichtigt werden.

3.2. Intraband-Quantentransport

Die Diagonalelemente py) mit A € c¢,v der Dichtematrix erfassen die Dynamik innerhalb
des Bands A. Falls die Kopplung zu den anderen Béndern vernachldssigt werden kann, z.
B. bei unipolaren Halbleiterstrukturen mit einer groflen Bandliicke, dominiert der Intraband-
Quantentransport das Systemverhalten entsprechend:

ih%fm(z, 2 t) = {HM(z) — ,HI\)\(Z/)} pan(z, 21 1). (3.8)

Das genaue Band A spielt im weiteren Verlauf keine entscheidende Rolle. Auf eine dezidierte
Darstellung des Bandindex A kann somit verzichtet werden. Bei der Auswertung der Transport-
gleichung (3.8) sind zwei Félle zu unterscheiden:

« Ortlich konstante effektive Masse: Im Umfeld der Modellierung der elektrischen Ei-
genschaften von Quantenbauelementen wird iiberwiegend eine konstante effektive Masse
vorausgesetzt [20, 23, 24, 28, 59, 61, 65, 68-70, 77-83]. Wahrend dieses Modell zur Be-
schreibung von Homostrukturen mit beliebigen Dotierungsprofilen angewendet werden
kann, ist der Einsatz fiir Heterostrukturen nicht gerechtfertigt. Oftmals wird es dennoch
zur Evaluation neuer numerischer Methoden fiir die WT'G anhand von Heterostrukturen
herangezogen, da durch die Annahme einer konstanten effektiven Masse eine vergleichs-
weise simple partielle Integro-Differenzialgleichung zu l6sen ist, die in ihren Grundziigen
grofie Ahnlichkeit zur bekannten BTG aufweist [12].

« Ortlich variierende effektive Masse: Zur adiquaten Modellierung von Heterostruk-
turen ist die korrespondierende Einbindung der ortlichen Variation der effektiven Masse
eine Grundvoraussetzung. In der Literatur findet dieser wichtige Anwendungsfall jedoch
weitaus weniger Beachtung [22, S9, S11, S12, 84-87]. Im direkten Vergleich zur konstan-
ten effektiven Masse resultiert die Beriicksichtigung der ortlichen Variation der effektiven
Masse in mathematisch deutlich komplexeren Transportgleichungen.

3.2.1. Ortlich konstante effektive Masse

Die Auswertung der Differenz der Hamiltonoperatoren in (3.8) mithilfe von (3.3) liefert unter

Annahme einer konstanten effektiven Masse? m:
n [ 92 0?2
— / —_ [ — — /
H(z) — H(Z) - {8272 8z’2} +{V(z) = V(= )} ) (3.9)

Um diesen Ausdruck in die Phasenraumdarstellung zu tiberfithren, wird die Weyl-Quantisierung
angewendet.

4Die negative effektive Masse des Lochersystems ist in dieser Darstellung nicht beriicksichtigt.
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3.2. Intraband-Quantentransport

Liouville-von-Neumann-Gleichung: In einem ersten Schritt wird die Transformation in Schwer-
punkt- und Relativkoordinaten vorgenommen. Fiir eine kompakte Notation wird die Funktion

B(X,E)—V<x+§) —V(x—§> (3.10)

eingefithrt. Der Zusammenhang zwischen den Ableitungen der Koordinaten z, 2z’ und den Schwer-
punkt- und Relativkoordinaten x, £ zur Transformation von (3.9) ist im Anhang A beschrieben.
Hiermit resultiert (3.8) schliefllich in der LVNG-RS entsprechend:

9 p
at”

1h88D

(660 = 2P 06D+ FB00E P, G

Auf der physikalischen Ebene stellt der erste Term die Diffusionsprozesse dar, wiahrend der
zweite Term, proportional zur Funktion B, die Driftbewegungen infolge elektrischer Felder
beschreibt. Der korrespondierende Driftoperator zeigt mit

B(x,§) = —B(x, —¢) (3.12)

eine ungerade Paritédt beziiglich der Relativkoordinate &.

Wigner-Transportgleichung: Der zweite Schritt der Weyl-Quantisierung fithrt schlief8lich iiber
die Fourier-Transformation beziiglich der Relativkoordinate £ zur Bewegungsgleichung im Pha-
senraum. Entsprechend der Fourier-Transformation sind dabei alle Produkte von Funktionen
in Abhéngigkeit der Relativkoordinate ¢ mit Faltungsintegralen der Fourier-Transformierten in
Abhéngigkeit der Wellenzahl k verkniipft. Eine besondere Bedeutung erlangt der Diffusionsope-
rator, wie nachfolgend beschrieben wird. Die formale Anwendung der Fourier-Transformation
auf den Diffusionsoperator resultiert mithilfe des Gaufischen Satz in [S8]:

e [ A exp(-ik) 2P (n,60) =

e’

- / A (~ik) exp(~ Tk (1,6, 0)| =~ 2L, ki)
(3.13)

Die Relativkoordinate & wird iiber den gesamten Raum integriert. Da die Wellenfunktion ei-

ne quadratintegrierbare Funktion {iber die Lo-Norm darstellt und daher im Unendlichen ver-

schwindet, gilt dieser Zusammenhang gleichermaflen auch fiir die statistische Dichtematrix. Der

Oberflachenterm in (3.13) verschwindet somit. Als Resultat liegt somit die WTG fiir den Fall

einer konstanten effektiven Masse vor [23, 24]:

h 0
17@ exp(-lkﬁ)pD(X, 67 t)

0

50 Oo ki) = —fff h/ Xk —K) - fO K, t). (3.14)

Der Integralkern V innerhalb des Faltungsintegrals repréasentiert die Fourier-Transformierte des
Driftoperators:

V(&) = /dg exp (—ik€) - B(x, &) = /dg exp (—ike) - {v (X + g) v <X - g)} . (3.15)
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Der Driftoperator im Phasenraum stellt somit einen nichtlokalen Operator beziiglich der Wel-
lenzahl k dar.

Anmerkung: In der Praxis erweist sich die Annahme eines unendlich ausgedehnten Rechenge-
biets beziiglich der £-Richtung jedoch als schwierig und es wird auf endliche Rechengebiete fiir
die Berechnung zuriickgegriffen. Rein formal ist eine Vernachldssigung des Oberflichenterms
dann nicht mehr gerechtfertigt. Dieser wichtige Aspekt wird im Detail in Kapitel 5 adressiert.

Kontinuitatsgleichung und Stromdichte: Aus der WTG (3.14) kann durch Integration iiber
den Wellenvektor k eine Kontinuitatsgleichung

0 10 .

hergeleitet werden [23]. Hierdurch gelingt die Verkniipfung der Wigner-Funktion mit der Strom-
dichte. Unter Ausnutzung des Zusammenhangs zwischen Wigner-Funktion und Ladungstriager-
dichte (2.57) liefert die linke Seite von (3.14) nach Integration iiber die Wellenzahl k:

0 dk 0
— )= | — =— k,t). 3.17
bt = [ 55 510Gk ) (317)
Auf der rechten Seite verbleibt hingegen ein Integral iiber den Drift- als auch Diffusionsopera-
tor. Zuerst sollen die Eigenschaften des Driftoperators untersucht werden. Da das systematische
Vorgehen zur Herleitung der Kontinuitatsgleichung aus der WTG konzeptionell gleich ist, wer-
den im Folgenden einige Zwischenschritte fiir das bessere Verstédndnis angegeben. Ferner sollen

die gewonnenen Kenntnisse in die Entwicklung der numerischen Methoden einflieBen WTG [S9].

Der Driftoperator beinhaltet als Integralkern den Ausdruck V(x,k — k') gemiB (3.15). Da
die Reihenfolge der Integration an dieser Stelle vertauschbar ist, kann zuerst die Integrati-
on iiber k vor der in k' ausgefithrt werden. Auf dieser Grundlage kann {iber die Beziehung

% exp(—ik€&) = 0(&) eine Dirac-Distribution eingefiihrt werden. Zusammengefasst ergibt sich
somit:

/ (;]:r / de / dk exp(—i(k = K)E)B(x.€) - fO. k', t) =
/ dk’ / d¢ exp(+ik'€) - 6(€) - B(x, &) - f(x. k', ).

Nun kann die Ausblendeigenschaft der Dirac-Distribution in (3.18) ausgenutzt werden:

(3.18)

[k [ g exp(+iK3(€) - BOGE) - F0GH ) = Bu§=0) [ WS (k) =0, (3.19)

Aufgrund der ungeraden Paritéat der Funktion B(y, £) hinsichtlich der Relativkoordinate £ ergibt
sich fiir den Ausdruck an der Stelle B(x, £ = 0) = 0. Daraus folgt, dass der gesamte Term Null
ist und keinen Beitrag zur Stromdichte liefert.

Bei der Betrachtung des Diffusionsoperators werden Integration nach k£ und Differentiation nach
X vertauscht, daraus ergibt sich aus dem Vergleich mit (3.16) der anschauliche Ausdruck:

0 [dk hk

— o= | 5- — (kD)=

ax) 2r m (x, ). (3.20)

—— =]
q Ox
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3.2. Intraband-Quantentransport

Folglich ist die Stromdichte j {iber die Beziehung

/dk‘ ekt (3.21)

mit der Wigner-Funktion verbunden. Im stationdren Fall stellt die Stromdichte eine ortlich
konstante Funktion dar.

Mit einem analogen Vorgehen ergibt sich durch Auswertung der LVNG-RS (3.11) an der Rela-
tivkoordinate £ = 0 die Stromdichte j zu:

j(m)__ﬁﬁ ho [0
= g esn| = {8£ <x,§t>]50}. (3.22)

Die Stromdichte ist folglich mit dem imaginéren Anteil der statistischen Dichtematrix verkniipft.

3.2.2. Ortlich variierende effektive Masse

Im Hinblick auf die Modellierung von Heterostrukturen ist nicht nur die Einbindung der Band-
diskontinuitaten, sondern auch die korrespondierende ortliche Variation der effektiven Masse
notwendig [22, S9, S12]. Unter Beriicksichtigung der ortlichen Variation der effektiven Masse in
(3.3) kann die Differenz der Hamiltonoperatoren aus der LVNG (3.7) in

N Rfo 1 9 9 1 9 o PR 1
H(z) = H(=) = - {8zm()82 0z m(2' )5Z}+{ —VE T 2 {m(z)_m(z’)}

(3.23)
tiberfithrt werden. Wiahrend sich die Terme beztiglich des lateralen Anteils des Wellenvektors k;,
fir den Fall einer konstanten effektiven Masse gegenseitig aufgehoben haben, ist dieser Term fir
den Fall der ortlichen Variation der effektiven Masse zu beriicksichtigen. Fiir eine iibersichtliche
Darstellung nach Anwendung der Koordinatentransformation werden die Ausdriicke beziiglich
der effektiven Masse zusammengefasst und anschlieffend iiber die Funktionen

1 1

m+(x, &) = - (X+ §> + - (X_ 5) (3.24)

2
definiert. Die Funktion m(x, &) (m—(x,&)) weist eine gerade (ungerade) Paritét beziiglich der
Relativkoordinate ¢ auf. Weitere Vereinfachungen kénnen durch die folgenden Zusammenhénge
zu den Ableitungen der definierten Funktionen my [22]

0 1 o 1 0 10

Dz m(z’) _0:+£m(z) = a7 85 m4(x,§) = iaim—(%f) .
J 1 - o 1 0 m (0, €) = 10 (0.€) (3.25)
dzm(z) @m(z) 85 X8 20y X:§

erzielt werden. In der Literatur ist es dabei gebrduchlich, die Ableitungen der Funktionen
m4(x, &) in Richtung der Relativkoordinate ¢ mithilfe von (3.25) in dquivalente Ableitungen
beziiglich der Schwerpunktkoordinate x umzuformen® [22, 84-87].

®Eine Auswertung der umgekehrten Verhéltnisse ist in der Literatur noch nicht vorgenommen worden und wére
prinzipiell ein interessanter Ansatzpunkt fiir weitere Arbeiten.
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3. Modellierung des Quantentransports

Liouville-von-Neumann-Gleichung: Mit diesen Voriiberlegungen resultiert die LVNG-RS fiir
den Operator (3.23) unter Ausnutzung der Definitionen (3.24) und deren Zusammenhéngen
untereinander (3.25) schliefilich in:

570060 = 50O 135 6t + 5 { (52m-(00) 5 +miu O | 5or et

ih 0 1

5 { (gm0 ®) g+ mo(©) 862}p0<x,5,f>+mB(x,@-pD(x,s,t)

_%kﬁ tm— (X,ﬁ)pD(X,ﬁ,t)
(3.26)

Da der Transport im Wesentlichen innerhalb der Extrema der Bandstruktur in der Umgebung
des Fermi-Niveaus stattfindet [44], sind die fiir den Transport relevanten Anteile des latera-
len Wellenvektors k| gering. Zusétzlich ist der Differenzenterm m_(x,§) entweder Null oder
nimmt kleine Werte an. Auf dieser Grundlage kann der letzte Term in (3.26) proportional zu
kzﬁm_(x, €) in erster Ndherung vernachlissigt werden [22, 84]. Eine Einbindung des Terms ist
mit einem erheblichen Mehraufwand bei der Losung verbunden, da die Transportgleichung fiir
jeden Wert des lateralen Wellenvektors k|| gelost werden muss [85].

Wigner-Transportgleichung: Durch die Anwendung der Fourier-Transformation beziiglich der
Relativkoordinate £ ldsst sich die LVNG-RS (3.26) in die entsprechende WTG unter Bertick-
sichtigung der ortlichen Variation der effektiven Masse als

ih [ dk 1 02 ih [dk' O _
sl0ek) =3 [ Som_ (k=K 1oz f0ak. 0+ 5 [ 5 S ok = k)

9 /

DN | =

in [ dk . 0 ih (dk' O _
5 | 9.+ (X; k — k') - (iK') - af(x,klﬂf)‘F 5/27&”% (k=K (k) f(x. k1)
ik dk:’ i dk’ -

+g [ G ok = k) @02 F0u k0 + 5 [ S0V ok = K)- fOu kD)

(3.27)

schreiben [22, S9, 84]. In Analogie zum vorangegangenen Abschnitt wird eine quadratintegrier-
bare statistische Dichtematrix vorausgesetzt. Oberflachenterme sind daher nicht zu beriicksich-
tigen. Die Integralkerne m4 (x, k) in den Faltungsintegralen innerhalb der WTG (3.27) sind als
Fourier-Transformationen der Funktionen m

- . . 1 1
s (k) = [ € exp (<ik€)-mac(x. ) = [ d exp (~ike). [m g g O

definiert [22, S9, 84]. Wahrend im Fall der konstanten effektive Masse (3.14) nur der Drift-
operator nichtlokal ist, sind bei der Variation der effektiven Masse alle Operatoren nichtlokal
beziiglich der Wellenzahl k.
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3.3. Interband-Quantentransport

Verbindung zur Wigner-Transportgleichung mit konstanter effektiver Masse: Unter An-
nahme einer konstanten effektiven Masse ist (3.27) systematisch in (3.14) zu tiberfiithren. Die
dabei gewonnenen Kenntnisse sollen fiir die Entwicklung der numerischen Verfahren genutzt
werden. Gebrauchliche numerische Methoden zur Einbindung einer ¢rtlichen Variation der ef-
fektiven Masse in der Literatur sind bei der Anwendung auf Problemen mit einer konstanten
effektiven Masse mit Problemen® behaftet [22, 84].

Bei der Untersuchung der Integralkerne m ist festzustellen, dass die Integralkerne proportional
zur Funktion m_ keinen Beitrag liefern, wie aus den Definitionen (3.24) und (3.28) ersichtlich ist.
Auflerdem nimmt die Ableitung der Funktion %ﬁu(x, €¢) den Wert Null an, da die zugrunde-
liegende Funktion m4 (x, §) eine Konstante darstellt. Der einzig verbleibende Term im Kontext
der effektiven Masse kann unter Ausnutzung der Dirac-Distribution [ d€exp(—i(k — k')§) =
2r0(k — k') als

: /

o S5 [agew (-ik - K)g)

’ﬁl+ (Xvk_k,)

) Lok =" okt (329

2
m Ox m Ox

geschrieben werden. Schliisseleigenschaft ist die Ausblendeigenschaft der Dirac-Distribution an
der Stelle £ = 0, welche in das numerische Verfahren eingearbeitet werden soll.

Kontinuitatsgleichung und Stromdichte: Mit einer analogen Vorgehensweise wie im vorange-
gangenen Abschnitt 3.2.1 wird eine methodische Verkniipfung zur Kontinuitétsgleichung durch
eine Integration iiber den Wellenvektor erzielt. Aufgrund der Ausblendeigenschaft der nach In-
tegration vorliegenden Dirac-Distribution liefern nur noch Integralkerne mit gerader Paritdt
einen Beitrag zur Stromdichte. Nach der partiellen Integration der verbleibenden zwei Terme
mit gerader Paritdt M, lasst sich die Stromdichte j zu

1 dk Rk

6]'(X7t) = % m(X)f(Xvkvt) (330)

bestimmen [S9, 84, 85].

Durch Untersuchung der LVNG-RS (3.26) an der Stelle £ = 0 kann ein Zusammenhang fir die
Stromdichte aus der statistischen Dichtematrix entsprechend

q m(x) 0¢”

hergeleitet werden.

RN B
(X7§7t)‘£:0 - m(X) Jm{aé-p (X’£7t)’£:0} (331)

3.3. Interband-Quantentransport

Der Interband-Quantentransport spielt eine grofle Rolle bei vielen modernen Komponenten
der Nanoelektronik. Im Wesentlichen basieren die Bauelemente auf dem Interbandtunnelef-
fekt, welcher auch als Zener-Tunneleffekt bekannt ist [88, 89]. Dieser Effekt beschreibt das

5Die Nebendiagonalelemente des diskreten Diffusionsoperators nehmen bei numerischer Berechnung nicht den
Wert Null an, wie es eine direkte Diskretisierung des Diffusionsoperators fiir den Fall einer konstanten ef-
fektiven Masse erfordert. Weiterhin kénnen Probleme im Hinblick auf den Massenerhalt festgestellt werden
[84].

35



3. Modellierung des Quantentransports

Tunneln von Leitungsbandelektronen in das Valenzband ohne Energieinderung und umge-
kehrt. In Abbildung 3.2 ist der Zener-Tunneleffekt fiir einen hoch dotierten pn-Ubergang, ei-
ner sogenannten Esaki-Diode, unter Einwirkung einer Vorspannung schematisch dargestellt.
Ein bekannter Vertreter dieser Bauelementklasse ist beispielsweise der sogenannte Tunnel-

Abbildung 3.2. Schematische Darstellung eines Interbandtunnelprozesses am Beispiel einer vorgespannten
Esaki-Diode. Ein durch den schwarzen Punkt konzeptionell dargestelltes Elektron tunnelt
vom Leitungsband E. ins Valenzband E,.

Feldeffekttransistor (TFET). Wegen der grundsitzlich verschiedenen Funktion zur Steuerung
des Kanals ist der TFET ein geeigneter Kandidat fiir eine weitere Miniaturisierung der Transis-
toren’. Andere Bauelemente, die auf diesem Effekt basieren, wie z. B. die Resonante Interband-
Tunneldiode (RITD), erlauben die Entwicklung hocheffizienter, schneller Komponenten fiir die
Hochfrequenztechnik, zu welchen Verstirker, Oszillatoren und Schalter zédhlen [90].

Fiir die Modellierung dieser Komponenten, welche auf dem Interbandtunneleffekt basieren,
ist somit die Einbeziehung von Bandkopplungsmechanismen erforderlich. Der Zusammenhang
hierzu ist bereits durch das Zweibandmodell (3.7) eingefiihrt worden. Dieses Modell soll im
folgenden Abschnitt von der LVNG-RS in die WTG {iiberfithrt werden. Dabei wird in Abschnitt
3.3.1 zunéchst eine allgemeine Form hergeleitet, welche auch die 6rtliche Variation der effektiven
Masse mit einschlieft. Fiir die spateren numerischen Analysen wird das Modell unter Annah-
me einer konstanten effektiven Masse in Abschnitt 3.3.2 vereinfacht. Mit dieser Vereinfachung
ergeben sich dann die in der Literatur bekannten Modelle der Multiband-WTG [72-74].

3.3.1. Formulierung des gekoppelten Transportproblems

Bevor die Transformation in Schwerpunkt- und Relativkoordinaten erfolgt, wird zuerst eine
zum elektrischen Feld korrespondierende Grofle £ als Hilfsgréfle iiber den Ausdruck

E(z) = ;U(z) (3.32)

"Unterschwellensteilheiten von unter 60mV /dec sind bereits erzielt worden.
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3.3. Interband-Quantentransport

eingefithrt. Mit dieser Hilfsgrofle lassen sich die Interbandkoppelterme H., und H,., welche den
Gradienten des Potenzials enthalten, im weiteren Verlauf deutlich iibersichtlicher beschreiben®.

Interband-Liouville-von-Neumann-Gleichung: Unter Beriicksichtigung der ortsabhéngigen ef-
fektiven Masse des Valenzbands als auch des Leitungsbands werden sdmtliche Matrixelemente
des Liouville-Operators (3.7) mithilfe der Schrodingergleichung (3.6) aufgestellt. Anschliefend
werden die Matrixelemente in Schwerpunkt- und Relativkoordinaten transformiert.

Um eine kompakte Notation zu gewéhrleisten, ist es zweckméflig, die Abkiirzungen m+ be-
ziglich der effektiven Massen und den Driftoperator B zu generalisieren. Diese Abkiirzungen
werden fiir den Multibandfall wie folgt definiert

N 1 1

myy (X, §) = o (X+ §> + . ( B g) AN €ee v, (3.33)
und
B (x, &) = V) (X + g) — Vy (X — g) AN € e, (3.34)

Der Driftoperator By weist beziiglich der Relativkoordinate £ eine ungerade Paritdt unter
einfacher Permutation der Bandindizes auf Byy(x,&) = —Bwa(x, —§). Weiterhin kann ein
Zusammenhang zwischen den Ableitungen der Abkiirzungen mi\, (x, &) angegeben werden:

o 1 9 1 o . 18
%mc(z’) =0=+ oz mv(z) = %mCU(X?g) - 5&”%0()(75) (3 35)
o 1 o 1 0 ' '

1 _
&mc(z’) =0=- @mv(z) - ggmz;(%f) = §am”C(X’£)

Im Ergebnis liegen wiederum zwei theoretisch dquivalente Optionen zur Formulierung der Trans-
portgleichungen vor. Einerseits konnen die Ableitungen der Abkiirzungen m)i\A, beziiglich der
Schwerpunktkoordinate x aufgelost werden. Andererseits existiert eine Variante, bei welcher ei-
ne Umstellung beziiglich der Relativkoordinate £ erfolgt. In dieser Arbeit wird die erste Option
verfolgt®. Dies erméglicht auch weiterhin, dass die Gleichungen im Grenzfall des entkoppelten
Multibandsystems in die Modellgleichungen des in der Literatur gebrduchlichen Intrabandtrans-
ports (3.27) iibergehen.

Zusammen mit den Definitionen (3.33) und (3.34) sowie den Beziehungen (3.35) ergibt sich die
den Interbandtransport charakterisierende LVNG-RS zu:

$Weiterhin bietet diese Betrachtung hinsichtlich der Diskretisierung (siche Abschnitt 6) einen Vorteil, da sich
die Auswertung des sich ergebenden Ableitungsoperators beziiglich der Koordinaten z,z’ in Schwerpunkt-
und Relativkoordinaten deutlich aufwendiger gestaltet.

9Natiirlich ist fiir diese Gleichung eine Reformulierung beziiglich der Ableitungen in ¢ fiir die Abkiirzungen
denkbar und koénnte in zukiinftigen Arbeiten gemeinsam mit dem analogen Fall des Intrabandtransports mit
der ortlichen Variation der effektiven Masse adressiert werden.
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d L\ 9 1o .00
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J

Mit demselben Argument wie im vorherigen Abschnitt sind Anteile in Abhingigkeit des late-
ralen Anteils des Wellenvektors k| zu vernachlissigen [23, 73]. Auf der physikalischen Ebene
spiegeln die Terme folgende Prozesse wider [S1, 72]:

« Diffusionsprozesse sind proportional zu den Funktionen mf\EX (x,€) (3.33) (Diffusionsope-
rator).

o Driftprozesse innerhalb desselben Bands werden durch die auf der Diagonalen liegenden
Komponente von By (x, &) (3.34) beschrieben (Intrabanddriftoperator). Effekte zwischen

den Béandern sind proportional zur Funktion £ (X + %) (3.32) (Interbanddriftoperator).

Interband-Wigner-Transportgleichung: Die mit der Weyl-Quantisierung verbundene Anwen-
dung der Fourier-Transformation beziiglich der Relativkoordinate £ fiithrt zu Faltungsintegralen
und darin enthaltenen Integralkernen.

Im Hinblick auf die generalisierten Terme beziiglich der Variation der effektiven Masse (3.33)
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3.3. Interband-Quantentransport

mfx (x, &) werden die korrespondierenden Fourier-Transformierten als

My (O k= k') = / d¢ exp (—i(k — K')€) - miy (x, €) (3.37)

definiert. Fiir die Fourier-Transformierten der generischen Intrabanddriftoperatoren By (x, &)
und Interbanddriftoperatoren £ (X + g) ergeben sich die Ausdriicke

V)\)\/ X, k — ]{3 ‘/dé~ exp )f) . B)\)\/(X,f) )\, A/ € c,v (338)
sowie
EE( k- k) = /dg exp(—i(k — k)¢) - & (x + g) AN € e . (3.39)

Mit diesen Beziehungen (3.37) - (3.39) lésst sich die WTG fiir den Interbandtransport aus der
LVNG-RS (3.36) schlieflich wie folgt schreiben:

0
&fCC(Xv k7t) -

% %’: %m;(x,k—k')}ifcc(x,k’,t) g/g— aﬁ M 06k = k) () fee (X, k', 1)

P ok = KA T ok ;/i— (6 b = KR 5 o K1)

% ‘;’: Tiige (X k = K ) (1K) fee (X, ', 1) +ﬁ dil Veclo b = k) et ')
_ T;Z];g C;’j_r E (k=K fer (6, K1) nzgg %]: =l

(3.40a)

2 fenlort) =
+% C;—I: 82 ek, (0 k — k’) fw(x,k',t) +% i—i %m;)(xak*’f')(ik')fcv(x’k"t)
I ? %]: g, (X, k —k )iaaz feo(X, K, 1) +% (;*l: ey (X, B — k/)(ik,)a%f”(x’k/’t)
+ ? %’i k(b — KK fou(x, K, 1) +% di/ Veo 0, b = ¥) feo O, ¥, 1)
_ ni?];g %;: ET (k= k) fee(X, K/ ) +nij];g % £ 00k = k) fu0 #',)

(3.40D)
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(3.40d)

Da die Integration {iber den gesamten Raum der Relativkoordinate erfolgt, stellen die statis-
tische Dichtematrix und die in ihr enthaltenen Komponenten quadratintegrierbare Funktionen
dar. Eine explizite Behandlung von Oberflichentermen entfillt. Wie bereits erwdhnt, ist diese
Grundannahme in der Praxis nicht gerechtfertigt und wird in Kapitel 5 thematisiert.

Im Vergleich zum herkémmlichen Intrabandmodell kénnen einige Aussagen getroffen werden:

o Wihrend die Wigner-Funktion des Intrabands eine reelle Funktion darstellt, nimmt sie
bei Bandkopplungsmechanismen auch komplexe Werte an. Dieser Zusammenhang folgt
unmittelbar aus den Komponenten f., und f,. der Wigner-Funktion. Kopplungsmecha-
nismen zwischen der Wigner-Funktion des Leitungsbands f.. und des Valenzbands f,,
erfolgen ausschlieflich iiber die Nebendiagonalen, f., und f,., der Wigner-Funktion. Vor
diesem Hintergrund ist eine Interpretation der Nebendiagonalen als Rekombinations- und
Generationsterme moglich. Eine anschauliche Begriindung zur Komplexwertigkeit dieser
Komponenten liegt in der Tatsache, dass sowohl der Rekombinations- als auch der Gene-
rationsprozess eine endliche Zeit in Anspruch nimmt. Dieses Verhalten ist mathematisch
iiber eine abklingende Exponentialfunktion beschrieben, deren Fourier-Transformierte ein
komplexes Spektrum aufweist. Dieses abklingende Verhalten spiegelt sich innerhalb der
Imaginérteile der Komponenten f., und f,. der Wigner-Funktion wider.

 Fiir grofle Bandliickenenergien E, oder kleine Werte des Impulsmatrixelements P ~ 0 spie-
len Bandkopplungsmechanismen eine vernachlassigbar kleine Rolle, infolgedessen domi-
niert der unipolare Transport das Bauelementverhalten. Mit Vernachldssigung der Band-
kopplungsmechanismen reduzieren sich diese Gleichungen dementsprechend zu der WTG
fiir das Intrabandmodell mit ortsabhéngiger effektiver Masse (3.27).
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3.3. Interband-Quantentransport

3.3.2. Modellreduktion fiir den Interbandtransport

Zur spateren Evaluation der numerischen Methoden ist es vorerst zweckméfig, einige Ndherun-
gen durchzufithren. Dabei wird der Grundidee aus [50] gefolgt - das durch die Heterostruktur
hervorgerufene Potenzial als auch das Potenzial aller weiteren externen Einfliisse werden in eine
gemeinsame Funktion U(z) eingebettet und die effektiven Massen des Leitungs- und Valenz-
bands werden als betragsméfBig gleich sowie 6rtlich invariant angenommen [50, 72-74]. Da sich
die Banddiskontinuitéten sowohl unterschiedlich im Betrag als auch im Vorzeichen (Typ I/II
und III-Heteroiibergénge [45]) auf die verschiedenen Bénder verteilen, ist es offensichtlich, dass
es sich bei dieser Ndherung nur um eine fiir konzeptionelle Zwecke brauchbare Approximati-
on handelt. Die Bandkantenenergien F. und E, stellen somit konstante Funktionen iiber den
Ort dar. Diese kénnen somit aus den Integralkernen Byy (3.38) herausgezogen werden [72].
Das Vorgehen resultiert dann in Termen, die proportional zur Bandliickenenergie F, sind sowie
dem Integralkern entsprechend:

Tk~ #) = [ag expl-ite- 19 {v (x+ §) = (v §) } = [ a (it =19 0.
(3.41)

Reduzierte Interband-Wigner-Transportgleichung: Mit diesen Approximationen ergibt sich
eine deutlich vereinfachte WTG, die im Grundsatz die zu untersuchenden Bandkopplungsme-
chanismen beinhaltet [S1, 72-74]:
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(3.42d)

Fiir kleine Werte des Kane-Parameters P sowie grofle Bandliickenenergien E,, nehmen die Inter-
bandoperatoren kleine Werte nahe bei Null an. Die Interbandterme kénnen dann vernachléssigt
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3. Modellierung des Quantentransports

werden. Mit dieser Ndherung kann das System von gekoppelten Integro-Differenzialgleichungen
(3.42) in die vorwiegend eingesetzte WTG (3.14) iiberfithrt werden. Dieses Modell kann somit
als simple Multiband-Erweiterung des konventionellen Falls aufgefasst werden.

Reduzierte Interband-Liouville-von-Neumann-Gleichung: Die dquivalente Darstellung der
reduzierten Interband-WTG (3.42) in Schwerpunkt- und Relativkoordinaten lautet:

r

o ho o P _hP _hP
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\

wobei fiir eine kompakte Notation auf die Darstellung der Funktionsargumente y, & und ¢
innerhalb der statistischen Dichtematrizen pyy verzichtet wird. Diese soll im Folgenden auch
als reduzierte Interband-LVNG-RS bezeichnet werden.

Kontinuitdtsgleichung und Stromdichte: Die Momente nullter Ordnung der Wigner-Funktion
beschreiben die Ladungstragerdichten des jeweiligen Bands. Fiir die Elektronen- n. und die
Locherdichte n, ergeben sich daraus explizit:

k
nC(Xat) :/;T fCC(X?kvt) U_Ild nU(X’t) :/(;i fCC(Xak’t)' (344)

Fiir die Herleitung der Stromdichte des jeweiligen Bands konnen an dieser Stelle zwei verschie-
dene Ansétze verfolgt werden.

e Auf der einen Seite kann der Tatsache Rechnung getragen werden, dass sich die Er-
wartungswerte unabhéngig und entkoppelt aus der Wellenfunktion desselben Bands be-
rechnen lassen [50]. Diese Eigenschaft gilt dann auch innerhalb des Wigner-Formalismus,
sodass sich die Stromdichte des Leitungs- j. und Valenzbands j, als Momente erster Ord-
nung der Wigner-Funktionen des jeweiligen Bands unabhéngig von der Komponenten f,
und f,. bestimmen lassen:

. dk hk , dk hk
Je(X;t) = q o — fee(X, k,t) und  ju(x,t) = ¢ o mfw(x,k t). (3.45)

m
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3.4. Multisubband-Quantentransport

o Auf der anderen Seite lésst sich dieser Zusammenhang zu den Stromdichten geschlossen
aus dem Wigner-Formalismus bestimmen. Hierzu wird eine Kontinuitatsgleichung durch
Integration der gekoppelten Transportgleichungen (3.42) tiber die Wellenzahl aufgestellt,
in &hnlicher Weise wie zuvor anhand des Intrabandmodells in Abschnitt 3.2 gezeigt worden
ist. Aufgrund der ungeraden Paritdt der Intrabanddriftoperatoren, welche proportional
zum Integralkern U sind, sind die entsprechenden Terme nach Integration und Ausnutzung
der Ausblendeigenschaft der Dirac-Distribution Null. Der Interbanddriftoperator, welcher
proportional zu den Funktionen £* ist, verschwindet an der Stelle £ = 0 hingegen nicht.
Vielmehr kénnen diese Terme in ihrer Gestalt als Generations- und Rekombinationsterme
aufgefasst werden. Dariiber hinaus gilt an der Stelle £ = 0 der Zusammenhang;:

ET(E=0)=¢"(x,§=0). (3.46)

Aus dieser Eigenschaft folgt unmittelbar, dass die letzten beiden Terme in (3.42a) und
(3.42d), welche die Bandkopplungsmechanismen beschreiben, sich nach der Integration
iiber die Wellenzahl k bei einer Addition gegenseitig kompensieren, da die korrespondie-
renden Terme zu f,, sowie f,. in (3.42a) und f., sowie fy. in (3.42d) gerade unterschied-
liche Vorzeichen aufweisen. Dieses Verhalten spiegelt die Physik addquat wider, da der
Generationsprozess den Rekombinationsprozess zwischen Elektronen- und Léchersystem
in diesem Modell balancieren muss. Aus dem verbleibenden Ausdruck lassen sich nach der
Akkumulation die beiden Stromdichten (3.45) ableiten.

Bei dem Kane-Modell [34], das bereits aufgrund der mathematischen Beschreibung von Band-
kopplungsmechanismen im Hinblick auf die Formulierung von Randbedingungen benachteiligt
ist [S1], unterliegt die Stromdichte einem komplexeren Zusammenhang, da im Vergleich zum
vorgestellten Ansatz auf Grundlage des Kohn-Luttinger-Hamiltonoperators auch Bandkopp-
lungsterme einbezogen werden miissen [91].

3.4. Multisubband-Quantentransport

In einer Vielzahl moderner Komponenten der Nanoelektronik, wie beispielsweise MOSFETSs
[19, 65, S10, 92-95] , HEMTs [96] und Strukturen basierend auf Quantendréhten [79, 86,
87, 97], findet eine starke Quantisierung der Ladungstréger transversal zur Transportrichtung
statt. Aufgrund dieser Quantisierung kann die transversale Richtung auch in der Basis der
korrespondierenden Eigenlésungen des transversalen Anteils des Hamiltonoperators, den soge-
nannten Moden, dargestellt werden. Dies fiihrt zu einer effektiv eindimensionalen Beschreibung
des Transports, wodurch die mit numerisch hohem Aufwand verbundene Lésung von zwei-
und dreidimensionalen Bauelementen umgangen werden kann. Die Umsetzung einer solchen
Multisubband-Formulierung des Quantentransports [94], auch Mode-Space-Approximation ge-
nannt, wird im folgenden Abschnitt erldutert.

3.4.1. Mode-Space-Approximation

Unter Beriicksichtigung der Anzahl der dquivalenten Leitungsbandminima, welche bei der Be-
trachtung von indirekten Halbleitern erforderlich ist (siehe Abbildung 3.3), wird fiir die Wellen-
funktion ein weiterer Index v eingefiihrt. Dieser Index adressiert das Tal v des Leitungsbands,
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3. Modellierung des Quantentransports

in welchem der Transport stattfindet. Dies geschieht vor dem Hintergrund, dass die Mode-

[001] [001]

[010] [010]

[100]

[100]

(a) Aquivalente Leitungsband Minima (Taler) fiir einen (b) Leitungsband Minimum eines direkten Halbleiters,
indirekten Halbleiter, wie beispielsweise Si. zum Beispiel GaAs.

Abbildung 3.3. Flichen konstanter Energie in Abhangigkeit der kristallographischen Richtungen fiir einen
indirekten (a) und einen direkten (b) Halbleiter. Die Symmetrien der Energieflachen eines
indirekten Halbleiters sind wesentlich komplexer und werden hier am Beispiel von Si iiber die
sechs aquivalenten Taler einbezogen.

Space-Approximation (MSA) in dieser Arbeit systematisch fir die Anwendung auf Double-
Gate-Feldeffekttransistoren (DGFETS) entwickelt wird, welche typischerweise auch mit indi-
rekten Halbleitern, wie z. B. Silizium, realisiert werden.

Eine mogliche Realisierung eines DGFETS ist in Abbildung 3.4 dargestellt. Da das Bauelement
in die y-Richtung als periodisch angenommen wird, kann diese Koordinate separat betrachtet
werden. Bei der Formulierung von Randbedingungen in Abschnitt 5.1.2 ist diese jedoch zu
berticksichtigen. Fiir den DGFET lésst sich die Einteilchen-Schrodingergleichung somit als

n? 9? n? 92
2mY 022 2mY 0z?
Htrans

darstellen [S10, 94, S13], wobei ¢” die Einhiillende des Tals v beschreibt. Die effektive Masse
mY, wird als anisotrop beziiglich der Richtung « im Tal v angenommen. Wie in Abbildung
3.4 schematisch gezeigt ist, kann der Hamiltonoperator fiir jeden Ort 2’ diagonalisiert werden.
Unter Einfiithrung der Subbdnder E! und der korrespondierenden Moden WY ergibt sich das
folgende Eigenwertproblem:

m%u}"(x, ) = { +V(a, z,t)}wx, 2 1) (3.47)

HY s Vo (252 1) = EX (2 ) - Y (2; 2 1). (3.48)

Dieses Eigenwertproblem (3.48) kann mithilfe numerischer Methoden fiir jeden Wert von 2’
innerhalb des Bauelements gelost werden, wie schematisch in Abbildung 3.4 gezeigt ist. Die
Abhéngigkeit von 2’ und ¢ ist hierbei nur noch parametrisch. Mit den bekannten orthonormalen
Basen fiir die Paare 2z’ und ¢, welche durch die Eigenlosungen ¥ fiir jeden Ort 2’ aufgespannt
werden, kann die Wellenfunktion " in eine dquivalente Darstellung entwickelt werden:

(a2 t) = Z & (2 t) - WY, (22, t). (3.49)
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3.4. Multisubband-Quantentransport

Gate-Elektrode} Le P
T — V()
Wor | " Oxid |
Wch
Uy (z,2")
Wox : / \ I
-

Abbildung 3.4. Schematische Abbildungen eines DGFETs. Zuséatzlich ist der Querschnitt entlang der Orts-
koordinate 2z’ mit dem Potenzialverlauf V' (z,2’) und der quantisierten Wellenfunktion, den
Moden W, (x, z'), dargestellt. Der graue Bereich reprasentiert den Kanal der Lange L, in
die Transportrichtung z. Die in Blau dargestellten Source- und Drain-Bereiche weisen eine
Lange L, bzw. Ly, beziiglich der Transportrichtung auf und sind in der Regel hoch dotiert.
Die Weite des Kanals sowie des Source- und Drain-Bereichs ist w,;. Zwischen Transport-
bereich und der Gate-Elektrode (dunkelgrauer Bereich) ist eine Oxidschicht (orangefarbener
Bereich) der Dicke w,, aufgebracht. Die Lange der Gate-Elektrode betragt L,.

Physikalische Informationen beziiglich des Transportverhaltens liefern nur die Moden mit einer
Eigenenergie in der Nédhe des Fermi-Niveaus. Fiir moderne Bauelemente der Nanoelektronik
mit einer starken Quantisierung erweist sich die Beriicksichtigung weniger Entwicklungskoeffi-
zienten innerhalb der Summe als hinreichend genau (n’ < 10). Durch die Beschrankung auf die
wesentlichen Entwicklungskoeffizienten ergibt sich ein erhebliches Potenzial im Hinblick auf die
numerische Analyse des mehrdimensionalen Quantentransports.

Modale Schrodingergleichung: Ziel ist daher, eine Schrédingergleichung fiir den Entwick-
lungskoeffizienten ¢, aufzustellen. Hierzu wird der Ansatz (3.49) in (3.47) eingesetzt und von
links mit der adjungierten Eigenlosung ¥*'(; 2z, t) multipliziert und anschlieBend beziiglich der
lateralen Richtung z integriert. Aus diesem Vorgehen ergibt sich schliellich die modale Schro-
dingergleichung [98]

2 gty =— O i B ) ()
ot T 2amy 9227 nA nAT
2 5 (3.50)
— o S S5+ Dinale)f 2(0)
mit den Koppelelementen:
14 Ux a V*x
Sy (z,t) = 2/dx U (x; zt) - — W (x5 25 t)
' 0z
52 (3.51)
DY (1) = / Ao W (w3 231) - = 0 (3 251).
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3. Modellierung des Quantentransports

Im Folgenden wird angenommen, dass die Eigenlésungen unterschiedlicher Subbénder weder
in der Zeit %\I/Z(x, z,t) = 0 noch tber den Ort %\IJ,,VZ(Z', z,t) = 0 miteinander gekoppelt sind
[S10]. Entsprechende Koppelelemente sind somit vernachléssigbar. Dies stellt die ungekoppelte
MSA dar, die im Rahmen dieser Arbeit fiir Zeitbereichssimulationen erweitert worden ist.

In der Praxis ist die Annahme iiber die 6rtliche Verdnderung des Modenprofils fiir DGFETs des
hier betrachteten Typs (vgl. Abbildung 3.4) gerechtfertigt, da die Koppelelemente (3.51) ver-
nachléssigbar kleine Werte annehmen [98]. Die Grenzen der Anwendbarkeit der ungekoppelten
MSA werden in [94, 99] diskutiert.

3.4.2. Modale Transportgleichungen

Die Beschreibung des Transportverhaltens erfolgt nun {iber die bereits bestimmte LVNG-RS
(3.11). Hierzu werden die statistische Dichtematrix p”(z, 2/, x, 2/, t) des Tals v unter Betrachtung
der Diagonalen in y-Richtung!® sowie die modale statistische Dichtematrix p (z, 2/, t) beziiglich
der Transportrichtung definiert:

r

Pl ma ) =33 < L FED (B (kg ) - 2, 642, 6) W (a3 25 )W (215 2/, 1),

n kyks

P4 (2,2',1)
(3.52)

\

Die Normalisierungskonstante L bezieht sich auf die y-Richtung. Die Quantisierung der Energie
beziiglich der transversalen Richtung x ist in Form von Subbdndern mit dem Index n in der
Fermi-Dirac-Statistik 5D (E,) enthalten.

Modale Liouville-von-Neumann-Gleichung: Die zeitliche Entwicklung der modalen statisti-
schen Dichtematrix gehorcht nach der Transformation in Schwerpunkt- und Relativkoordinaten
der LVNG-RS (3.11). Unter Beriicksichtigung des Tals und des zugehérigen Subbands ergibt
sich die modale Transportgleichung [S10]:

0 Dv _ in 62 Dv 1 v 1 v 1 Dv
&pn (X7£7t) - @axagpn (Xagat) + E {En (X + 2€7t> - En <X - 2§7t> } Pn (X,f,t)~
(3.53)
Mithilfe der modalen statistischen Dichtematrix (3.52) resultieren die modale Ladungstrager-
dichte n?,(x,t) sowie die modale Stromdichte j/ (x,t) im Tal v in:

h 0
no(x,t) = pbr (x, €, 1) und o (x,t) = qm{agpn (xvf,t)‘ } (3.54)
£=0 £=0

Die gesamte Ladungstragerdichte innerhalb des Bauelements, welche iiber die Diagonale der
statistischen Dichtematrix (3.52) definiert ist, setzt sich schliellich aus den modalen Anteilen

0Djes bedeutet, dass in der statistischen Dichtematrix y =y angesetzt wird. Aufgrund des Separationsansatzes
mit der ebenen Welle ox exp(ikyy) hebt sich der Einfluss in der statistischen Dichtematrix gerade auf.
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3.5. Modellierung der Elektron-Phonon-Wechselwirkung

je Tal kumulativ zusammen:

n(x,z,t) = Zn’é(z,t) WY (25 2 1) |2 (3.55)

v,n

Hierbei ist die Schwerpunktkoordinate mit dem urspriinglichen Koordinatensystem iiber xy = z
fiir die Relativkoordinate & = 0 verkniipft, wodurch eine direkte Formulierung im urspriinglichen
System moglich ist. Die Stromdichte j erfordert hingegen keine Gewichtung mit den lateralen
Figenlosungen und kann direkt als Summe der Teilstrome dargestellt werden:

) =Y _jn(zt). (3.56)

Modale Wigner-Transportgleichung: Die Herleitung der modalen WTG erfolgt unter Anwen-
dung der Fourier-Transformation beziiglich der Relativkoordinate auf die LVNG-RS (3.53) und
resultiert in

0 hk O dk’

rv N 2 7 7 e v _ 1t . fV /
8t n(Xakvt) ,/a ( 7k7t) h o V( 7k k7t> fn(X7k7t>v (357)

wobei der modale Driftoperator als

VV(x, k -k, t) = /d§ exp (—i(k — k)¢) {E; (x + %g, t) — EY (x — %5, t)} . (3.58)

definiert ist [79, 87]. Die Integration erfolgt tiber den gesamten Raum, sodass die Oberfldchen-
terme verschwinden. Die modalen Ladungstrigerdichten n;, und modalen Stromdichten j,
ergeben sich schlieflich aus den Momenten der Wigner-Funktion zu

w0ot) = [ S5 ok wd e =a [ 5 @fn (ChD), (359

mit denen die gesamte Ladungstrégerdichte n und Stromdichte j geméB (3.55) und (3.56) zu
berechnen sind. Die zur Losung der Transportgleichung benétigten Randbedingungen werden
in Kapitel 5 erarbeitet.

3.5. Modellierung der Elektron-Phonon-Wechselwirkung

Der Ausgangspunkt fiir die Modellierung der Elektron-Phonon-Wechselwirkungsmechanismen
ist der Hamiltonoperator He jon entsprechend (2.3). In der Born-Oppenheimer-Approximation!'!
ist ein starres Gitter angenommen worden. Zur Beriicksichtigung der Gitterschwingungen, de-
nen als Quasiteilchen die Phononen zugeordnet werden konnen [6, 32], wird zusétzlich eine
lineare Auslenkung um die Ruhelage, geméf8 dem Hamiltonoperator Hejph, modelliert. Unter
Verwendung der zweiten Quantisierung lasst sich dieser konzeptionell als

Holph = ZMk g (bl +bq) chyqer (3.60)

7q

1Giehe Abschnitt 2.1.2.
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3. Modellierung des Quantentransports

schreiben [32]. Hierbei stellen bT_q (bg) den Phonon-Erzeugungsoperator (-Vernichtungsopera-

tor) und c;rc (ck) den Elektron-Erzeugungsoperator (-Vernichtungsoperator) dar. Das Matrixele-
ment My, 4 beschreibt die Stéarke der Elektron-Phonon-Kopplung. Zur Bestimmung der Dynamik
ist die Heisenbergsche Bewegungsgleichung fiir den gesamten Hamiltonoperator zu lésen. Hier-
bei werden Bewegungsgleichungen fiir die Erwartungswerte (bq) sowie <c;rcck/> aufgestellt'?. Aus
diesem Vorgehen ergibt sich unmittelbar ein Hierarchie-Problem, welches auf der physikalischen
Ebene in einem System mit Gedachtnis resultiert. Das Hierarchie-Problem der Bewegungsglei-
chungen wird bis zur phonon-assistierten Dichtematrix der Form <c}; " qchk> entwickelt und
anschlieend mithilfe der Korrelationsentwicklung, Badannahme, Hartree-Fock-Faktorisierung
und Random-Phase-Approximation gendhert [100]. Durch analytische Integration kann die Dif-
ferenzialgleichung fiir die phonon-assistierte Dichtematrix in die Bewegungsgleichung fiir die

Verteilungsfunktion f = <c};ck) eingesetzt werden. Diese Gleichung stellt die sogenannte quan-
tenkinetische Boltzmann-Transportgleichung dar. In der Markov-Naherung ergibt sich die se-
miklassische Formulierung schlielich konzeptionell zu [23]

0
(atfk> e > Wikrq: (1= foag) - S+ D> Whiqr - (1= fr) - frrqs (3.61)
CcoO q q

wobei W, k14 die Ubergangswahrscheinlichkeit von Zustand |k) zu |k + q) pro Zeiteinheit dar-
stellt.

3.5.1. Relaxationszeitndherung

Bei der Annahme einer kleinen Auslenkung vom thermodynamischen fo, Gleichgewicht lasst
eine Storungsrechnung geméaf fi = foq + fi. eine weitere Vereinfachung zu [32]. Terme zweiter
Ordnung werden vernachléssigt, wihrend die Terme nullter Ordnung zusammengefasst werden.
Hierbei wird die Relaxationszeit 73, als

1
P Z kak?Jrq : (1 - fquﬂJrq) + Wk+q,k: : feq,k+q (362)
q

Tk

eingefiihrt [69, 70]. Weiterhin wird die Gleichgewichtsverteilung noch mit dem o6rtlichen Ver-
héltnis der zu bestimmenden Ladungstragerdichte n mit der Ladungstriagerdichte des Gleich-
gewichts neq gewichtet. SchlieBllich ergibt sich der Kollisionsoperator zur Beschreibung der
Elektron-Phonon-Wechselwirkung zu [65, 69, 101]:

3

9 1 ~not)
(5/0ekn) = T{f(x,k:,t) s feq<x,k>}. (3.63)

Die Gleichgewichtsverteilung feq(x, k) wird als Wigner-Funktion des thermodynamischen Gleich-
gewichts der untersuchten Komponente angesetzt. Der Kollisionsoperator wird den Transport-
gleichungen additiv hinzugefiigt. Fiir die Anwendung von (3.63) innerhalb der LVNG-RS ist
der Ausdruck noch in den Ortsraum zu transformieren.

12Dje Verteilungsfunktion der Elektronen entspricht dabei fi = (c,ick> und die Verteilungsfunktion der Phononen
entspricht nq = (bhbq).
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4. Selbstkonsistenz - Hartree-Potenzial

Mit den entwickelten theoretischen Transportgleichungen des vorangegangenen Kapitels ist eine
Berechnung der Ladungstragerdichte in Abhéngigkeit des Potenzials moglich. Die Tatsache, dass
das Potenzial infolge von Ladungstragerwechselwirkungsmechanismen selbst von der Ladungs-
tragerdichte abhangt, hat bisher keine Beriicksichtigung gefunden. Dabei ist dieses nichtlineare
Problem bereits als Selbstkonsistenz-Problem in der Hartree-Néherung im Grundlagenkapitel
2 vorgestellt worden.

Im Folgenden werden daher nun die entsprechende mathematische Theorie und deren Ein-
bindung in den Quantentransport vorgestellt. Zunéchst werden in Abschnitt 4.1 die Poisson-
Gleichung und die moglichen Sétze von Randbedingungen erldutert. In Abschnitt 4.2 wird die
Diskretisierung mithilfe der Finiten-Differenzen-Methode erarbeitet, bevor in Abschnitt 4.3 auf
die verschiedenen Lésungsmoglichkeiten eingegangen wird.

4.1. Poisson-Gleichung

Mithilfe der Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik lésst sich die Poisson-Gleichung gemé&fl

=V (e(r)Vo(r)) = o(r) = ¢(Np(r) = n(r) + p(r) — Na(r)) (4.1)

herleiten. Die Raumladungsdichte g setzt sich hierbei aus der 6rtlich festen Verteilung der Dona-
toren Np und Akzeptoren N4 sowie den freien Elektronen- n und Lécherdichten p zusammen.
Die Permittivitit ¢ enthélt sowohl den Vakuumanteil ¢y als auch den orts- und materialab-
héngigen Anteil €,., die sogenannte relative Permittivitdt. Das Hartree-Potenzial U ist mit dem
elektrostatischen Potenzial ¢ iiber die Beziehung

U(r) = —qo(r) (4.2)

verkniipft [45, 68]. Mit dieser Beziehung (4.2) ldsst sich die Poisson-Gleichung (4.1) schliefllich
in

V (e(r)VU(r)) = o(r) = ¢* (Np(r) — n(r) + p(r) — Na(r)) (4.3)

uberfiithren.

Selbstkonsistenz-Problem: Gemeinsam mit der Poisson-Gleichung wird die Transportglei-
chung durch einen iterativen Ansatz gelost, bis eine Konvergenz erreicht wird, wie zuvor schema-
tisch in dem Flussdiagramm 1.1 dargestellt ist. Neben dem Gummel-Algorithmus [5], der eine
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4. Selbstkonsistenz - Hartree-Potenzial

wechselseitige Losung zwischen Transportgleichung und Poisson-Gleichung vorsieht, kénnen die
beiden Gleichungen auch gemeinsam in einem einzigen Schritt mit der Newton-Formulierung
gelost werden [68, 102]. Im Vergleich der beiden Algorithmen kann eine gréBere numerische Sta-
bilitat fiir die Newton-Formulierung festgestellt werden, die jedoch auch einen héheren Speicher-
bedarf aufweist und die numerische Losung eines grofieren linearen Gleichungssystems erfordert
[68]. Der Stabilitdtsbereich des Gummel-Algorithmus hat sich in dieser Arbeit jedoch als aus-
reichend erwiesen, sodass dieser fiir alle hier betrachteten Untersuchungen verwendet wird!.

Zur Losung der Poisson-Gleichung sind Randbedingungen zu formulieren. Im Umfeld des Quan-
tentransports werden dabei zwei Arten unterschieden [S10, 68, 93]:

¢« Neumann-Randbedingungen: Mit den Neumann-Randbedingungen wird die Ablei-
tung des Hartree-Potenzials auf den Randknoten (vgl. z. B. Abbildung 4.1) festgelegt.
Bei der stationdren Modellierung des Ladungstragertransports liegt im Bereich der Kon-
takte gerade eine Ladungstrigerneutralitiat vor, d. h. die freie Ladungstréagerdichte
kompensiert das Dotierungsprofil ¢ = 0. Die Ableitung des Hartree-Potenzials ist in die-
sen Bereichen dann null. Aufgrund der Ladungstriagerneutralitdt ist der Einsatzbereich
der Neumann-Randbedingungen auf stationdre Simulationen limitiert. Die alleinige
Anwendung der Neumann-Randbedingungen fithrt dariiber hinaus zu Singulitdtsproble-
men in der Systemmatrix nach der Diskretisierung. Durch einen iterativen Losungsansatz
mit dem Newton-Raphson-Verfahren zur stationidren Loésung, welcher in Abschnitt
4.3 beschrieben wird, kénnen diese Probleme vermieden werden.

¢ Dirichlet-Randbedingungen: Mit den Dirichlet-Randbedingungen werden die Werte
des Hartree-Potenzials auf den Randknoten festgelegt. In den Kontaktbereichen sind die-
se Werte iiber die entsprechenden externen, angelegten Spannungen gegeben. Da diese
Randbedingungen keine Ladungstragerneutralitat in den Kontaktbereichen voraussetzen,
sind die Dirichlet-Randbedingungen fiir transiente Simulationen geeignet. Aber auch
innerhalb von stationdren Simulationen finden die Dirichlet-Randbedingungen Ein-
satz. Wahrend fiir die transiente Losung nur die direkte Losung des Systems physika-
lisch sinnvoll ist, kann die stationdre Losung sowohl direkt als auch mit dem Newton-
Raphson-Verfahren erfolgen. Beide Methoden zur Lésung werden in Abschnitt 4.3 vor-
gestellt.

4.2. Diskretisierung der Poisson-Gleichung

Die Poisson-Gleichung wird mithilfe der Finiten-Differenzen-Methode approximiert. In dieser
Arbeit ist neben der effektiv eindimensionalen auch die zweidimensionale Formulierung im
Hinblick auf DGFETSs zu beriicksichtigen.

4.2.1. Formulierung fiir eindimensionale Probleme

Der Transport innerhalb einer RTD kann beispielsweise iiber ein eindimensionales Transport-
problem beschrieben werden. Dementsprechend ist auch die Poisson-Gleichung hinsichtlich der

1Sehr grofie Zeitschrittweiten, bei denen die Newton-Formulierung vorzuziehen ist, wiren ohnehin inadiquat
zur Erfassung der Bauelementdynamik.
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4.2. Diskretisierung der Poisson-Gleichung

Transportrichtung zu losen:

d d
= (05U@) =a(p(z) = n(e) +p(2) — Na(2)). (4.4)
dz dz

Die Diskretisierung erfolgt mit N &dquidistanten Abtastpunkten iiber die physikalische Aus-
dehnung L des betrachteten Bauelements, wie in Abbildung 4.1 dargestellt ist. Die diskreten

Ur Us U—1 Uy U1 Un-1 Uy
_. ........ ._._. ...... ._ Randknoten

@® innerer Knoten

L

Abbildung 4.1. Schematische Darstellung der Diskretisierung eines eindimensionalen Bauelements der Lange
L mit N Punkten. Die inneren Punkte des Rechengebiets werden (iber schwarze Kreise
dargestellt, wahrend die Randknoten iiber orangefarbene Kastchen gekennzeichnet werden.

Werte U; repréasentieren hierbei die Werte des Hartree-Potenzials an der Stelle z; entsprechend
U(z;) = U; des i-ten Knotens. Auf den inneren Knoten wird die Poisson-Gleichung iiber die
Differenzengleichung

Sty Uit1 fiy Ty Ui + fid Uis1 = 0i = q(Np, —ni + pi — Na,) (4.5)
Az? Az? Az? ' Z

approximiert [68]. Die Werte des Hartree-Potenzials auf den Randknoten, U; und Uy, sind {iber
die Randbedingungen einzubinden. Da die Permittivitdt ¢ analytisch durch die Struktur- und
Materialparameter vorgegeben ist, konnen die korrespondierenden Werte auf dem Zwischengit-

ter entweder durch den Funktionswert an der exakten Stelle €, 1 = £(¥72%1) bestimmt werden
2

_ ez)te(zivn)
2

oder tiiber den Zusammenhang ¢, 41 mithilfe der diskreten Funktionswerte auf
2

dem Rechengitter gemittelt werden.

Schliefllich wird die diskrete Form der Poisson-Gleichung (4.5) fiir jeden Knoten 1,2,..., N
innerhalb des Rechengebiets aufgestellt. Unter der Einfithrung der Abkiirzungen

€yl €41 teE; 1
L 2 o 2 2
=3 und L VR (4.6)
ldsst sich die diskrete Poisson-Gleichung hiermit in einer Matrix-Vektor-Form
V2 Q2 U2 02 a Uy
Q2 Y3 Q3 : : 0
. . Ui 0i—1 :
Qo1 Vi Qitl Ui = 0i - 0 (4.7)
- ~ . Uit Oi+1
QAN_3 YN-2 ON_2 : ; 0
aN-2 YN-1 Un-1 ON-1 an-1Uy
[M] U e b

zusammenfassen. Fiir den Fall von Dirichlet-Randbedingungen wird angenommen, dass eine
Seite, z. B. U; = 0, als Referenz dient und die andere Seite iiber Uy = —q¢V, die angelegte
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4. Selbstkonsistenz - Hartree-Potenzial

Spannung V, beinhaltet. Zusammenfassend wird das System (4.7) entsprechend [M]-U = qo—b
reformuliert [68, 102].

Wird an den Kontakten explizite Ladungstrigerneutralitdt gefordert, so sind die Neumann-
Randbedingungen zu implementieren:

d d
&U(z) =0—>U; =U; und aU(z) =0—Un_1=Upn. (4.8)

z=z1 Z=zZN

Mit diesen Beziehungen (4.8) werden die Randwerte in die Systemmatrix [M] eingearbeitet.
Hierzu sind die Matrixelemente M;; und My_g y—2 der Matrix [M] entsprechend M;; =
Y2+ a1 = —az und My_o N—2 = YN—1 + an—2 = —any—_2 zu modifizieren. Im Ergebnis ist das
folgende System

—an Qo Us 02
Q2 73 Q3
. . Ui 0i—1
Qi1 Vi Qg1 U; = 0i (4.9)
) ) . Uit1 Qi+1
aN-3 TYN-2 QN_-2 ; ;
aN—2 —ON_2 Un-1 ON—1
(M] U 0
zu 16sen, welches kurz gefasst als Matrix-Vektor-Form [M] - U = qg formuliert wird. In

Kombination mit einem Newton-Raphson-Verfahren wird die Poisson-Gleichung mit Neumann-
Randbedingungen als Standardverfahren fiir die Bestimmung des stationdren Quantentrans-
ports eingesetzt [103].

4.2.2. Formulierung fiir zweidimensionale Probleme

Die Beschreibung von DGFETSs resultiert in einem effektiv zweidimensionalen Transportpro-
blem, sodass die Poisson-Gleichung entsprechend

o (w5 U@ n)) + o (25 Uw2) ) = elan2) (410)

beriicksichtigt werden muss. Das zweidimensionale Bauelement wird beziiglich der z-Richtung
mit N, Punkten und in z-Richtung mit N, Punkten diskretisiert, wie in Abbildung 4.2 sche-
matisch dargestellt ist. Die entsprechende Differenzengleichung ergibt sich aus (4.10) nach An-
wendung der Finiten-Differenzen-Approximation zu:

ﬁUﬂ (Gibs TS N €ij+d TEij-1 U+ Ci-1;j Uy it
i+1, i, i—1,
Az? / Az? Ax? A2 /
(4.11)
Cij+i €i,j

ij—1
A2 Vi T F;Umq =0ij =4 (NDM —Nij +Pij — NAi,]-) :

Hierbei repréasentiert Az die Diskretisierungsweite der z-Richtung. Fiir die Analyse von DGFETSs
werden verschiedene Randbedingungen bendétigt, wie in Abbildung 4.2 anhand verschiedener
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4.2. Diskretisierung der Poisson-Gleichung

12 N

— “N—W—%—%—8— — — °° Neumann-Randknoten
N, +1 ! ® innerer Knoten
B Dirichlet-Randknoten
—0—90—9¢ 9090909000 (%
x
e . e S S S S S T S
I Ax
——
(N, — )N, +1 it NValV

Az

Abbildung 4.2. Schematische Darstellung der Diskretisierung eines DGFETs mit dem moglichen Satz an
Randbedingungen, die entsprechend der Legende farblich hervorgehoben sind. Die Diskreti-
sierungsparameter sowie Einsatzméglichkeiten der Randbedingungen sind im Text definiert.

Farben fiir die unterschiedlichen Knotentypen gezeigt ist. Wahrend auf der Gate-Elektrode
die Randbedingungen immer durch Dirichlet-Randbedingungen festgelegt sind, kénnen fiir den
Source- und Drain-Kontakt je nach Simulation Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen for-
muliert werden. Fiir die stationéren Analysen bieten sich die Neumann-Randbedingungen an
den Source- und Drain-Kontakten an [93-95]

Uz, 2) = pt+ qPm — qxen — U,
r,zEgate
4.12
oU (x, z) _0 ’ ( )
67] z,z¢gate

wohingegen sich fiir den zeitabhédngigen Quantentransport Dirichlet-Randbedingungen an den
Source- und Drain-Kontakten

Uz, z,t) = p+ qPm — qxen — qUc(?)
T,zEgate
Uz, 2,1) = —qUps(t) (4.13)
x,z€source/drain
oU (z, z,t) 0
an z,z¢gate,source,drain

als erfolgreich erweisen [S10, S13]. Dabei stellen x., die Elektronenaffinitit des Kanalmaterials,
¢m die Austrittsarbeit des Metalls, Ug die angelegte Spannung an der Gate- und Up /s die
angelegten Spannungen an Source- und Drain-Elektrode dar.

Im Vergleich zum eindimensionalen Fall ist eine explizite Angabe der Systemmatrix aufgrund
der komplexeren Gestalt der Randbedingungen nicht mehr trivial. Konzeptionell resultiert der
Diskretisierungsprozess in Analogie zum eindimensionalen Fall in einer Matrix-Vektor-Form.
Einige Aspekte bei der Implementierung sollen kurz beleuchtet werden.
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4. Selbstkonsistenz - Hartree-Potenzial

Implementierungsaspekte: Neben den Knotennummern der Diskretisierungspunkte ist der
korrespondierende Knotentyp zu beriicksichtigen, der die Informationen iiber innere Punkte
oder Randpunkte enthéalt. Fiir den Fall eines Randpunktes kann noch die Untergliederung in
Dirichlet- oder Neumann-Knoten vorgenommen werden (vgl. 4.2).

Beziiglich der Assemblierung der Systemmatrix wird die Differenzengleichung (4.11) entspre-
chend

i1y Uit + aic1j Uiy + i Uiy + o Uijor + g - Ui = qpiy - (4.14)

umformuliert. Die Bestimmung der Koeffizienten «; ; erfolgt durch trivialen Vergleich mit (4.11).
Die Koeffizienten erfiillen dabei die folgende Relation:

@ij = — (i1, + i1 + Qi1 + @G jo1) (4.15)

Hiermit kann die diinnbesetzte Diskretisierungsmatrix aus den Differenzenquotienten unter di-
rekter Einarbeitung der Dirichlet- sowie Neumann-Randbedingungen im COO-Format aufge-
stellt werden, wie durch den Algorithmus in Anhang B explizit beschrieben ist.

4.3. Methoden zur Losung der Poisson-Gleichung

Nach dem Diskretisierungsprozess kann die Poisson-Gleichung konzeptionell in einer Matrix-
Vektor-Form
(M| U=0-b (4.16)

dargestellt werden. Neben der direkten Losung des linearen Gleichungssystems wird auch ein
Newton-Raphson-Verfahren [68, 102] zur Losung herangezogen.

4.3.1. Direktes Losungsverfahren

Ausgangspunkt fiir das direkte Losungsverfahren ist das Gleichungssystem (4.16). Aus diesem
ergibt sich das Hartree-Potenzial in Abhéngigkeit der Raumladungsdichte und der angelegten
Spannung direkt zu:

~7—1 A

U=[N| (e-b). (4.17)
Das direkte Losungsverfahren findet iiberwiegend bei der Beschreibung des transienten Quan-
tentransports seinen Einsatz [S10, 68|, aber auch bei der Modellierung des stationdren Quan-
tentransports kann das direkte Verfahren eingesetzt werden. Jedoch neigt das Verfahren zu
numerischen Instabilitdten und schlechten Konvergenzeigenschaften im Vergleich zum Newton-
Raphson-Verfahren [68]. Daher findet das direkte Losungsverfahren in der Praxis beim statio-
niren Quantentransport keine Anwendung.

Beziiglich des transienten Quantentransports beschreibt (4.17) dann die Anpassung des Hartree-
Potenzials an die Raumladungsdichte zum Zeitpunkt ¢;:

U(t) = [N1] " (e(t) — B(t)) (4.18)
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Der Vektor lA)(tl) beinhaltet dabei den zeitabhingigen Verlauf der angelegten Spannung. Um
a1
die Physik addquat wiederzugeben und Singularitdtsprobleme innerhalb der Matrix [M } zZu

vermeiden, sind die Werte an den Kontakten durch Dirichlet-Randbedingungen festgelegt [S10,
68, S13, 102].

4.3.2. Newton-Raphson-Verfahren

Hinsichtlich der Formulierung des Newton-Raphson-Verfahrens ist es notwendig, ein Funktional
F'in Abhéngigkeit des Hartree-Potenzials zu definieren [68]:

F{U}=[M] U - p. (4.19)

Die Losung des Gleichungssystems korrespondiert mit der Nullstellensuche des Funktionals.
Mithilfe der Taylor-Entwicklung kann eine Linearisierung des Funktionals vorgenommen wer-
den. Hierdurch kann der Wert zum darauffolgenden Iterationsschritt U*™! in Abhingigkeit des
aktuellen Hartree-Potenzials zum Iterationsschritt U® bestimmt werden:

dF {U}

F{U®} + —1 Ustt —U®) =o. 4.20

U+ =5 U:Us( ) (4.20)
ouU*

Der Ausdruck di{g} reprisentiert die sogenannte Jacobi-Matrix. Uber die Abweichung der
Hartree-Potenziale U® ist ein Abbruchkriterium fiir die selbstkonsistente Schleife? zu bestim-
men. In der Praxis wird diesbeziiglich eine Toleranz festgelegt. In dieser Arbeit stiitzt sich der
Vergleichswert fiir das Abbruchkriterium auf die Lo-Norm der Abweichung ||6U?||.

Implementierungsaspekte: Ferner wird als Startlosung fiir das Potenzial im Nichtgleichge-
wicht ein linearer Spannungsabfall iiber dem Bauelement angenommen. Eine gute Startlésung
ist entscheidend fiir eine schnelle Konvergenz der Ergebnisse. Zusatzlich beeinflusst die Startlo-
sung fiir das Newton-Raphson-Verfahren auch die Stabilitdat des Algorithmus. Um diesen Aspekt
zu adressieren, werden innerhalb der Implementierung die jeweils in der Toleranz konvergier-
ten Endlosungen des Hartree-Potenzials gespeichert. Mithilfe von zwei aufeinander folgenden
Spannungen kann der Startwert fiir das néchste Hartree-Potenzial durch lineare Interpolation
berechnet werden. Hierdurch werden hervorragende Startlésungen erzielt, die den Algorithmus
deutlich beschleunigen und stabilisieren.

Falls eine Vorberechnung nicht méglich sein sollte und der Algorithmus divergiert, besteht die
Moglichkeit mit einem Overrelaxation-Parameter 8 eine Dampfung in das System einzubringen

Ut =U* + 3. 6U?, (4.21)

wobei 8 € [0, 1] ist. Da die Ladungstriagerdichte exponentiell von der Spannung abhéngt, konnen
ein ”Overshoot” und die damit verbundenen numerischen Instabilitdten durch die langsame-
re Anpassung vermieden werden. Der Preis fiir die Stabilitdt wird dann jedoch iiber ldngere
Rechenzeiten erkauft.

2Siche hierzu vorherige Abbildung 1.1.
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Formulierung der Jacobi-Matrix: Innerhalb der Jacobi-Matrix ist eine Differenziation der
Raumladungsdichte beziiglich des Hartree-Potenzials auszuwerten. Fiir diese Terme wird ange-
nommen, dass die Abhéngigkeit der Raumladungsdichte vom Potenzial durch eine Boltzmann-
Verteilung approximiert werden kann [22, 68]. Hiermit ergeben sich die Ausdriicke

d q
U)=N,- —n =+—
() = Ne-op (+ kBT/q> Tt T k"

U) L4 q
ksT/q) AU’ = kpT
fiir die Elektronen- n und Locherdichte p. Die formelmafligen Zusammenhénge fiir die effektiven
Zustandsdichten N, und N, sind an dieser Stelle irrelevant.

(4.22)
p(U) = Ny - exp (—
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Die Beschreibung von Komponenten der Nanoelektronik kann nicht als ein geschlossenes Quan-
tensystem betrachtet werden. Durch die Kontakte findet ein sténdiger Austausch der Teilchen
im Bauelement mit der Umgebung statt. Dies ermoglicht schliellich erst einen Stromfluss. Zur
Modellierung dieser Verhéltnisse werden offene Randbedingungen benétigt [23, 104-106].

Zur Formulierung der offenen Randbedingungen wird das Bauelement konzeptionell um soge-
nannte Reservoire erweitert, wie zuvor in Abbildung 3.1 dargestellt worden ist. Diese Reservoire
besitzen dieselben materiellen Eigenschaften wie die angrenzende Schicht des Bauelements und
sind in ihrer theoretischen Beschreibung bis ins Unendliche ausgedehnt. Das Reservoir ist in der
Lage, alle eintretenden Teilchen reflexionsfrei zu absorbieren und beliebig viele Teilchen geméf
der vorliegenden Statistik zu injizieren, ohne selbst zu verarmen [23, 104, 105].

Auf der Grundlage des Reservoirs werden in dem folgenden Abschnitt 5.1 zunéchst die Randbe-
dingungen fiir die Schwerpunktkoordinate, die sogenannten Inflow-Randbedingungen [23] erar-
beitet, sodass eine Modellierung der Bauelemente als offene Quantensysteme ermoglicht wird.
Einschréankungen in der Anwendbarkeit dieses Konzepts werden genannt. Anschliefend erfolgt
in Abschnitt 5.2 die systematische Entwicklung und Analyse von neuartigen Randbedingungen
[S4-S6, S8] fur die Relativkoordinate, mit welcher Oberflichenterme infolge eines abgeschlosse-
nen Rechengebiets addquat adressiert werden.

5.1. Inflow-Randbedingungen fiir die Schwerpunktkoordinate

Zur Herleitung der Inflow-Randbedingungen wird ein Reservoir untersucht, welches durch die
Fermi-Dirac-Statistik mit dem Fermi-Niveau p beschrieben wird. In dem Reservoir ldsst sich
die statistische Dichtematrix entsprechend (2.35)

p(r,r) =" AP (Bk) — 1) - vw(r) - vl () (5.1)
k

formulieren, wobei die Wellenfunktion vy (7) die Schrodingergleichung des Bauelements erfiillt.

In Abschnitt 5.1.1 wird zunédchst aus der statistischen Dichtematrix die Inflow-Randbedingung
fir eindimensionale und anschliefend in Abschnitt 5.1.2 fiir zweidimensionale Transportpro-
bleme in Kombination mit der MSA erarbeitet. Kritikpunkte, die in einem unmittelbaren Zu-
sammenhang mit den Inflow-Randbedingungen stehen, werden in Abschnitt 5.1.3 genannt. Ab-
schlieend erfolgt die semiklassische Berechnung des Fermi-Niveaus in Abschnitt 5.1.4.
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5. Theorie offener Quantensysteme

5.1.1. Formulierung fiir eindimensionale Transportprobleme

Die statistische Dichtematrix wird in ihrer Diagonalen (’I"H = r"l) lateral zur Transportrichtung

z betrachtet
ZZ ( (kyj, k=) — )dnfz( )0k (), (5.2)

4% k|

wobei der Wellenvektor in einen lateralen k| und einen longitudinalen Anteil k. unterteilt wird.
Die Abhéangigkeit der Wellenfunktion vom lateralen Wellenvektor kann fiir die hier betrachte-
ten Modelle vernachlissigt werden [23, 24]. Eine Beriicksichtigung erfolgt z. B. in [85]. Die
Auswertung der Summe iiber den lateralen Wellenvektor k)| fithrt unter der Verwendung von

mky|, wobei in Polarkoordinaten dargestellt wird, zu:
Sy = @ayz J dky 27k, wobei k| in Polarkoordi d 11t wird,
=2 AP (B ~ o ()9, () (5.3)

Hierbei wird das zweidimensionale Fermigas fi)(E(k.) — ) entsprechend

B E() - ) = 22w {1+ enp (-T2 (5.4)

definiert. In dem Reservoir kann die Wellenfunktion als ebene Welle ¢y_(2) = exp(ik,z)/V'L
mit L als Normierungskonstante interpretiert werden [23]. Die statistische Dichtematrix in
Schwerpunkt- und Relativkoordinaten innerhalb des Reservoirs resultiert somit in

Z — 1) exp(ik-£) (5.5)

und liefert bereits einen Zusammenhang fiir die Randbedingungen in der LVNG-RS. Die dqui-
valente Darstellung von (5.5) im Phasenraum ergibt sich unter Anwendung von (2.54) zu:

k) = % ; o (E( / d¢ exp(—ikg) exp(ik.€) = Z — 1)k — k)

= [ d. SR (ER) — (ke — ) = FER(EGR) ~ p).
(5.6)
Die Werte der Wigner-Funktion im Reservoir werden folglich durch das zweidimensionale Fer-
migas angegeben. Zur Formulierung der Inflow-Randbedingungen [23, 24] werden die am linken
Kontakt L eintretenden Teilchen aus dem Reservoir bei y = 0 mit den positiven Anteilen der
Wellenzahl £ und am rechten Kontakt R bei x = L, mit den negativen Anteilen der Wellenzahl
k identifiziert:

Fx =0,k >0) = 25pin - fap (EL(k) — pz) fiir k > 0

5.7
f(X = va k< O) = 2Spin : fQF]?(ER(k) - ,uR) fir k£ < 0. ( )
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AuBerdem soll am Ubergang zwischen Reservoir und Bauelement ein lokales Fliegleichgewicht
herrschen, sodass keine 6rtliche Abhéngigkeit der Verteilungsfunktion in diesen Bereichen vor-
liegt [22, 23, S9]:

369( (x=0,k) =0 und aaxf(szX,k):O. (5.8)
Mit der inversen Fourier-Transformation ergibt sich der Zusammenhang fiir die Randbedingun-
gen der LVNG-RS.

Erweiterung auf den Multiband-Quantentransport: Die Bandkopplungsmechanismen sind
im Kohn-Luttinger-Modell proportional zum Gradienten des Potenzials, wie zuvor in Abschnitt
3.3 erldutert. Das Potenzial ist innerhalb des Reservoirs per Definition eine 6rtlich konstante
Funktion, wodurch die Bénder in diesem Bereich entkoppelt sind. Im Unterschied zum Kane-
Modell® ist die mathematische Formulierung von Inflow-Randbedingungen deutlich leichter [S1,
S11].

Die in das Leitungsband eintretenden Elektronen werden entsprechend

fee(X =0,k > 0) = 25pin - fory (Be,L(k) — i) fiir k > 0 59)
fee(Xx = Ly, k < 0) = 25pin - fAD(Ee (k) — pr) fiir k < 0 '
und die ins Valenzband injizierten Locher werden durch
Fou(x =0,k < 0) = 25pin - fary (ur — Eo (k) fiir k <0 (5.10)
Foo(X = Ly, k > 0) = 25pin - fo5 (ur — Eor(K)) fiir k>0 '

beschrieben. Auf der physikalischen Ebene entspricht dies einer Injektion von Loéchern an der
Stelle, wo die Elektronen aus dem System austreten [S1]. Die negative effektive Masse der
Locher findet in der Darstellung (5.10) bereits Berticksichtigung.

Fiir die Elemente der Nebendiagonalen, f., und f,., ist eine Injektion von Teilchen aus dem
Reservoir in das Bauelement hinein aus der physikalischen Perspektive fiir die hier betrachteten
Fille des Quantentransports nicht gerechtfertigt?, sodass

feo(x =0,k >0) = foe(x =0,k >0) = feo(x = Ly, k <0) = foe(x =Ly, k <0)=0 (5.11)

gilt. Zusétzlich herrscht am Ubergang zwischen Bauelement und Reservoir ein lokales Flie-
gleichgewicht, woraus sich die Beziehungen

0 0 0
7fCC(X =0, k) =0 *fvv(X =0, k) =0 7fcv/vc<x =0, k) =0
Ox Ox X (5.12)

0 0 0
&fcc(x =0, k) =0 (r_)ivav(x =0, k) =0 aixfcv/ch( = 07k) =0

ergeben [S1, S11]. Die Randbedingungen fiir die Analysen auf Basis der LVNG-RS ergeben
sich unmittelbar aus der inversen Fourier-Transformation der vorliegenden Randbedingungen
(5.9)-(5.12).

'Beim Kane-Modell ist die Interbandkopplung proportional zum Gradienten der Wellenfunktion. Die Kopplung
ist somit auch im Bereich des Reservoirs noch vorhanden.

2Diese beiden Komponenten koénnen genau dann Werte ungleich Null aufweisen, wenn eine Generation von
Ladungstrigern innerhalb der Kontakte stattfindet. Denkbar wire eine Anwendung fiir optische Detekto-
ren, bei denen auch im Bereich der Kontakte eine starke Generation von Ladungstréagern durch die optisch
einfallenden Wellen hervorgerufen wird.
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5.1.2. Formulierung fiir zweidimensionale Transportprobleme

Auf Grundlage der modalen statistischen Dichtematrix des Tals v (3.52) geméf
pn(z,2) Z DBy (ky, kz) = 1) S (2) - Ol (2) (5.13)
ky,kz

kann die Summe iiber die Wellenzahl k, ausgefiithrt werden. Die Injektion bei der Wellenzahl
k. in das Band n wird an dieser Stelle explizit in der obigen Darstellung aufgefithrt. Unter der
Ausnutzung der Relation Zk = 5= - 2 |77 dky resultiert die Integration in

ph(z,2") Zf — 1) B (2) - b (2, (5.14)

wobei die Abkiirzung fiir das eindimensionale Fermigas

1
E(k / dky
el 1+exp{EZ(ky’kZ) _M}
kpT

(5.15)

eingefithrt wird [79, 93]. Die mathematische Beschreibung des eindimensionalen Fermigas ent-
spricht dem Fermi-Integral F_; /5 der Ordnung —1/2 [95]. Die Bandstruktur ist durch die qua-
dratische Relation 2R

Y z

v v
2my - 2mY

By, k2) = BY + (5.16)
gegeben®. Fiir die Verteilungsfunktion (5.15) existiert keine geschlossene Losung, sodass diese
mithilfe numerischer Integrationsverfahren zu bestimmen ist. Die Wellenfunktion im Reser-
voir wird iiber ebene Wellen angesetzt. Hiermit ergibt sich die statistische Dichtematrix in
Schwerpunkt- und Relativkoordinaten zu:

Z hv — ) exp(ik.€). (5.17)

Nach Anwendung der Fourier-Transformation lésst sich die modale Wigner-Funktion des Tals
v innerhalb des Reservoirs als f¥(x, k) = fip (E%(k) — u) schreiben, woraus die Inflow-Rand-
bedingungen folgen [79, 93]:

f2(x =0,k > 0) = 2gpin - 15 (Ep (k) — pir) fiir k > 0

) (5.18)
fh(x =Ly, k <0) = 2gpin - f ( nR(k) UR) fiir k < 0.

5.1.3. Kritikpunkte

Die Angabe einer physikalisch gerechtfertigten Verteilungsfunktion ist ein nicht triviales Pro-
blem und aktuell stark debattiertes Forschungsfeld [25, 26, 29, 30, 77, 107, 108], dessen Kritik-
punkte im Folgenden zusammengefasst werden:

3Potenziale durch duflere angelegte Spannungen sind bereits in dem Bandminimum EY enthalten.
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o Eindeutigkeit der Wigner-Funktion und Nichtlokalitét: In [25, 29] wird das Kon-
zept fiir den kohédrenten Fall génzlich infrage gestellt, da die Losung der WTG unter Ver-
wendung der Inflow-Randbedingungen nicht eindeutig ist. Unter Beriicksichtigung von
semiklassischen Streuoperatoren, wie dem Boltzmann-Kollisionsoperator [23, 69] und der
Relaxationszeitndherung [69, 70], ist die Losung zwar eindeutig, kann aber unphysikalisch
sein [31]. Auflerdem ist eine nichtlokale Formulierung der Randbedingungen mit dem kon-
ventionellen Finiten-Differenzen-Verfahren [23, 24] im Grundsatz nicht méoglich.

o Semiklassische Formulierung: Bedingt durch die semiklassische Formulierung der Fer-
mi-Dirac-Statistik, die in den Inflow-Randbedingungen implementiert wird, ist diese in der
theoretischen Beschreibung nur unendlich weit von der Bauelementstruktur giiltig [26, 29,
77]. Praktische Untersuchungen anhand einfacher, eindimensionaler Geometrien zeigen,
dass der Einfluss der Bauelementstruktur bereits fiir Kontaktbereiche im Léngenbereich
ab ungefihr 30nm vernachléssigbar gering ist [107]. Ferner kann fiir die notwendige Léange
eine Abhéngigkeit zur angelegten Spannung festgestellt werden [20, S9, 107]. Als Abhilfe
dient ein adaptiver Algorithmus [30], der die Bestimmung einer adédquaten Randbedingung
auf Basis der Schrédingergleichung erlaubt. Dieses Vorgehen hat jedoch einen wesentlichen
Nachteil. In der Praxis ist es nur fiir begrenzte Anwendungen® sinnvoll, die WTG zur
Berechnung der Wigner-Funktion zu l6sen, wenn die rdumlichen Wellenfunktionen bereits
bekannt sind. Ein in sich geschlossener Formalismus basierend auf dem Wigner-Ansatz
ist zu bevorzugen.

« Heisenbergsche Unschirferelation: Zusatzlich wird in [108] festgestellt, dass die Be-
wegung der Teilchen nicht mit dem mathematisch zugeordneten Vorzeichen {ibereinstim-
men muss.

5.1.4. Semiklassische Berechnung des Fermi-Niveaus

Die Berechnung des Fermi-Niveaus an den Kontakten erfolgt unter der Annahme eines lokalen
Fliefigleichgewichts sowie Ladungstrégerneutralitdt in den Reservoiren. Die Ladungstriagerdich-
ten des Leitungs- n. und Valenzbands n, eines Volumenhalbleiters ergeben sich zu [45]

o] E,
ne= [AE GBI (E-p)  wd = [ B BB -B). (519
FE. —00

wobei die Zustandsdichten g, ,(E) durch

3

(2mey)2 (2my,)2
W . E— EC und g’U(E) - W vV E’U —F (520)

w

gc(E) =

bestimmt werden. Unter Ausnutzung der Ladungstrigerneutralitit kann ein Funktional in Ab-
héngigkeit von p. fiir den n-dotierten und p, fiir den p-dotierten Halbleiter formuliert werden.
Am Beispiel des n-dotierten Halbleiters ergibt sich die Suche des Fermi-Niveaus als ein Null-
stellenproblem:

F{uc} = Np —ne(pe) =0. (5.21)

4Denkbar wiren transiente Simulationen, bei denen die Startlésung fiir die Wigner-Funktion aus den Wellen-
funktionen ermittelt wird.
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Analog ist fiir das Fermi-Niveau des p-dotierten Halbleiters vorzugehen.

Die Berechnung erfolgt mit numerischen Methoden. Hierbei sind die Integrale in (5.19) geeignet
zu approximieren. Die Bandkantenenergie E/, ist dabei durch das verwendete Material im
Reservoir vorgegeben und legt die untere Integrationsgrenze inklusive der Verschiebung durch
angelegte Spannungen fest®. Die obere Integrationsgrenze muss geeignet abgeschiitzt werden.
Dabei reicht es in der Regel aus, zwischen 0.5eV und 2eV auf die Bandkantenenergie zu addieren,
bzw. fir Locher zu subtrahieren. Mit einem Brute-Force-Ansatz werden dann verschiedene
Fermi-Niveaus im Bereich +0.3eV um die Bandkantenenergie gewéhlt, um das Funktional zu
minimieren. Am Beispiel eines n-dotierten Halbleiters wird dabei das Fermi-Niveau ausgewéhlt,
welches

mln | F{uc}| = mln |ND — ne(fte)] (5.22)

erfiillt. Anschlieffend kann diese Losung noch als Startwert fiir das Newton-Raphson-Verfahren
dienen, um somit die Genauigkeit der Losung in iterativer Weise zu erhéhen. Der Wert fiir die
nichste Iteration des Fermi-Niveaus p?*! wird dabei in Abhéngigkeit von dem aktuellen Wert
des Fermi-Niveaus p durch Linearisierung des Funktionals dargestellt:

+ J{:un}
n+l o n_ Y WS
ol = e = F i)

d'uc He=pig

(5.23)

Das Abbruchkriterium basiert auf der Abweichung dp. Diese Vorgehensweise ermoglicht eine
vergleichsweise grobe Abtastung der moglichen Fermi-Niveaus mit dem Brute-Force-Ansatz.
In der Praxis kann der Brute-Force-Ansatz in Kombination mit einer hohen Abtastung jedoch
auch alleine verwendet werden, da die benotigte Rechenzeit zur Bestimmung des Fermi-Niveaus
im Vergleich zur restlichen numerischen Berechnung des Quantentransports irrelevant ist.

Vorgehen beim Mode-Space-Ansatz: Im Vergleich zu eindimensionalen Transportproblemen
liegt im Reservoir kein Volumenhalbleiter, sondern eine Schichtfolge in z-Richtung vor (vgl.
Abbildung 3.4).

Zur Berechnung des Fermi-Niveaus erfolgt eine Projektion auf eine sogenannte Oberflichen-
ladungstrigerdichte op. Dementsprechend wird die Dotierungskonzentration Np sowohl im
Source-Kontakt als auch im Drain-Kontakt mit der Weite des Kanals we, gewichtet. Die Ober-
flaichenladungstrigerdichte op berechnet sich aus den Subbédndern unter Beriicksichtigung der
anisotropen Bandstruktur zu:

ZZ ﬁkBT {1 + exp (—E’Z_”>} : (5.24)

7TfL2 k‘BT

Der Ausdruck entspricht der zweidimensionalen Fermi-Dirac-Statistik, welche jedoch tiber die
Taler v und die Subbdnder n summiert wird. Die effektive Masse wird durch den Ausdruck
V/mym?Z ersetzt, der die Anisotropie der Bandstruktur beinhaltet. Die Berechnung des Fermi-
Niveaus erfolgt mithilfe eines Brute-Force-Ansatzes zur Losung des Nullstellenproblems:

F{u} = |[Npwen — op(p)| = 0. (5.25)

SFalls nur ein Band von Interesse ist, wird die Bandenergie dieses Bands typischerweise als Referenzwert be-
trachtet und zu dem Wert Null gesetzt.
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5.2. Offene Randbedingungen fiir die Relativkoordinate

In den vorherigen Kapiteln ist bei der theoretischen Herleitung der Transportgleichungen ein
unendlich ausgedehntes Gebiet beziiglich der Relativkoordinate & vorausgesetzt worden. Auf
dieser Grundlage verschwindet die statistische Dichtematrix im Unendlichen

li D, ) =0
Jim (x,&,t) =0,

da die Wellenfunktion v im Unendlichen verschwinden muss®. Wie zuvor in Kapitel 3 her-
ausgearbeitet worden ist, liefern die Oberflichenterme innerhalb des Phasenraums infolge der
Fourier-Transformation keinen Beitrag.

Die Annahme eines unendlich ausgedehnten Gebiets ist jedoch bei der Approximation mit nu-
merischen Verfahren, denen ein abgeschlossenes Rechengebiet zugrunde liegt, ungerechtfertigt.
Dementsprechend verschwinden die Werte der statistischen Dichtematrix auf den Rédndern des
Rechengebiets nicht und die Oberflaichenterme im Phasenraum sind somit explizit zu beriick-
sichtigen.

Nichtsdestotrotz werden die Oberflichenterme in der Praxis vernachléassigt [22-29, 59, 61, 65,
S2, S3, 68-70, 73, 74, 77-83, S12, 84-87, 92, 93, 97, 101, 102, 107, 109-113]. Dieses Vorgehen
ist mit wesentlichen, konzeptionellen Fehlern verbunden [S4-S6, S8, 114], dessen Konsequenzen
im Folgenden erldutert werden.

Konzeptionelle Betrachtung eines abgeschlossenen Gebiets: Die Betrachtung des Formalis-
mus erfolgt nun explizit auf einem endlichen Gebiet beziiglich der Relativkoordinate &, welches
durch das Intervall Z = [—L¢/2,+L¢ /2] der Lénge L¢ (vgl. Abbildung 5.1) beschrieben wird.
Bei der Uberfithrung der LVNG-RS in die WTG mithilfe der Fourier-Transformation sind kon-
zeptionell Integrale des Typs

/ d¢ exp(—iké) - %P?X (X, &, t) = exp(—ik&) pXn (X, & 1)
Ze

- / A€ (—ik) exp(—ik€)pPy (. &, 1)
0L Le

ik'f)\k’ (X7k7t)
(5.26)

auszuwerten, wobei die partielle Integrationsregel ausgenutzt wird. Der erste Term in Abhén-
gigkeit der Randwerte 0Z¢ reprdsentiert den nun nicht mehr wegfallenden Oberflichenterm.
Der zweite Term kann hingegen in einen Ausdruck der Wigner-Funktion tiiberfiihrt werden. Un-
gliicklicherweise sind die Werte der statistischen Dichtematrix auf dem Rand 0Z¢ nicht bekannt,
sodass eine addquate Beriicksichtigung des Oberflaichenterms nicht moglich ist.

Konsequenzen der Vernachlassigung des Oberflaichenterms: Die Vernachléssigung des Ober-
flachenterms entspricht der mathematischen Formulierung von Dirichlet-Randbedingungen fiir
die statistische Dichtematrix mit dem Wert Null im Ortsraum [S4-S6, S8]. Auf der physika-
lischen Seite entspricht diese Randbedingung einem Abschluss der Rénder mit einer perfekt
reflektierenden Schicht, welche durch ein Material mit unendlich hohem Potenzial dargestellt

5Die Forderung folgt unmittelbar aus der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation und damit verbundenen
Quadratintegrierbarkeit der Wellenfunktion [37, 45].
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Abbildung 5.1. Schematische Darstellung des Rechengebiets einschlieBlich der absorbierenden Schicht. Das
Rechengebiet weist eine Lange L¢ (L, ) beziiglich der Relativkoordinate (Schwerpunktkoor-
dinate) auf. Die absorbierende Schicht hat eine Weite von w, und wirkt nur in der Nahe der
Rander im orangefarbenen Bereich zwischen &, und £L¢/2. Der graduelle Farbverlauf soll
den adiabatischen Ubergang zwischen Bauelement und absorbierender Schicht kennzeichnen.

wird. Infolgedessen werden die Anteile der statistischen Dichtematrix, die auf den Rand 0Z;
treffen, reflektiert und iiberlagern sich anschlieBend der urspriinglichen Losung [S5]. Da die
Reflexionen alleine auf die Vernachlédssigung der Oberflichenterme, bzw. der Formulierung der
Dirichlet-Randbedingungen, zuriickzufiihren sind, kommt es somit zu einer unphysikalischen
Beschreibung des Systems, die zu unphysikalischen Losungen fithren kann, wie in den nachfol-
genden Abschnitten gezeigt wird.

In [114] ist diesbeziiglich die Einbindung eines zusétzlichen Dampfungsterms vorgeschlagen
worden”, jedoch wird der vorgestellte Ansatz ohne die Kenntnisse der hier erarbeiteten Aus-
wirkungen im Ortsraum formuliert. Als Konsequenz wird der Impuls der Teilchen ebenso wie
die Wigner-Funktion von der reellen Achse in die komplexe Ebene verschoben, wodurch die
physikalische Interpretation der Momente mit Problemen behaftet ist.

Vor diesem Hintergrund bedarf es somit der systematischen Entwicklung eines Formalismus,
mit dem die Oberflichenterme, bzw. Werte der statistischen Dichtematrix, addquat eingebun-
den werden kénnen. Weiterhin sollen die physikalischen Eigenschaften der Verteilungsfunktion
erhalten bleiben.

Im folgenden Abschnitt 5.2.1 wird eine absorbierende Schicht auf Grundlage eines sogenannten
komplex absorbierenden Potenzials erarbeitet [S4-S6, S8|, die sich bereits bei der numerischen
Losung der Schrodingergleichung als hilfreich erwiesen hat [115-117]. Die Evaluation und Va-
lidierung des Formalismus erfolgt anhand von numerischen Untersuchungen in Abschnitt 5.2.2
fiir ein Spielzeugmodell, fiir das eine analytische Vergleichslésung existiert, sowie in Abschnitt
5.2.3 fiir ein praxisorientiertes Transportproblem, bei welchem die anerkannte QTBM [7, 8] zum
Vergleich herangezogen wird. Notwendigerweise werden zur numerischen Untersuchung Konzep-
te aus den nachfolgenden Kapiteln 6 - 8 herangezogen. In Abschnitt 5.2.6 werden transparente
Randbedingungen und Perfectly Matched Layer (PML) vorgestellt, deren Einsatz sich jedoch
aufgrund numerischer Instabilitdten als ungeeignet erwies.

"Mathematisch ist das Vorgehen vergleichbar mit der Laplace-Transformation.
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5.2.1. Formalismus des komplex absorbierenden Potenzials

Die Grundidee hinter dem komplex absorbierenden Potenzial ist die Einfiihrung einer kiinstlich
absorbierenden Schicht an den Réndern des Rechengebiets [S4-S6, S8], wie in Abbildung 5.1
schematisch dargestellt. Innerhalb dieser lokal absorbierenden Schichten (orangefarbene Berei-
che in Abbildung 5.1) wird ein zusétzlicher Term eingefiihrt, welcher ein imaginires Potenzial
iW (&) enthilt, auch komplex absorbierendes Potenzial im Umfeld der Schrodingergleichung
genannt [115-117]. Dieses komplex absorbierende Potenzial iW (&) verursacht ein abklingen-
des Verhalten der statistischen Dichtematrix innerhalb der absorbierenden Schichten [S5], wie
nachfolgend mathematisch gezeigt wird. Ziel ist, dass die statistische Dichtematrix bis zu den
Réndern auf einen vernachlissigbar kleinen Wert nahe Null abklingt, sodass Reflexionen an
den Réandern des Rechengebiets vermieden werden. Das komplex absorbierende Potenzial ist
dabei im Idealfall nicht reflektierend [S5, 116]. Der Oberflichenterm verschwindet somit auf
einer mathematisch-physikalischen Basis und die statistische Dichtematrix erfiillt die Dirichlet-
Randbedingungen [S5]. Infolgedessen werden unphysikalische Reflexionen durch eine inadéquate
Adressierung der Randbedingungen effektiv vermieden. Fiir einen inneren Betrachtungspunkt
des Rechengebiets kann jede Welle iiber den Rand des Rechengebiets laufen, ohne den Betrach-
tungspunkt zu beeinflussen, was der Implementierung von offenen Randbedingungen gleichzu-
setzen ist.

Die Implementierung des Formalismus in bestehende und neu entwickelte Methoden erfolgt
durch eine einfache Substitution des Intrabanddriftoperators Byy/® durch einen komplexen In-
trabanddriftoperator, welcher das komplex absorbierende Potenzial ilW (&) enthélt:

By (x,€) = B (x,§) —iW(§). (5.27)

Anforderungen an das komplex absorbierende Potenzial: Damit dieses Konzept in der Praxis
erfolgreich anwendbar ist, muss das komplex absorbierende Potenzial innerhalb der absorbie-
renden Schicht einige relevante Eigenschaften erfiillen [S4-S6, S8|, die im Folgenden zusammen-
gefasst werden:

o Das komplex absorbierende Potenzial iWW (§) weist beziiglich der £-Richtung eine gerade
Paritat auf W(§) = W(—¢). Eine Herleitung dieser Eigenschaft erfolgt aus der Schro-
dingergleichung, wie in Anhang C gezeigt ist.

o Das komplex absorbierende Potenzial iV (£) nimmt nur innerhalb der absorbierenden
Schicht Werte ungleich Null an (vgl. die orangefarbenen Bereiche innerhalb Abbildung
5.1). Insbesondere am Ubergang +¢; zur absorbierenden Schicht verschwindet das
komplex absorbierende Potenzial ilW (+¢,) = 0.

o Innerhalb der absorbierenden Schicht stellt das komplex absorbierende Potenzial iW (€)
eine monoton steigende Funktion in Richtung der Rénder dar. Im Idealfall erfolgt
der Anstieg adiabatisch, sodass keine Reflexion am komplex absorbierenden Potenzial
selbst stattfindet.

8Dieser Zusammenhang folgt auch unmittelbar fir die Multisubbandbeschreibung, wobei lediglich die Funktio-
nen Vy in dem Intrabanddriftoperator durch die Funktionen E}, zu ersetzen sind.

65



5. Theorie offener Quantensysteme

Da das komplex absorbierende Potenzial iiber den komplexen Intrabanddriftoperator eingeht,
werden entsprechend nur die Diagonalelemente des Liouville-Operators (3.36) beeinflusst. Die
Diagonalelemente bestimmen dabei die Dynamik der homogenen Lésung der einzelnen Trans-
portgleichungen.

Heuristische Losung der Transportgleichung: Unter der Einfiihrung des allgemeinen Diffu-
sionsoperators Ry, dessen explizite Gestalt im Folgenden nicht von Bedeutung ist, ergibt sich
die Dynamik der jeweils ungekoppelten Anteile der statistischen Dichtematrix zu:

0 A 1 )
G006 = { B+ (B &0 - WO} s (i 60 (529
Die formale Integration beziiglich der Zeit ¢ liefert den Ausdruck
t . 1 w
et = e ([t R+ 2B 60 ) oo (00— o)) -oB (6 ), (520
0

da das komplex absorbierende Potenzial selbst nicht zeitabhéngig ist. Die gesamte Losung ergibt
sich durch die Bertiicksichtigung der partikularen Losung, welche durch die Bandkopplungsme-
chanismen getrieben wird.

Wie aus der heuristischen Losung (5.29) ersichtlich ist, fithrt die Einbindung des komplex ab-
sorbierenden Potenzials iW (&) zu einem zusétzlichen Faktor:

e Auflerhalb der absorbierenden Regionen ist das komplex absorbierende Potenzial per De-
finition Null. Der zusétzliche Faktor nimmt daher den Wert Eins an. Die urspriingliche
Losung wird somit nicht durch das komplex absorbierende Potenzial beeinflusst.

e In den absorbierenden Regionen hingegen nimmt das komplex absorbierende Potenzial
Werte ungleich Null an. Da das komplex absorbierende Potenzial innerhalb dieser Regio-
nen per Definition eine monoton steigende Funktion darstellt [S5, S8], lauft der zusétzliche
Faktor gegen den Wert Null. Folglich klingen die Werte der statistischen Dichtematrix in
Richtung der Rander des Rechengebiets exponentiell auf einen sehr kleinen Wert nahe
bei Null ab. Der Oberflichenterm bestimmt sich somit zu dem Wert Null. Die Dirichlet-
Randbedingungen im Ortsraum sind erfiillt. Unphysikalische Reflexionen als Folge der
unangemessenen Einbindung der Rédnder koénnen somit effektiv vermieden werden und
die Physik des Bauelements zwischen den absorbierenden Schichten wird korrekt wieder-
gegeben [S4-S6, S8].

Im Vergleich zum Ansatz auf Grundlage der Verschiebung der Impulse in die komplexe Ebene
[114] ist hervorzuheben, dass die Wigner-Funktion der Komponenten fyy (des Intrabandtrans-
ports) auch unter Einbindung des komplex absorbierenden Potenzials eine reelle Funktion bleibt
[S8] und die physikalische Interpretation der Wigner-Funktion somit erhalten bleibt. Diese her-
ausragende Eigenschaft ergibt sich unmittelbar aus der geraden Symmetrie des komplex absor-
bierenden Potenzials hinsichtlich der Relativkoordinate &.

Expliziter Monom-Ansatz fiir die absorbierende Schicht: Mit Blick auf die nachfolgenden
Untersuchungen ist es zweckméflig, eine explizite mathematische Gestalt fiir das imagindre Po-
tenzial einzufiihren. Hierdurch wird eine systematische Evaluation des Formalismus des kom-
plex absorbierenden Potenzials ermoglicht. In dieser Arbeit werden hierzu einfache Monome
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entsprechend

- (B2 g g
W) = : (5.30)

0, sonst
verwendet [S5, S8]. Mit dem Grad des Monoms n, kann dabei der prinzipielle Verlauf des kom-

plex absorbierenden Potenzials festgelegt werden (vgl. Abbildung 5.2). Die Amplitude by, sowie
die Weite wy,; stellen weitere Parameter zur Kontrolle der absorbierenden Schicht dar. Fir die

W(i) o,
bal
Tial
» <
+& +Le/2

Abbildung 5.2. Kurvenverlaufe der Funktion W () in Abhangigkeit des Monomgrads n, fiir eine feste Weite
w, und Amplitude by).

Betrachtungen im Phasenraum wird noch die Fourier-Transformierte des komplex absorbieren-
den Potenzials iW eingefiihrt:

W (k) = /I dé exp(—iké) - W (£). (5.31)
3

5.2.2. Effizienz der absorbierenden Schicht

Zur Evaluation der absorbierenden Schicht werden verschiedene Untersuchungen in Abhén-
gigkeit der Amplitude by, der Weite w, sowie des Monomgrads n durchgefiihrt. Hierzu wird
die zeitliche Ausbreitung der statistischen Dichtematrix auf einem abgeschlossenen Rechenge-
biet mit absorbierender Schicht numerisch bestimmt und mit einer analytischen Referenzlésung
verglichen. Als Maf} zur Beurteilung der Genauigkeit wird der relative Fehler herangezogen.

Definition des relativen Fehlers: Der relative Fehler der numerischen Losung p,,,, zu der
analytischen Referenzlosung p,..; wird zum Betrachtungszeitpunkt ¢y, wie folgt definiert:

Crol = ||pnum(’t|zaxf)(t_ pr)e‘f|(tmax)|| mit 5 c [_50’ 50] (532)

Die Operation ||.|| stellt die Betragsbildung in Form der Ly-Norm dar. Die Vektoren p enthalten
die diskreten Werte der statistischen Dichtematrix infolge der 6rtlichen Diskretisierung, wie sie
in den Kapiteln 6 und 8 beschrieben wird.
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Testkonfiguration: Das Rechengebiet weist beziiglich der Schwerpunktkoordinate y mit x €
[—15nm, 15nm] eine Lange von L, = 30nm und beziiglich der Relativkoordinate & eine Léinge
von Lg = 60nm (¢ € [-30nm, 30nm]|) auf. Beide Richtungen werden mit N, = N¢ = 200 dquidi-
stanten Diskretisierungspunkten abgetastet. Die Zeitschrittweite wird zu At = 0.125fs gesetzt.
Fiir die zeitliche Propagation werden sowohl explizite Exponentialintegratoren [118, 119] als
auch das implizite Crank-Nicolson-Verfahren [101] verwendet, welche im Anhang E erldutert
werden. Die Ortsraumdiskretisierung erfolgt unter Verwendung eines vom Exponentialoperator
abgeleiteten Diskretisierungsschemas aus Abschnitt 8.2.

Die Untersuchung des komplex absorbierenden Potenzials erfolgt fiir verschiedene Monome der
Grade ngy) € [2,5]. Die Amplituden b, variieren im Bereich von 0eV bis 3¢V mit einer Schrittweite
von 0.1eV. Der Fall 0eV reprasentiert den Fall ohne absorbierende Schicht. Zusétzlich wird
der Einfluss der Weite der absorbierenden Schicht w, von 1lnm bis 22nm in Inm Schritten
analysiert. Da die Punktzahl konstant gehalten wird, entsprechen die Erkenntnisse, welche im
Hinblick auf die Weite wy) erzielt werden, denen mit fester Weite w,;, aber verdnderlicher Anzahl
an Diskretisierungspunkten Ng.

Als analytische Referenzlosung dient die exemplarische Propagation eines gaussféormigen Wel-
lenpakets innerhalb des Leitungsbands eines GaAs-Halbleiters. Die korrespondierende Wellen-
funktion ist durch

1
#zt) = (27702 (1+ iﬁt)2>

beschrieben [102], wobei 02 = 0.5?nm? die Varianz darstellt. Die Konstante 3, die Gruppenge-
schwindigkeit vy und die Kreisfrequenz w sind iiber

=

— 20) — vot)?
exp (i (ko(z — z0) — wot)) exp ( ((ZUQ ((1])+ iﬁ(g) > (5.33)

h hko k(ﬂ}o
T T T o34

B

definiert, wobei ky =1,5nm~! die mit der Gruppengeschwindigkeit vy korrespondierende Wel-
lenzahl darstellt. Die effektive Masse betragt m = 0.065mq. Die analytische Referenzlésung der
statistischen Dichtematrix bestimmt sich mithilfe der Wellenfunktion (5.33) durch:

prei(X, €, 1) =¢(X+§,t> ¢f (x— gt) (5.35)
Der Imaginérteil der Referenz-Dichtematrix ist zu den Zeitpunkten ¢ =0fs in Abbildung 5.3a
und ¢ = 15fs in Abbildung 5.3b dargestellt. Wie aus dieser Abbildung ersichtlich ist, ist die
statistische Dichtematrix zum Betrachtungszeitpunkt ¢ = 15fs deutlich iber die Rander ausge-
dehnt. Deshalb wird dieser als Bestimmungszeitpunkt ty,x zur Untersuchung der Reflexionen
in Form des relativen Fehlers herangezogen.

Zeitpropagation mit absorbierender Schicht: Um den Einfluss des abgeschlossenen, diskreti-
sierten Rechengebiets qualitativ zu bewerten, wird die Zeitpropagation des Wellenpakets (5.33)
betrachtet. Die Anfangswerte der statistischen Dichtematrix werden durch die analytische Re-
ferenzlosung zum Zeitpunkt ¢ = 0fs (5.35) festgelegt (vgl. Abbildung 5.3a).
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Abbildung 5.3. Analytisch berechneter Imaginéarteil der statistischen Dichtematrix zu den Zeitpunkten ¢ =
Ofs (a) und ¢ = 15fs (b).

Fiir die Ausbreitung werden die Ergebnisse des Rechengebiets mit der absorbierenden Schicht
denen ohne die absorbierende Schicht gegeniibergestellt. Hierzu wird der Imaginérteil der sta-
tistischen Dichtematrix Jm{p” (x,&, )} fiir einige markante Zeitpunkte in Abbildung 5.4 auf-
getragen.

Zum Zeitpunkt ¢ = 1fs konnen die beiden Imaginéarteile der statistischen Dichtematrix ohne
(Abbildung 5.4a) und mit absorbierender Schicht (Abbildung 5.4b) nicht voneinander unter-
schieden werden. Nach ¢t = 4fs erreicht der Imaginéarteil der statistischen Dichtematrix ohne
absorbierende Schicht den Rand des Rechengebiets, wie aus Abbildung 5.4c ersichtlich ist. Fiir
den Fall der absorbierenden Schicht klingen die einfallenden Anteile der statistischen Dichte-
matrix hingegen nahe dem Rand des Rechengebiets gegen den Wert Null ab, wie in Abbildung
5.4d deutlich zu erkennen ist. Zur besseren Ubersicht ist der Querschnitt des Imaginirteils der
statistischen Dichtematrix fiir den Wert der Schwerpunktkoordinate xy = 7, 5nm zum Zeitpunkt
t = 4fs in Abbildung 5.5a dargestellt.

Bisher hat der Rand noch keinen Einfluss auf das innere Verhalten gehabt. Bei weiterer Zeitpro-
pagation nimmt dieser jedoch eine zentrale Rolle ein. Nach ¢ = 8fs sind die am Rand reflektierten
Anteile der statistischen Dichtematrix ohne absorbierende Schicht bereits innerhalb des Ima-
gindrteils zu erkennen (siehe Abbildung 5.4e). Diese unphysikalischen Reflexionen interferieren
mit der physikalisch validen Losung.

Zum Betrachtungszeitpunkt ¢ = 15fs ist ein signifikanter, hoch oszillierender Anteil im Imagi-
néarteil der statistischen Dichtematrix in Abbildung 5.4g zu sehen, welche ohne absorbierende
Schicht berechnet wird. Dieser Interferenzterm lasst sich alleine der inaddquaten Adressierung
der Randbedingungen zuordnen. Mit der absorbierenden Schicht kénnen diese von Rand ver-
ursachten unphysikalischen Lésungen zu allen Zeitpunkten effektiv vermieden werden, wie aus
dem Betrachtungszeitpunkt zu ¢t = 8fs (Abbildung 5.4f) und ¢ = 15fs (Abbildung 5.4h) ersicht-
lich ist.

Zuséatzlich ist in Abbildung 5.5b der Querschnitt der Imaginérteile der statistischen Dichtema-
trix zum Zeitpunkt ¢ =15fs mit und ohne absorbierende Schicht im Vergleich zur analytischen
Losung dargestellt. In dieser Darstellung lassen sich die unphysikalischen Reflexionen und deren
Auswirkungen besonders gut erkennen.
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Abbildung 5.4. Ausbreitung des Imaginarteils der statistischen Dichtematrix Jm{p” (x, &, t)} fiir eine gauss-
formige Wellenfunktion zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ mit und ohne absorbierende Schicht.
Die Parameter der absorbierenden Schicht liegen der Simulation wie folgt zugrunde: b, =

2eV, w, = 20nm und ny = 2.
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Abbildung 5.5. Querschnitt des Imaginarteils der statistischen Dichtematrix Jm{p”(x = 7,5nm, &, )} zu
verschiedenen Zeitpunkten ¢t = 4fs (a) und ¢t = 15fs (b). Die blaue Linie kennzeichnet die
Simulation ohne und die orangefarbene Linie kennzeichnet die Simulation mit absorbierender
Schicht. Die schwarzen Punkte zum Zeitpunkt ¢ = 15fs in (b) sind die Werte der analytischen
Referenzlésung innerhalb des Intervalls £ € [—&, &o].

Im Vergleich zur analytischen Referenzlosung, welche in Abbildung 5.3b dargestellt ist sowie
im Querschnitt in Abbildung 5.5b, ist eine sehr gute Ubereinstimmung der Imaginirteile der
statistischen Dichtematrix innerhalb des reduzierten Rechengebiets [—&p, +&p] fiir den Fall einer
absorbierenden Schicht zum Beobachtungszeitpunkt ¢t = 15fs festzustellen. Fiir den Fall ohne
absorbierende Schicht liefert der Vergleich mit der Referenzldsung zum Betrachtungszeitpunkt
t = 15fs aufgrund der unphysikalischen Reflexionen durch die Rénder keine Ubereinstimmung,
wie nachfolgend néher erldutert wird. Zum einen ist dies direkt aus dem hoch oszillierenden
unphysikalischen Interferenzterm in Abbildung 5.4g sowie Abbildung 5.5b ersichtlich. Zum an-
deren liefert der Vergleich der Gréoflenordnung einen mehr als doppelt so grofien betragsmafligen
Maximalwert fiir den numerisch bestimmten Imaginérteil der statistischen Dichtematrix ohne
absorbierende Schicht. Mit weiterer Zeitpropagation wird auch der unphysikalische Interferenz-
term durch mehrfache Reflexionen anwachsen und somit der im Modell induzierte Fehler.

Alle hier getroffenen Aussagen gelten in gleicher Weise fiir den Realteil der statistischen Dich-
tematrix. Auf dessen explizite Darstellung wird an dieser Stelle jedoch verzichtet, da er keine
neuen Erkenntnisse beziiglich des Systemverhaltens liefert.

Der Imaginérteil stellt oftmals die numerisch weniger robuste Gréfle der statistischen Dichtema-
trix dar. Da die Stromdichte proportional zum Gradienten hinsichtlich der ¢-Richtung ist, liegt
hier eine grofie Sensitivitdt hinsichtlich des hoch oszillierenden, reflektierten Anteils vor, wie
auch die Untersuchungen zum Quantentransport in den nachfolgenden Abschnitten bestétigen.
Die Ladungstragerdichte hingegen ist als einfache Funktionsauswertung am Ort & = 0 in einem
gewissen Mafl robuster gegeniiber dieser Art von Fehlern.

Quantitative Analyse basierend auf dem relativen Fehler: Nachdem das Konzept im letzten
Abschnitt bereits mit qualitativen Betrachtungen validiert worden ist, soll nun eine quantita-
tive Beurteilung erfolgen. Hierzu wird der zuvor definierte relative Fehler e (5.32) fiir die
verschiedenen Konfigurationen der absorbierenden Schicht untersucht.
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In Abbildung 5.6 sind die relativen Fehler e, in Abhéngigkeit der Amplitude b, und Weite
wy der absorbierenden Schicht fiir die verschiedenen Monomgrade n, = 2 (Abbildung 5.6a),
na = 3 (Abbildung 5.6b), n, = 4 (Abbildung 5.6¢) und n, = 5 (Abbildung 5.6d) dargestellt.
Wie bereits erwahnt, lassen sich die Ergebnisse der variierenden Weite w, bei konstanter Anzahl
an Diskretisierungspunkten N auf die einer festen Weite w, bei variierender Punktzahl N
iibertragen.
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(a) Polynomgrad na = 2. (b) Polynomgrad n. = 3.
10° 10°
20 \
T 1071 T 1071
F = B .
g 10 Z 10 10
§ 1073 § 103
1074 10~
0 1 2 3 0 1 2 3
bal (eV) — ba (eV) —
(c) Polynomgrad na = 4. (d) Polynomgrad n, = 5.

Abbildung 5.6. Relativer Fehler zur Einschatzung der Effizienz der absorbierenden Schicht in Abhangigkeit
der Schichtweite w, und der Amplitude b, fir verschiedene Polynomgrade n,. Die Refe-
renzlésung ist durch eine analytische Losung gegeben. Die Anzahl der Diskretisierungspunkte
beziiglich der Relativkoordinate N¢ wird bei den Betrachtungen festgehalten.

Prinzipiell ist aus den Abbildungen 5.6a-5.6d festzustellen, dass ein niedriger Wert der Ampli-
tude by < 1eV in Kombination mit den betrachteten Weiten zu einem hohen relativen Fehler
erel ~ 1 fithrt. Dies korrespondiert mit einer starken, von den Réndern ausgehenden Reflexi-
on infolge einer unzureichenden Dampfung der statistischen Dichtematrix. Weiterhin fithrt ein
gleichzeitiges Erhohen der Weite w,; als auch der Amplitude b, zu einem kleiner werdenden
relativen Fehler e, und somit zur Reduktion der Reflexionen an den Randern des Rechenge-
biets. Besonders niedrige relative Fehler im Bereich von ca. 10~* ergeben sich fiir hinreichend
grofle Weiten im Bereich von w, =~ 20nm gepaart mit grolen Amplituden b, ~ 2eV-3eV. Wie
aus den Abbildungen 5.6a-5.6d ersichtlich ist, wird das Verhalten dabei mafigeblich durch den
Monomgrad bestimmt. Dieser beschreibt den Verlauf des Anstiegs des komplex absorbierenden
Potenzials. Mit steigendem Monomgrad flacht der anfingliche Anstieg des imagindren Poten-
zials deutlich ab - der Anstieg auf die vorgegebene Amplitude erfolgt dann in einem scharfen
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Bereich und wird immer steiler (vgl. Abbildung 5.2). Ein zu abrupter Ubergang, wie er durch
groBe Monomgrade vorliegt, fiihrt wiederum auch zu Reflexionen. Diesmal aber nicht vom Rand,
sondern von der absorbierenden Schicht selbst?. Dieses Verhalten spiegelt sich auch in dem rela-
tiven Fehler e, wider. Beispielsweise ist fiir einen grofien Monomgrad n,; = 5, wie in Abbildung
5.6d dargestellt, sowohl eine grofie Amplitude als auch groflie Weite fiir einen geringen Fehler
unerlasslich. Im direkten Vergleich ist der Monomgrad von n, = 2 hier deutlich leistungsfa-
higer, der auch schon bei kleineren Weiten niedrigere relative Fehler liefert, wie in Abbildung
5.6a dargestellt ist.

Die hier bestimmten relativen Fehler ergeben sich sowohl unter Verwendung von Exponential-
integratoren, die eine Reduktion des Approximationsfehlers in der GréBenordnung der CPU-
Genauigkeit erlauben [118, 119], als auch unter der Verwendung des weniger akkuraten Crank-
Nicolson-Verfahrens [101].

Fiir die Approximation der Ableitung in £&-Richtung wird ein Approximationsschema der Ord-
nung O(A&%) verwendet. Auch der Vergleich gegen eine numerische Referenzlésung auf einem
deutlich grofieren Gitter (keine Reflexionen vom Rand) mit mehr Randpunkten und ohne ab-
sorbierende Schicht, beeinflusst die Groflenordnung des relativen Fehlers nur unwesentlich.

Alle diese Betrachtungen lassen darauf schlieflen, dass der Fehler durch das numerische Ver-
fahren eine untergeordnete, zu vernachlissigende Rolle spielt. Ferner wird dieser Fehler durch
den Modellfehler maskiert, der durch die minimalen Reflexionen an der absorbierenden Schicht
der vorgestellten mathematischen Gestalt entsteht. Der Einfluss der Numerik auf den relativen
Fehler ist somit fiir die hier verwendeten Methoden zu vernachléassigen, wodurch das Maf} des
relativen Fehlers hier eine geeignete Grofle zur Charakterisierung der absorbierenden Schicht
darstellt und eine wichtige Basis zur Einordnung realer Fehler liefert.

Fazit: Zusammenfassend konnen zwei Richtlinien aus den Ergebnissen bei fester Anzahl an
Diskretisierungspunkten beziiglich der Relativkoordinate gefolgert werden. Je hoher der Grad
des Monoms, desto langer muss die Schicht gewéhlt werden. Je langer die Schicht gewahlt wird,
desto grofer kann auch die Amplitude gewéhlt werden, ohne dass das komplex absorbierende
Potenzial selbst zur Quelle von Reflexionen wird.

5.2.3. Evaluation anhand des Quantentransports in einer Tunneldiode

Die bisherigen Betrachtungen zur absorbierenden Schicht beinhalten weder den Effekt von 6rt-
lich variierenden Potenzialen noch den Effekt einer kontinuierlichen Injektion von Ladungs-
tragern durch die Inflow-Randbedingungen - sprich, der ingenieurméaflige Quantentransport ist
bisher nicht abgebildet worden.

Am Beispiel einer resonanten Tunneldiode (RTD) [90], deren materieller und struktureller Auf-
bau in Abbildung 5.7 dargestellt ist, soll daher nun der Einfluss der absorbierenden Schicht auf
den Quantentransport untersucht werden. Diese Untersuchungen beinhalten sowohl die statio-
nére Modellierung im Ortsraum als auch im Phasenraum auf Basis des Wigner-Formalismus.
Zur Evaluation und Validierung der absorbierenden Schicht wird das Standard-Transportmodell

?Mit der Erhéhung der Punktzahl N¢ kann dieses Problem adressiert werden.
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Abbildung 5.7. Schematische Darstellung der RTD im AlGaAs-GaAs Materialsystem. Wahrend die in blau
dargestellten Kontaktbereiche hochdotiert sind, ist der unmittelbare Bereich um die Dop-
pelbarrierenstruktur schwach oder undotiert. Die orangefarbenen Bereiche kennzeichnen die
AlGaAs-Barrieren. Die Modellierung erfolgt in Schichtrichtung x. Die charakteristischen Ver-
ldufe des Dotierungsprofils Np (orangefarbene Linie) sowie des Leitungsbandpotenzials V'
(schwarze Linie) sind tiber der Schichtrichtung entlang der RTD skizziert.

der Literatur auf Basis einer konstanten effektiven Masse [23, 24] herangezogen. Die erzielten
Ergebnisse werden dabei mit denen aus der anerkannten QTBM [7, 8] verglichen und im Hin-
blick auf die absorbierende Schicht diskutiert. Da das Hartree-Potenzial keine Auswirkung auf
die absorbierende Schicht hat, wird es in den folgenden Berechnungen methodischen Werts nicht
beriicksichtigt.

Struktur- und Materialparameter des RTD-Prototyps: Die symmetrisch aufgebaute RTD
basiert auf dem Aly3Gag7As-GaAs-Materialsystem. Die GaAs-Source- und GaAs-Drain-Kon-
taktregionen sind, wie in Abbildung 5.7 gezeigt ist, mit einer Donatorendichte von 2-10¥cm=3
hoch dotiert und weisen eine Lange von 30nm auf. Darauf folgt jeweils eine undotierte, 10nm wei-
te GaAs-Spacer Region. Die resonante Struktur wird durch die zwei 3nm weiten Alg3Gag.7As-
Schichten gebildet. Diese umschliefen die 4nm weite GaAs-Schicht.

Die Modellierung erfolgt in Schichtrichtung, wie in Abbildung 5.7 schematisch dargestellt ist.
Fiir die Simulation werden die Materialparameter der einzelnen Schichten der Tabelle 5.1 ent-
nommen. Die Temperatur des Bauelements betragt T = 300K.

5.2.4. Analyse des Quantentransports im Ortsraum

Fiir die Analyse des Quantentransports im Ortsraum mithilfe der LVNG-RS wird das Rechenge-
biet hinsichtlich der £&-Richtung im Intervall [—75nm, 75nm] in N¢=400 Gitterzellen unterteilt,

74



5.2. Offene Randbedingungen fiir die Relativkoordinate

Schichtnummer 1 2 3 4 5 6 7
Weite in nm 30 10 3 4 3 10 30
Dotierung in 10'%cm—3 2 0 0 0 0 0 2
Potenzial in eV 1,424 1,424 1,7013 1,424 11,7013 1,424 1,424
Effektive Masse in mg | 0,063 0,063 0,063 0,063 0,063 0,063 0,063

Tabelle 5.1. Struktur- und Materialparameter der AlGaAs-GaAs-RTD.

bzw. mit N, = 360 Punkten beziiglich der Schwerpunktkoordinate'? y. Die Parameter der ab-
sorbierenden Schicht werden dabei auf Grundlage der Kenntnisse aus dem vorherigen Abschnitt

Zu W, = 26.25nm fir die Weite, b, = 4eV fiir die Amplitude und n, = 4 fiir den Monomgrad
bestimmt.

Vergleich der Imaginarteile der statistischen Dichtematrix: In Abbildung 5.8 sind die Ima-
gindrteile der statistischen Dichtematrix ohne absorbierende (Abbildung 5.8a) und mit ab-
sorbierender Schicht (Abbildung 5.8b) fiir eine angelegte Spannung von U =0,5V dargestellt.
Im Vergleich der beiden Imaginérteile der statistischen Dichtematrix kommt es ohne eine ab-
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(a) Ohne absorbierende Schicht. (b) Mit absorbierender Schicht.

Abbildung 5.8. Imaginirteile der statistischen Dichtematrix Jm{p” (x, &)} im Vergleich: (a) ohne die absor-
bierende Schicht und (b) mit der absorbierenden Schicht.

sorbierende Schicht am Rand des Rechengebiets zu Reflexionen, die sich als hoch oszillierender
Interferenzterm der urspriinglichen Losung im gesamten Rechengebiet iiberlagern, wie in Abbil-
dung 5.8a zu erkennen ist. Derart hoch oszillierende Anteile sind fiir den Fall mit absorbierender

"Fine detaillierte Betrachtung der Diskretisierung des Rechengebiets erfolgt in den Kapiteln 6 und 8. Fiir den
Driftoperator wird dabei die Trapezregel verwendet. Als Basis zur Entwicklung des diskreten Diffusions-
operators wird die den Diffusionoperator diagonalisierende Eigenbasis verwendet. Hierbei werden N = 120
Eigenvektoren verwendet. Die verbleibende semidiskrete Transportgleichung wird durch die Approximation
eines Exponentialoperators erster Ordnung genéhert.
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Schicht nicht festzustellen (vgl. Abbildung 5.8b). Auflerdem sind die Werte des Imaginarteils
der statistischen Dichtematrix ohne absorbierende Schicht ca. eine Gréflenordnung oberhalb des
Ergebnisses mit absorbierender Schicht.

Vergleich der Erwartungswerte: Um die Auswirkungen der unphysikalischen Reflexionen zu
untersuchen, werden im Folgenden die weniger abstrakten Erwartungswerte in Gestalt der
Elektronen- n und der Stromdichte j aus den statistischen Dichtematrizen mit und ohne ab-
sorbierende Schicht bestimmt. Wie zuvor in Abschnitt 3.2 bereits erldutert wurde, ist das Ver-
halten der Elektronendichte dabei mit dem Realteil und die Stromdichte mit dem Imaginérteil
der statistischen Dichtematrix verbunden. Die Stromdichte j ist in Abhéngigkeit der extern an-

5 _ ____________________________ . QTBM i 10 —- . QTBM

IVNG-RS [ 4 LVNG-RS-CAP
: : [ H [ J

0.0 0.2 0.4 0.0 0.2 0.4
U(WV)— U (V) —
(a) Ohne absorbierende Schicht. (b) Mit absorbierender Schicht.

Abbildung 5.9. I-V-Kennlinie ohne (a) und mit (b) absorbierender Schicht (orangefarbene Linie) im Vergleich
zur Referenzlésung aus QTBM (schwarze Punkte). Zusatzlich ist in die Legende fir die
Einbindung der absorbierenden Schicht das Suffix CAP angefiigt.

gelegten Spannung U, die sogenannte I-V-Kennlinie, in Abbildung 5.9a mit und in Abbildung
5.9b ohne absorbierende Schicht dargestellt. Zusétzlich sind innerhalb der Abbildungen die Re-
ferenzwerte der Stromdichte, welche aus der anerkannten QTBM [7, 8] bestimmt werden, als
schwarze Punkte eingetragen. Da die Stromdichte tiber den Zusammenhang (3.22) proportional
zum Gradienten des Imaginérteils der statistischen Dichtematrix hinsichtlich der Relativkoor-
dinate £ ist, ist sie gegeniiber schnell verdnderlichen Anteilen in dieser Richtung sehr sensitiv.
Ungliicklicherweise verursachen die Reflexionen infolge der inaddquaten Einbindung des Rands
des Rechengebiets genau einen solch hoch oszillierenden, unphysikalischen Anteil'!. Als direk-
te Konsequenz ergibt sich eine deutlich groflere Stromdichte ohne absorbierende Schicht im
Vergleich zu den Referenzwerten aus der QTBM. Zusétzlich folgt der Verlauf der Stromdichte
ohne absorbierende Schicht keiner physikalisch begriindbaren Argumentation im Hinblick auf
einen negativen differentiellen Widerstand (NDR). Dieses Verhalten kann darauf zurtickgefiihrt

"Djeser Zusammenhang ist bereits aus dem Vergleich der Imaginérteile der statistischen Dichtematrix in Ab-
bildung 5.8a und in Abbildung 5.5a ersichtlich.
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5.2. Offene Randbedingungen fiir die Relativkoordinate

werden, dass keine feste Phasenbeziehung der am Rand reflektierten Terme iiber die angelegte
Spannung besteht.

Die Auswirkungen der unphysikalischen Reflexionen sind somit folgenschwer und keinesfalls
vernachlassigbar.

Unter Beriicksichtigung der absorbierenden Schicht werden die unphysikalischen Reflexionen
an den Randern des Rechengebiets effektiv vermieden. Wie aus Abbildung 5.9b zu erkennen
ist, stimmt die Stromdichte j fiir den Fall mit absorbierender Schicht quantitativ hervorragend
mit der Referenzstromdichte aus der QTBM {iberein. Der fiir die RTD charakteristische NDR
wird korrekt nachgebildet.

Neben der Abhéngigkeit der Stromdichte j von der angelegten Spannung ist auch die Analyse
der Abhéngigkeit von Ort x aufschlussreich. Hierzu ist in Abbildung 5.10 der 6rtliche Verlauf
der Stromdichte innerhalb der RTD mit und ohne absorbierende Schicht im Vergleich zur Refe-
renzlosung aus der QTBM fiir eine angelegte Spannung von U=0,5V dargestellt. Die Werte der
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Abbildung 5.10. Ortliche Abhangigkeit der Stromdichten j innerhalb der RTD fiir eine angelegte Spannung
von U =0,5V im Vergleich. Die blaue Linie (LVNG-RS) zeigt die Stromdichte ohne und
die orangefarbene Linie (LVNG-RS-CAP) die Stromdichte mit absorbierender Schicht. Die
Referenzwerte der Stromdichte aus der QTBM sind als schwarze Punkte eingezeichnet.

Stromdichte fir den Fall ohne absorbierende Schicht (blaue Linie) sind im Vergleich zu denen
mit absorbierender Schicht sowie der Referenzlosung einen Faktor von ungeféhr funf grofer (vgl.
Abbildung 5.10). Wie zuvor diskutiert, ist die Stromdichte als Ableitung des Imaginérteils der
statistischen Dichtematrix besonders sensitiv gegeniiber hoch oszillierenden Anteilen, die durch
die Reflexionen am Rand entstehen. Diese bewirken ein starkes, unphysikalisches Anwachsen
der Stromdichte.

AuBlerdem stellt die Stromdichte j ohne die Implementierung der absorbierenden Schicht eine
ortlich variierende Funktion dar, wie in Abbildung 5.10 zu sehen ist. Diese 6rtliche Variation
kann jedoch auf keinem physikalischen Effekt beruhen, da Elektron-Phonon-Wechselwirkungs-
mechanismen oder Transienten, die ein solches Verhalten bedingen, nicht in der Simulation
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berticksichtigt werden. Der hier untersuchte stationére Fall erfordert geméfi der Kontinuitéts-
gleichung (3.16) eine ortlich konstante Stromdichte. Auch im Hinblick auf diese grundlegende
physikalische Eigenschaft kommt es somit zu erheblichen Fehlern durch die Reflexionen von den
Réndern des Rechengebiets.

Unter Beriicksichtigung der absorbierenden Schicht (orangefarbene Linie), ist die Forderung
des Massenerhalts jedoch erfiillt und stimmt mit den Referenzwerten aus der QTBM (schwarze
Punkte) tiberein.

Die Auswirkungen der absorbierenden Schicht auf den Realteil der statistischen Dichtematrix
kénnen tiber die Elektronendichte n (2.57) bewertet werden. Die Elektronendichten sind fiir eine
exemplarische, angelegte Spannung von U = 0,5V in Abbildung 5.11a mit und in Abbildung
5.11b ohne absorbierende Schicht (orangefarbene Linie) im Vergleich zu den Referenzwerten
aus der QTBM (schwarze Punkte) dargestellt. Dariiber hinaus ist in den Abbildungen auch das

Q.TBM . 1.5
LVNG-RS-CAP
| aui o
T 15 - LLL)...e ............
o/"n—\ : : | : 1.3 T
= | I S =
3 [
S | 1.1

1.0

(a) Ohne absorbierende Schicht. (b) Mit absorbierender Schicht.

Abbildung 5.11. Vergleich der Elektronendichten n(x) fir eine angelegte Spannung von U = 0,5V. In
(a) ist die Elektronendichte ohne (LVNG-RS) und in (b) mit (LVNG-RS-CAP) der Im-
plementierung der absorbierenden Schicht dargestellt (orangefarbene Linie). Die schwarz-
durchgezogene Linie stellt das Leitungsbandpotenzial in Abhangigkeit der Ortskoordinate
x dar. Die schwarzen Punkte reprasentieren die Werte der Referenzelektronendichte.

gesamte Potenzial (schwarze durchgezogene Linie) dargestellt, welches sich aus dem Leitungs-
bandpotenzial sowie dem durch die externe Spannung hervorgerufenen Potenzial zusammen-
setzt.

Ohne die absorbierende Schicht kénnen aus Abbildung 5.11a mehrere unphysikalische Phéno-
mene beobachtet werden: Einerseits liegt die Elektronendichte mit einem Wert von 1 -10%m=3
im Source-Bereich [Onm, 30nm] deutlich unterhalb der geforderten Konzentration von Np =
2-10%*m~2 des Dotierungsprofils. Die im stationiren Fall geforderte Ladungstragerneutralitit
wird somit nicht erfiillt. Andererseits liegt in den Bereichen [30nm, 40nm] eine unphysikalische,
negative Elektronendichte vor. Dariiber hinaus weist die Elektronendichte im Drain-Bereich
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[60nm, 90nm] ein stark oszillierendes Verhalten auf. Insgesamt liegt daher auch keine Uberein-
stimmung zu den Referenzwerten aus der QTBM vor.

Unter der Beriicksichtigung der absorbierenden Schicht wird eine hervorragende Ubereinstim-
mung der Elektronendichte mit der Referenzelektronendichte aus der QTBM erzielt, wie aus
Abbildung 5.11b ersichtlich ist. Unphysikalische Losungen, welche auf die inadédquate Beschrei-
bung der Rénder zuriickzufithren sind, kénnen effektiv vermieden werden.

5.2.5. Analyse des Quantentransports im Phasenraum

Im Phasenraum ist die Notwendigkeit einer absorbierenden Schicht beziiglich der Relativkoordi-
nate £ infolge der nichtlokal wirkenden Fourier-Transformation weitaus weniger einsichtig als bei
der direkten Betrachtung innerhalb des Ortsraums. Die Nichtlokalitédt fithrt dazu, dass durch
die Rénder hervorgerufene unphysikalische Reflexionen mit verschiedenen Wellenvektoren zu
einer Verfilschung der entsprechenden Amplitude'? nach der Fourier-Transformation innerhalb
der Wigner-Funktion fiihren [S8]. Daher sollen die Vernachlassigung des Oberflachenterms und
seine Folgen untersucht werden.

Rechengebiet im Phasenraum: Zur numerischen Approximation der WTG werden sowohl
konventionelle als auch die in dieser Arbeit neu entwickelten Methoden herangezogen, welche in
den Kapiteln 6 - 8 beschrieben werden. Die folgenden Untersuchungen beinhalten exemplarisch
das Upwind-Verfahren zweiter Ordnung (UDS2) [80, 84] als auch das Verfahren auf Basis eines
Exponentialoperators erster Ordnung (EO1) [28, S8, S10].

Die numerische Simulation erfolgt innerhalb des Gebiets [0nm, 90nm] x [~2.25nm ™!, 2.25nm 1],
wobei die k-Richtung mit /N = 320 und die x-Richtung mit N, = 360 dquidistanten Punkten
diskretisiert werden. Die Diskretisierung der Wellenzahl entspricht geméaf (6.10) einer Lénge
von L¢ ~ 445nm. Auf Grundlage der gewonnenen Kenntnisse aus Abschnitt 5.2.2 wird fiir die
absorbierende Schicht daher eine Weite von w,; = 77nm angesetzt, sowie n, = 4 und b, =4eV.

Vergleich der Wigner-Funktionen: Die Wigner-Funktionen sind in Abbildung 5.12 fiir eine
exemplarisch angelegte Spannung von U = 0,2V fiir die verschiedenen numerischen Methoden
mit und ohne absorbierende Schicht dargestellt.

Die Wigner-Funktion fiir das Upwind-Verfahren ohne die Implementierung einer absorbierenden
Schicht stellt die Lésung dar, welche in der Literatur mit konventionell eingesetzten numerischen
Verfahren, z. B. [23, 80, 84], erzielt wird und ist innerhalb von Abbildung 5.12a gezeigt.

Im Vergleich zum hier entwickelten Formalismus der absorbierenden Schicht, fiir welchen die
Wigner-Funktion unter Verwendung des Upwind-Verfahrens in Abbildung 5.12c dargestellt ist,
ergeben sich wesentliche Unterschiede. Zum einen liegt ohne absorbierende Schicht ein zusétz-
liches Interferenzmuster um k ~ —0,25nm™"! vor, welches sich bis zum drainseitigen Kontakt
entlang des Orts x durchzieht. Auch das Interferenzmuster um k = 0, 25nm, welches zwar auch

121m Multiband-Regime wird bei den komplexwertigen Komponenten f., und f,. auch die Phasenlage durch die
Reflexionen verfélscht.
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Abbildung 5.12. Wigner-Funktionen f(x, k) der Resonante Tunneldiode (RTD) fiir eine angelegte Spannung
von U = 0.2V im Vergleich. Fiir das Upwind-Verfahren ist die Wigner-Funktion in (a)
ohne und in (c) mit absorbierender Schicht dargestellt. Das Verfahren auf Basis eines

in der Lésung mit absorbierender Schicht vorliegt, zieht sich jedoch im Gegensatz bis zum dra-
inseitigen Kontakt durch. Zum anderen nimmt die Wigner-Funktion ohne absorbierende Schicht
grofere Werte als mit absorbierender Schicht an (vgl. Abbildungen 5.12a und 5.12¢). Fir die
Wigner-Funktionen aus der Approximation auf Basis eines Exponentialoperators, welche in
Abbildung 5.12b fiir den Fall ohne und in Abbildung 5.12d fiir den Fall mit absorbierender
Schicht dargestellt sind, ergibt sich ein analoger Zusammenhang, wobei der Extremalwert der
Wigner-Funktion ohne absorbierende Schicht ungefdhr doppelt so grofl ist wie derjenige mit
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(d) EO1 mit absorbierender Schicht.

Exponentialoperators ist in (b) ohne und in (d) mit absorbierender Schicht dargestellt.

absorbierender Schicht.
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Im Grundsatz kennzeichnen diese Interferenzmuster das Auftreten von Quanteneffekten, z. B.
Quantenverschrankungen oder Tunnelprozesse [55]. Eine angemessene Beriicksichtigung dieser
Effekte ist somit entscheidend fiir die Analyse von Quantenbauelementen. Infolge der Vernach-
lassigung von den Oberflachentermen (Annahme von Dirichlet-Randbedingungen im Ortsraum)
kommt es zu zusétzlichen unphysikalischen Interferenzmustern innerhalb der Wigner-Funktion,
welche in zahlreichen Publikationen beobachtet werden konnen, z. B. [65, 97]. Mit der Imple-
mentierung einer absorbierenden Schicht kénnen die unphysikalischen Effekte vermieden werden
[S8].

Um die Auswirkungen der unphysikalischen Interferenzmuster aufgrund der Vernachléssigung
der Oberflichenterme zu untersuchen, wird im Folgenden die Stromdichte fiir die verschiedenen
Methoden analysiert.

Vergleich der Stromdichten: Die Stromdichten j werden als Moment erster Ordnung'® aus
der Wigner-Funktion berechnet. Dementsprechend sensitiv ist die Gréfle gegeniiber den unphy-
sikalischen Interferenzmustern, wie sie zuvor in den Abbildungen 5.12 dargestellt worden sind.

i ® QIBM
=4= UDS2-CAP
EO1-CAP

e g
L

................................................ . ’ ................

i ——
0.4
(a) Ohne absorbierende Schicht. (b) Mit absorbierender Schicht.

Abbildung 5.13. |-V-Kennlinie: Stromdichte j fiir eine RTD in Abhéngigkeit der angelegten Spannung U
fir die verschiedenen Verfahren mit (a) und ohne (b) Implementierung der absorbierenden
Schicht im Vergleich. Die blaue Linie markiert dabei die Anwendung des Upwind-Verfahrens
zweiter Ordnung (UDS2) und die orangefarbene Linie kennzeichnet die Anwendung des
Exponentialoperator-Verfahrens erster Ordnung (EO1) zur numerischen Lésung der statio-
naren WTG. Die schwarzen Punkte reprasentieren die Werte der Referenzstromdichte aus
der QTBM. Das in der Legende vorzufindende Suffix CAP deutet auf die Anwendung der
absorbierenden Schicht hin.

Die berechneten I-V-Kennlinien ohne die Implementierung einer absorbierenden Schicht sind

3 Der genaue Zusammenhang im numerischen Fall folgt (7.5) fiir das Upwind-Verfahren sowie (8.46) fiir den
Ansatz auf Basis des Exponentialoperators.
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innerhalb Abbildung 5.13a dargestellt. Dariiber hinaus sind die Werte der Referenzlésung aus
der QTBM als schwarze Punkte in dieser Abbildung eingezeichnet. Die Stromdichte nimmt
fir das Upwind-Verfahren (blaue Linie) doppelt so groBe und fiir das Exponentialoperator-
Verfahren (orangefarbene Linie) ungefahr dreimal so grole Werte bei der Spannung U = 0,2V
an. Auch auflerhalb dieser Spannung liegen die Werte der Stromdichte oberhalb der Referenzl6-
sung, wobei die Abweichung mit gréfleren angelegten Spannungen abnimmt. Die hohen Werte
der Stromdichte sind auf die unphysikalischen Interferenzmuster innerhalb der Wigner-Funktion
(vgl. Abbildungen 5.12a und 5.12c) zuriickzufithren, die bei der Auswertung des Moments erster
Ordnung zusétzliche Anteile liefern. Dies spiegelt auch die mit dem konventionellen Upwind-
Verfahren erzielten Ergebnisse innerhalb der Literatur wider, z. B. [24, 27, 81], bei denen die
Werte der Stromdichte deutlich {iber denen der Referenzlésung aus der Schrodingergleichung
liegen. Trotz der Abweichung erfasst die Stromdichte ohne absorbierende Schicht den NDR™.
Ein wichtiger Aspekt, der in diesem Zusammenhang nicht unerwihnt bleiben soll, adressiert
die Konvergenz beziiglich der Diskretisierungsweite Ay, bei welcher die Stromdichte gegen eine
unphysikalische Losung ohne NDR konvergiert [27]. Die Diskussion des Aspekts iiberschreitet
jedoch die Intention dieses Abschnitts und wird daher gesondert in Kapitel 7 diskutiert.

Die Stromdichten j, die mit der Implementierung der absorbierenden Schicht erzielt werden, sind
in Abbildung 5.9b in Abhéngigkeit der angelegten Spannung U gezeigt. Sowohl die Stromdichte
aus dem Upwind-Verfahren (blaue Linie) als auch die Stromdichte aus dem Ansatz auf Basis
des Exponentialoperators (orangefarbene Linie) stimmen mit den Referenzwerten (schwarze
Punkte) der Stromdichte aus der QTBM iiberein. Der mittlere relative Fehler im Hinblick
auf die Referenzlosung liegt fiir beide numerische Verfahren zur Loésung der WTG in einer
GroéBenordnung von 1072.

Fazit: Infolge eines abgeschlossenen Gebiets, auf welchem die Wigner-Transportgleichung mit
numerischen Verfahren gelost wird, miissen Oberflichenterme berticksichtigt werden. Es konn-
te gezeigt werden, dass eine Vernachlassigung der Oberflichenterme der Implementierung von
Dirichlet-Randbedingungen im Ortsraum entspricht. An den Réndern des Rechengebiets kommt
es somit zu starken Reflexionen, welche zu unphysikalischen Ergebnissen fithren. Da die konven-
tionellen Methoden [22-24, 2629, 59, 61, 65, S2, S3, 68-70, 73, 74, 77-83, S12, 84-87, 92, 93,
97, 101, 102, 107, 109-113] innerhalb der Literatur die Oberflachenterme nicht beriicksichtigen,
unterliegen diese somit einem wesentlichen konzeptionellen Fehler.

Um die unphysikalischen Reflexionen infolge des abgeschlossenen Gebiets zu vermeiden, ist eine
absorbierende Schicht auf Grundlage eines komplex absorbierenden Potenzials fiir den Einsatz
innerhalb des Dichtematrix-Formalismus entwickelt, demonstriert und validiert worden [S4-S6,
S8]. Die Einbindung der absorbierenden Schicht in bestehende und neue numerische Verfah-
ren ist denkbar einfach, da nur der Driftoperator modifiziert werden muss. Die physikalischen
Figenschaften der Wigner-Funktion als originelle Verteilungsfunktion im Phasenraum bleiben
erhalten. Insgesamt fithrt die absorbierende Schicht zu einer wesentlichen Verbesserung im Um-
feld der Transportgleichungen, welche von der LVNG-RS abstammen. Mittlerweile wird die
absorbierende Schicht sogar schon in anderen Arbeitsgruppen erfolgreich eingesetzt [120].

MVermutlich ist dieser Zusammenhang der Grund dafiir, dass trotz dieser Abweichungen an der Upwind-
Diskretisierung festgehalten wird.
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5.2.6. Transparente Randbedingungen und Perfectly Matched Layer

Weiterhin sind in dieser Arbeit Perfectly Matched Layer (PML) [121] und transparente Randbe-
dingungen [122] umgesetzt worden. Beide Methoden erwiesen sich jedoch als numerisch instabil.
Die Idee hinter den Methoden und deren Einschrinkung sollen im Folgenden kurz erldutert wer-
den.

Uniaxiale PML: Die PML ist eine kiinstlich absorbierende Schicht zur Vermeidung unphysi-
kalischer Reflexionen von den Réndern des Rechengebiets [121]. Im Vergleich zur vorgestellten
absorbierenden Schicht auf Grundlage eines komplex absorbierenden Potenzials wird die Damp-
fung der einlaufenden Wellen durch eine komplexe Koordinatenstreckung durch den Parameter
o (&) erreicht. In Bereichen o > 0 erfahrt die Losung in &-Richtung eine zusatzliche Dadmpfung.
Diese Bereiche liegen in Analogie zur bereits etablierten absorbierenden Schicht auch in der
Néhe der Réander.

Fiir eine uniaxiale PML fiihrt die komplexe Koordinatenstreckung zu einer Transformation der
Differenzialoperatoren [121]

o 1o .. o®
875%5875 mit s=1-— = (5.36)

wobei w die Kreisfrequenz darstellt. Mit diesem Zusammenhang (5.36) ergibt sich am Beispiel
der LVNG-RS (3.11) die Transportgleichung!®

. ho 1 0. . )
—iwp(x, & w) = lmé?x(l_a(f)>8§p(x’£’w) + EB(X,&W) * p(x, &, w), (5.37)

iw

in welcher die PML implementiert ist. Mit der Einfithrung der Hilfsfunktion @(X,f,w) =
—ZB(x,§,w) * p(x, &, w) wird die LVNG-RS mit PML (5.37) in

s D

9 ety =12 0 ety + 2 (Bl &,t) — iho(€)) (. £,) + Cl.E.1)

ot ‘m ox 8§p ih (5.38)
i |
2 eten =" Bren) s

. J

innerhalb des Zeitbereichs tiberfithrt. Neben der Transportgleichung muss somit auch eine wei-
tere partielle Hilfsdifferenzialgleichung in der Zeit integriert werden. Aus dem Vergleich mit der
zuvor vorgestellten absorbierenden Schicht kann der Ausdruck iho (&) in (5.38) dabei offensicht-
lich mit dem komplex absorbierenden Potenzial iW (¢) identifiziert werden.

Bei numerischen Untersuchungen stellte sich dieses System jedoch als instabil heraus. Bei der
Zeitintegration der Hilfsdifferenzialgleichung kommt es im Bereich der absorbierenden Schicht
innerhalb der Barrierenstruktur zu einer anwachsenden Losung.

15Fiir die Uberfithrung in den Frequenzbereich mithilfe der Fourier-Transformation werden die folgenden Rela-

tionen %O—O —iw und f(t) - g(t)o—ef(w) * §(w) ausgenutzt.
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Transparente Randbedingungen: Als Grundannahme fir die Implementierung von transpa-
renten Randbedingungen wird davon ausgegangen, dass der Anfangszustand einen Systemzu-
stand ohne wesentliche Anteile am Rand in ¢-Richtung darstellt!6 [S4, 122].

Bei einer Zeitpropagation wird angenommen, dass das Verhédltnis der auflerhalb des Rechen-
gebiets!” liegenden Werte, p(x, &o,t) und p(x, & Ne+1,t), in Abhéngigkeit der Verhéltnisse der
inneren, angrenzenden Randwerte ausgedriickt werden kann:

o p(X?éNgflat) " p(XagNgat)

p(Xa&?vt) p(Xaélat)
= ~ und vy, = ~ .
Ne p(X7 SNg’t) p(X’ €N§+17 t)

p(x.€1,t)  p(x,&ost)

Die aulerhalb des Rechengebiets liegenden Werte der statistischen Dichtematrix konnen hiermit
fiir jeden Zeitschritt geschitzt und in die Diskretisierungsmatrizen (siche Kapitel 6) eingearbei-
tet werden.

(5.39)

il

Fiir die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Quantenbauelemente fiilhrt der Ansatz zu nu-
merischen Instabilititen. Auf der einen Seite werden schnelle Anderungen des Imaginérteils der
statistischen Dichtematrix nur bei sehr feiner Diskretisierungsweite hinreichend gut erfasst. Auf
der anderen Seite konnen nicht senkrecht auf den Rand einfallende Wellen (Komponenten mit
x-Abhéngigkeit) numerische Probleme verursachen.

16Djeser Sachverhalt entspricht im kohérenten Fall z. B. dem thermodynamischen Gleichgewicht.
1"Die Definition der diskreten statistischen Dichtematrix erfolgt in Kapitel 6.
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In den vorherigen Kapiteln sind die theoretischen Transportgleichungen auf Basis der Liouville-
von-Neumann-Gleichung hergeleitet und Randbedingungen zur Beschreibung der Bauelemente
als offene Quantensysteme formuliert worden. Da eine analytische Losung der Transportglei-
chungen jedoch nicht moglich ist, miissen numerische Methoden herangezogen werden.

In diesem Kapitel soll daher, vorbereitend zur eigentlichen numerischen Loésung der Trans-
portgleichungen in den nachfolgenden Kapiteln, eine Uberfiihrung in semidiskrete Transport-
gleichungen durch Diskretisierung der Wellenzahl k, beziehungsweise der Relativkoordinate &,
erfolgen. Im Ergebnis liegt eine Darstellung der semidiskreten Transportgleichung vor, die so-
wohl konzeptionell unabhéngig von der Diskretisierung als auch der entsprechenden Basis ist
und somit fiir weitere, allgemeingiiltige Betrachtungen geeignet ist.

Zu Beginn wird die Wigner-Transportgleichung in Abschnitt 6.1 beziiglich der Wellenzahl k dis-
kretisiert. Hierzu wird auch eine alternative Diskretisierung des Phasenraums vorgeschlagen, die
zu einer Entkopplung der unabhéngigen Variablen fiihrt. In diesem Zusammenhang flieBen auch
die Kenntnisse der analytischen Eigenschaften der Operatoren im Hinblick auf die Kontinuitéts-
gleichung aus Kapitel 3 in die Diskretisierung ein. Neben diesen Betrachtungen wird eine neue
Methode auf Basis der LVNG-RS unter Verwendung einer Finiten-Volumen-Approximation in
Abschnitt 6.2 vorgestellt. Ubergangsbedingungen sind lokal im Ortsraum und kénnen iiber das
Finite-Volumen-Verfahren addquat eingebunden werden. Eine Beschreibung des Einstrémver-
haltens mit den Inflow-Randbedingungen gelingt unter Anwendung verschiedener Basistrans-
formationen. Diese sollen im Hinblick auf ihre Anwendbarkeit sowie ihren Zusammenhang zu
einer Phasenraumdarstellung untersucht werden.

6.1. Semidiskrete Wigner-Transportgleichung

Die Diskretisierung des Phasenraums ist ein tiefgreifendes Problem innerhalb des Wigner-
Formalismus [20, 123]. Eine alternative Diskretisierung wird daher zunéchst in Abschnitt 6.1.1
formuliert. Auf dieser Grundlage werden anschliefend in Abschnitt 6.1.2 die entsprechenden
semidiskreten Operatoren in einer generalisierten Form hergeleitet. Mit den ermittelten Zu-
sammenhédngen werden die semidiskreten Operatoren und Transportgleichungen schliefllich in
Abschnitt 6.1.3 fiir die Intrabandmodelle, beziehungsweise Abschnitt 6.1.4 fiir die Interband-
modelle angegeben.

6.1.1. Diskretisierung des Phasenraums

Die Diskretisierung des Phasenraums, wie sie iiblicherweise dem Upwind-Verfahren zugrunde
liegt, fithrt zu zwei wesentlichen Problemen:

85



6. Semidiskrete Transportgleichungen

e Die Diskretisierungsweiten des Phasenraums, Ax und Ak, sind iiber eine antipropor-
tionale Relation gemifl Ak oc Ax~! miteinander verbunden [22-24, 61, 65, 68, 79, 83,
84, 93].

¢ Die Massenerhaltung im Hinblick auf die Kontinuitatsgleichung wird iber eine Zwangs-
bedingung beziiglich der Diskretisierungweiten Ak oder A¢ gefordert [21, 23].

Der erste Punkt fithrt nicht nur zu einem unphysikalischen Zusammenhang zwischen den theo-
retisch unabhiangigen Variablen des Phasenraums, sondern auch zu schlechten Konvergenzei-
genschaften [20, S10], da eine Verkleinerung der Schrittweite Ax unmittelbar zu einer schlech-
teren Auflosung beziiglich des diskreten Gitters der Wellenzahl k fithrt (Ayxy — 0 = Ak — o).
Der Hintergrund fiir die Einfiihrung dieser Kopplung liegt in der Tatsache begriindet, dass die
Gitterpunkte der diskreten Schwerpunkt- und Relativkoordinate, x und &, sich die diskreten
Gitterpunkte mit dem diskreten Ursprungssystem in z und 2z’ teilen sollen [23, 102], wie in
spateren Abschnitten dieses Kapitels noch diskutiert wird.

Zur Vermeidung der offensichtlichen Probleme der Diskretisierung schlagen die Autoren in [81,
82] ein sogenanntes Balancieren der Diskretisierungsweiten Ay und Ak vor, bei welchem nur
bestimmte Verhéaltnisse der Diskretisierungsweiten auf empirischer Basis zu physikalischen Er-
gebnissen fithren.

Der zweite Punkt ist fiir das iiblicherweise herangezogene Modell auf Grundlage einer ortlich
konstanten effektiven Masse mathematisch zwar valide, fithrt jedoch bereits bei einer Erweite-
rung beziiglich einer variierenden effektiven Masse zu einer unphysikalischen Beschreibung des
Systems [22]. Fiir den Massenerhalt miissen dann unterschiedliche Gitter zur Auswertung der
Faltungsintegrale herangezogen werden [84]!.

Um diese fundamentalen Probleme zu vermeiden, wird im Folgenden ein alternativer Ansatz
zur Diskretisierung des Phasenraums entwickelt, bei welchem die Kenntnisse iiber die analyti-
schen Eigenschaften der Operatoren im Hinblick auf den Massenerhalt aus Kapitel 3 einbezogen
werden.

Quantisierung des Wellenvektors: Zunichst wird die statistische Dichtematrix innerhalb des
Intervalls Z¢ in eine Basis, bestehend aus ebenen Wellen entwickelt [S9]

exp (ikng)
N

wobei fyx (X, kn,t) den Entwicklungskoeffizienten darstellt. Um eine eindeutige Losung zu er-
halten, miissen die Basisfunktionen der Orthogonalitétsrelation

exp (—ik,&) exp (ikm&)

P OGEL) =D (X ks t) - (6.1)

=dnm (6.2)
Z¢ V6L VLe
geniigen, sodass als mogliche Argumente der Basisfunktionen nur die Menge
2
kn = —n + B (6.3)
Le

'Eine einfache Erklirung dieses Zusammenhangs folgt unmittelbar aus der Betrachtung der Integralkerne. Da
die Annahme im Standardmodell auf einem verschwindenden sin-Term beruht, kommt es bei der Erweiterung
mit Ortlich variierender effektiver Masse auch zu cos-Termen, die auf demselben Gitter nicht verschwinden.
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6.1. Semidiskrete Wigner-Transportgleichung

mit n € Z und der konstanten Phase ®( in Betracht kommt. Der Entwicklungskoeffizient kann
dabei leicht mit der Definition der Wigner-Funktion (2.54) identifiziert werden, nun aber auf
einem abgeschlossenen Rechengebiet? entsprechend:

Fov (6 s ) = JIL? [} exp (k) - (6. (6.4)
(3

In diesem Kontext entspricht das Argument der Basisfunktion der Wellenzahl k, welche je-
doch infolge des abgeschlossenen Gebiets in &-Richtung quantisiert ist [S9]. Dies fithrt zu einer
natiirlichen Diskretisierungsweite von:

2T
Ak = —. .
k Le (6.5)

Bereits an dieser Stelle ist zu erkennen, dass kein antiproportionaler Zusammenhang zur Dis-
kretisierungsweite Ax besteht, sondern ein physikalischer Zusammenhang zur Linge L¢ des
Intervalls Z¢ der Relativkoordinate®.

Aus physikalischer Sicht beschreibt der Wert k, = 0 die gebundenen Zustdnde der Quan-
tenstruktur. Diese fithren jedoch bei der stationdren numerischen Losung zu einer singuléren
Systemmatrix [124]. Mithilfe der konstanten Phase ®( erfolgt daher eine Verschiebung, sodass
der Wert k,, = 0 wie iiblich vermieden wird [23, 124].

In dem kiirzlich veréffentlichen Beitrag [120] wird ein Petrov-Galerkin-Verfahren zur Beschrei-
bung der gebundenen Zustdnde erfolgreich vorgeschlagen.

Vollstandigkeitsrelation und Massenerhalt: Als Schliisseleigenschaft fiir den Massenerhalt
ist in Kapitel 3 die Symmetrie der Operatoren gemeinsam mit der Ausblendeigenschaft der
Dirac-Distribution am Punkt £ = 0 erarbeitet worden.

Die letzte Eigenschaft steht in einem engen Zusammenhang mit der Vollstandigkeitsrelation,
die sich durch das Einsetzen von (6.4) in (6.1) zu

exp (ikn&) exp (— lknf)
zn: Nir T (=€)

ergibt und somit auch fiir das abgeschlossene Gebiet gilt [S9]. Neben dieser Eigenschaft ist es
weiterhin entscheidend, die Symmetrie der Operatoren am Punkt £ = 0 einzubeziehen.

(6.6)

Damit ist die Diskretisierung innerhalb des Intervalls Z¢ nicht frei wahlbar, sondern unterliegt
der Zwangsbedingung, den diskreten Abtastwert £ = 0 einzubinden [S9].

Im Vergleich zu dem Standardverfahren, bei dem eine Zwangsbedingung beziiglich der Diskre-
tisierungsweiten Ak beziehungsweise A [21, 23] gefordert wird, basiert der vorgestellte Ansatz
auf den analytischen Eigenschaften der Operatoren und gilt daher im Gegensatz fiir beliebige
Hamiltonoperatoren.

2Bereits in Abschnitt 5.2 zur absorbierenden Schicht ist dieser Zusammenhang ausgenutzt worden.
3Dies ist eine inhirente Eigenschaft der Fourier-Transformation.
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6. Semidiskrete Transportgleichungen

Diskretisierungsvorschrift: Auf Grundlage der erzielten Erkenntnisse der vorherigen beiden
Abschnitte kann nun die Diskretisierung des Phasenraums erfolgen [S9].

Hierzu wird das Intervall Z, beziiglich der Schwerpunktkoordinate x mit NV, Abtastpunkten dis-
kretisiert, was zu den diskreten Abtastpunkten x; und einer Diskretisierungsweite Ay fithrt, wie
schematisch in Abbildung 6.1 gezeigt ist. Auf einem abgeschlossenen Gebiet fiir die Relativko-

i-tes Subintervall — fyy(xi, 1) Ax

k1
~ ]:Ak
ko

v (xis k. t)

kn,—1
kn,

k

X1 X2 e Xi e XNy —1X Ny,

Abbildung 6.1. Schematische Diskretisierung des Phasenraums. Als schwarze Punkte sind die diskreten Ab-
tastwerte exemplarisch fiir die Wigner-Funktion fax(x;, k;) dargestellt. Die Diskretisierung
mit N, Abtastpunkten fiihrt zu einer Diskretisierungsweite von Ay zwischen den diskreten
Werten x;. Fiir die Diskretisierung der Wellenzahl werden N Abtastpunkte verwendet. Be-
nachbarte Abtastwerte k; liegen entsprechend der Diskretisierungsweite Ak weit auseinander.
Fir einen festen Ort x; kdnnen die diskreten Abtastwerte der Wigner-Funktion beziiglich der
Wellenzahl &; in einem Vektor f,,(xi) zusammengefasst werden (blau umrandete Menge
an Punkten). Der orangefarbene Bereich reprasentiert das i-te Subintervall (Teilgebiet), in
welchem die benachbarten Vektoren, f,/(x;i) und fy,(xit+1), Uber eine formale Lésung auf
Basis eines Exponentialoperators miteinander verkniipft werden (vgl. Kapitel 8).

ordinate liegt die Wellenzahl k; (6.3) bereits quantisiert vor. Insgesamt werden NN}, quantisierte
Werte einbezogen, wobei diese geméfl den Inflow-Randbedingungen (vgl. Abschnitt 5.1) symme-
trisch um den Punkt k& = Onm ™! verteilt werden sollen, ohne diesen Punkt selbst zu beinhalten
[23, 124]. Die Anzahl Nj stellt also eine gerade, natiirliche Zahl dar. Fiir die diskreten Werte
k; ergibt sich damit [S9]:

27
Le
Innerhalb der Integralkerne der WTG sind Funktionen in Abhéngigkeit der Relativkoordinate &
zu bestimmen. Da in der Regel kein geschlossener, analytischer Ausdruck fiir die Integralkerne
vorliegt, sind diese mit numerischen Methoden zu approximieren. Hierzu wird das symmetri-
sche Intervall Z¢, wie zuvor in Abbildung 5.1 gezeigt, mit N¢ Abtastpunkten diskretisiert, was
in einer Diskretisierungsweite A{ zwischen den diskreten Abtastwerten & resultiert. Im Hin-
blick auf den Massenerhalt ist es entscheidend, den diskreten Punkt £ = 0 einzubeziehen. Die
Anzahl der Diskretisierungspunkte N¢ ist daher ungerade [S9]. Infolge der Diskretisierung der
Relativkoordinate mit N¢ Abtastpunkten kann die Anzahl der quantisierten Wellenzahlen N,
nicht mehr frei gewihlt werden, sondern unterliegt der Eindeutigkeitsbedingung® N, < Ne.

1

4Tm Wesentlichen spiegelt dieser Zusammenhang die Eigenschaften der diskreten Fourier-Transformation wider.

88



6.1. Semidiskrete Wigner-Transportgleichung

Uber den Zusammenhang L¢e = NeA¢ ergibt sich fiir den vorgestellten Ansatz die Proportio-
nalitit der Diskretisierungsweiten zu Ak o< A¢~1, wodurch die Diskretisierungsweiten Ak und
Ay im Gegensatz zu der in der Literatur vorherrschenden Diskretisierung [22-24, 61, 65, 68, 79,
83, 84, 93] unabhingig voneinander gewahlt werden konnen. Fiir den Fall, dass die Diskretisie-
rungsweite als A§ = 2Ax gewéhlt wird, stimmt der vorgestellte Ansatz mit dem herkémmlichen
Ansatz tiberein [S9].

Im Vergleich zum herkémmlichen Ansatz hat dieses Vorgehen jedoch seinen Preis. Dies soll am
Beispiel des Driftoperators entsprechend

Ve -VE) =V (e §) -V (x-5) (6.8)
gezeigt werden. Fiir den Fall, dass fiir das Potenzial V' ein analytischer Ausdruck vorliegt, kann
der Driftoperator fiir jedes diskrete Wertepaar, y; und &, ermittelt werden. Ungliicklicherweise
fihrt die Einbindung von Funktionen, die im Ortsraum nur auf den Gitterpunkten z,, bekannt
sind, zu Schwierigkeiten, wie z. B. beim Hartree-Potenzial. Da die diskreten Punkte x; + %l
nicht zwingend zur Menge der diskreten Abtastpunkte z,, im Ursprungssystem gehoren miis-
sen, konnen die Werte von y; *+ % auch zwischen zwei Punkten z,, und z,,41 liegen. Fiir die
Ermittlung der Funktionswerte der Operatoren an diesen Zwischenstellen ist somit eine In-
terpolation zwischen den Werten z,, und z,,4+1 im Ursprungssystem notwendig [S9]. In dieser
Arbeit wird hierzu eine lineare Interpolation verwendet.

Abschatzung der maximalen Wellenzahl und Gebietslange: Da der Quantentransport inner-
halb eines schmalen Energiefensters in der Ndhe des Fermi-Niveaus stattfindet, ist es zweck-
méBig eben nur diesen Bereich in die numerischen Berechnungen einzubeziehen. Innerhalb der
anerkannten Methoden auf Grundlage der Schrodingergleichung, QTBM [7, 8] und des NEGF-
Formalismus [9, 10|, wird auf die Energie, ausgehend von der Bandkante, im einfachsten Fall
eine konstante Energie addiert®, was zu Fyay fiihrt.

Mithilfe der Bandstruktur (2.27) (vgl. Abschnitt 2.2) kann somit auch eine obere Grenze kmax
fiir die Wellenzahl bestimmt werden:

2 : Emax
kmax = \/ Hax |;7:n>\| . (69)

Die mit dieser maximalen Wellenzahl korrespondierende Lénge L¢ beziiglich der Relativkoor-

dinate kann gemaf (6.7) als
T

Le = (Np — 1) (6.10)

kmax
berechnet werden. Uber diese Beziehungen ist ein Algorithmus entwickelt worden, der auf Basis
des gesamten Potenzials die maximale Wellenzahl adaptiv berechnet. Die damit verbundene
Neubesetzung der gesamten Systemmatrix, welche gesondert in Kapitel 8 betrachtet wird, ist
jedoch mit derart hohem Rechenaufwand verbunden, dass der adaptive Ansatz sich in der Praxis
nicht gegeniiber einem gréferen Rechengebiet mit gleicher Diskretisierungsweite Ak bewéhren
konnte (hierbei wird nach einmaliger Assemblierung der Systemmatrix nur der Driftoperator
in jeden Rechenschritt aktualisiert).

®In der Regel liegt diese in der GréBenordnung von weniger als 1eV.
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6.1.2. Semidiskrete Operatoren

Die Wellenzahl k ist auf einem abgeschlossenen Gebiet auf natiirliche Weise quantisiert, bzw.
diskretisiert aus dem numerischen Blickwinkel. Fiir die N quantisierten Wellenzahlen k; lasst
sich die Wigner-Funktion auch als Vektor schreiben und die Operatoren innerhalb der WTG
konnen auf dieser Grundlage auch als Matrix-Vektor-Produkte formuliert werden. Die Schwer-
punktkoordinate y und die Zeit ¢ bleiben vorerst kontinuierlich.

Vor dem Hintergrund der mathematischen Struktur der WTG bietet sich zudem eine genera-
lisierte Diskretisierung an, welche an die Einband-Darstellung in [S9] angelehnt ist. Zur Gene-
ralisierung wird hierbei der Integralkern Gy als Reprisentant eingefithrt. Die konzeptionelle
Darstellung der Faltungsintegrale innerhalb der WTG resultiert somit in®:

dk’ - N e (0N ,
o G (x, k—EK)-(ik")* - ((9X> HOGE ) =

N 8 (6.11)
Ak - D

32;1 %Gk)\’ (X, kj — kjr) - (k) - (0x> v (O Ejr, t).

Die Koeffizienten «, 8 € N modellieren die zusétzliche Abhéngigkeit von der Wellenzahl und
der Ableitung beziiglich der y-Richtung.

Der Integralkern @M/ ist iiber die Fourier-Transformation mit der Funktion Gy (x,&) in
Schwerpunkt und Relativkoordinaten verkniipft und wird mithilfe der Mittelpunktsregel ap-
proximiert:

Ne
Gon (X, kj — kjr) = /df exp (—i(k; — k;j)€) - Gan (x, €) & Y Aexp (—i(k; — kj1)&) - Gan (X, &)-
=1

(6.12)
Nun wird (6.11) fiir jedes k; mit j € 1,..., N aufgestellt und in einem Matrix-Vektor-Produkt
entsprechend

o8
[Ax ()] - aTﬁfM’ (x, 1) (6.13)
zusammengefasst. Die IV, Elemente des Vektors
fA)\’ (X7 t) - (f)\)\’ (X7 kl'} t)a f)\)\’ (X7 k27 t)a DRI fA)\/(Xa kaat))T (614)

werden dabei fiir jeden Ort y zum Zeitpunkt ¢ durch die diskreten Werte der Wigner-Funktion
v (X, kj, t) festgelegt (vgl. Abbildung 6.1). Die Matrixelemente A%, (x) der Nj x N grofien
Matrix [Ay(x)] stellen selbst Funktionen dar und sind tiber

o Ak~ o
AN (x) = 5. Gw (X, kj — kj) - (k) (6.15)

definiert. Falls der zu approximierende Ausdruck innerhalb der WTG kein Faltungsintegral
beinhaltet, entspricht der generische Integralkern einer Dirac-Distribution Gy (x, kj — kjr) —

SDer Zusammenhang ergibt sich unter Quantisierung der Wellenzahl infolge des abgeschlossenen Rechenge-
biets. Aus numerischer Sicht kann dieser jedoch auch als numerische Approximation des Kontinuums mit der
Mittelpunktsregel interpretiert werden
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9(x)o(kj — k%) = g(x)dj, sodass die resultierende Matrix [Axy(x)] diagonal beziiglich der
Darstellung ist.

6.1.3. Semidiskrete Formulierung des Intrabandmodells

Mit der im vorherigen Abschnitt entwickelten Methodik erfolgt nun die Angabe der semidis-
kreten Transportgleichungen fiir das Intrabandmodell.

Annahme einer konstanten effektiven Masse: Durch formale Anwendung von (6.11)-(6.15)
auf die WTG (3.14) ergibt sich die entsprechende semidiskrete Transportgleichung zu [28, S12]:

500 = D] 5 F 1) + (Do) - £t (6.16)

Der Diffusionsoperator [D;] wird durch eine Diagonalmatrix dargestellt, dessen Elemente D{’j /
als
DJ‘J’:_E]{,.(;U, (6.17)
1 a0 .
definiert sind. Die ortsabhéingigen Elemente D}’ /(X) des semidiskreten Driftoperators [Dy(x)]
beinhalten sowohl das physikalische Potenzial iiber den Integralkern V (3.15) als auch das
komplex absorbierende Potenzial mit dem Integralkern W (5.31):
iy 1 AK
Dy (x) = ih o

Zur numerischen Bestimmung der Integralkerne, V und iW, wird (6.12) ausgewertet”.

(V0 ks = k)) = iW (k; — k) } (6.18)

Ortsabhangige effektive Masse: Die deutlich komplexere mathematische Gestalt der WTG
(3.27) unter Einbeziehung der ortlichen Variation der effektiven Masse resultiert nach Anwen-
dung von (6.11)-(6.15) und Sortierung der Terme beziiglich ihrer Ableitung in dem iibersicht-
lichen Ausdruck [S9]:

2
5060 = [D2(0] - 55 £060) + [Da(0] - 5 F0t) + (Do) FOt) (6.19)

Die Matrixelemente D3’ / (x), D7 / (x) und Dé’j /(X) der korrespondierenden semidiskreten Ope-
ratoren [Day(x)], [D1(x)] und [Dg(x)] stellen dabei ortsabhéngige Funktionen dar, welche durch

gd' oy _ hAKL g
DY () = 5 5 g (0 ky — k)

ihAk1 0 _ ihAk .
D700 =5 555 gy M- 0o ks = ki) + 550 e 6 ks = Ky) - (iky ) o

> ihAk 0 . . inAk : '
Dy (x) = 9 o aer(X, ki — ky) - (ikjr) + 9 9 m—(x, kj — kj) - (1]453'/)2

1Ak (- .
+€ﬁ§;-{VQ;@~—@Q—1WK@~—@J}

definiert werden [S9]. Zur Berechnung der Matrixelemente ist der generalisierten Diskretisierung
(6.12) fur die Integralkerne V' (3.15), W (5.27) sowie 7+ (3.28) zu folgen.

"Exemplarisch wird die generische Funktion G(x, ) dann durch B(x, &), bzaw. iW (£) ersetzt.
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6.1.4. Semidiskrete Formulierung des Interbandmodells

Zur numerischen Analyse der Bandkopplungsmechanismen wird die reduzierte Transportglei-
chung (3.42), wie zuvor in Abschnitt 3.3 diskutiert, auf Basis der Ndherungen in [73, 74] herange-
zogen. Mithilfe von (6.11)-(6.13) ergibt sich nach der Approximation von (3.42) die semidiskrete
Transportgleichung zu [S1]:

5 e 8) = [T - £ )+ (2] )+ [0-00) Fo ) + (04 00) Frcx:
T al) = Dl 5 s 061) + 200} Foa )+ 0~ (0] £ 1)+ 104001 Fun:1)

Tl = Dol 3 Fc0ot) + Z0e0) Focl0:0) [0~ (0] £ 08) + 104 (0] 1)

5 For000) = (L] 5 Fuu0:0) + 200 o (008) 4 [0- (0] £l 0) + 0400 . )

(6.21)

Die Matrixelemente der entsprechenden Operatpren lassen~sich unter Vefwendung der Mittel-
punktsregel zur Auswertung der Integralkerne £+ (3.39), U (3.41) und W (5.27) als

, , A
T =-T5 =~k 0
s s a1 ih
D&l =Dyl = Oy
” N
OF 00 =+ 5, gm0k =)

6.22)
5 N B (
ZH () = ZH () = o 5= {T 06k = kyr) = W (ke — k) }
in ihor
ih

T ih2rw
o ih E 1 Ak (-~ o
2800 = {0k + 2 i+ 5 5 (D00 ks = k) = (ks — )}
c E 1 Ak (-~ -
5] — 29 \s o,y Y A L,
schreiben [S1]. Unter der Einfithrung des Supervektors F'(x,t), welcher als Elemente die dis-
kretisierten Komponenten der Wigner-Funktionen fy,,(x,t)

FT(x.t) = (FL00D, FLOGHS Flbot) FLOD) (6.23)

beinhaltet, kann eine kompakte Darstellung der gekoppelten semidiskreten Transportgleichun-
gen (6.21) der Form

2

5 F OG0 + (D] 9 Pt + Do) - Flit)  (6.24)

£ F(Gt) = [Da] -

erzielt werden [S1]. Die quadratischen Matrizen der Dimension 4N} x 4N}, sind dabei als [Ds],
[D1] und [Dg(x)] definiert und setzen sich aus den semidiskreten Operatoren (6.22) zusammen:

o [0 [ [ T.) (0] (0] [0]
| 0] Dl 0] 0] | o 0 0 o

DI=1 0] 0 o) 0 |0 P 0 0 0] [0 (6.25)
o [0 [ [ 0] [0] [0] [T.)
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und
[Z..(x)] [0-(x)] [0+(x)] [0]
om0 Zotl 0 10400
D=1 0001 101 1Ze0] [0-() (6.26)

0] [0+(0] [0-()] [Zw(X)]

Zusammenfassung: In diesem Abschnitt ist ein alternativer Ansatz zur Diskretisierung des
Phasenraums vorgestellt worden, welcher aufgrund der Betrachtung eines abgeschlossenen Ge-
biets beziiglich der Relativkoordinate eine natiirliche Quantisierung des Wellenvektors bedingt.
Die Formulierung erfolgt derart, dass die theoretisch unabhéngigen Variablen des Phasenraums,
x und k, im Vergleich zu den herkémmlichen Ansétzen [22-24] auch nach der Diskretisierung
entkoppelt sind [S9]. Dariiber hinaus sind die Kenntnisse der analytischen Eigenschaften der
Operatoren im Hinblick auf den Massenerhalt in die Diskretisierung eingeflossen, der im Ver-
gleich zum herkémmlichen Ansatz den Massenerhalt fiir beliebige Hamiltonoperatoren garan-
tiert.

AnschlieBlend sind die semidiskreten Transportgleichungen erster und zweiter Ordnung beziig-
lich der Schwerpunktkoordinate formuliert worden, bei denen die Abhéngigkeit beziiglich der
quantisierten Wellenzahlen in Matrix-Vektor-Produkten zusammengefasst worden ist. In dieser
Darstellung bilden diese Transportgleichungen die Basis fiir die weiteren Betrachtungen in den
nachfolgenden Kapiteln.

6.2. Semidiskrete Liouville-von-Neumann-Gleichung

In diesem Abschnitt soll der neu entwickelte Formalismus zur numerischen Losung der LVNG-RS
in den Blick genommen werden. Dieser basiert auf der Finiten-Volumen-Methode, welche in
Abschnitt 6.2.1 vorgestellt wird. Durch die Anwendung der Finiten-Volumen-Methode zur Ap-
proximation der Relativkoordinate wird eine semidiskrete Darstellung der Transportgleichung
erzielt, die in Abschnitt 6.2.2 fiir die Intrabandmodelle und in Abschnitt 6.2.3 fiir die Inter-
bandmodelle erarbeitet wird.

Die Beschreibung des Quantentransports in offenen Systemen erfolgt mit den Inflow-Randbe-
dingungen, wie zuvor in Kapitel 5 diskutiert. Zur Implementierung der Inflow-Randbedingung-
en innerhalb des vorgestellten Formalismus wird eine Basistransformation in Abschnitt 6.2.4
eingefithrt. Auf dieser Grundlage kann dann in Abschnitt 6.2.5 eine Verbindung zum Wigner-
Formalismus hergestellt werden.

6.2.1. Finite-Volumen-Approximation

Das Rechengebiet wird beziiglich der Relativkoordinate in dem Intervall Z¢ in N¢ gleichgrofie
(Gitter-)Zellen der Weite A unterteilt, wie schematisch in Abbildung 6.2 durch den rotbraun
markierten Bereich dargestellt ist. Der Mittelpunkt der [-ten Zelle ist durch den Wert von &
gegeben und die Rénder der Zelle liegen bei ;. 1.
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i-tes Subintervall

&
&

[

PR (xis &, t)

Abbildung 6.2. Schematische Darstellung der Diskretisierung des Rechengebiets in Schwerpunkt- und Rela-
tivkoordinaten unter Verwendung eines Finite-Volumen-Verfahrens. Die Schwerpunktkoordi-
nate x wird mit IV, Punkten abgetastet, was zu den diskreten Punkten x; fiihrt. Beziiglich
der Relativkoordinate wird das Intervall Z¢ in N¢ (Gitter-)Zellen der Weite A¢ mit dem
Mittelpunkt &; unterteilt, welcher durch den schwarzen Punkt gekennzeichnet ist. Die I-
te Zelle ist schematisch iiber den rotbraunen Bereich markiert. Die Rénder der Zelle sind
ﬁli%. Innerhalb der Zelle wird der Mittelwert der statistischen Dichtematrix pi, (x:, &) be-
rechnet. Fiir einen festen Ort x; konnen die Mittelwerte in einem Vektor zusammengefasst
werden p%,, (i) (markiert durch den blau umrandeten Bereich). Der orangefarbene Bereich
kennzeichnet das i-te Subintervall (Teilgebiet). In diesem Subintervall erfolgt die formale,
analytische Losung in Kapitel 8.

Innerhalb der Zelle werden die Werte der statistischen Dichtematrix pyn(x,&,t) mit & €
€ %,gl_ 1 | durch die Mittelwerte pyn(x,&,t) approximiert (Gebietskollokation) und geméaf
ihrer zugehorigen Bewegungsgleichung bilanziert [S3, S5]|. Diese Bilanzierung wird im Folgen-
den exemplarisch fiir die [-te Zelle beschrieben.

Approximation innerhalb einer Gitterzelle: Innerhalb der LVNG-RS kdénnen formal jeweils
zwei generische Typen von Termen bei der Finite-Volumen-Approximation der Relativkoordi-
nate unterschieden werden, welche anhand der Funktion Gy (¥, &) untersucht werden sollen®:

1. Zum einen liegen Ausdriicke mit mindestens einer Ableitung beziiglich der Relativ-
koordinate vor:

a8 9> .
G (X, §) - W@P/\D/\/(Xafat) mit o €N-', BN, (6.27)

Die Ausdriicke dieses Typs konnen einem physikalischen Fluss zugeordnet werden.

8Zum Beispiel reprasentiert die Funktion G die Ausdriicke mfA,(x,f) (3.33), Ban(x,€) (3.34), etc. der vorhe-
rigen Abschnitte
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6.2. Semidiskrete Liouville-von-Neumann-Gleichung

2. Zum anderen sind Ausdriicke ohne Ableitung beziiglich der Relativkoordinate

0P )
GM/(X,»spr?N(x,f,t) mit B €N (6.28)

vorzufinden, welche aus der physikalischen Sicht einem Reaktionsterm entsprechen.

Betrachtung des ersten Falls mit mindestens einer Ableitung: Im Hinblick auf die Bilan-
zierung der physikalischen Fliisse tiber die Rénder der Zelle ist es sinnvoll, eine generische
Flussfunktion § zu definieren:
o’ o B oL G D
G (x:€) - Wa?a’“”(x’f’“ = Gw(x:€)- 87/38753 {PM/(X@J)}- (6.29)

Unter Ausnutzung dieser Definition (6.29) erfolgt nun die Integration iiber die Zelle, hier am
Beispiel der [-ten Zelle gema$:

§4d
9 _ L
/ d¢ GAA’(X»Q'W%S {pn(x,&t)} ~
- X (6.30)

0" D D
G (X: &) - BN (3 {PM/(X,flJr%,t)} - S{Px,\/(x,fzféat)}) :
Falls die Funktion Gy (x, &) auf der Gitterzelle konstant ist, ist die Integration exakt [125].

Jedoch sind die Werte der statistischen Dichtematrix auf dem Rand der Zelle nicht bekannt,
sondern lediglich die Mittelwerte innerhalb der Zelle. Diesbeziiglich wird eine numerische Fluss-
funktion § an Stelle der physikalischen § eingefiihrt [125], in welcher der physikalische Fluss
an den Réndern der Zelle in Abhéngigkeit der benachbarten Mittelwerte ausgedriickt wird:

S {pg)\’(Xa §[+% ’ t)} - @ {pAD)\’(X’ flv t)v ﬁ?)\’(Xa €l+17 t)} . (631)

Die Berechnung der numerischen Flussfunktion stellt ein sogenanntes Riemann-Problem dar,
fiir dessen Adressierung es innerhalb der Literatur eine beachtliche Anzahl von Ansétzen gibt
[125]. Uber die numerische Flussfunktion kénnen lokale Ubergangsbedingungen im Ortsraum
zwischen den Gitterzellen adédquat in die Diskretisierung eingearbeitet werden. Zur angemesse-
nen Beschreibung kohérenter Effekte wird im Folgenden eine zentrale, numerische Flussfunktion
herangezogen [S3, S5].

In der LVNG-RS kénnen zwei physikalische Fliisse unterschieden werden:

o Fiir den physikalischen Fluss, welcher proportional zur statistischen Dichtematrix selbst
ist (§{p} x p), ergibt sich mit dem zentralen Fluss der Zusammenhang:

— /3%\))\’ (X? §l7 t) + ﬁ?)\’ (X? §l+17 t)
9 .

F [ﬁf’x(m &), piv (06 i1, t)] (6.32)

o Fir den physikalischen Fluss, der proportional zur Ableitung der statistischen Dichtema-
trix ist (F{p} x 8% p), wird der Ausdruck

~ =D , , ,t _ =D , ’ ,t
§ {000 (0.8, P (s i1, 1)} = o >A£ P (1)

erzielt, wobei die Ableitung iiber einen Differenzenquotienten beriicksichtigt wird.

(6.33)
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Betrachtung des zweiten Falls ohne Ableitung: Die Auswertung der Ausdriicke ohne eine
Ableitung beziiglich der Relativkoordinate gestaltet sich erheblich leichter. In dieser Arbeit
werden zur Approximation die Mittelpunkts- und die Trapezregel herangezogen:

§i41
o8
/ d§ Gan (x,€) - Wﬂﬁv(%ﬁi) ~
fl_%
0% .
AL -G (X6, t) - 503w (66 t) (Mittelpunktsregel )
2% 6.34
Ag 5 (6.34)
T {GA,\'(X751+;) : WﬁkA’(vaH—lat)
2
+ (G)\A’ (X &4 1) + Gav (vazfé)) : Wﬂxx()ﬁ&i) (Trapezregel)
%
+ G &) WPADX(val—lyt)} .

Die Werte der statistischen Dichtematrix auf den Réndern der Zelle, welche sich bei der Appro-
ximation mit der Trapezregel ergeben, sind dabei durch die benachbarten Mittelwerte ersetzt
worden [S5].

Falls fiir die durch Gy représentierten Funktionen kein analytischer Ausdruck vorliegt, wird

zur Berechnung der jeweiligen Funktionswerte, Gax(x, & 1) und Gy (x, &), eine lineare Inter-
2

polation herangezogen.

Semidiskrete Operatoren: Auf Grundlage der Beziehungen (6.30) - (6.34) erfolgt nun die
Auswertung fiir jede Gitterzelle innerhalb des Rechengebiets [ € 1,..., N¢. Die Mittelwerte der
statistischen Dichtematrix werden in einem Vektor

P (X, t) = (ﬁ,\,\'(x7 E,0), - N G &), - P (X §N57t))T (6.35)

zusammengefasst (vgl. die blau umrandeten Punkte innerhalb von Abbildung 6.2), sodass die
einzelnen Gleichungen konzeptionell auch als Matrix-Vektor-Produkt geschrieben werden kon-

nen:
o8

[Axv ()] - aT(gP,\,v(Xa t). (6.36)
Die Matrixelemente Al/\’l):,(x) der quadratischen Matrix [Ayy(x)] der Dimension N¢ x N¢ sind
fiir den Fall der Flussfunktion gemaf (6.32) (§{p} x p) als

! Opp—1— Oy
AR () = Gav (. &) - (”12”+1) (6.37)

definiert, wohingegen sich fiir den Fall der Flussfunktion gemaf (6.33) (F{p} x a% p) die folgen-
den Matrixelemente ergeben:

Opp—1—2-01p + 5l,l/+1) (6.38)

Al/(l,\//(X) =Gw(x, &) ( NG

Im Hinblick auf die Terme (6.34), denen keine physikalische Flussfunktion zugeordnet werden
kann, lassen sich die Matrixelemente als

A (0) = AE - G (%, &) - dur (6.39)
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6.2. Semidiskrete Liouville-von-Neumann-Gleichung

flir die Mittelpunktsregel und

A

A () = T {GA,\'(XafH%) o1+ (GAN(X,Q%) + GM/(X@%)) SONY (6.40)

+ G (X, fl_%) 01141 }

fir die Trapezregel an [S3, S5] schreiben. Die Matrix [A) ()] stellt somit eine Diagonalmatrix
fir den Fall der Mittelpunktsregel und eine symmetrische Tridiagonalmatrix fiir den Fall der
Trapezregel dar [S5].

6.2.2. Semidiskrete Formulierung des Intrabandmodells

Im Folgenden sollen die ermittelten Beziehungen der Finiten-Volumen-Approximation (6.30)
- (6.40) zur Bestimmung der semidiskreten Transportgleichung fiir das Intrabandmodell her-
angezogen werden. Dariiber hinaus wird auf die Eigenschaften der semidiskreten Operatoren
eingegangen.

Annahme einer konstanten effektiven Masse: In Analogie zum gebriuchlichen Modell im
Wigner-Formalismus, wird auch an dieser Stelle zuerst die LVNG-RS (3.11) unter der Annahme
einer konstanten effektiven Masse betrachtet.

Nach der Anwendung der Finiten-Volumen-Methode resultiert diese in [S3, S5]:

52000 = D] 5p(.t) + Do) pl. ) (6.41)

In diesem Rechenschritt ist die gesamte Gleichung zusétzlich durch die Weite der Zelle A&
dividiert worden, sodass eine mathematisch identische Struktur zu der semidiskreten Trans-
portgleichung des Wigner-Formalismus (6.16) vorliegt. Hiermit wird eine allgemeine, von der
expliziten Darstellung unabhéngige Analyse in den nachfolgenden Kapiteln ermoglicht.

Unter Beriicksichtigung der Division ergeben sich die Matrixelemente Dll’l’ des semidiskreten
Diffusionsoperators [D1] zu:

i (O —1 — o
Dy =_—- (mg : (6.42)

Die Matrix [D;] ist somit hermitesch, weshalb ihr Eigenwertspektrum rein reell ist. Dariiber hin-
aus reprasentiert die Matrix [D;] eine Triadiagonal-Toeplitz-Matrix [126]. Als Resultat kénnen
das Eigenwertspektrum und die korrespondierenden Eigenvektoren sogar analytisch bestimmt
werden [126]. Im nachfolgenden Abschnitt 6.2.4 sollen die Eigenschaften des Spektrums der
Matrix [D1] zur Implementierung der Inflow-Randbedingungen ausgenutzt werden.

Die Matrixelemente Dé’l/ (x) des semidiskreten Driftoperators [Dg(x)] sind durch ortsabhéngige
Funktionen

D' () = = (B(x &) ~ IW(&)) duy (6.430)
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flir den Fall der Mittelpunktsregel sowie

B(x;§-1) —iW(§-1)

, 1 [ BOXG&ss) —iW(&§41)
’ ’ (6.43b)
LBO6G) m WG ) + B G-g) —IW(G-y) }
1 oL

flir den Fall der Trapezregel bestimmt, wobei die absorbierende Schicht iiber das komplex
absorbierende Potenzial iWW beriicksichtigt wird, wie es zuvor in Abschnitt 5.2 diskutiert worden
ist.

Ortliche Variation der effektiven Masse: Die Erweiterung des Modells um die 6rtliche Va-
riation der effektiven Masse resultiert nach der Anwendung der Finite-Volumen-Approximation
auf (3.26) in der semidiskreten Transportgleichung;:

2
%p(x,t) = [D2(x)] - Wp(x,t) + [D1(x)] - g(p(x,t) + [Do(x)] - p(x, 1) (6.44)

In Analogie zum vorherigen Abschnitt ist die Bewegungsgleichung bereits durch die Weite der
Zelle A¢ dividiert worden. Die Matrixelemente der korrespondierenden, semidiskreten Opera-
toren ergeben sich somit zu

ih1

Dlz’l/(X) = 517”—(% &) - oy
W, ih1°0 ih O —1— 041
Dy (x) = 5 5 8Xm—(X7§z) o+ > m4 (X, &) ( IAE .
Dl’l/(X) = @im x: &) Or—1 = O+ (6.45)
0 20y TS 2A¢
ih O1r—1 — 261,10 + Oy NG
+ 5m+(X7§l) < - A§2 +1) + lel (X)
mit
: 1| BOx:&a1) —iW (&) B(x,§-1) —iW(§_1)
dg' (x) = 171{ 2 1 2 o1+ 2 1 041
) ) (6.46)
+B(X7fz+%) - IW(fH—%) + B(Xagl—%) - IW(fZ—%) 5 }
) SO g

wobei die Matrixelemente des semidiskreten Driftoperators dé’l,(x) mit der Trapezregel appro-
ximiert werden.

6.2.3. Semidiskrete Formulierung des Interbandmodells

Zuletzt soll eine Erweiterung um Bandkopplungsmechanismen erfolgen. Hierzu wird gleicher-
maBen wie zuvor fir den Wigner-Formalismus das reduzierte Transportmodell (3.43) auf Basis
der Arbeiten? [73, 74] herangezogen.

9Die entsprechenden Einschrankungen sind ausfiihrlich in Abschnitt 3.3 diskutiert worden.
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6.2. Semidiskrete Liouville-von-Neumann-Gleichung

Die Approximation mithilfe der Finite-Volumen-Methode (6.30) - (6.40) fithrt schlieflich zu den
gekoppelten semidiskreten Transportgleichungen:

%pﬁ(x,t) = [Te] %pc’i(xyt) +[Zec ()] PE (1) + [0- ()] P2, (X, 1) + [04.(0)] P (- 1)

%pg)(x,t) = [D..] %pﬁ(m) + [ Ze ()] P (1) + [0— ()] pE.(x, 1) + [0 (X)] Py (X, 1)

(6.47)
0 0?
57 Pr(61) = [Da] 872#’5’5(% t) + [Zoe ()] pie(x: 1) + [0 ()] P (X 1) + [0+ ()] P2 (X 1)
0 15}
57 P06 1) = [To] apfv(x, ) + [Zuo ()] P (1) + [O-(X)] P (- 1) + [0+ (0] PEs (X, 1)
Die semidiskreten Operatoren sind dabei durch die Elemente
5, — i’ ﬂ 6l,l’—1 - 5l,l/+1
TCC T’UU m ( 2A€
Y - ih
Dl = =Dyl = — o
4dm
- ihP 3
01 (x) = =€ <Xi ) RJIN?
mo kg 2 (6.48)

Z39(x) = 22 (x) = "' (x)

ih (Opp—1— 20+ Oy E /
233 (x) = {+1< LI—1 L+ o +1> _|_.g.51,l/}_|_0l,l (x)

m AL2 ih
i ih ((O10—1 — 2010 + 01 E ,
zi} <x>={—;n( YR “) —ig’vz,z'}w“ (0

festgelegt. Die Matrixelemente des komplexen Driftoperators ergeben sich unter Anwendung
der Trapezregel und sind als

O () = & {U(X:fur;) —iW (&, 1) U, &-3) —iW(§y)

4

= — . (5 r_ . 6 ’
0 1 -1+ LU+1

(6.49)

U(X&ey) =W (Eas) + UGG L) —IW(E_y) }
+ . 5171/
4
definiert. Die semidiskreten Operatoren [Ty, ] stellen hermitesche Triadiagonal-Toeplitz-Matrizen
dar, was in nachfolgenden Abschnitten ausgenutzt wird. Unter der Einfilhrung eines Vektors
P, der als Komponenten die Vektoren, bestehend aus den Mittelwerten, der statistischen Dich-
tematrizen gemafl

T T T T
PT(x,1) = (o (e, 1) B (610l ()0 (1)) (6.50)
beinhaltet, kann die semidiskrete LVNG-RS (6.47) fir das Interbandmodell auch kompakt als

0 0*

= P(x,t) = [D2] £

ot P(x.t) + [D1] =P (x.1) + [Do(x)] P(x.) (6.51)

Ix

notiert werden. Die hier eingefithrten Matrizen [Ds], [D1] und [Dg(x)] sind tiber die Beziehun-
gen (6.25) und (6.26) definiert, wobei die darin enthaltenen Matrizen geméf (6.48) anzusetzen
sind. Zusétzlich ist zu beriicksichtigen, dass die Matrizen [Ds], [D1] und [Dg(x)] dann jeweils
eine Dimension von 4N¢ x 4N¢ aufweisen.

99



6. Semidiskrete Transportgleichungen

6.2.4. Einbindung der Inflow-Randbedingungen

Zur Beschreibung des Bauelements als offenes Quantensystem ist die Implementierung von
Inflow-Randbedingungen erforderlich (vgl. Abschnitt 5.1). Da in dem vorherigen Abschnitt ein
ortsraumbasierter Formalismus auf Basis der LVNG-RS erarbeitet worden ist, kann keine un-
mittelbare Kompatibilitdt zu den Inflow-Randbedingungen im Vergleich zu einer Phasenraum-
darstellung hergestellt werden [S3, S5]. Dies liegt daran, dass die Inflow-Randbedingungen In-
formationen beziiglich der Ausbreitungsrichtung erfordern [23], die bisher tiber das Vorzeichen
der Wellenzahl k eingeflossen ist, aber in der Ortsraumdarstellung nicht unmittelbar enthalten
sind.

Ziel soll es hierbei zunéchst sein, die Informationen zur Ausbreitungsrichtung {iber eine systema-
tische Basistransformation in den vorgestellten Formalismus zu integrieren. Nach Anwendung
der Basistransformation kann somit eine numerische Losung der Transportgleichung im trans-
formierten Raum erfolgen und anschlieSend {iber die Riicktransformation in die entsprechende
Losung fiir das Ausgangssystem im Ortsraum tiberfithrt werden [S3, S5, S7, S10].

Formulierung einer Basistransformation: Die statistische Dichtematrix soll in einer alterna-
tiven Basis dargestellt werden. Hierzu werden die Basisfunktionen Q,, (&) definiert, welche nach
der Diskretisierung auf den diskreten Werten &; als Basisvektoren Q,, vorliegen.

In diese Basis wird die semidiskrete, statistische Dichtematrix (6.35) unter Einfithrung des
Entwicklungskoeffizienten c¥,,

N
P (6t = (i t) - Qn (6.52)
n=1

entwickelt, wobei insgesamt N Basisvektoren einbezogen werden. Die Basisvektoren sollen ein
Orthonormalsystem bilden, sodass

() = Qb - v (X, ) (6.53)

gilt. Fiir weitere Betrachtungen ist es sinnvoll, eine Matrix-Vektor-Schreibweise einzufiihren.
Hierzu wird neben der Matrix [Q], welche als Spalten die Basisvektoren Q,, beinhaltet, noch
der Vektor cyy/, welcher sich aus den Entwicklungskoeffizienten c¥,, zusammensetzt, definiert:

Q] =1[21,Q2,...,Qj,...,CN-1, QN] (6.54)

und
. T
e (61) = (A (68, Ex (68, Ay (6 ), e (6 1), A (6 1) (6.55)

Mit diesen Definitionen, (6.54) und (6.55), kann die Entwicklung der statistischen Dichtematrix
als

PR (1) = [Q]-exv(x.t) sowie e (x.t) =[] pf(x.1) (6.56)

geschrieben werden.
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Eigenlosungen des semidiskreten Diffusionsoperators als Basisfunktionen: Nun soll die
Wahl einer Basis konkretisiert werden. Hierzu wird der semidiskrete Diffusionsoperator [D1]
(6.41) des Intrabandmodells unter Annahme einer konstanten effektiven Masse in den Blick ge-
nommen [S3, S5]. Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen ist die Eigenwertzerlegung des Ope-
rators, wobei das Spektrum mit den Ausbreitungseigenschaften in Verbindung gebracht werden
kann. Die folgenden Zusammenhénge gelten analog auch fiir die Matrizen [T'),] innerhalb des
Interbandmodells (6.47).

Da die (hermiteschen) Operatoren, [D;] und [T'y)], die Struktur einer Tridiagonal-Toeplitz-
Matrix aufweisen, kann die Diagonalisierung analytisch erfolgen. Die entsprechenden Eigenwerte
Am und Eigenvektoren Q,,,, welche als Basisvektoren angesetzt werden, lassen sich als

h 1 ™m
Am = i%?{ cos (NE n 1) (6.57)

T
2 N,
9, = (i sin (N:T 1) ,i%sin <N;Tjrn1> ,...,iNesin <N§:n§>> (6.58)

schreiben [126]. Mit dem £-Vorzeichen innerhalb der Eigenwerte A, ist sowohl der Elektronen-
(-), durch [T..], als auch der Lochertransport (4), durch [T',], beriicksichtigt.

und

Die Eigenwerte A, sind reell und symmetrisch um den Wert Null herum angeordnet. Auf
der physikalischen Ebene entsprechen die Eigenwerte A, einer Ausbreitungskonstante, wie aus
(6.57) unmittelbar zu erkennen ist. Falls die Anzahl der Gitterzellen N¢ ungerade ist [S5], ist
der Eigenwert A = 0 im Spektrum enthalten. Der zugehorige semidiskrete Diffusionsoperator
ist dann singuldr. Um die damit verbundenen numerischen Probleme zu vermeiden, wird der
Figenwert A = 0 und sein korrespondierender Eigenvektor nicht in der Rechnungen beriicksich-
tigt.

Anhand des Vorzeichens des Eigenwerts kann die Ausbreitungsrichtung zugeordnet werden [S3,

S5]:

« Die N¢/2 Eigenvektoren mit positiven Eigenwerten (A, > 0) breiten sich in Richtung der
Schwerpunktkoordinate x aus.

« Die N¢/2 Eigenvektoren mit negativen Eigenwerten (\,, < 0) breiten sich entgegen der
Schwerpunktkoordinate x aus.

Basisfunktionen auf der Grundlage ebener Wellen: Eine Alternative zur bisherigen Basiswahl
stellt die Entwicklung nach ebenen Wellen dar, welche im engen Zusammenhang zum Wigner-
Formalismus stehen. Hierbei werden die Basisvektoren durch diskretisierte ebene Wellen

exp (ik
v Ne
repréasentiert [S7]. Der Vektor £ enthilt die diskreten Mittelpunkte & der Relativkoordinate
und die Auswertung der Exponentialfunktion ist elementweise definiert. Die Zuordnung der

Ausbreitungsrichtung, wie es fiir die Anwendung der Inflow-Randbedingungen (vgl. Abschnitt
5.1) erforderlich ist, erfolgt iiber das Vorzeichen'® des Arguments k,,,. Damit die Basisvektoren

mit mel,...,N (6.59)

0Dje positiven Werte von k,, > 0 werden dabei als in y-Richtung laufend interpretiert, die negativen Werte von
km < 0 hingegen als gegen die x-Richtung laufenden Wellen.
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eine Orthonormalbasis aufspannen, muss das Argument k,, der folgenden Bedingung gehorchen

2 1

km——ﬂ{m—(N—i—l)} mit mel, ..., N. (6.60)
L 2

Ferner sind die Werte k,,, symmetrisch um den Wert k = 0 verteilt, der aufgrund von mit ihm

verbundenen Singularitétsproblemen nicht im Rechengebiet enthalten sein soll [124]. Zusétzlich
gilt die Eindeutigkeitsbedingung!'! [S9]: N < Ng.

Implementierung der Inflow-Randbedingungen: Nun soll mithilfe der zuvor ermittelten Ba-
sistransformationen die eigentliche Implementierung der Inflow-Randbedingungen in den Blick
genommen werden.

Hierzu werden die Inflow-Randbedingungen fiir das Multibandmodell'? (5.9) - (5.12) fiir Syste-
me mit eindimensionaler sowie fiir das Multisubbandmodell (5.18) fiir Systeme mit zweidimen-
sionaler Transportrichtung zunéchst durch eine inverse Fourier-Transformation (2.55) in eine
Darstellung im Ortsraum beziiglich der Relativkoordinate fiir jeden Kontakt gebracht [S3, S5].
Im Ergebnis liegen die diskretisierten Randbedingungen fiir die statistische Dichtematrix im
Ortsraum vor: p/\D)’\,L am linken Kontakt bei y = 0, bzw. p/\D)’ﬁ am rechten bei x = L,. Anschlie-
/R

Bend erfolgt die Transformation der Randbedingungen pAD/\’,L mithilfe der Orthonormalbasis

(9] (6.56):
e =191 o /" (6.61)

In dieser transformierten Darstellung erlaubt ck,, (c£,,) bei x = 0 (x = L,) eine Zuordnung
zur Ausbreitungsrichtung.

Fiir das Elektronensystem sind die ersten N/2 Entwicklungskoeffizienten innerhalb cZ mit den
in positive y-Richtung laufenden Wellen verkniipft. Fiir den linken Kontakt ergibt sich somit
die Randbedingung ¢ (x = 0,t) = ¢ fiir 1 < m < N/2. Am rechten Kontakt treten die
entgegen der x-Richtung laufenden Wellen in das Bauelement ein. Diese sind durch die letzten
N/2-Werte von ¢ (x = 0,t) = ¢! fiir N/2+1 < m < N festgelegt.

In Analogie zum Wigner-Formalismus sind die Verhéltnisse fiir das Léchersystem ¢, vertauscht
(e (x =0,t) =c%h) fir N/2+1<m < Nund 2 (x = 0,t) = %) fir 1 <m < N/2) [S1].
Fiir die Komponenten cf{,R gilt der Zusammenhang: c%,R =0 mit A # \.

Weiterhin ergeben sich durch das lokale FlieBgleichgewicht am Ubergang zwischen Reservoir
und Bauelement im Phasenraum (5.12) nach der inversen Fourier-Transformation (2.55) und
anschlieender Basistransformation (6.56) die folgenden Neumann-Randbedingungen an den
Kontakten:

0 0
—ow (Xt =0 und —ew(x,t =0. 6.62
Dy v (1) o Dy v (X 1) =L ( )

Reformulierung der Transportgleichungen: Im Folgenden sollen nun die Bewegungsgleichun-
gen fiir den Entwicklungskoeffizienten ¢y (x, t) aufgestellt werden, welche die Implementierung
der zuvor beschriebenen Inflow-Randbedingungen ermoglicht.

"Djese Bedingung wird im spéteren Verlauf durch die numerische Dispersion verschérft.
12Das Einbandmodell ist hierin enthalten.
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6.2. Semidiskrete Liouville-von-Neumann-Gleichung

Hierzu wird die statistische Dichtematrix innerhalb der semidiskreten Transportgleichungen fiir
die Intrabandmodelle ohne (6.41) und mit értlicher Variation der effektiven Masse (6.44) sowie
fiir das Interbandmodell (6.47) in die Basis [Q] entsprechend (6.56) entwickelt [S3, S5]. Weiter-
hin werden die semidiskreten Transportgleichungen von links mit der hermitesch-konjugierten
Matrix [Q]T multipliziert. Zur einfachen Darstellung ist es sinnvoll, die folgenden Matrizen

[A /\X(X)} der Dimension N x N zu definieren

A (0] = [Q1 - [Aa (0] - [Q]. (6.63)

die sich infolge der Transformation der generischen Matrix [Ay x(x)] (6.15) innerhalb der Be-
wegungsgleichung ergeben.

Fiir das Intrabandmodell kann auf eine dezidierte Darstellung des Bandindex A verzichtet wer-
den. Konzeptionell ergibt sich unter Annahme einer konstanten effektiven Masse der Ausdruck

Sretet) = [D1] et + [Do(u)] - en.t), (6.64)

wobei die semidiskreten Operatoren [D;] und [Do(x)] geméaf (6.42), beziechungsweise (6.43),
anzusetzen sind.

Die Einbeziehung der ortlichen Variation der effektiven Masse (6.44) resultiert hingegen in:

8 elt) = [D200)] - gelo 8+ [D100] - eloct) + [Dol)] el (665)

Die semidiskreten Operatoren werden dabei durch Transformation von (6.45) unter Ausnutzung
von (6.63) bestimmt.

Die Berticksichtigung von Bandkopplungsmechanismen innerhalb der LVNG-RS (6.51) erfordert
eine Anwendung der Basisentwicklung (6.63) auf jeden einzelnen semidiskreten Operator in
(6.47), dessen Elemente durch (6.48) festgelegt sind.

Im Hinblick auf eine kompakte Notation werden die bandabhéngigen Vektoren der Entwick-
lungskoeffizienten ¢y innerhalb des Vektors CT(X, t) der Dimension 4N x 1 zusammengefasst:

CT (1) = (ckelst), el (), €l 1), €l (1)) (6.66)

Dementsprechend kann eine 4N x 4N dimensionale Transformationmatrix als dyadisches Pro-
dukt mit der 4 x 4 Einheitsmatrix

[Q] = [Id]axs ® [Q] (6.67)

eingefithrt werden. Hiermit werden nun die semidiskreten Operatoren [Ds], [D1] (6.25) und
[Do(x)] (6.26) in die transformierten Operatoren [132}, {131} und {DO(X)} der Dimension
4N x 4N ftberfiithrt, wobei die Matrixelemente entsprechend (6.48) definiert sind. Schlieflich
ergibt sich die Bewegungsgleichung zu:

2 ~

50060 = [Da] - T5C0t) + [Bi] Z-Clet) + [Balo] - COv) (0.68)
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6. Semidiskrete Transportgleichungen

Unterraum-Verfahren: Wie aus der Herleitung der Bewegungsgleichung fiir die Entwicklungs-
koeffizienten im vorherigen Abschnitt ersichtlich ist, reduziert sich die Dimensionalitat der se-
midiskreten Operatoren nach der Basistransformation von Ng auf N.

Der Fall einer vollstdndigen Basis N = N¢ transformiert die urspriinglichen Matrizen auf Ma-
trizen derselben Dimension, wie es beispielsweise in [S3, S5] vorgestellt wird.

Nach weiterer Diskretisierung der Schwerpunktkoordinate, welche in Kapitel 8 behandelt wird,
liegen diinnbesetzte Systemmatrizen vor. Die Systemmatrizen enthalten als Elemente Block-
matrizen der Dimension N¢ X Ng, bzw. N x N, wobei der benotigte Aufwand zur Losung des
Systems in einem direkten Zusammenhang zur Groéfle der Blockmatrizen steht. Der Ansatz
birgt also ein erhebliches Potenzial zur Reduktion der Rechenzeit, indem eine reduzierte Ba-
sis N << N¢ angesetzt wird [S7]. Die Losung erfolgt somit in einem Unterraum. Hierzu ist
es notwendig, dass die relevanten Basisvektoren in die Rechnungen einbezogen werden. Diese
weisen dabei Entwicklungskoeffizienten ¢}, (x,t) auf, die sich deutlich von dem Wert Null un-
terscheiden. Mithilfe des Fermi-Niveaus sowie des gesamten Potenzials kann diesbeziiglich eine
untere Grenze in Abhéngigkeit der Ausbreitungsgeschwindigkeit [S7] angegeben werden (vgl.
Abschnitt 6.1). Eine gesonderte Betrachtung dieses Aspekts erfolgt in Abschnitt 8.11.

6.2.5. Verbindung zum Wigner-Formalismus

Uber die Basistransformation kann der vorgestellte Ansatz formal mit dem Wigner-Formalismus
verkniipft werden. Hierdurch ergeben sich insbesondere Vorteile bei der Einbindung von Streu-
mechanismen, denen eine natiirliche Darstellung im Phasenraum zugrunde liegt [15, 23].

Ziel es ist daher, die Matrixelemente innerhalb der semidiskreten Operatoren fiir die Basis,
bestehend aus ebenen Wellen, analytisch auszuwerten und mit denen des Wigner-Formalismus
zu vergleichen. Die Betrachtungen sollen hierbei exemplarisch anhand des Intraband- und In-
terbandmodells unter Annahme einer konstanten effektiven Masse erfolgen.

Die Matrixelemente des semidiskreten Diffusionsoperators [D] (6.42) im Intrabandmodell, bzw.
[T'\»] im Interbandmodell (6.48), ergeben sich als [S7]:
~ hsin(k;A8) h 2 sin(kAE)

oo Ly 28I0(RAS)
A St (1) P (6.69)

Qi [D] Q, =
Der erste Term in (6.69) beschreibt die numerische Dispersion des Verfahrens, wohingegen
der zweite Ausdruck den Einfluss der Rénder aufgreift. Die Diagonalelemente beschreiben die
Ausbreitungsgeschwindigkeit v(k,) der korrespondierenden Basisvektoren und sind in Abbil-
dung 6.3a im Vergleich zu denen des Wigner-Formalismus (6.17) dargestellt. Fiir den Grenzfall
L¢e — oo lduft der zweite Anteil gegen den Wert null und liefert somit keinen Beitrag. Der
verbleibende Term wird dann in eine Taylorreihe entwickelt. Die Entwicklung bis zum linearen
Glied liefert unter Annahme eines kleinen Produkts k, A& die Ndherung:
hk:
li f 1D Qj~——25;,. :
L;Lnoo Q). [D1] Qj m 9j, (6.70)
In dieser Naherung stimmen die Matrixelemente des vorgestellten Ansatzes mit denen des
Wigner-Formalismus (6.17) tiberein.
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(a) Numerische Ausbreitungsgeschwindigkeit v in Abh&n- (b) Numerische Kreisfrequenz w in Abhangigkeit der Wel-
gigkeit der Wellenzahl k. lenzahl k.

Abbildung 6.3. Darstellung der Diagonalelemente der semidiskreten Diffusionsoperatoren fiir den Fall einer
Basis aus ebenen Wellen im Vergleich. Die orangefarbene Linie zeigt die Diagonalelemente
des vorgestellten Formalismus auf Grundlage der LVNG-RS, wahrend die blau gestrichelte
Linie die Diagonalelemente des Wigner-Formalismus darstellt.

Die Matrixelemente [Z )y (x)] des Interbandmodells 6.48, bestimmen sich am Beispiel von
[Z v (x)] 7u:

ih [ —2 4+ 2cos(k;A¢ 1 o 2cos(k; A8 E
Q! [Ze(x)] @0 = { R 4 e () 25)} + 205,
N (6.71)
+ 5 2. exP (ke — £5)&) (U(x, &) — iW(&)) AL,

Fiir den komplexen Driftoperator ist hierbei die Mittelpunktsregel zur Approximation verwen-
det worden, ebenso wird die Beziehung Ak = %’g ausgenutzt. Die letzten beiden Terme stimmen
exakt mit denen des Wigner-Formalismus {iberein, wie aus dem Vergleich mit (6.22) zu erken-
nen ist. Der erste Term setzt sich aus zwei Anteilen zusammen, welche sowohl der numerischen
Dispersion als auch einem Randterm zugeordnet werden kénnen. Im Grenzwert L¢ — oo ver-
schwindet der Randterm. Auf der physikalischen Ebene kann der numerischen Dispersion die
Kreisfrequenz w(k,) zugeordnet werden. Die entsprechenden Diagonalelemente sind in Abbil-
dung 6.3b im Vergleich zu denen des Wigner-Formalismus dargestellt.

Fiir hinreichend kleine Werte des Produkts k;A¢, kann die numerische Dispersion in eine Tay-
lorreihe bis zum quadratischen Glied entwickelt werden:

. h =2+ 2cos(k;AS) ﬁk??

Dieser Zusammenhang stimmt mit den Matrixelementen (6.22) tiberein. Unter der Vorausset-
zung, dass die verbleibenden semidiskreten Operatoren (6.48) mit der Mittelpunktsregel (6.34)
approximiert werden, sind die transformierten Operatoren mit denen des Wigner-Formalismus
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6. Semidiskrete Transportgleichungen

identisch. Beispielweise ergibt sich aus dem komplexen Driftoperator (6.43a)

Q1 [Dy(x)] @ = 553" exp (ikn — ;)&) (B(x. 1) ~ W(€)
¢ 1 (6.73)
Ak &

= > exp (i(kn — kj)&) (B(x, &, 1) — W (&)) AS,

der somit dem Ausdruck des Wigner-Formalismus (6.18) entspricht [S7].

Im Grundsatz bewahrt der vorgestellte Formalismus auf Basis einer Ortsraumdiskretisierung
der LVNG-RS somit die formalen Eigenschaften des Wigner-Formalismus.

Diskussion der numerischen Dispersion: Neben der Anforderung an die Eindeutigkeit der
Lésung (N < N¢) kommt es zu weiteren Einschrankungen durch die numerische Dispersion fiir
den Fall der Basis aus ebenen Wellen. Damit eine eindeutige Zuordnung der Basisvektoren zu
den Ausbreitungsgeschwindigkeiten (6.69) moglich ist, muss das Argument der Sinusfunktion
der Bedingung

|[kmax AE| < (6.74)

oy

geniigen (vgl. Abbildung 6.3a). Durch Einsetzen von (6.10) in (6.74) ergibt sich die zusétzliche
Anforderung an die Abtastpunkte V¢ in Relation zu der Anzahl der Basisfunktionen zu:

N,
N-1< 75 (6.75)

Ein weiterer Zusammenhang kann aus (6.74) abgeleitet werden. Falls der Wellenvektor k& nur
Werte innerhalb der ersten Brillouin-Zone [33] annehmen soll, unterliegt kmpax < g, wobei a die
Gitterkonstante des Materials repréasentiert. Hieraus folgt unmittelbar die Einschrankung;:

AE > g (6.76)

Zusammenfassung: In diesem Abschnitt ist ein Formalismus zur numerischen Losung der
LVNG-RS auf Grundlage eines Finite-Volumen-Verfahrens vorgestellt worden. Zur angemesse-
nen Beschreibung kohéirenter Effekte ist ein zentraler numerischer Fluss an den Ubergéingen
zwischen benachbarten Gitterzellen ausgenutzt worden. Nach einer generischen Betrachtung
der Approximation sind die einzelnen Bestimmungsgleichungen fiir die Gitterzellen in Matrix-
Vektor-Schreibweise in semidiskreten Transportgleichungen zusammengefasst worden. Hierbei
wurden Intra- und Interbandmodelle beriicksichtigt.

Mithilfe einer Basistransformation ist die Einbindung der Inflow-Randbedingungen zur Be-
schreibung offener Quantensysteme erméglicht worden, sowie auch die Implementierung eines
Unterraum-Verfahrens. Zusétzlich sind die transformierten Transportgleichungen bestimmt und
in eine mathematische Form gebracht worden, mit der eine von der expliziten Darstellung un-
abhingige Analyse in den nachfolgenden Kapiteln erfolgen kann. Insbesondere die Entwicklung
in die Basis ebener Wellen erlaubt eine formale Verkniipfung mit dem Wigner-Formalismus,
wodurch die Vereinigung der Vorteile einer Ortsraumdiskretisierung mit denen einer Phasen-
raumdarstellung gelingt.
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7. Upwind-Verfahren zur Approximation der
Wigner-Transportgleichung

In dem vorangegangenen Kapitel ist auf die Diskretisierung des Wellenvektors innerhalb der
Wigner-Transportgleichung eingegangen worden. Nun soll das konventionelle Finite-Differenzen-
Verfahren, das sogenannte Upwind-Verfahren, zur Diskretisierung der Schwerpunktkoordinate
vorgestellt werden. Dabei soll der Fokus sowohl auf der mathematischen Formulierung als auch
auf den damit verbundenen Problemen liegen, welche insbesondere die Entwicklung eines alter-
nativen Verfahrens in Kapitel 8 motivieren. Aufilerdem sollen die Upwind-Verfahren in Kombi-
nation mit der in Abschnitt 5.2 entwickelten, absorbierenden Schicht untersucht werden.

Hierzu wird zunéchst in Abschnitt 7.1 auf die Grundidee hinter dem Verfahren und die Diskre-
tisierungsvorschrift innerhalb des Wigner-Formalismus eingegangen. Im Anschluss werden in
Abschnitt 7.2 Kritikpunkte genannt, die in einem unmittelbaren Zusammenhang zum Upwind-
Verfahren stehen. Zuletzt erfolgt in Abschnitt 7.3 eine numerische Untersuchung der Konver-
genzeigenschaften anhand einer RTD. Insbesondere die bekannten unphysikalischen Ergebnisse
und deren Ursprung werden dabei in den Blick genommen.

7.1. Mathematische Formulierung

Bei dem Upwind-Differenzen-Schema (UDS), kurz Upwind-Verfahren, handelt es sich um ei-
ne Klasse von Finiten-Differenzen-Approximationen, die ihren Ursprung in der numerischen
Fluiddynamik haben [125, 127].

Die grundlegende Idee bei der Approximation der Differenzialoperatoren basiert dabei auf den
sogenannten Charakteristiken [23, 125], entlang derer sich die Losungen ausbreiten. Die Infor-
mation der Charakteristiken flieit dann schliellich in den Differenzenquotienten zur Approxi-
mation des Differenzialoperators ein, indem fiir vorwértslaufende Wellen ein Riickwértsdifferen-
zenquotient angesetzt wird, bzw. ein Vorwartsdifferenzenquotient fiir riickwartslaufende Wellen
[23].

In dem Wigner-Formalismus sind die positiven Anteile des Wellenvektors k mit den vorwarts-
laufenden Wellen verkniipft, wohingegen die negativen Anteile des Wellenvektors k mit den
riickwértslaufenden Wellen identifiziert werden [23, 24]. Im Folgenden sollen die Differenzen-
quotienten fiir das in der Literatur iibliche Intrabandmodell (6.16) unter Annahme einer kon-
stanten effektiven Masse angegeben werden. Hierzu wird in Abschnitt 7.1.1 zuerst auf ein Ver-
fahren erster Ordnung und anschlieffend in Abschnitt 7.1.2 auf ein Verfahren zweiter Ordnung
eingegangen.
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7. Upwind-Verfahren zur Approximation der Wigner-Transportgleichung

7.1.1. Upwind-Verfahren erster Ordnung

Die Approximation des Diffusionsoperators (3.14) erfolgt fiir die positiven Wellenzahlen mit
einem Riickwértsdifferenzenquotienten und fiir negative Wellenzahlen mit einem Vorwértsdif-
ferenzenquotienten erster Ordnung [23, 24]:

—@if(x,kj,t) ~ R {max(kjao) ) Fxi k) = F(xi-1, kj, 1)
m Ox m Ax (7.1)
. f(X’L 17k:"t)_f(Xi7k'vt) ‘
+ min(k;,0) - LA Ax J } :

Der lokale Diskretisierungsfehler des Verfahrens ist O(Ax). Mit dieser Beziehung lésst sich die
semidiskrete Transportgleichung (6.16) entsprechend

9 # i t) = min([Dy] ,0) L0 _Ai(Xil,t)

ot
f(XH—lat) - f(Xivt)
Ax

(7.2)

+max([D1],0) + [Do(xi)l f (xis 1)
approximieren, wobei die Minimums- min(.) und Maximumsbildung max(.) in diesem Kontext
elementweise definiert sind.

Der Ausdruck min([D;],0) beschreibt dann eine Diagonalmatrix, bei welcher nur die ersten
Ny /2 Elemente ungleich Null sind. Fiir den Ausdruck max([D1],0) sind hingegen nur die letzten
Ny /2 Eintrage auf der Diagonalen von Null verschieden.

7.1.2. Upwind-Verfahren zweiter Ordnung

Eine Steigerung der Genauigkeit wird mit dem Upwind-Verfahren zweiter Ordnung erzielt
(UDS2), z. B. [80, 84, 102]. Dieses weist einen lokalen Diskretisierungsfehler von O(Ax?) auf.
Die bessere Genauigkeit wird durch ein Approximationsschema erreicht, bei welchem drei Dis-
kretisierungspunkte beziiglich der Schwerpunktkoordinate einbezogen werden:

3f(Xz, t) - 4f(Xi*17 t) + f(Xi*27 t)
2Ax
_.f(Xi+27 t) + 4f(Xi+17 t) - 3f(X17 t)
2Ax

)
= f(Xi, t) = min([D1], 0)
ot 1 (7.3)

+ max([D4] ,0) + [Do(xa)] f(xit)-

Ein Uberblick iiber die Verfahren héherer Ordnung und deren Diskretisierungsvorschrift ist z.
B. in [80] gegeben.

7.1.3. Formulierung der numerischen Stromdichte

Fiir die numerische Formulierung der Stromdichte kann nicht die naive Approximation des
entsprechenden analytischen Ausdrucks (3.21) herangezogen werden, da diese nicht konsistent
mit dem Upwind-Verfahren ist [28, 102].
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Die Formulierung der numerischen Stromdichte erfordert die explizite Beriicksichtigung des
Upwind-Verfahrens bei der Herleitung der Kontinuitétsgleichung, insbesondere im Hinblick auf
den Diffusionsoperator [23].

In Analogie zur analytischen Herleitung der Kontinuitétsgleichung in Abschnitt 3.2 sind die
semidiskreten Transportgleichungen auf der numerischen Ebene auszuwerten [23].

Die numerische Berechnungsvorschrift fiir das Upwind-Verfahren erster Ordnung ergibt sich zu
23, 102]:

A
iy ) =~ { Sk Fun kg )+ 3y f(xi,kj,w} N #Y

m 2w k;<0 k;>0

Fiir das Upwind-Verfahren zweiter Ordnung lasst sich die numerische Berechnungsvorschrift fiir
die Stromdichte hingegen als

h Ak
j(XH%J) = —Q*il { > ki(—f(Xit2, kjr t) + 3 (Xis1, k5, 1))

4 Z ki(3f(xi, kj,t) — f(Xz‘—thVt))}

kj >0
bestimmen [78, 102].

Aus den Berechnungsvorschriften fiir die Stromdichten, (7.4) und (7.5), ist unmittelbar ein
nichtlokaler Charakter beziiglich der Schwerpunktkoordinate festzustellen [84], wihrend die
naive Approximation auf Basis des analytischen Ausdrucks (3.21) eine lokale Formulierung der
Stromdichte liefert.

7.1.4. Implementierungsaspekte

Um die gesamte Systemmatrix aufzustellen, wird die semidiskrete WTG (7.2) fur das UDSI,
bzw. (7.3) fir das UDS2, fiir jeden diskreten Punkt y; mit ¢ € 1,..., N, notiert und anschlieflend
in eine Matrix-Vektor-Darstellung tiberfiihrt.

Die Behandlung des semidiskreten Driftoperators [Dg(x)] (6.18) ist dabei unkritisch. Nach
Diskretisierung der Schwerpunktkoordinate resultiert dieser unabhéngig von der Ordnung des
Upwind-Verfahrens in einer Blockdiagonalmatrix der Dimension Ny Ny x N, N}, auch Driftma-
trix genannt. Die Blocke auf der Diagonalen enthalten dabei den Abtastwert des semidiskreten
Driftoperators [Dg(x;)] fiir jeden diskreten Ort x; mit ¢ € 1,..., N, innerhalb des Rechenge-
biets.

Fiir die Terme hinsichtlich des Diffusionsoperators [D;] wird nach der Diskretisierung eine
iibersichtliche Darstellung erzielt, indem das dyadische Produkt ausgenutzt wird. Hierzu wird
sowohl eine Matrix [Ap] definiert, welche die Vorwértsdifferenzenquotienten enthélt, als auch
eine Matrix [Ag], welche die Rickwértsdifferenzenquotienten tiber dem Rechengebiet enthélt.
Beide Matrizen enthalten die 6rtliche Abhangigkeit und weisen daher eine Dimension von N, x
N, auf.
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Hiermit lasst sich die sogenannte Diffusionsmatrix als
[Ar] ® min([D1],0) + [Ar] ® max([D1],0)

formulieren. Auch an dieser Stelle sind die minimums- bzw. maximumsbildenden Funktionale
elementweise zu interpretieren. Die resultierende Matrix weist eine Dimension von N, N X Ny Ny
auf.

Konzeptionell resultiert dieses Vorgehen in einem gekoppelten System von gewdhnlichen Diffe-
renzialgleichungen erster Ordnung geméf [23]

d
SF(t) = [C]- F(t) + b, (7.6)

wobei der Vektor FT(t) = (fT(Xl,t),fT(XQ,t),...,fT(XNX,t)) als Elemente die Vektoren

f(xi,t) (6.14) beinhaltet. Die Systemmatrix [C] besteht aus den vorher beschriebenen Diffusions-
und Driftmatrizen. Der Vektor by, enthélt die Inflow-Randbedingungen (5.7), welche noch durch

die entsprechenden Anteile des semidiskreten Diffusionoperators zu gewichten sind [23, 24, 102],

die fiir ¢ = 1 und ¢ = N, innerhalb (7.2) fir das UDSI, bzw. i = 1,2 und ¢ = N, — 1, N, inner-

halb (7.3) fur das UDS2 auflerhalb des Rechengebiets liegen.

7.2. Kritikpunkte

Die Anwendung des Upwind-Verfahrens im Wigner-Formalismus fithrt in der Literatur zu zahl-
reicher Kritik, die im Folgenden kurz erlautert wird:

¢ Numerische Diffusion: Der mit der Upwind-Diskretisierung verbundene Approximati-
onsfehler schlédgt sich in einer zusétzlichen numerischen Diffusion nieder [27, 127]. Physi-
kalische Prozesse, welche den Diffusionseffekten zuzuordnen sind, werden somit im Ver-
gleich tiberbewertet [28]. Um diesen Effekt abzumildern, kann dem Upwind-Verfahren ein
Anteil mit zentralen Differenzen hinzugefiigt werden. Dies ist unter dem Begriff Hybrid-
Differenzen-Schema (HDS) bekannt [102]. Ein wesentlicher Anteil UDS ist jedoch immer
notwendig, um eine ausreichende numerische Stabilitdt des Verfahrens zu gewéhrleisten
[102].

¢ Nichtlokale Randbedingungen: Die Frage nach der Trennung zwischen Bauelement
und Reservoir, in welchem die semiklassische Formulierung der Inflow-Randbedingungen
ihre Giiltigkeit besitzt, ist ein stark debattiertes Themengebiet [25, 26, 29]. Insbesondere
im Zusammenhang mit dem UDS findet die Formulierung der Randbedingungen alleine
iiber die Werte des Diffusionsoperators statt [23], welche aulerhalb des Rechengebiets
liegen. Der nichtlokale Driftoperator wird nicht in die Formulierung der Randbedingungen
einbezogen [28, 29].

¢ Kohirenz-Effekte: Basierend auf einer analytischen Loésung der semidiskreten WTG
(6.16) fiir das géngige Intrabandmodell unter Annahme einer konstanten effektiven Mas-
se kann gezeigt werden, dass die mit dem Upwind-Verfahren verbundene Entkopplung
der hin- und riicklaufenden Wellen im Phasenraum auf physikalischer Grundlage nicht
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gerechtfertigt ist! [28]. Kohiirente Effekte konnen somit im Grundsatz nicht erfasst wer-
den. Dies spiegelt sich u. a. in der nichtlokalen numerischen Berechnungsvorschrift der
Stromdichten, (7.4) und (7.5), wider.

e Zusammenbruch unter Gitterverfeinerung: Die Upwind-Verfahren sind duflerst sen-
sitiv beziiglich der Diskretisierungsparameter [27, 81, 82]. In einem kiirzlich veroffentlichen
Beitrag [27] wird eine Untersuchung zu den Konvergenzeigenschaften anhand einer Simu-
lation einer RTD durchgefiihrt. Bei sukzessiver Verkleinerung der Diskretisierungsweite
Ax konvergieren die Werte der I-V-Kennlinie gegen eine unphysikalische Losung die kei-
nen NDR mehr aufweist [27].

Alle Kritikpunkte eint der Zusammenhang, dass sie infolge von unphysikalischen Ergebnissen
aus dem Wigner-Formalismus motiviert worden sind. Jedoch lag den Ansétzen keine absorbie-
rende Schicht [S5, S8] zugrunde, wie sie zuvor systematisch in Abschnitt 5.2 entwickelt worden
ist. Da die ersten drei Kritikpunkte auf mathematischen Fakten beruhen, ist eine Adressierung
dieser durch die absorbierende Schicht nicht moéglich. Der letzte Punkt soll jedoch im néchsten
Abschnitt gesondert betrachtet und diskutiert werden.

7.3. Numerische Untersuchungen

Fiir die folgenden Untersuchungen wird die RTD mit den Struktur- und Materialparametern
herangezogen, wie zuvor in Tabelle 5.1 dargestellt ist. Das Simulationsgebiet im Phasenraum
[Onm, 90nm] x [—2.25nm ™1, 2.25nm~!] wird beziiglich der Wellenzahl mit N, = 120 Abtast-
punkten diskretisiert.

Die Diskretisierungsweite der Schwerpunktkoordinate Ay soll im Folgenden die Grundlage fiir
die Untersuchungen der Konvergenzeigenschaften bilden. Hierzu wird auch eine absorbierende
Schicht implementiert, die auf den Parametern b, = 4eV, w, = 77nm sowie n, = 4 basiert.
Die Temperatur des Bauelements betragt T' = 300K.

7.3.1. Evaluierung der I-V-Kennlinie

Zur Berechnung der I-V-Kennlinie wird die stationdre WTG (7.6) unter Anwendung des Upwind-
Verfahrens zweiter Ordnung (7.3) fiir Spannungen zwischen U = 0V und U = 0,5V gelost. Im
Anschluss werden aus der numerisch ermittelten Wigner-Funktion die Stromdichten geméfl der
Berechnungsvorschrift (7.5) bestimmt. Die Spannung wird dabei jeweils pro Rechenschritt um
0,025V erhoht und die Elektron-Elektron-Wechselwirkung wird vernachléssigt. Der Spannungs-
abfall wird hierzu als linear tiber der zweiten und sechsten Schicht der RTD angenommen (vgl.
Tabelle 5.1).

Hinsichtlich der Konvergenzuntersuchungen wird die Diskretisierungsweite Ay zwischen Ay =
Inm und Ay = 1/64nm variiert, wobei zwei aufeinander folgende Werte sich jeweils um einen
Faktor zwei unterscheiden. Sowohl der bisherige Fall der Literatur soll in Betracht gezogen
werden als auch die Erweiterung um den hier vorgestellten Formalismus des komplex absorbie-
renden Potenzials [S8].

!Siehe hierzu die Herleitung in Anhang D.
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7. Upwind-Verfahren zur Approximation der Wigner-Transportgleichung

Die ermittelten I-V-Kennlinien des konventionellen Falls ohne die Implementierung einer absor-
bierenden Schicht sind in Abbildung 7.1a in Abhéngigkeit der Diskretisierungsweite Ay darge-
stellt. Zusétzlich sind die Werte der Referenzlosung, welche mithilfe der QTBM [7, 8] bestimmt

1.6

1.4 4

(a) Konventionelle Lésung ohne absorbierende Schicht. (b) Lésung mit implementierter absorbierender Schicht.

Abbildung 7.1. I-V-Kennlinien fiir das Upwind-Verfahren zweiter Ordnung in Abhangigkeit der Diskretisie-
rungsweite Ax. Die schwarzen Punkte stellen die Werte der Referenzstromdichte aus der
QTBM dar. Die farbigen Linien repréasentieren die Werte der Stromdichte fiir die verschiede-
nen Diskretisierungsweiten Ay. In (a) ist die konventionelle Lésung ohne die Implementierung
einer absorbierenden Schicht dargestellt, wéahrend in (b) die Ergebnisse mit absorbierender
Schicht gezeigt werden.

werden, als schwarze Punkte dargestellt. Mit abnehmender Diskretisierungsweite entfernen sich
die Werte der Stromdichte j zunehmend von der Referenzlésung, wobei die Stiarke des charakte-
ristischen NDR abnimmt. Ab einer Diskretisierungsweite von Ax = 1/32nm sind die Ergebnisse
konvergiert. Die Kennlinie weist keinen NDR mehr auf und nimmt ungefdhr fiinfmal so grofle
Werte an wie der Maximalwert der Referenzldsung. Insgesamt konvergiert die Stromdichte somit
gegen eine unphysikalische Losung.

Nun soll die absorbierende Schicht bei der Berechnung der Wigner-Funktion Berticksichtigung
finden. Die I-V-Kennlinien in Abhéngigkeit der Diskretisierungsweite sind in Abbildung 7.1b im
Vergleich zur Referenzlosung aus der QTBM (schwarze Punkte) dargestellt. Mit abnehmender
Schrittweite ndhern sich die Werte der Stromdichte denen der Referenzlésung an und stimmen
in einem hohen Mafe iiberein (der mittlere relative Fehler liegt in der GréBenordnung 1072).

Zur besseren Veranschaulichung sind weiterhin die Werte der Stromdichte j in Abhéngigkeit
der Diskretisierungsweite Ay in Abbildung 7.2a fiir eine angelegte Spannung von U = 0,2V
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7.3. Numerische Untersuchungen

sowie in Abbildung 7.2b fiir eine angelegte Spannung von U = 0, 3V dargestellt. Wie aus diesen

10t : 10! T
T T
S 10° 4 S 10° QIBM
o ] 5 ¥ UDS-CAP
5 5
- arn | — ups| = e
UDS-CAP = i
101! i H 101 ; —
101 10° 101 10°
Ax (nm) — Ax (nm) —
(a) U =0,2V. (b) U =0,3V.

Abbildung 7.2. Stromdichte j in Abhangigkeit der Diskretisierungsweite Ay in doppelt-logarithmischer Ska-
la. In (a) betragt die angelegte Spannung U = 0,2V, wahrend sie in (b) U = 0, 3V betragt.
Die schwarzen Punkte stellen die Referenzwerte aus der QTBM dar. Bei der orangefarbenen
Linie (UDS-CAP) ist die absorbierende Schicht eingebunden worden, wobei die blaue Linie
die konventionelle Losung ohne absorbierende Schicht kennzeichnet.

Abbildungen ersichtlich ist, konvergieren die Werte der Stromdichte, welche unter Einbeziehung
der absorbierenden Schicht innerhalb der WTG bestimmt werden, gegen die Werte der Refe-
renzlosung (schwarze Punkte), wohingegen die konventionelle Losung gegen einen anderen, in
diesem Zusammenhang unphysikalischen Wert konvergiert.

Zusammen mit den Betrachtungen aus dem vorherigen Abschnitt 5.2 ldsst sich das unphysikali-
sche Verhalten der Stromdichte (vgl. Abbildung 7.1a) auf die inaddquate Vernachléssigung der
Oberflachenterme infolge eines abgeschlossenen Rechengebiets zuriickfiihren. Hierdurch kommt
es in der Wigner-Funktion zu unphysikalischen Interferenztermen, die hier am Beispiel der RTD
einen unphysikalischen Anstieg der Stromdichte unter Gitterverfeinerung bedingen.

Durch die Implementierung einer absorbierenden Schicht kénnen diese unphysikalischen Inter-
ferenzterme gleichermaflen effektiv und einfach vermieden werden. Die Losungen konvergieren
nunmehr gegen die Referenzlosung der QTBM und zeigen ein physikalisches Verhalten. Der
entwickelte Formalismus des komplex absorbierenden Potenzials fiihrt somit im Umfeld der
konventionellen Methoden zu einer erheblichen Verbesserung.

Zusammenfassung: In diesem Kapitel sind die konventionellen Upwind-Verfahren erster und
zweiter Ordnung zur Wigner-Transportgleichung beleuchtet und die mit dem Verfahren verbun-
denen Kritikpunkte sind diskutiert worden. Es konnte gezeigt werden, dass insbesondere in der
Literatur bekannte, unphysikalische Ergebnisse durch die Implementierung einer absorbieren-
den Schicht vermieden werden kénnen. Der Formalismus des komplex absorbierenden Potenzials
ldsst sich somit erfolgreich in bereits bestehende Losungsverfahren integrieren. Jedoch kénnen
auch mit der absorbierenden Schicht nicht die inhdrenten Kritikpunkte wie die Beriicksichti-
gung von nichtlokalen Randbedingungen und kohédrenten Effekten adressiert werden, die im
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7. Upwind-Verfahren zur Approximation der Wigner-Transportgleichung

Zusammenhang mit der nichtlokalen Bestimmung der numerischen Stromdichte stehen. Diese
beiden offenen Punkte motivieren die Entwicklung alternativer Verfahren, welche im néchsten

Kapitel vorgestellt werden sollen.
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8. Neuartige numerische Approximationen der
semidiskreten Transportgleichungen

Nachdem im vorherigen Kapitel die konventionellen Upwind-Verfahren zur Approximation der
Wigner-Transportgleichung betrachtet worden sind, sollen in diesem Kapitel neuartige Me-
thoden zur Approximation der semidiskreten Transportgleichungen hergeleitet, diskutiert und
evaluiert werden. Diese sollen sowohl eine angemessene Beschreibung von kohédrenten Effekten
ermoglichen als auch die nichtlokalen Operatoren in die Formulierung der Randbedingungen
einbeziehen. Die Grundlage fiir dieses Vorhaben bilden dabei die semidiskreten Transportglei-
chungen aus Kapitel 6, deren Losung auf Teilgebieten analytisch bestimmt werden sollen.

Hierzu wird zunéchst in Abschnitt 8.1 auf einige Voriiberlegungen zum Losungsansatz einge-
gangen, sodass eine von der expliziten Wahl der Basis unabhéngige Darstellung erfolgen kann.
Im Anschluss erfolgt dann die Approximation der stationdren Transportgleichungen in den
Abschnitten 8.2 und 8.3. Die Untersuchung der numerischen Formulierung der Stromdichte in-
nerhalb des Wigner-Formalismus erfolgt in Abschnitt 8.4. Anschlieend werden in Abschnitt
8.5 die theoretischen Eigenschaften der vorgestellten Approximation mit denen des Upwind-
Verfahrens verglichen. In Abschnitt 8.6 und 8.7 erfolgt eine numerische Evaluation anhand von
Intra- und Interbandmodellen. Anschliefend wird eine Einhiillende-Funktion und eine Trans-
fermatrixmethode zur Losung der semidiskreten Transportgleichung in Abschnitt 8.8, bzw. in
Abschnitt 8.9, vorgestellt. Eine Erweiterung des entwickelten Formalismus im Hinblick auf die
Analyse transienter Phdnomene wird in Abschnitt 8.10 erarbeitet. Abschliefend erfolgt in Ab-
schnitt 8.11 eine Untersuchung der Genauigkeit der vorgestellten Verfahren.

8.1. Voriiberlegungen zum Losungsansatz

In dem vorherigen Kapitel 6 sind die semidiskreten Transportgleichungen fiir die untersuchten
Modelle innerhalb der WTG als auch der LVNG-RS in eine von der expliziten Basis unabhén-
gige Darstellung gebracht worden. Diese ermoglicht nun eine allgemeingiiltige, systematische
Entwicklung der Losungsanséitze fir die Transportgleichung, welche anhand der generischen,
semidiskreten Verteilungsfunktion W(y,t) der Dimension Ny X 1 erfolgen soll. Die korrespon-
dierenden semidiskreten Operatoren weisen somit eine quadratische Dimension Ng x Ny auf.

Diesbeziiglich wird die generische, semidiskrete Transportgleichung erster Ordnung eingefiihrt:

[D1] 5 0,1) + [Do(0] - ¥ 1) = 5t (81)
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8. Neuartige numerische Approximationen der semidiskreten Transportgleichungen

Ihr Giltigkeitsbereich liegt dabei in der konzeptionellen Modellierung des Intrabandtransports
unter Annahme einer konstanten effektiven Masse:

o Fiir die LVNG-RS ist (6.64) in der Darstellung des Entwicklungskoeffizienten (zur Imple-
mentierung von Inflow-Randbedingungen) anzusetzen.

o Die Beschreibung im Phasenraum auf Basis der WT'G erfolgt mit (6.16).

Weiterhin wird eine generische, semidiskrete Transportgleichung zweiter Ordnung definiert:

7200+ Di(0] B () + Do) () = ST ). (82)

[D2(x)] ENG X

Ihr konzeptioneller Anwendungsbereich erstreckt sich iiber Intraband- bis hin zu den Interband-
modellen:

o Unter Berticksichtigung von Bandkopplungsmechanismen ist (6.68) fiir die transformierte
LVNG-RS und (6.24) fiir den Wigner-Formalismus einzusetzen.

o Fiir das Intrabandmodell mit ortlich variierender effektiver Masse sind (6.65) fir die
transformierte LVNG-RS, bzw. (6.19) anzusetzen.

Zunéchst soll der stationére Losungsprozess der beiden generischen Bewegungsgleichungen, (8.1)
und (8.2), beleuchtet werden. Wie zuvor in Abbildung 6.1 fiir den Phasenraum, bzw. Abbildung
6.2 fiir den Ortsraum dargestellt ist, wird das Rechengebiet beziiglich der Schwerpunktkoordi-
nate y mit N, Abtastpunkten diskretisiert, was in N, —1 Subintervallen resultiert (vgl. orange-
farbenen Bereich des i-ten Subintervalls in Abbildung 6.1). Innerhalb dieser Teilgebiete sollen
die Transportgleichungen mit analytischen Methoden gelost werden. Anschliefend werden die
Teillosungen geeignet approximiert und miteinander verkniipft. Die gewonnenen Kenntnisse der
stationdren Approximation sollen in die Entwicklung der transienten Approximation einflieen.

Die vorgestellten Methoden basieren auf den Arbeiten [28, S2, S3, S5-S7, S9, S10, S12] und
stellen eine Generalisierung und Erweiterung dar.

8.2. Generische Transportgleichung erster Ordnung

Zuerst soll die generische, semidiskrete Transportgleichung erster Ordnung (8.1) im stationdren
Regime behandelt werden. Hierzu wird mithilfe einer formalen Integration die analytische Lo-
sung auf einem Teilgebiet in Abschnitt 8.2.1 ermittelt. Im Anschluss werden die Teillésungen in
Abschnitt 8.2.2 miteinander verkniipft und in einer Matrix-Vektor-Schreibweise zusammenge-
fasst. Die Implementierung der Inflow-Randbedingungen erfolgt dann in Abschnitt 8.2.3, bevor
in Abschnitt 8.2.4 ein formaler Zusammenhang zu Differenzenquotienten hergestellt wird.

8.2.1. Integration iiber Teilgebiete

Nun erfolgt die Integration der generischen, semidiskreten Transportgleichung (8.1) im statio-
naren Regime (% = 0) innerhalb des i-ten Teilgebiets x € [x;, Xi+1]. Die formale Losung lésst
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8.2. Generische Transportgleichung erster Ordnung

sich dabei mithilfe eines Exponentialoperators schreiben [S9]:

xi+Ax
¥+ Ax) =exp |~ [ dy DI Do) | - ). (83)
Xi
Die Auswertung des Integrals innerhalb des Exponentialoperators erfolgt mit numerischen Me-
thoden, hier am Beispiel der Mittelpunktsregel als

Xi+1

[ dx D17 (Do) ~ (D117 [Dolxisy)] - Ax = [P()] - A (8.4)

wobei fiur eine kompakte Darstellung zusitzlich die Matrix [I'(x;)] definiert wird. Der Term
[DO(XZ- 41 )} inmitten des i-ten Teilgebiets wird mithilfe der bekannten Knotenwerte auf den
2

Réndern als [Poks)l £ 0(Xi+1)]

pezregel gleichzusetzen ist.

ausgedriickt, wodurch das Verfahren der Anwendung der Tra-

Es wird angenommen, dass die generische Verteilungsfunktion an den Ubergingen zwischen
den benachbarten Subintervallen stetig ist [28, S5, S9, S12], sodass der Zusammenhang ¥ (y; +
Ax) = ¥(xi+1) gilt. Hiermit ergibt sich aus der Beziehung (8.3) durch Einsetzen von (8.4) ein
Propagationsalgorithmus [28, S9, S12]

Ax Ax

) W) = e (- 000 5Y) w0, (8.5)

exp (+ L)) 5 .

wobei der Ausdruck von links mit exp (+ T (xi)] %) multipliziert worden ist.

Im Ergebnis wird nicht nur eine bessere numerische Kondition des Problems erzielt!, sondern
auch eine normerhaltende Formulierung. Insbesondere Letztere erlangt eine wichtige Bedeutung,
da sie die physikalische Energieerhaltung représentiert.

Die exakte, analytische Evaluation des Exponentialoperators ist mit der Berechnung der Ei-
genwerte und Eigenvektoren verbunden. Der numerische Aufwand ist daher hoch. Um die Re-
chenzeit deutlich zu reduzieren, sind geeignete Entwicklungen fiir den Exponentialoperator
anzusetzen. Fir die Approximation bieten sich géngige Methoden [128] wie Chebyshev-, Padé-
und Taylor-Polynomapproximationen an.

In dieser Arbeit wird die Taylor-Polynomapproximation verfolgt:

e (41000 5Y) = 3 L (+00al 5Y) (56)

Aufgrund der konservativen Formulierung (8.5) stimmt das Vorgehen in den niedrigen Ordnun-
gen sogar mit der klassischen Padé-Approximation [128] iiberein. Damit die betragsmafig klei-
nen Werte der hoheren Ordnungen nicht durch Rundungsfehler der internen CPU-Genauigkeit?
verloren gehen, wird ein Standardverfahren, die sogenannte Scaling-and-Squaring-Technik im-
plementiert, wie in [128] beschrieben ist. Hierdurch wird in einem ersten Rechenschritt eine

!Der Formalismus liefert jedoch auch noch numerisch stabile Ergebnisse, falls die Aufteilung nicht erfolgt.
2 double precision Format.

117



8. Neuartige numerische Approximationen der semidiskreten Transportgleichungen

geeignete Normierung eingefiihrt, sodass nachfolgende Berechnungen in einem optimalen Wer-
tebereich operieren.

Unabhéngig von der Wahl der Approximation lésst sich der Propagationsalgorithmus schliefilich
(8.5) in die kompakte Darstellung

[L]; - ®(xi+1) — [R];- ¥(xi) =0 (8.7)
iberfithren [28, S12].

8.2.2. Assemblierung der Systemmatrix

Nun werden die durch den Propagationsalgorithmus (8.7) beschriebenen Teillosungen fiir ¢ =
1,..., N, — 1 ausgewertet und anschlieflend in einer Matrix-Vektor-Form zusammengefasst [28,
S5, S7, S12]:

| e |
) T (xiin) =0. (8.8)

i\l T (xn, 1)
Ry, [Lly,_, e

Die Matrix weist dabei eine nicht-quadratische Dimension von Ny (N, — 1) x NgN, auf.

Geméf den Inflow-Randbedingungen wird die Statistik der in das Bauelement eintretenden
Teilchen an den Kontakten bei x1 und x, als bekannt vorausgesetzt [23] Dies entspricht Ny /2
Werten pro Kontakt. Mit insgesamt Ng bekannten Werten der generischen Verteilungsfunktion
¥ ldsst sich das durch (8.8) beschriebene System eindeutig 16sen.

Hierzu werden die Inflow-Randbedingungen im folgenden Abschnitt als Dirichlet-Randbeding-
ungen innerhalb der Systemmatrix eingebettet.

8.2.3. Einbindung der Inflow-Randbedingungen

Fiir die weiteren Betrachtungen ist es sinnvoll, die generische, semidiskrete Verteilungsfunktion
¥ im Hinblick auf ihre Ausbreitungscharakteristik zu unterteilen. Mit der in dieser Arbeit
strikt verfolgten Konvention sind die ersten Ny /2 Werte mit den vorwértslaufenden Anteilen
Ut und die letzten Ny /2 Werte mit den riickwirtslaufenden Anteilen ¥~ der generischen
Verteilungsfunktion (im Intrabandmodell) verkniipft:

T (x)
¥(x) = _ 8.9
(x) (‘IJ (x) (8.9)
Mit diesem Zusammenhang kénnen die Inflow-Randbedingungen nun implementiert werden.
Hierzu wird fiir das Elektronensystem der Ansatz

Tr(x1) =Phe und ¥ (xn,) = ¥, (8.10a)
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und fiir das Lochersystem der Ansatz
T (x1) =The und Tt(xy )= The, (8.10D)

gewéahlt. Die generischen Randbedingungen werden dabei am linken Kontakt durch \Iiéc, bzw.
am rechten durch \I/BRC bestimmt. Fiir den Wigner-Formalismus kénnen die Werte direkt aus den
Beziehungen in Abschnitt 5.1 (in diskreter Form) ibernommen werden. Fiir den Dichtematrix-
Formalismus ist zuerst eine inverse Fourier-Transformation notwendig, um anschlieend die
Basistransformation (6.56) anzuwenden.

Der Satz an Hilfsgleichungen, (8.10a) oder (8.10b), wird nun als Dirichlet-Randbedingungen
innerhalb der Matrix (8.8) eingebettet. Prinzipiell spielt es zwar keine Rolle, an welcher Stelle
die Hilfsgleichungen eingebunden werden, jedoch werden diese fiir eine elegantere Darstellung
an den Kontakten lokalisiert. Unter der Einfiihrung der Matrizen [IL] und [IR] der Dimension
Ng /2 x Ny ergibt sich die Systemmatrix dann zu:

[IL] " o
- [R], [fh} - \If&;; (1]30
o wow || o

- R (L, | Tla) || o | (8.11)
Rl e | O 0
o ! []IJIV{X]_ T(xn,) Tl

Dieses System wird abkiirzend auch als [S] W = bytationsr bezeichnet.

Fiir den Elektronentransport sind die am linken Kontakt eintretenden Teilchen mit den Anteilen
W verkniipft. Dementsprechend lésst sich die Matrix [IL] als [[Id],[0]] schreiben, wobei [Id]
eine Einheitsmatrix und [0] eine Nullmatrix darstellen. Beide weisen eine Dimension von Ny /2 X
N\p/ 2 auf.

Hinsichtlich des Loéchertransports sind die eintretenden Teilchen am linken Kontakt mit den in
Anteilen ¥~ verkniipft. Hieraus resultiert der Zusammenhang [IL] = [[0], [Id]].

Analog ergibt sich fiir den rechten Kontakt [IR] = [[0], [Id]] fiir den Elektronentransport und
fiir den Lochertransport [IR] = [[Id], [0]].

8.2.4. Bezug zu Differenzenquotienten

Da die Diskretisierungsweite Ay oftmals im Bereich der Gitterkonstante liegt und das Produkt
[Tx:] % somit klein ist, ist es ausreichend, nur einige Terme bei der Taylor-Polynomappro-
ximation (8.6) zu beriicksichtigen. Durch anschliefendes Umstellen gelingt es, eine formale

Verbindung zu Differenzenquotienten herzustellen [28, S5, S9].

Am Beispiel der Approximation bis zum linearen Glied ergibt sich der Propagationsalgorithmus
(8.5) zu:

{[Dﬂ n [Do(x:)] +2[D0(Xi+1)] AzX} W(xi1) — {[Dﬂ ~ [Do(xi)] +2[D0(Xi+1)] AQX} @(x,) = 0,

(8.12)
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8. Neuartige numerische Approximationen der semidiskreten Transportgleichungen

wobei zusétzlich noch von links mit [D;(x)] multipliziert wird. Durch Umstellen und Zusam-
menfassen der Terme beziiglich der Matrizen ergibt sich schliellich die Beziehung:

U(xiv1) — P(xi) n [Do(xi)] + [Do(xi+1)] ¥ (xi+1) + ¥(xi)
Ax 2 2

(D] = 0. (8.13)

Aus dem Vergleich mit der generischen, semidiskreten Transportgleichung (8.1) konnen schlief3-

lich die formalen Zusammenhénge:

9 ¥(xi+1) — ¥(xi)

[D1] @‘I’(x) = [D1] Ax (8.14)
und
[Do(x)] ¥ (x) N [Do(Xz‘+1)]2+ [Do(xi)] ‘I’(Xz‘+1)2+ (xi) (8.15)

gefunden werden. Die letzte Approximation (8.15) ist dabei vor dem Hintergrund der nu-
merischen Integration des Ausdrucks (8.4) zu betrachten. Bei der Integration wird der Term

[DO (Xi+1/2)} — [DO(Xi-i-l)%""[DO(Xi)]

genihert?.

inmitten des Teilgebiets durch die benachbarten Randwerte

8.3. Generische Transportgleichung zweiter Ordnung

Nun soll die stationédre Losung (% = 0) der generischen, semidiskreten Transportgleichung
zweiter Ordnung (8.2) in den Blick genommen werden.

Hierzu ist es vorerst zweckméfig, den Vektor

N7
I(x) = (35;(() )) (8.16)
195% X

einzufithren, sodass sich die generische Transportgleichung (8.2) auch als

0 [0] [Id
8*1]()() = -1 -1

X —[D2(x)]" [Do(x)] —[D2(x)]" [D1(X)]
schreiben lasst und sich die vorgestellten Konzepte des letzten Abschnitts teilweise auf das

vorliegende System iibertragen lassen. Ferner wird fiir eine kompakte Notation die Matrix
[A(x)] definiert:

) -TI(x) (8.17)

[0] [Id
[A()] = (_ [Dy(x)] " [Do(x)] = [D2(x)] " [D1(X)]> .

Fiir die Entwicklung des Losungsansatzes wird zunéchst in Abschnitt 8.3.1 eine formale Losung
auf einem Teilgebiet durch Integration von (8.17) erlangt. In Abschnitt 8.3.2 wird die ermittelte,

(8.18)

3Der Ausdruck (8.15) entspricht somit konzeptionell der Niherung des Ausdrucks I:D()(Xi+1/2)j| w

auf den diskreten Gitterpunkten.
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analytische Teillosung durch Approximation mit einer Darstellung als Differenzenquotient ver-
bunden. Anschlieffend werden die Teilldsungen in Abschnitt 8.3.3 miteinander verkniipft und in
einer Matrix-Vektor-Schreibweise zusammengefasst. Die Implementierung der Randbedingun-
gen erfolgt in Abschnitt 8.3.4.

Die Darstellung stellt eine Erweiterung der Methoden in [S1, S9] dar.

8.3.1. Integration iiber Teilgebiete

Im Folgenden wird die modifizierte Transportgleichung (8.17) innerhalb des Teilgebiets, wel-
ches durch das Subintervall x € [x;, xi+1] beschrieben wird, integriert. Analog zum vorherigen
Abschnitt ergibt sich die formale Losung mithilfe eines EOs zu:

XitAX
M+ A0 =exp | [ dx [AG]| - TI0v). (819)

Xi

Das Integral wird dabei mit der Mittelpunktsregel approximiert. Weiterhin wird vorausgesetzt,
dass die generische Verteilungsfunktion ¥ sowie deren Ableitung -2 ¥ am Ubergang zwischen

benachbarten Subintervallen stetig sind [28, S1, S5, S9]: TI(x; + A)S = II(xi+1)-
Hiermit lasst sich (8.19) dann als

A A

exp (— {A(XH%)] : 2X> TI(xi+1) = exp (—l— {A(XH—%)] : 2X> T(x:) (8.20)

schreiben, wobei der Ausdruck von links mit exp (—[A] . %) multipliziert worden ist, sodass

eine normerhaltende Formulierung erzielt wird [28, S9].

Fiir die betrachteten Quantenbauelemente ist eine Diskretisierungsweite Ax im Bereich der
Gitterkonstanten zur Strukturauflésung notwendig. Hierdurch nimmt das Produkt [A]% klei-
ne Werte an, wodurch es ausreichend ist, den Exponentialoperator mithilfe der Taylorreihen-
Approximation bis zum linearen Glied zu entwickeln [S9]:

{1d) = [ACxy )]} T0a) = {1d) + [A(x0)] } - TI00)- (8.21)

Aus dem vorliegenden Propagationsalgorithmus (8.21) soll nun eine systematische Verbindung
zu einer Approximation auf Basis von Differenzenquotienten erarbeitet werden, wie zuvor in
Abschnitt 8.2.4.

8.3.2. Bezug zu Differenzenquotienten

Die Auswertung der ersten Zeile des Propogationsalgorithmus (8.21) liefert die Beziehung;:

2

Ay ((Xiv1) — (i) = (erlI’(Xi—i-l) + aax\Il(x,»). (8.22)
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Aus der zweiten Zeile folgt hingegen die Beziehung

S i)~ 5 00) = = )] 5 (W) + 500 ) - Pal)] 5 (¥0xin) + ().
(8.23)
wobei vereinfachende Abkiirzungen entsprechend
()] = [Daxisn)] [Prlwg)] (8.24)
und »
o)l = [Da(xis)] [Doliss))] (8.25)

definiert werden.

Ziel ist es nun, alle in dieser Gleichung befindlichen Ableitungen beziiglich der generischen
Verteilungsfunktion (8@\11) konsistent durch Terme ohne Ableitung (¥) zu ersetzen, die nur
noch auf den Gitterpunkten definiert sind.

Hierzu wird zunéchst die Beziehung (8.22) ausgenutzt. Mit dieser kann der erste Term auf der
rechten Seite von (8.23) substituiert werden:

S G) — 5o 800) = ~ M) (F () — 00) ~ Pala)] 5 (¥ + #0).
(8.26)

Fiir die Substitution des ersten Terms auf der linken Seite von (8.26) ist eine lingere Rechnung
auf Grundlage des Exponentialoperators notwendig, wie sie im Anhang D vorgestellt wird. Das
Ergebnis entspricht einer Approximation der verbleibenden Ableitungen mit einem zentralen
Differenzenquotient zweiter Ordnung [S9]:

0 0 W (xit2) — P(xit1) — Pi) + (xi-1)

a‘I’(XiH) - a‘I’(Xi) ~ 2AY

. (8.27)

Durch Multiplikation von links mit [Dg(xi +1 )} lasst sich der Ausdruck (8.26) unter Ausnutzung
der Definitionen, (8.24) und (8.25), sowie der Beziehung (8.27) schlieflich zu:

{D2(X,~+%)} P xit2) — ‘I’(Xi+2li;2‘P(Xi) + W(xi-1) .
+ {Dl(XiJr%)} lI’(XHli; s + [Do(x”%)} lII(XiH); P _ 0

bestimmen. Durch den Vergleich mit der generischen, semidiskreten Transportgleichung (8.2)
ergeben sich somit die folgenden Beziehungen:

2 - - ) _ . _ . .
EXRICEETN) RN R EL B EL TREL L
Xiyd
9 [ 1P (xit1) — P(x
D0l 59| = [Piay) o = P (8.29)
Do ()| = [Doly, )] TR EROG)
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8.3. Generische Transportgleichung zweiter Ordnung

Implementierungsaspekte Beziiglich der Evaluation der semidiskreten Operatoren [Ds], [D1]
und [Do] an den Abtastpunkten x;, 1 (Zwischengitter) sind zwei Fille zu unterscheiden:
2

o Falls die Matrixelemente innerhalb der semidiskreten Operatoren keine Ableitung beziig-
lich der Schwerpunktkoordinate aufweisen, werden sie mithilfe bekannter Gitterpunkte
ausgedriickt:

g(xi+1) +9(xi) (8.30)

9(x) = 5 :

Xipl
Formal entspricht das Ergebnis somit der Anwendung der Trapezregel bei der numerischen
Integration.

o Falls die Matrixelemente der semidiskreten Operatoren jedoch eine Abhéngigkeit beziig-
lich der Schwerpunktkoordinate aufweisen, miissen sie entsprechend

aaxg(x) _ g(xwi; 9(xi) (8.31)

Xitl

iiber benachbarte Randwerte ausgedriickt werden. Andernfalls kann es zu folgenschweren,
numerischen Artefakten kommen, die sich beispielsweise in starken Diskontinuitdten der
Stromdichte an den Heteroiibergdngen widerspiegeln.

Zum Beispiel ist im Wigner-Formalismus fiir den Fall einer 6rtlich variierenden effektiven
Masse (6.20) das Matrixelement %m, (X, kj —kj) innerhalb des semidiskreten Operators
[D1] auszuwerten. Mit der Vorschrift (8.31) ergibt sich die Approximation zu:

9 m—(Xit+1, kj — kjr) —m—(xi, kj — k)

ook k)| = A . (8.32)

Xit}

8.3.3. Assemblierung der Systemmatrix mit Neumann-Randbedingungen

Nun sollen die Teillosungen der generischen Transportgleichung zweiter Ordnung, welche durch
(8.28) beschrieben werden, fiir die Teilgebiete (i =1, ..., N, —1) miteinander verkniipft werden
und in eine Matrix-Vektor-Schreibweise iiberfiihrt werden. Da an den Réndern der Teilgebiete
fir ¢ = 1, Ny, — 1 auf Werte auflerhalb des Rechengebiets zugegriffen wird, soll die Einbindung
dieser iiber die Neumann-Randbedingungen zunéachst beleuchtet werden. Hierzu werden die
folgenden Definitionen eingefiihrt:

_ [Py
lo; = 2Ax2
¢ 2A 2 Ay 2
_[Paby)] [Py | [Poty)
i = - 2AY2 Ay + 2 '
Die generische, approximierte Transportgleichung (8.28) lasst sich damit auch als
[a; - ¥ (xit2) + [B]; - T(xit1) + [V]; - CxG) + [o; - ¥(xi-1) =0 (8.34)

schreiben.
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8. Neuartige numerische Approximationen der semidiskreten Transportgleichungen

Einbindung der Neumann-Randbedingungen: Bei der Analyse des ersten (¢ = 1) und des
letzten (i = N, — 1) Teilgebiets liegt jeweils ein Punkt der generischen, semidiskreten Vertei-
lungsfunktion aulerhalb des Rechengebiets.

Diese werden mithilfe der Neumann-Randbedingungen, welche in Abschnitt 5.1 definiert sind,
in die Systemmatrix eingearbeitet. Fiir das erste Teilgebiet liegt der Vektor ¥(xg) in

[ady - ¥ (x3) + (Bl - ¥x2) + [v]; - ¥0a) + ey - (xo) = 0 (8.35)
auBerhalb des Rechengebiets. Mit der Neumann-Randbedingung gilt jedoch die Beziehung

fxwm =0 w0) = ), (5.36)

wodurch ein Zusammenfassen der letzten beiden Terme in (8.35) moglich ist. Mit der Einfithrung
der Matrix

(E] = [v)y + ey (8.37)
ergibt sich dann schliellich die Gleichung fiir das erste Teilgebiet zu:
[a]y - ®(xs) + [Bl; - ¥(x2) + [Z]; - ¥(x1) = 0. (8.38)

In analoger Weise wird fiir das letzte Teilgebiet vorgegangen. Uber die Neumann-Randbeding-
ung ist eine Verkniipfung des aufierhalb des Rechengebiets liegenden Vektors W(x, 1) mit
dem innerhalb ¥(xy, ) gegeben:

S0 o =0 ) = B (8.39)

Im Ergebnis kann die Bestimmungsgleichung fiir das letzte Subintervall als
[a]Nx—l (XN —2) + [7]NX—1 (XN 1) + [E]Nx—l “W¥(xn,) =0 (8.40)
geschrieben werden, wobei die Matrix [X] N, —1 gemés

(Ely, -1 = Bl -1 + ey, (8.41)

definiert ist. Bei der Auswertung der verbleibenden, inneren Teilgebiete ist keine weitere Bertick-
sichtigung der Neumann-Randbedingungen mehr notwendig. Die Gesamtzahl von Gleichungen
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8.3. Generische Transportgleichung zweiter Ordnung

flir die Teilgebiete kann in einer Matrix-Vektor-Form entsprechend

(8.42)
zusammengefasst werden [S9]. Die Systemmatrix weist dabei eine nicht-quadratische Dimensi-
on von Ny (Ny — 1) x NgyN, auf. Damit eine eindeutige Losung erzielt werden kann, ist die
Einbindung der Inflow-Randbedingungen notwendig.

8.3.4. Einbindung der Inflow-Randbedingungen

Die Implementierung der Inflow-Randbedingungen wird in Analogie zum vorherigen Abschnitt
8.2.3 durch die Einbettung der Blockmatrizen, [IL] und [IR], in die Systemmatrix realisiert:

¥(x1) ‘I’%C
¥(x2) 0
[1L] ¥ (xs) 0
¥ (x4) 0
=l Bl [a]
[a], [, [Bly o, ‘I’(XS) 0
oy [Vl [Bly [ed; :
' W(xi-1) 0
o B 18 lel, RO S
| ¥(xit2) 0
[a]NX—Q ['Y]Nx_z [ﬂ]NX_z [G}NX_Q :
[y 1 v By, o '
X X X (X o ) 0
= \P(xZX,Z’) 0
‘II(XNxfl) 0
¥(xn,) L
(8.43)
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Dieses Gleichungssystem wird abkiirzend als [S] W= bstationsr geschrieben.

Die explizite Gestalt der Blockmatrizen, [IL] und [IR] der Dimension Ny /2 x Ny, variiert dabei
je nach Anwendungsfall:

Die Blockmatrix [IL] ergibt sich dabei am linken Rand fir den separaten Elektronen-
transport zu [IL] = [[Id], [0]], bzw. fiir den separaten Lochertransport zu [IL] = [[0], [Id]].
Am rechten Rand setzt sich die Blockmatrix [IR] fiir das separate Elektronen- aus [IR] =
[[0], [Id]] und fiir das separate Lochersystem aus [IR] = [[Id], [0]] zusammen. Die Einheits-
matrix [Id] und Matrix aus Nullen [0] weisen hierbei eine Dimension von Ny /2 X Ny /2
auf.

Unter Beriicksichtigung von Bandkopplungsmechanismen im hier untersuchten Zweiband-
modell ergibt sich die Blockmatrix* [IL] am linken Rand entsprechend:

viowo, vi o wo Wl v Wi U

cc

[fd] fo} o] [o] [0 [0} [o] [0]

=] 0 om0 [ | (8.44)
0 o [0 O 04 [ [0 [0
0 o 0 o o [0 [0 [d

Zur besseren Ubersicht und Nachvollziehbarkeit ist in der entsprechenden Zeile zusitzlich
die Zuordnung hinsichtlich der Komponente der Verteilungsfunktion und deren korrespon-
dierende Ausbreitungsrichtung angegeben.

Fiir den rechten Kontakt ergibt sich die Blockmatrix [IR] zu:

vhow, vi o wo Wl v, ¥i ¥

[0 [d] [0} [o] [0] [0} [0 [0]
0

| @ 0 O o o 0 [0 (o) (8.45)
o o ) O 0 [0 o [0
0 o [0 O 0 o [0 [

Die Einheitsmatrix [Id] sowie die Matrix aus Nullen [0] haben eine Dimension von Ng /8 X
Ng /8 (Ng /2 erfasst die eintretenden Wellen fiir jeweils vier Komponenten).

Unter Annahme einer konstanten effektiven Masse oder vernachldssigharen Bandkopp-
lungsmechanismen reduziert sich das System zu (8.11) [S9]. Diesbeziiglich bereitet der
konventionelle Ansatz auf Basis der Upwind-Differenzen Schwierigkeiten, da die Neben-
diagonalelemente des Diffusionsoperators nicht verschwinden [22, 84].

“Die Anteile TF

% kennzeichnen jeweils die in x-Richtung (4) und die entgegen (—) der x-Richtung laufenden

Wellen.
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8.4. Formulierung der numerischen Stromdichte fiir den
Wigner-Formalismus

Ausgehend von den generischen, semidiskreten Transportgleichungen erster (8.1) und zweiter
Ordnung (8.2) muss ein Ausdruck fiir Kontinuitétsgleichung innerhalb der numerischen Ebene
ermittelt werden. Hierzu wird zunéchst in Analogie zum kontinuierlichen Fall (vgl. Abschnitt
3.2) tiber die quantisierten Wellenzahlen k; summiert (Auswertung des kontinuierlichen Inte-
grals). Anschlielend werden die Eigenschaften der Operatoren am Punkt & = 0 ausgenutzt,
sodass sich der folgende Ausdruck aus dem Vergleich mit der diskreten Kontinuitdtsgleichung
ergibt:

, ho Ak D
iaxi) = mAq(Xz)%JZ kj - Faa(xi, kj).- (8.46)

Im Unterschied zum Upwind-Verfahren (vgl. Abschnitt 7.1.3) ergibt sich eine lokale Formu-
lierung der Stromdichte jy beziiglich der Schwerpunktkoordinate. Ferner miissen fiir den Fall
der ortsabhingigen effektiven Masse [84] keine Faltungsintegrale beziiglich der Massenterme
einbezogen werden.

8.5. Vergleich zum Upwind-Verfahren

Im Vergleich zum Upwind-Verfahren zur stationdren Losung der generischen, semidiskreten
Transportgleichung kénnen wesentliche Unterschiede festgestellt werden:

e Bei der Formulierung der Randbedingungen werden nicht nur lokale Operatoren,
sondern auch die nichtlokalen Operatoren einbezogen, wodurch die generische Vertei-
lungsfunktion implizit tiber ihren Einfluss auf das Potenzial berticksichtigt wird. Zum Bei-
spiel wird innerhalb des Intrabandmodells mit konstanter effektiver Masse beim Upwind-
Verfahren alleine der lokale Diffusionsoperator ([D;]) bei der Formulierung der Randbe-
dingungen einbezogen, wohingegen der vorgestellte Ansatz auch den nichtlokalen Drift-
operator ([Dg(x)]) berticksichtigt. Dies repréasentiert zwar noch nicht die Formulierung
nichtlokaler Randbedingungen, die eine explizite Beriicksichtigung erfordert, stellt aber
dennoch eine physikalisch sinnvolle Erweiterung dar.

e Die Approximation beruht auf einer analytisch exakten Losung. Die hin- und riicklau-
fenden Anteile der generischen Verteilungsfunktion sind inhérent miteinander verbunden,
was eine addquate Einbindung wichtiger kohidrenter Effekte ermdoglicht. Die mit
dem Upwind-Verfahren verbundene Approximation ist aus physikalischer Sicht nicht ge-
rechtfertigt [28], wie in Anhang D gezeigt wird.

e Die Berechnung der numerischen Stromdichte erfolgt lokal, was den physikalischen
GesetzmaBigkeiten entspricht.

127



8. Neuartige numerische Approximationen der semidiskreten Transportgleichungen

8.6. Numerische Evaluation des Intrabandmodells

Im Folgenden sollen die vorgestellten Approximationen des vorherigen Abschnitts im Hinblick
auf das Intrabandmodell beurteilt werden. Die ortliche Variation der effektiven Masse soll bei
diesen Betrachtungen berticksichtigt werden. Dieser Aspekt ist insofern kritisch, als bestehende
Modelle innerhalb des Wigner-Formalismus [22, 84] einerseits nicht mit der Referenzlgsung aus
der Schrodingergleichung iibereinstimmen [22], andererseits die physikalischen Effekte infolge
der ortsabhéngigen Variation der effektiven Masse nicht korrekt wiedergeben (z. B. Anstieg der
Stromdichte im resonanten Zustand, obwohl diese deutlich absinken miisste [22]).

Hierzu wird eine RTD im AlGaAs/GaAs-Materialsystem herangezogen, wie zuvor in Abbildung
5.7 dargestellt. Die Untersuchungen sollen hierbei anhand mehrerer Punkte erfolgen:

e Fir die AlyGa;_4As Potenzialbarrieren werden zwei unterschiedliche Legierungsanteile
x=0,2 und x=0,3 herangezogen. Diese verursachen zwei unterschiedlich ausgeprégte Dis-
kontinuitdten an den Heterolibergdngen, sowohl im Potenzial als auch bei der effektiven
Masse, wobei sie mit zunehmendem Legierungsanteil x ansteigen [129]. Die Struktur- und
Materialparameter der zu untersuchenden Tunneldioden sind in Tabelle 8.1 gezeigt.

o Es werden sowohl der Flachbandfall als auch der selbstkonsistente Fall in den Blick ge-
nomien.

o Die Ergebnisse werden fiir den ortsraumbasierten Ansatz auf Grundlage der LVNG-RS
als auch fiir den Wigner-Formalismus beleuchtet und mit einer Referenzlésung verglichen,
die mithilfe der QTBM [7, 8] bestimmt wird.

Schichtnummer 1 2 3 4 5 6 7
Weite in nm 30 10 3 4 3 10 30
Dotierung in 10'8cm—3 2 0 0 0 0 0 2
Parameter fiir den Legierungsanteil x=0,2:

Potenzial in eV 1,424 1,424 | 1,6034 | 1,424 | 1,6034 | 1,424 1,424
Effektive Masse in my 0,063 0,063 | 0,0796 | 0,063 | 0,0796 | 0,063 0,063
Relative Permittivitat ¢, in &g 129 129 | 12,33 | 129 | 12,33 | 129 129
Parameter fiir den Legierungsanteil x=0,3:

Potenzial in eV 1,424 1,424 | 1,7013 | 1,424 | 1,7013 | 1,424 1,424
Effektive Masse in mg 0,063 0,063 | 0,088 | 0,063 | 0,088 | 0,063 0,063
Relative Permittivitat e, in gg 12,9 12,9 12,05 12,9 12,05 12,9 12,9

Tabelle 8.1. Struktur- und Materialparameter der Aly 2Gag.sAs-GaAs-RTD (orangefarben hinterlegte Para-
meter) sowie der Alg 3Gag 7As-GaAs-RTD (blau hinterlegte Parameter).

Die Schwerpunktkoordinate wird fiir die nachfolgenden Untersuchungen mit N, = 360 dqui-
distanten Abtastpunkten bei einer Diskretisierungsweite von Ay = 0,25nm diskretisiert (vgl.
Abbildung 6.1). Hinsichtlich der selbstkonsistenten Losung des Quantentransports wird die
Poisson-Gleichung mit dem Newton-Raphson-Verfahren gelost. Dabei wird das selbstkonsisten-
te Abbruchkriterium zu |[0U?|| < 5- 1072 definiert, wie in zuvor Abschnitt 4.3 beschrieben.
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Kleinere implementierte Werte haben dabei nur unwesentliche Auswirkungen auf die Ergebnis-
se, verursachen jedoch einen enormen Anstieg der Rechenzeit. Die Temperatur des Bauelements
betragt T = 300K und die Parameter der absorbierenden Schicht nehmen die folgenden Werte
an: Amplitude b, = 4eV, Monomgrad n, = 4 und Weite w, = 0,35 - L¢, wobei Letztere bei
den Simulationsparametern der jeweiligen Untersuchung definiert wird.

Bei den Untersuchungen soll zunéchst in Abschnitt 8.6.1 auf den ortsraumbasierten Formalismus
auf Grundlage der LVNG-RS eingegangen werden. Anschlieflend erfolgt die Betrachtung des
Wigner-Formalismus in Abschnitt 8.6.2.

8.6.1. Analyse auf Basis des Dichtematrix-Formalismus

Das Simulationsgebiet wird innerhalb des Intervalls [—75nm, 75nm]| beziiglich der Relativkoor-
dinate in N¢ = 401 Gitterzellen unterteilt und in eine Basis, bestehend aus N = 80 ebenen
Wellen, entwickelt, sodass die Inflow-Randbedingungen implementiert werden kénnen (vgl. Ab-
schnitt 6.2). Im Folgenden wird zuerst auf die Evaluation der Elektronendichte n eingegangen
und im Anschluss auf die Stromdichte j.

Vergleich der Elektronendichten fiir die Aly 2Gay sAs-Barrieren: Die selbstkonsistenten Elek-
tronendichten n innerhalb der RTD mit einem Legierungsanteil von x=0,2 sind in Abhéngigkeit
der Schwerpunktkoordinate x fiir verschiedene angelegte Spannungen U in Abbildung 8.1 darge-
stellt. Die Ladungstrigerdichten, die sich im thermodynamischen Gleichgewicht einstellen, sind
dabei in Abbildung 8.1a dargestellt. Wie aus dieser Abbildung zu erkennen ist, wird eine hervor-
ragende Ubereinstimmung der Elektronendichte aus der LVNG-RS (orangefarbene Linie) mit
der Referenz-Elektronendichte aus der QTBM (schwarze Punkte) erzielt. Das gesamte Potenzial
V der Struktur ist zusédtzlich als schwarze Linie eingezeichnet. Fiir den néchsten zu untersuchen-
den Fall wird eine Spannung von U = 0,3V an der RTD angelegt. Diese Bauelementoperation
entspricht dem resonanten Zustand der RTD, wie bei den nachfolgenden Untersuchungen zur
[-V-Kennlinie noch gezeigt wird. Die korrespondierenden Elektronendichten aus der LVNG-RS
und der QTBM werden in Abbildung 8.1b gezeigt und koénnen qualitativ nicht voneinander
unterschieden werden. Aufgrund des resonanten Zustands nimmt die Elektronendichte grofie
Werte innerhalb der Doppelbarrierenstruktur an. Nun soll der antiresonante Zustand der RTD
beleuchtet werden. Dieser stellt sich bei einer angelegten Spannung von U = 0,4V ein, wie
nachfolgend bei der Auswertung der I-V-Kennlinie gezeigt wird. Die Elektronendichten aus der
LVNG-RS stimmen mit denen aus der QTBM tiberein, wie aus der Abbildung 8.1c¢ zu erken-
nen ist. Auch bei einer weiteren Erhchung der angelegten Spannung, bis auf den Wert von
U = 0,8V, kann keine qualitative Abweichung der Elektronendichte aus der LVNG-RS von der
aus der QTBM festgestellt werden, welche gemeinsam in Abbildung 8.1d gezeigt werden.

Vergleich der Elektronendichte fiir die Aly 3Gag 7As-Barrieren: Da der vorgestellte Formalis-
mus mafigeblich von der Diskontinuitat der effektiven Masse am Heteroiibergang abhangt, wird
im Folgenden ein hoherer Legierungsanteil innerhalb der Barrieren analysiert. Der grofiere Le-
gierungsanteil fiihrt sowohl zu einem grofleren Kontrast innerhalb des Leitungsbandpotenzials
als auch innerhalb der effektiven Masse [129]. Es ist bekannt, dass die Losung der Transportglei-
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Abbildung 8.1. Selbstkonsistente Elektronendichte n aus der LVNG-RS (orangefarbene Linie) in Abhéngig-
keit der Schwerpunktkoordinate x fiir verschiedene Spannungen im Vergleich zur QTBM
(schwarze Punkte). Die schwarze Linie zeigt das gesamte Potenzial V' der Aly2Gag sAs-
RTD. In (a) betragt die angelegte Spannung U = 0V, in (b) U = 0,3V, in (c) U = 0,4V

und in (d) U = 0,8V.

chungen bereits im Fall der konstanten effektiven Masse duferst sensitiv beziiglich der Grofle

der Leitungsbanddiskontinuitét ist®.

Im hier betrachteten Umfeld muss zusétzlich noch der Anteil beriicksichtigt werden, welcher
durch die ortliche Variation der effektiven Masse hervorgerufen wird. Exemplarisch wird die

°In der numerischen Mathematik dient als MaB fiir quantitative Aussage zur Sensitivitit eines Problems die
sogenannte Kondition.
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Kondition & fiir die beiden Systemmatrizen aus
r([A]) = [[[A]]l - |l [A] "] (8.47)

bestimmt. Die Berechnungen erfolgen dabei fiir den Flachbandfall im thermodynamischen Gleich-
gewicht. Fiir den Legierungsanteil von x=0,2 ergibt sich x = 7,819 - 10°, beziehungsweise

Kk = 8,2327 - 10° fiir den von x=0,3. Die grofere Kondition fiir den Legierungsanteil von x=0,3

lasst den Riickschluss zu, dass das System mit steigendem Legierungsanteil und daher mit

steigender Diskontinuitét sensitiver beziiglich der numerischen Losung wird.

Die selbstkonsistente Elektronendichte n ist innerhalb der Abbildung 8.2 in Abhéngigkeit der
Schwerpunktkoordinate x fiir verschiedene Spannungen U dargestellt. Dariiber hinaus wird das
gesamte Potenzial V' als schwarze Linie gezeigt. Fiir das thermodynamische Gleichgewicht ist
die Elektronendichte in Abbildung 8.2a dargestellt. Hierbei stimmen die Elektronendichte aus
der LVNG-RS (orangefarbene Linie) und der QTBM (schwarze Punkte) iiberein. Nun soll der
resonante Zustand der Bauelementoperation untersucht werden. Dieser stellt sich bei einer an-
gelegten Spannung von U = 0,34V ein, wie im nachfolgenden Abschnitt erldutert wird. Die
zugehorigen Elektronendichten sind in Abbildung 8.2b eingezeichnet und die beiden Lésungen
aus LVNG-RS und QTBM stimmen tiberein. Infolge des resonanten Zustands kommt es zu einer
starken Akkumulation von Elektronen innerhalb der Doppelbarrierenstruktur. Dabei entspricht
die stiarkere Besetzung im Vergleich zum Fall mit x=0,2 einem niedrigeren Stromfluss, da die
hoheren Werte des Potenzials sowie der hoheren effektiven Masse innerhalb der Barrieren eine
starkere Einsperrung der Elektronen verursachen, wie nachfolgend gezeigt wird. Der néchste
interessante Spannungspunkt stellt sich in der antiresonanten Bauelementoperation ein. Hierzu
wird eine Spannung von U = 0,42V an die RTD angelegt. Referenzlosung und die Ergebnis-
se, die aus dem vorgestellten Ansatz bestimmt werden, kdnnen qualitativ nicht unterschieden
werden, wie in Abbildung 8.2c zu sehen ist. Die Elektronendichte ist entsprechend dem Arbeits-
punkt gering innerhalb der Doppelbarrierenstruktur. Mit steigender Spannung bis hin zum Wert
U = 0,8V ist die Elektronendichte duflerst gering im Bereich der Doppelbarrierenstruktur und
wird drainseitig zunehmend ausgerdumt (xy > 50nm), wie in Abbildung 8.2d zu erkennen ist.
Die Elektronendichte stimmt dabei mit der Referenzlésung aus der QTBM in einem hohen
Mafe iiberein.

Vergleich der I-V-Kennlinien: Im Folgenden sollen nun die I-V-Kennlinien fiir die beiden
verschiedenen Strukturen untersucht werden.

Hierzu wird zunéchst der Flachbandfall in den Blick genommen. Bei dieser Simulation werden
die Bandverbiegungen aufgrund der Ladungstridgerwechselwirkungsmechanismen vernachlés-
sigt. Der Spannungsabfall erfolgt hierbei linear zwischen Schicht 2 und 6, also im Bereich von
30nm bis 60nm (vgl. Tabelle 8.1). Die entsprechenden Stromdichten j sind in Abhéngigkeit der
angelegten Spannung U in Abbildung 8.3a gezeigt. Wie aus dieser Abbildung ersichtlich ist,
stimmen die Werte der Stromdichte j aus der LVNG-RS prinzipiell mit denen aus der QTBM
iiberein. Fiir den héheren Legierungsanteil x=0,3 kénnen geringe Abweichungen im ohmschen
Anstiegsbereiches zwischen U = 0,15 — 0,18V festgestellt werden. Weiterhin kommt es bei
beiden Legierungsanteilen zu zunehmenden, aber geringen Abweichungen bei steigenden Span-
nungen ab ungefihr U = 0,4V. Bei dem kleineren Legierungsanteil (x=0,2) kommt es infolge
der kleineren effektiven Masse sowie geringerer Diskontinuitdt des Potenzials zu einem gréfleren
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Abbildung 8.2. Selbstkonsistente Elektronendichte n aus der LVNG-RS (orangefarbene Linie) in Abhéngig-
keit der Schwerpunktkoordinate x fiir verschiedene Spannungen im Vergleich zur QTBM
(schwarze Punkte). Die schwarze Linie zeigt das gesamte Potenzial V' der Aly3Gag7As-
RTD. In (a) betragt die angelegte Spannung U = 0V, in (b) U = 0,34V, in (c) U = 0,42V
und in (d) U = 0,8V.

Stromfluss. Zusétzlich ist in Abbildung 8.3a die I-V-Kennlinie unter Annahme einer konstanten
effektiven Masse in der Struktur dargestellt (gestrichelten Linien: LVNG-RS (blau) und QTBM
(schwarz) stimmen hervorragend iiberein). Einerseits ist im Vergleich zu den bekannten Mo-
dellen [22, 84] festzuhalten, dass die Stromdichte j bei zunehmender effektiver Masse in der
resonanten Bauelementoperation ab- und nicht félschlicherweise zunimmt, wie in [22]. Anderer-
seits zeigt sich aus den hier erzielten Ergebnissen auch, dass die in der Literatur vorliegenden
Untersuchungen und getroffenen Aussagen zu Bauelementen auf Basis von Heterostrukturen
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Abbildung 8.3. I-V-Kennlinien im Vergleich. Die orangefarbene Linie zeigt die Werte der Stromdichte j aus
dem vorgestellten Verfahren auf Basis der LVNG-RS fiir einen Legierungsanteil von x=0,2
und die blaue Linie die fiir x=0,3. Die Referenzwerte aus der QTBM sind als schwarze
Punkte fiir x=0,2 und als schwarze Rauten fiir x=0,3 dargestellt. In (a) ist der Flachbandfall
zu sehen. Zusatzlich sind die Losungen als gestrichelte Linien eingezeichnet, die sich unter
Annahme einer konstanten effektiven Masse einstellen (schwarz entspricht der QTBM und
blau der LVNG-RS). In (b) sind Stromdichten j in Abhangigkeit der Spannung U fiir den
selbstkonsistenten Fall dargestellt.

unter der dort getroffenen Annahme einer konstanten effektiven Masse, z. B. [83, 130], sehr
starken Einschriankungen unterliegen kénnen, da die Kennlinien sich sehr stark infolge der Be-
riicksichtigung der ortlichen Variation der effektiven Masse unterscheiden. Dies betrifft sowohl
die Lage der Spannung der resonanten als auch antiresonanten Bauelementoperation sowie die
maximale Stromdichte vor dem NDR, die hier ungefdhr doppelt so grof ist, wenn die effektive
Masse als ortlich konstant angenommen wird [S9].

Nun soll der selbstkonsistente Fall in Blick genommen werden. Die korrespondierenden I-V-
Kennlinien sind in Abbildung 8.3b dargestellt. Wie aus dieser Abbildung zu erkennen ist, wird
eine gute Ubereinstimmung mit den Werten aus der QTBM fiir beide Legierungsanteile er-
zielt. Nach der resonanten Bauelementoperation liegen die Werte des vorgestellten Ansatzes
jedoch minimal unterhalb denen der Referenzlosung. Im Vergleich zum Flachbandfall aus Ab-
bildung 8.3a werden die Spannungen der resonanten Bauelementoperation zu deutlich héheren
Spannungen verschoben. Dies liegt daran, dass sich durch die Ladungstrigerwechselwirkungs-
mechanismen zusammen mit dem Dotierungsprofil eine Diffusionsbarriere (vgl. Bandverbiegung
in Abbildung 8.2a) im Bereich der Doppelbarrierenstruktur ausbildet, welche die Energie des
resonanten Niveaus der Struktur verschiebt. Hierdurch liegt der Bereich des zweiten negativen
differentiellen Widerstands, der in Abbildung 8.3a festgestellt werden kann, im selbstkonsisten-
ten Fall auflerhalb des betrachteten Spannungsbereichs.
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Fazit: Insgesamt werden mit dem vorgestellten Ansatz zur Losung der LVNG-RS hervorra-
gende Ergebnisse unter Einbindung der 6rtlichen Variation der effektiven Masse erzielt, die nur
in einem sehr geringen Mafle von der Referenzlosung auf Grundlage der QTBM abweichen. Die
genannten Probleme der etablierten Ansétze [22, 84] werden vermieden, wie z. B. der unphysi-
kalische Anstieg der Stromdichte j sowie die schlechte Ubereinstimmung mit Referenzlosungen.
Der vorgestellte Ansatz eignet sich daher fiir eine allgemeine Untersuchung von Heterostruktu-
ren und ist pradestiniert fiir einen nun gerechtfertigten Einsatz im transienten Regime.

8.6.2. Analyse auf Basis des Wigner-Formalismus

Das Rechengebiet wird beziiglich der Wellenzahl k in einem Intervall von [-3nm™!, 3nm~!]
mit N = 300 Punkten quantisiert. Der betrachtete Ausschnitt entspricht hierbei einer Lénge
von ca. L¢ ~ 313nm beziiglich der Relativkoordinate £. Das Verfahren wird fiir den Wigner-
Formalismus in [S9] présentiert, analysiert und anhand der Simulation einer RTD fiir verschiede-
ne Legierungsanteile demonstriert und durch Vergleich mit dem NEGF-Formalismus validiert.
Der Vergleich mit den Referenzverfahren beschrinkt sich dabei jedoch im Wesentlichen auf den
Flachbandfall. Dementsprechend soll im Folgenden der Fokus auf die selbstkonsistenten Unter-
suchungen gelegt werden. Zusétzlich erfolgt die Evaluation der Ladungstriagerdichten nur fir
den bereits herausgearbeiteten anspruchsvolleren Legierungsanteil x=0,3.

Vergleich der Elektronendichten fiir die Aly 3Gag ;As-Barrieren: Die selbstkonsistenten Elek-
tronendichten n (orangefarbene Linien) sind in Abhéngigkeit der Schwerpunktkoordinate x fiir
verschiedene angelegte Spannungen in Abbildung 8.4 zusammen mit der entsprechenden Re-
ferenzlosung aus der QTBM (schwarze Punkte) und dem Potenzial V' (schwarze Linie) darge-
stellt. In Abbildung 8.4a sind die Ladungstragerdichten fiir den Fall des thermodynamischen
Gleichgewichts gezeigt. Es ist zu erkennen, dass die Losung aus der WTG im Bereich der Dop-
pelbarrierenstruktur Werte leicht oberhalb der Referenzlésung aus der QTBM annimmt. Fiir
die resonante Bauelementoperation bei einer angelegten Spannung von U = 0,34V stimmen
die Elektronendichten aus WTG sowie QTBM qualitativ iiberein, wie aus Abbildung 8.4b zu
erkennen ist. Kleine Abweichungen liegen im drainseitigen Bereich vor (x ~ 50nm). Die Werte
aus der WTG liegen leicht iiber denen der QTBM. Im antiresonanten Zustand, welcher in Abbil-
dung 8.4c dargestellt ist, kommt es hingegen zu Abweichungen der beiden Lésungen innerhalb
der Doppelbarrierenstruktur. Hier liegen die Werte aus der WTG unter denen der QTBM. In
Abbildung 8.4d werden die Elektronendichten aus der WT'G mit der Elektronendichte aus der
QTBM fiir eine Spannung von U = 0,8V gemeinsam dargestellt. Qualitativ kénnen die beiden
Elektronendichten nicht voneinander unterschieden werden. Eine Diskussion dieser Abweichun-
gen erfolgt zusammen mit der Diskussion der I-V-Kennlinien im néchsten Abschnitt.

Vergleich der I-V-Kennlinien: Die aus der WIT'G und QTBM berechneten Stromdichten j
sind in Abhéngigkeit der angelegten Spannung U in den Abbildungen 8.5a fiir den Flachbandfall
und in 8.5b fiir den selbstkonsistenten Fall dargestellt. Hierbei werden beide Legierungsanteile,
x=0,2 und x=0,3, einbezogen. Fiir angelegte Spannungen bis ca. 0,5V wird eine Ubereinstim-
mung fiir den Legierungsanteil von x=0,2 erzielt. Jedoch liegt der Wert der Peakstromdichte
aus dem Wigner-Formalismus leicht oberhalb des Werts aus der QTBM. Fiir angelegte Span-
nungen, die grofler sind als 0,5V, passt der Kurvenverlauf im Bereich des zweiten negativen
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Abbildung 8.4. Selbstkonsistente Elektronendichte n aus der WTG (orangefarbene Linie) in Abhangigkeit der
Schwerpunktkoordinate  fiir verschiedene Spannungen im Vergleich zur QTBM (schwarze
Punkte). Die schwarze Linie zeigt das gesamte Potenzial V' der Alg.5Gag.7As-RTD. In (a)
betragt die angelegte Spannung U = 0V, in (b) U = 0,34V, in (c) U = 0,42V und in (d)
U =0,8V.

differentiellen Widerstands zwar noch qualitativ, quantitativ weicht dieser jedoch sichtlich von
der Referenzlosung ab. Bei einem Legierungsanteil von x=0,3 kann keine Ubereinstimmung
mehr ab ca. 0,65V im Bereich des zweiten negativen differentiellen Widerstands aus Abbildung
8.5a festgestellt werden.

Fiir die I-V-Kennlinien aus der selbstkonsistenten Losung der Transportgleichung, welche in
Abbildung 8.5b gezeigt sind, schneidet der numerisch weniger fordernde Fall des kleineren Le-
gierungsanteils von x=0,2 wesentlich besser ab. Wihrend fiir Letzteren noch eine Ubereinstim-
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Abbildung 8.5. I-V-Kennlinien im Vergleich. Die orangefarbene Linie stellt die Werte der Stromdichte j
aus der WTG fiir einen Legierungsanteil von x=0,2 und die blaue Linie fiir x=0,3 dar. Die
Referenzwerte aus der QTBM sind als schwarze Punkte fiir x=0,2, bzw. schwarze Rauten fiir
x=0,3 eingezeichnet. In (a) ist der Flachbandfall dargestellt und in (b) der selbstkonsistente
Fall.

mung bis ca. 0,65V erzielt wird, weicht die Stromdichte fiir einen Legierungsanteil von x=0,3
aus der WTG bereits im ohmschen Bereich vor dem NDR-Bereich von der Referenzlosung
aus der QTBM ab. Dariiber hinaus wird fiir x=0,3 eine wesentlich kleinere Stromdichte j im
antiresonanten Zustand berechnet als fiir Referenzlésung aus der QTBM.

Diskussion und Fazit: Bei den Untersuchungen zum Wigner-Formalismus sind Abweichungen
zur Referenzlosung im Bereich kleiner Spannungen fiir die Elektronendichte n (vgl. Abbildung
8.4) und im Bereich hoherer Spannungen fiir die Stromdichte j (vgl. Abbildung 8.5) festzustel-
len. Zur Diskussion dieser Ergebnisse soll die Wigner-Funktion fiir die resonanten Zusténde bei
der Bauelementoperation herangezogen werden, wobei den Berechnungen ein Legierungsanteil
von x=0,2 im Flachband zugrunde liegt. Der erste resonante Zustand der RTD wird bei einer
Spannung von U = 0, 14V erreicht und ist in Abbildung 8.6a dargestellt, wahrend der zweite bei
U = 0,6V vorliegt und in Abbildung 8.6b zu sehen ist. Insbesondere fiir den Letzteren kommt
es neben dem hoch oszillierenden Anteil im Gebiet [40nm,60nm] x [0.3nm ™!, 0.6nm 1], wel-
cher dem quantenmechanischen Tunnelprozess zuzuordnen ist, zu einem gewichtigen Anteil bei
k = Inm~! fiir (x > 65nm) innerhalb der Wigner-Funktion. Dieser entspricht dem Feldstrom
infolge des starken Nichtgleichgewichts durch die angelegte Spannung von U = 0,6V. Da die
Stromdichte j als Moment erster Ordnung der Wigner-Funktion sensitiver gegeniiber Anteilen
bei grofleren Wellenzahlen ist und diese vor allem im Nichtgleichgewicht vorzufinden sind, kén-
nen groffere Spannungen zu grofieren Approximationsfehlern fithren. Auch der hoch oszillierende
Anteil erlangt dabei eine Bedeutung. Fiir die Ladungstragerdichte, welche als Moment nullter
Ordnung aus der Wigner-Funktion berechnet wird, sind die hoch oszillierenden Anteile weniger
gewichtig und das Verhalten entsprechend dem Feldstrom iiberwiegt bei der Berechnung, wo-
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Abbildung 8.6. Wigner-Funktionen f(x, k) fir den Flachbandfall fiir zwei Spannungen im Vergleich. In (a)
ist die Wigner-Funktion des ersten resonanten Zustands der Bauelementoperation fiir U =
0,14V dargestellt. In (b) wird die Wigner-Funktion des zweiten resonanten Zustands der
Bauelementoperation gezeigt.

durch es insgesamt zu geringen Abweichungen kommt. Fiir den ersten resonanten Zustand der
RTD kommt es innerhalb der Wigner-Funktion im Gebiet [40nm, 60nm] x [0.1nm ™!, 0.25nm~!]
zu einem hoch oszillierenden Anteil mit hoher Amplitude infolge des Tunnelprozesses. Aufgrund
der hohen Amplitude ist die Ladungstriagerdichte sehr sensitiv gegeniiber der Approximation
dieses Gebiets. Fiir die Stromdichte nimmt ihre Gewichtigkeit wegen der zusétzlichen Gewich-
tungen der kleinen Wellenzahlen, bei denen der Transport stattfindet, ab.

Trotz dieser Abweichungen ist der vorgestellte Ansatz auch erfolgreich im Hinblick auf den
Wigner-Formalismus anzuwenden, insbesondere vor dem Hintergrund der zuvor genannten Pro-
bleme etablierter Ansétze [22, 84].

Bei einer feineren Diskretisierung der Wellenzahl bis hin zu N = 800 Punkten, konnte eine
Verringerung der Abweichung erzielt werden. Die damit verbundenen Rechenzeiten sind jedoch
fiir realistische Anwendungen nicht praktikabel. Im Vergleich zum préasentierten Ansatz auf
Grundlage der LVNG-RS konnten mit N = 80 Basisfunktionen insgesamt akkurate Ergebnisse
erzielt werden, die im Wigner-Formalismus selbst nicht mit einer Anzahl von N; = 800 erreicht
werden. Da die Algorithmen im Grundsatz, bis auf die Besetzung weniger Teilmatrizen, gleich
ablaufen, kommt es fiir den Ansatz auf Grundlage der LVNG-RS somit aufgrund der geringeren
Anzahl an benétigten Basisfunktionen zu erheblichen Vorteilen im Hinblick auf die Rechenzeit.
Mit der Losung im Unterraum wird somit fiir den hier betrachteten Fall keine Genauigkeit im
Ortsraum eingebiifit. Fiir die prasentierten Ergebnisse (N = 80 und Ny = 300) ist die gesamte
Rechenzeit ungefihr einen Faktor drei kleiner als fiir den Wigner-Formalismus.

8.7. Numerische Evaluation der Bandkopplungsmechanismen

Nun sollen mit dem entwickelten Formalismus Bandkopplungsmechanismen in Blick genom-
men werden. Hierzu wird der Wigner-Formalismus untersucht, fiir den in der Literatur zwar
schon einige Untersuchungen vorliegen, z. B. Klein-Tunneleffekt (in Graphen) [75] oder Zener-
Tunneleffekt [72, 73], aber entweder eine Néherung der numerisch anspruchsvollen Driftope-

137



8. Neuartige numerische Approximationen der semidiskreten Transportgleichungen

ratoren durch Entwicklung bis zum linearen Term in i vorgenommen wird [73, 75] oder aber
die elektrischen Eigenschaften nicht betrachtet werden. Ergebnisse in Form einer I-V-Kennlinie
fiir eine RITD auf Grundlage des Wigner-Formalismus lagen in der Literatur nicht vor und
sind erstmals in den eigenen Arbeiten [S1] untersucht worden. Diese sollen im Folgenden kurz
diskutiert werden.

Fiir die Simulation orientieren sich die Struktur- und Materialparameter an den bereits un-
tersuchten Modellen aus [50, 72, 73] und sind in Tabelle 8.2 dargestellt. Diese Parameter sind
bereits fiir die Untersuchung in [S1] herangezogen worden.

Schichtnummer 1 2 3 4 5 6 7
Weite in nm 30 15 3 5 3 15 30
Dotierung in 10¥cm—3 1,2 0 0 0 0 0 1,2
Leitungsbandpotenzial in eV 0,2 0,2 0,31 0.71 0,31 0,2 0,2
Valenzbandpotenzial in eV 0 0 0,11 0,51 0,11 0 0
Effektive Masse in myq 0,027 0,027 0,027 0,027 0,027 0,027 0,027

Tabelle 8.2. Struktur- und Materialparameter der RITD [S1].

Im Phasenraum wird ein Rechengebiet [Onm, 101nm] x [—1,5nm~!, 1, 5nm~!] fiir die numeri-
schen Untersuchungen vorausgesetzt. In dem Gebiet werden N, = 100 quantisierte Wellenzahlen
betrachtet und die Diskretisierungweite der Schwerpunktkoordinate wird zu Ay = 0, 25nm ge-
setzt. Die Parameter fiir die absorbierende Schicht® sind entsprechend b, = 4€V, n, = 4 und
wa = 0,35 L¢ definiert. Die Umgebungstemperatur wird zu 7' = 300K gesetzt. Die WTG wird
entsprechend (6.24) mit der vorgestellten Methode aus Abschnitt 8.3 gelost.

8.7.1. Voriiberlegungen

Das entsprechende Leitungs- V.. und Valenzbandpotenzial V,, der RITD im thermodynamischen
Gleichgewicht sind in Abhéngigkeit der Schichtrichtung x in Abbildung 8.7 dargestellt. Zusétz-
lich ist in dieser Abbildung der gebundene Zustand ¢,(x) des Valenzbands als orangefarbene
Linie schematisch eingezeichnet. Dieser wird aus dem Eigenwertproblem der Schrédingerglei-
chung ermittelt und der korrespondierende Energiecigenwert betriagt Ep = 0,34eV. Innerhalb
der RITD fungiert dieser gebundene Zustand des Valenzbands als resonanter Zustand, welcher
den Zener-Tunnelprozess durch die Barrierenstruktur bei einer angelegten Spannung ermog-
licht [73]. Aufgrund der Lage des Energieeigenwerts kann angenommen werden, dass der Zener-
Tunnelprozess fiir eine angelegte Spannung im Bereich von ungefihr U = 0, 13V sein Maximum
annimmt. Dies soll im Folgenden tberpriift werden.

8.7.2. Evaluierung der Ladungstrager- und Stromdichten

In Abbildung 8.8a sind die Stromdichten j der RITD fiir den Fall mit P = 5nm~! und ohne
Bandkopplungsmechanismen P = Onm ™! in Abhéngigkeit der angelegten Spannung U darge-

5Auch im Multiband-Regime ergeben sich ansonsten unphysikalische Interferenzterme infolge der Vernachlis-
sigung der Oberflichenterme, wie zuvor in Abschnitt 5.2 erldutert.
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Abbildung 8.7. Darstellung des Banddiagramms. Das Valenzbandpotenzial V,, ist dabei als schwarze Linie
und das Leitungsbandpotenzial V. als blaue Linie dargestellt. Zusatzlich ist der gebundene
Zustand des Valenzbands ¢;, (orangefarbene Linie) eingezeichnet. Dieser nimmt die Funktion
des resonanten Zustands fiir den Zener-Tunnelprozess ein.

stellt.

Ohne die Beriicksichtigung der Bandkopplungsmechanismen (schwarze Linie) ist ein langsamer
Anstieg der Stromdichte j mit zunehmender, angelegter Spannung U zu beobachten, welcher
dem Verlauf einer Stromdichte durch eine Barriere gleicht. Bei Berticksichtigung der Bandkopp-
lungsmechanismen (orangefarbene Linie) kann hingegen ein N-férmiger Verlauf der Stromdichte
mit NDR-Bereich festgestellt werden. Dieser ist auf die vom Zener-Prozess assistierte Tunnel-
stromkomponente zurtickzufiihren [S1]. Der resonante Zustand der Bauelementoperation liegt
dabei innerhalb der GréBenordnung von ca. 0,14V, wie aus den Voriiberlegungen mithilfe des
gebundenen Zustands des Valenzbands bereits vermutet wurde.

Die Ladungstragerdichten fiir das Leitungs- n.(x) sowie das Valenzband n,(x), also Elektronen-
und Loécherdichte, sind in Abbildung 8.8b fiir den resonanten bei U = 0,13V und in 8.8c fiir
den antiresonanten Zustand bei U = 0,3V in Abhéngigkeit der Transportrichtung x dargestellt.
In Abbildung 8.8b ist zu sehen, dass es infolge des Zener-Tunneleffekts zu einer starken realen
Besetzung des Valenzbands kommt, was dann insgesamt einen groflien Stromfluss ermdglicht. Im
antiresonanten Zustand, wie in Abbildung 8.8c gezeigt ist, werden die Elektronen im Wesentli-
chen an der Barrierenstruktur reflektiert. Die Locherdichte im Valenzband ist dementsprechend
wie der Stromfluss gering. Unter dem numerischen Gesichtspunkt ergeben sich durch die Diskon-
tinuitdten des Potenzials an den Heteroiibergiingen bei der Implementierung Schwierigkeiten,
wie auch in [73] dargestellt ist. Hier ergeben sich dadurch numerische Artefakte, welche sich im
resonanten Zustand in leichten Oszillationen innerhalb der Elektronendichte ausgehend von den
Heteroiibergéngen niederschlagen, wie aus Abbildung 8.8b ersichtlich ist. Das Verfahren bleibt
jedoch stabil. In der numerischen Fluiddynamik sind solche Probleme bei grofien Gradienten
bekannt und kénnen durch geeignete Diskretisierung vermieden werden [125], dieser Aspekt ist
jedoch nicht Bestandteil der Untersuchungen.

8.7.3. Komponenten der Wigner-Funktion

Die Komponenten der Wigner-Funktion fyy (x, k) sind in Abbildung 8.9 fiir den Fall des re-
sonanten Zustands bei einer angelegten Spannung von U = 0,13V und in Abbildung 8.10 fiir
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Abbildung 8.8. Ergebnisse fiir die RITD. In (a) ist die |I-V-Kennlinie dargestellt. In (b) und (c) die Ladungs-
tragerdichten fiir den resonanten, bzw. antiresonanten Zustand der Bauelementoperation
[S1]. Eine genauere Beschreibung erfolgt in den direkten Bildunterschriften.

den antiresonanten Zustand bei U = 0, 3V gezeigt. Da die Komponenten die analytische Bezie-
hung f.,(x, k) = fi.(x, k) auch innerhalb der numerischen Ebene erfiillen, sind in den beiden
Abbildungen nur der Real- und Imaginéarteil der Komponente fg,(x, k) dargestellt. Wahrend
in der reellen Wigner-Funktion des Leitungsbands f..(x, k) fiir resonanten Zustand im Gebiet
[40nm, 60nm] x [0nm~!,0.1nm~!] ein hoch oszillierender Anteil zu erkennen ist (vgl. Abbildung
8.9a), welcher dem Zener-Tunnelprozess zuzuordnen ist, liegt fiir den antiresonanten Zustand
im Wesentlichen eine Reflexion an der Potenzialbarrierenstruktur vor, wie aus dem orangefarbe-
nen Bereich ersichtlich ist, der sich um den blauen Bereich in Abbildung 8.10a schliefit. Infolge
des Zener-Tunnelprozesses ist die Amplitude der Wigner-Funktion des Valenzbands f,,(x, k)
im resonanten Zustand, welche in Abbildung 8.9b dargestellt ist, ungefdhr eine Zehnerpotenz
grofer als die im antiresonanten Zustand, welche in Abbildung 8.10b gezeigt ist.

Fazit: Der vorgestellte Ansatz erlaubt eine angemessene Beriicksichtigung von Bandkopp-
lungsmechanismen. Auch ohne die semiklassische Naherung (Entwicklung der numerisch sensi-
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Abbildung 8.9. Komponenten der Wigner-Funktion fax/(x, k) fur den resonanten Zustand bei einer ange-
legten Spannung von U = 0, 13V.
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Abbildung 8.10. Komponenten der Wigner-Funktion fx (x, k) fir den antiresonanten Zustand bei einer
angelegten Spannung von U = 0, 3V.
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tiven Driftoperatoren bis zum linearen Glied in A [73]) werden im Nichtgleichgewicht plausible
und numerisch stabile Ergebnisse fiir die herangezogene RITD erzielt. Die I-V-Kennlinie ei-
ner RITD konnte vorhergesagt werden. Der Ansatz bietet somit schon jetzt die Moglichkeit
der physikalischen Beschreibung einer weiten Klasse von Bauelementen und bildet eine solide
Grundlage, auf der zukiinftig aufgebaut werden kann.

8.8. Ansatz einer langsam verdnderlichen Einhiillenden-Funktion

Im Folgenden soll ein Ansatz auf Grundlage einer langsam verdnderlichen Einhiillenden er-
arbeitet werden, der eine Approximation der generischen, semidiskreten Transportgleichung
zweiter Ordnung (8.2) als eine effektive generische Transportgleichung erster Ordnung ermog-
licht. Dieser bietet somit potenziell die Moglichkeit einer Reduktion des Speicherbedarfs um
einen Faktor von ungefihr zwei sowie die Reduktion der Rechenzeit, da die Systemmatrix eine
schmalere Bandbreite aufweist.

Hierzu wird zunéchst in Abschnitt 8.8.1 die Grundidee der Einhiillenden-Funktion beleuchtet.
Im Anschluss wird die effektive Transportgleichung fiir die Einhiillende-Funktion in Abschnitt
8.8.2 aufgestellt. Schliefflich folgt in Abschnitt 8.8.3 eine numerische Evaluation des Ansatzes.

Der vorgestellte Ansatz beruht auf den Arbeiten zum Wigner-Formalismus im thermodynami-
schen Gleichgewicht aus [S12]. Hier wird der Ansatz nun aufgegriffen und erweitert. Zum einen
erfolgt eine generische Betrachtung. Zum anderen wird die absorbierende Schicht implementiert
und das Nichtgleichgewicht wird betrachtet.

8.8.1. Definition der Einhiillenden-Funktion

Im Folgenden soll ein Teilgebiet, exemplarisch das i-te Subintervall mit x € [xi, xi+1], beziiglich
der Schwerpunktkoordinate betrachtet werden. Die generischen Transportgleichungen zweiter
Ordnung zerfallen bei Vernachlassigung bestimmter Eigenschaften in eine Transportgleichung
erster Ordnung, z. B. bei Vernachldssigung der ortlichen Abhéngigkeit der effektiven Masse
oder den Bandkopplungsmechanismen.

Formal wird angenommen, dass die Losung der entsprechenden Transportgleichung erster Ord-
nung (8.1) innerhalb der Teilgebiete bekannt ist:

¥(x) = exp (= [[']x) - To. (8.48)

Die Matrix [I'] wird dabei als stiickweise konstant auf den Teilgebieten definiert. Der Vektor ¥
stellt hierbei den Anfangsvektor an einem Rand des Teilgebiets dar. Es wird angenommen, dass
sich die Losung der generischen Transportgleichung zweiter nur durch einen ortsabhéngigen
Faktor, auch langsam verdnderliche Einhiillende-Funktion ® genannt [S12], von derer erster
Ordnung unterscheiden soll. Der Exponentialoperator der Transportgleichung erster Ordnung
dient somit als Tréager entsprechend:

U(x) =exp (=[] x) ®(x)- (8.49)
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8.8.2. Semidiskrete Transportgleichung fiir die Einhiillenden-Funktion

Der Losungsansatz (8.49) wird nun in die generische, semidiskrete Transportgleichung zweiter
Ordnung (8.2) eingesetzt. AnschlieBend werden die Ableitungen mit der Produktregel ausge-
wertet. Hierbei ergibt sich aus der Auswertung der ersten Ableitung der Zusammenhang:

exp (~ [I]x) - £<<I><x> - ai‘l’(x) I (). (8.50)

Da die Einhiillenden-Funktion eine langsam verdnderliche Funktion darstellt, kann die zweite
Ableitung vernachldssigt werden:

—®(x) = 0. (8.51)

Hiermit ergibt sich die effektive Transportgleichung erster Ordnung schliellich zu:

(=2 [D2(xi40)] 01+ [D1(xi10))) ;X‘I’(x) + (= [D2xiy )] [0 + [Doiy2)]) w(0) = 0.

(8.52)

Anschlieflend sind die einzelnen Teilgebiete miteinander zu verkniipfen, wie zuvor in Abschnitt
8.2.2 beschrieben worden ist.

8.8.3. Numerische Evaluation

Nun soll das Konzept anhand eines exemplarischen Beispiels evaluiert werden. Hierzu wird die
bereits untersuchte RTD, entsprechend der Struktur- und Materialparameter in Tabelle 8.1
fiir einen Legierungsanteil von x=0,2, herangezogen. Hierbei wird die ortliche Variation der
effektiven Masse durch die effektive Transportgleichung erster Ordnung (8.52) anstatt zweiter
Ordnung beschrieben. Die effektive Transportgleichung soll im Folgenden im Nichtgleichgewicht
untersucht werden, sowohl im Flachbandfall als auch im selbstkonsistenten Fall.

Fiir die numerische Loésung wird der ortsraumbasierte Ansatz auf Grundlage der LVNG-RS
verwendet. Der Simulation liegt dabei das Gebiet [Onm, 90nm] x [—75nm, 75nm] zugrunde, wobei
£ € [-75nm, 75nm] in N¢ = 401 Gitterzellen unterteilt wird. Die Schwerpunktkoordinate (x €
[Onm, 90nm]) wird mit einer Diskretisierungsweite von Ay = 0,25nm diskretisiert (IV, = 360).
Die Temperatur betrdgt T' = 300K. Die Parameter der absorbierenden Schicht werden zu
w,) = 26, 25nm, b, = 4eV und n, = 4 definiert. Die statistische Dichtematrix wird in eine Basis
aus IV = 80 ebene Wellen entwickelt. Beziiglich der selbstkonsistenten Iteration mit der Poisson-
Gleichung wird das Newton-Raphson-Verfahren zur Lésung mit einem Abbruchkriterium von
[[6U*|] < 51072 verwendet. Kleinere Schranken beeinflussen die folgenden Ergebnisse nicht.

Elektronendichten im Vergleich: Zuerst sollen die Elektronendichten n untersucht werden.
Diese sind in Abbildung 8.11 in Abhéangigkeit der Schwerpunktkoordinate y als orangefarbene
Linien fiir verschiedene Spannungen im Flachbandfall sowie selbstkonsistenten Fall dargestellt.
Zusatzlich sind das gesamte Potenzial V' der RTD als schwarze Linie sowie die Referenzlésung
aus der QTBM, unter Beriicksichtigung der ortlich variierenden effektiven Masse, als schwarze

143



8. Neuartige numerische Approximationen der semidiskreten Transportgleichungen

20 _-_.....f- — LVNG-RS .} 1.60

- 1.65 i e qrBM
- 1.60 T 15 it e 155

/]‘ cj‘n-\ : : : /]‘
(155 % ga : L L Lyso 3

; \% 10 _.. ........ .... . ........... . ;
- 1.50 o : : |
L 1.45 0.5 _ ........ u'u ........... -1.45

X (nm) — X (nm) —
(a) selbstkonsistenter Fall U = 0V. (b) Flachbandfall U = 0V.
LVNG-RS - 2.5 1 LVNG-RS ooy L1 4
* QTBM e QTBM || ;
« N ------------ :' ............ 1.4 2.0 _ ............... ...... 0 ............
: ; : ’]‘ : : : :
z z z g
IS EFRUOOO OO URROOON, OO SURSOOS 1.2 & g
: : : "o <
' ' N
........................................................... L1 0 S
T T T T 3 08
0 25 50 75
X (nm) — X (nm) —
(c) Selbstkonsistenter Fall U = 0, 6V. (d) Flachbandfall U = 0, 6V.

Abbildung 8.11. Selbstkonsistente und Flachband-Elektronendichten aus dem Ansatz der langsam verander-
lichen Einhillenden-Funktion (orangefarbene Linie) fiir verschiedene Spannungen U im Ver-
gleich zur Referenzlésung aus der QTBM (schwarze Punkte). Die durchgezogene schwarze
Linie stellt das gesamte Potenzial V der RTD dar.

Linien und Punkte eingezeichnet. Im thermodynamischen Gleichgewicht stimmen die Elektro-
nendichten n sowohl im Flachbandfall als auch im selbstkonsistenten Fall mit der Referenz-
16sung aus der QTBM iiberein, wie aus den Abbildungen 8.11a, bzw. 8.11b zu erkennen ist.
Fiir den Flachbandfall nehmen die Werte der Ladungstréagerdichte in Richtung der Kontaktbe-
reiche leicht zu. Nun soll das Nichtgleichgewicht fiir eine angelegte Spannung von U = 0,6V
untersucht werden. Die Elektronendichte fiir den selbstkonsistenten Fall ist dabei in Abbildung
8.11c dargestellt und stimmt qualitativ mit den Referenzwerten aus der QTBM iiberein. Jedoch
stellt die Elektronendichte im Bereich der Doppelbarrierenstruktur eine unphysikalische, hoch
oszillierende Funktion mit sichtbar negativen Werten dar. Beziiglich des Flachbandfalls, wel-
cher in Abbildung 8.11d gezeigt ist, stellt die Elektronendichte im Vergleich zur Referenzlésung
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eine Funktion mit unphysikalischen hochfrequenten Oszillationen dar. Bevor die Ergebnisse
diskutiert werden, soll zuerst noch die Stromdichte untersucht werden.

Vergleich der I-V-Kennlinien: Die Stromdichten j sind in Abhéngigkeit der angelegten Span-
nung U in Abbildung 8.12 dargestellt. In Analogie zu den zuvor erzielten Ergebnissen der

LVNG-RS-FB
O 7 === LVNG-RS-SC '}
e QTBM-FB i
T 44 ¢ QTBMSC
&-\ H H
=
~
<
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(aw]
Z
'~

Abbildung 8.12. |-V-Kennlinien fiir den Ansatz einer langsam veranderlichen Einhillenden-Funktion im Ver-
gleich. Die Stromdichte j des vorgestellten Ansatzes ist als orangefarbene Linie fiir den
Flachbandfall dargestellt. Die zugehérigen Werte der Referenzlésung aus der QTBM sind
als schwarze Punkte eingezeichnet. Die blaue Linie kennzeichnet die Stromdichte j des
vorgestellten Ansatzes fiir den selbstkonsistenten Fall und ist mit den Referenzwerten zu
vergleichen, welche durch die schwarzen Rauten markiert werden.

Elektronendichten ist auch fiir die Stromdichte eine zunehmende Abweichung zur Referenz-
l6sung mit steigender angelegter Spannung aus dieser Abbildung zu erkennen. Wéahrend im
Flachbandfall (orangefarbene Linie (FB=Flachband)) noch die Spannung der resonanten Zu-
stdnde mit denen der Referenzlésung iibereinstimmt, weist die selbstkonsistente Stromdichte
(SC=self-consistent (engl.)) bis auf den qualitativen NDR-Bereich sowie den ohmschen Anlauf-
bereich keine Uberstimmung mit der Referenzlésung auf.

Diskussion und Fazit: In diesem Abschnitt ist eine Einhiillenden-Funktion zur Modellierung
des Transportverhaltens vorgestellt worden. Fiir kleine Vorspannungen konnten am Beispiel ei-
ner RTD gute Ergebnisse erzielt werden, die mit der Referenzlosung aus der QTBM iibereinstim-
men. Insbesondere im thermodynamischen Gleichgewicht wird eine sehr gute Ubereinstimmung
erzielt. Bei grofleren Spannungen ergeben sich jedoch unphysikalische, hoch oszillierende Anteile
in der Losung. Diese folgen unmittelbar aus der Definition der Einhiillenden-Funktion, die nur
eine Abhéngigkeit von der Schwerpunktkoordinate aufweist. Komponenten in der Wellenzahl &
fiir den Wigner-Formalismus oder der Relativkoordinate £ im Dichtematrix-Formalismus wer-
den somit gleichstark gewichtet, was mit zunehmendem Nichtgleichgewicht nicht gerechtfertigt
ist.
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8.9. Transfermatrixmethode

Im Folgenden soll ein Ansatz zur Losung der generischen, semidiskreten Transportgleichungen,
(8.1) und (8.17), in den Blick genommen werden, mit dem die bisherige Losung des Quanten-
transports tiber lineare Gleichungssysteme ((8.11) und (8.43)) vermieden werden kann. Hierzu
wird eine Transfermatrixmethode (TMM) herangezogen, die eine numerisch effiziente Berech-
nung der generischen Verteilungsfunktion auf Basis von Matrix-Vektor-Produkten ermdéglicht.

In Abschnitt 8.9.1 wird zunéchst auf die Theorie eingegangen. Anschliefend werden in Abschnitt
8.9.2 auf die Rechenzeiten sowie der Speicherbedarf der Algorithmen auf Basis der Losung des
linearen Gleichungssystems mit der TMM verglichen. Abschlieflend erfolgt eine Diskussion in
Abschnitt 8.9.3.

8.9.1. Theorie

Der Ausgangspunkt fiir die Formulierung der TMM ist die Losung innerhalb des Teilgebiets fiir
die generischen, semidiskreten Transportgleichungen, hier am Beispiel der Transportgleichung
erster Ordnung (8.1):

W(xir1) = exp (= [F(xa)] Ax) - ¥ (xi)- (8.53)

In den bisherigen Betrachtungen in Abschnitt 8.2.2 sind die Teillosungen tiber eine Matrix-
Vektor-Schreibweise fiir das gesamte Rechengebiet miteinander verkniipft worden. Nun sollen
die Teillosungen des Propagationsalgorithmus (8.53) durch gegenseitiges Einsetzen miteinander
verbunden werden:

i=1

Ny—1 Ny—1
U(xn,) = ( 1T exp (= [T(xs)] Ax)) W(x1) = exp (— > [T(xi) Ax) U(x1) = [T]¥(x1)-
=1

(8.54)
Die Matrix [T'] stellt dabei die Transfermatrix dar und verkniipft die Randwerte der generischen
Verteilungsfunktion ¥ des ersten Teilgebiets mit denen des letzten. Mit der Unterteilung der
Anteile im Hinblick auf die Ausbreitungsrichtung kann (8.54) geméf

T (xn,) [Tn] [T2] T (x1)
reformuliert werden. Das weitere Vorgehen wird exemplarisch am Elektronensystem aufgezeigt.

Fiir das Lochersystem ist mit vertauschten Rollen analog vorzugehen.

Die Inflow-Randbedingungen legen die Werte der generischen Verteilungsfunktion ¥~ (xn, )
sowie W' (x1) fest. Mithilfe der Transfermatrix gelingt es nun, die vollstindigen Werte der
generischen Verteilungsfunktion auf einer Seite zu berechnen. Die unbekannten Werte auf der
rechten Seite ergeben sich damit zu:

T () = [Too] (¥ () = [T ¥ (1)) (8.56)
Hiermit lassen sich die Werte auf der linken Seite durch die Beziehung

T (v = [Tl O 0a) + [Tro] [Too] 7 (27 (ew) = [T2] ¥ 00)) (857)
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bestimmen. Sobald die Werte auf einer Seite vollstdndig bekannt sind, kann die generische
Verteilungsfunktion unter Anwendung von (8.53) durch eine Riickwértspropagation bestimmt
werden.

8.9.2. Numerischen Eigenschaften

Nun soll die Rechenzeit der TMM mit der konventionellen Losung auf Basis von linearen Glei-
chungssystemen verglichen werden. Hierzu ist es zunachst sinnvoll, einige theoretische Voriiber-
legungen durchzufiihren.

Fiir die Losung unter Verwendung von linearen Gleichungssystemen sind ungefdhr 2N§,NX
Matrixelemente ungleich Null innerhalb der Systemmatrix abzuspeichern, wihrend sich fiir die
TMM ein Speicherbedarf von N\% ergibt. Zur Illustration soll ein praxisnahes Beispiel anhand
des Wigner-Formalismus mit IV, = 400 und Ny = 300 dienen. Da die Matrixelemente alle reell
sind, ergibt sich fiir die Elemente der Systemmatrix ein Speicherbedarf” von ungefihr 4,6GB.
Fiir die TMM hingegen liegt eine Anforderung von nur 5,76MB vor. Aufgrund der Formulierung
der TMM auf Grundlage von Matrix-Vektor-Produkten sowie dem geringen Speicherbedarf
bieten sich insbesondere Rechnungen auf GPUs an.

Zum Vergleich der beiden Methoden wird exemplarisch die RTD, wie zuvor in Abbildung 5.7
dargestellt, untersucht (Struktur- und Materialparameter: Tabelle 5.1). Hierzu wird die WTG
fiir das Interbandmodell unter Annahme einer 6rtlich konstanten effektiven Masse (6.19) her-
angezogen. Bei den Untersuchungen werden N = 200 quantisierte Wellenzahlen innerhalb des
Intervalls k € [-2, 25nm~!, 2, 25nm ™! einbezogen. Fiir einen fairen Vergleich wird der Exponen-
tialoperator in beiden Algorithmen bis zum quadratischen Glied entwickelt. Fiir die numerische
Losung des Gleichungssystems wird ein sparse LU-Loser [131] verwendet und die Berechnun-
gen sind auf einer Linux-Workstation mit einem i7-Prozessor® und 16GB RAM durchgefiihrt
worden.

Die Rechenzeiten sind in Abhéngigkeit der Diskretisierungsweite Ay in Abbildung 8.13a gezeigt.
Den Betrachtungen liegt der Flachbandfall im thermodynamischen Gleichgewicht zugrunde, wo-
bei die Rechenzeit jeweils aus 15 aufeinander folgenden Rechnungen gemittelt wird. Wie aus
der Abbildung 8.13a zu erkennen ist, ist die Rechenzeit fir die TMM ungefdhr einen Faktor
drei kleiner als die Losung des Gleichungssystems. Zum Beispiel ergibt sich fiir die Diskretisie-
rungsweite Ay = 0,25nm fiir die Lésung des Gleichungssystems eine Rechenzeit von ungefahr
3,5s, wihrend die TMM nur knapp 1,06s bendotigt (bei gleicher Genauigkeit der Ergebnisse).

8.9.3. Grenzen der Transfermatrixmethode

Ungliicklicherweise ist die TMM mit Problemen behaftet, sodass sie in ihrer Anwendbarkeit
deutlich eingeschrénkt wird. Neben der inhdrenten Limitierung auf das stationire Regime ist
die TMM nur im thermodynamischen Gleichgewicht numerisch stabil. Im Nichtgleichgewicht

"double-precision Format wird vorausgesetzt.
8Deaktivierte Turbo-Boost Technologie.
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(a) Vergleich der Wall-Clock Zeiten twaliciock der Trans-(b) Eigenwertspektrum der Matrix [%] fiir verschiede-
fermatrixmethode (TMM) mit der Lésung des Glei- ne angelegte Spannungen U=0V, U=0,15V und
chungssystems (EO2) in Abhangigkeit der Diskretisie-  U=0,3V.
rungsweite Ay. Die Laufzeiten fiir die TMM sind als
orangefarbene Linie dargestellt, wihrend die Ergeb-
nisse der direkten Losung des Gleichungssystems als
schwarze Linie gezeigt sind.

Abbildung 8.13. Ergebnisse fiir die Transfermatrixmethode. In (a) ist der Vergleich der Wall-Clock Zei-

ten dargestellt, wihrend in (b) das Eigenwertspektrum des Arguments der Matrix-
Exponentialfunktion dargestellt ist.

kommt es bei der numerischen Integration des Terms

Ny—1
[Z]= > L)l Ax (8.58)

=1

durch die angelegte Spannung zu betragsméflig groflen Werten mit unterschiedlichen Vorzei-
chen. Diese Werte fiithren dann als Argument des Exponentialoperators zu einem numerisch
aufklingenden und somit instabilen Verhalten. Gleichermaflen fithrt eine Implementierung der
absorbierenden Schicht zu einem instabilen Verhalten.

Hierzu ist in Abbildung 8.13b das Eigenwertspektrum von [F] fiir verschiedene angelegte Span-
nungen U = 0V, U = 0,15V und U = 0,3V dargestellt. Fiir den Fall des thermodynamischen
Gleichgewichts liegen alle Eigenwerte bei dem Wert Null. Die Transfermatrix stellt daher eine
Einheitsmatrix dar. Wird jedoch eine Spannung angelegt, wandern die Eigenwerte zu gleichen
Anteilen in die rechte und linke komplexe Halbebene, wie aus Abbildung 8.13b zu erkennen ist.
Der Spektralradius nimmt dabei mit steigender, angelegter Spannung zu. Die Eigenwertwerte
innerhalb der rechten Halbebene verursachen schliefflich das instabile Systemverhalten.
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8.10. Transiente Formulierung des Exponentialoperator-Ansatzes

Die bisherige stationdre Betrachtung des Quantentransports unter Verwendung des Exponen-
tialoperator-Ansatzes soll nun auf den transienten Fall erweitert werden, sodass auf dessen
Grundlage Analysen des dynamischen Quantentransports ermdglicht werden.

Da der Exponentialoperator selbst nur eine stationidre Losung des Systems erlaubt, wird auf
die ermittelten Differenzenquotienten (8.29) zuriickgegriffen, welche aus dem Exponentialope-
rator abgeleitet werden. Wird diesen Ausdriicken gefolgt, so werden die Terme im Mittelpunkt
der Teilgebiete bei x; 1 berechnet. Dementsprechend ergibt sich fiir den transienten Anteil

innerhalb der generischen, semidiskreten Transportgleichungen, (8.1) und (8.2), die Beziehung:

9 9 ¥(xit+1) + ¥(xi)
“w _ Y
gt =5 2

Xit}

. (8.59)

Diese Teillosungen kénnen nun miteinander verkniipft werden und in einer Matrix-Vektor-
Schreibweise zusammengefasst werden. Mit der Implementierung der Randbedingungen durch
die Blockmatrizen, [IL] und [IR], ergibt sich schlieflich:

d
[IL] T(y1) 3 ¥sc
3 [1d] 5 [1d] N/ 0
Tl g o .
R al woe) |_| o
1Md] 1a At | TOan) | O
TR I R TON 0
[IR] ‘I’(XNX) %q’gc

A

Dies wird kurz auch als [T'] %\Il = biransient geschrieben. Die Matrizen zur Einarbeitung der
Randbedingungen, [IL] am linken und [IR] am rechten Kontakt, sind dabei durch die Bezie-
hungen aus Abschnitt 8.2.3 und Abschnitt 8.3.4 bestimmt. Die Funktionen %\Iléc und %\Ilgc
erfassen das transiente Verhalten der generischen Verteilungsfunktion an den Kontakten. Im
Vergleich zum konventionellen Upwind-Verfahren bietet sich hier die Moglichkeit, eine Riick-
wirkung des Systems auf die Randbedingungen zu implementieren. Die Untersuchung der sich
durch die Riickwirkung eroffneten Moglichkeiten verbleibt jedoch ein Thema fiir zukiinftige
Arbeiten, kann aber insbesondere fiir Systeme mit einem Gedéchtnis interessant sein, z. B.

konnten zeitabhéngige Selbsterwidrmungsprozesse untersucht werden.

In dieser Arbeit wird angenommen, dass die Verteilungsfunktion am Rand zeitlich konstant
ist, sodass die Ableitungen, %‘I’éc und %\ch, den Wert Null annehmen. Zusammen mit den
Systemen, (8.11) und (8.43), ergibt sich das den transienten Quantentransport beschreibende
System konzeptionell zu

R JORCTOR 10 (8.61)
oder nach Invertierung der Matrix [T'] zu:
d . A
a\Il(t) =[U(t)] - ¥(¢). (8.62)
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Hierbei wird der zeitabhéingige Spannungsverlauf innerhalb des Driftoperators durch die zusétz-
liche Abhéngigkeit von ¢ in der Systemmatrix [S(¢)] beriicksichtigt. Die numerischen Verfahren
zur Zeitintegration von (8.62) werden in Anhang E erldutert.

Trotz der modellierungsméfigen Vorteile auf Grundlage des vorgestellten Formalismus ergibt
sich im Vergleich zum Upwind-Verfahren durch die Matrix an dem instationéren Term ein Nach-
teil, da die Matrix [T'] fir die transiente Berechnung oftmals invertiert werden muss. Die Gestalt
der Matrix ist zwar gutartig, sodass die Invertierung nur eine geringe Rechenzeit erfordert. Je-
doch ist die sich ergebende Gesamtmatrix nicht mehr diinnbesetzt, wodurch die Anforderungen
an den Speicherbedarf ansteigen. Zusétzlich steigt aufgrund der vielen hinzugekommenen Ele-
mente die ben6tigte Rechenzeit zur Auswertung der Matrix-Operationen.

8.11. Untersuchungen zur Genauigkeit der Verfahren

In den vorangegangenen Abschnitten sind die Formalismen zur numerischen Loésung der Trans-
portgleichungen auf Grundlage der LVNG-RS vorgestellt und anhand qualitativer Untersu-
chungen mit einer Referenzlosung aus der QTBM evaluiert worden. Nun soll eine quantitative
Untersuchung im Hinblick auf praxisnahe Anwendungsbeispiele erfolgen.

Hierzu wird in Abschnitt 8.11.1 zunéchst die Genauigkeit der stationédren Verfahren in den
Blick genommen. Im Anschluss wird in Abschnitt 8.11.2 die numerische Losung der LVNG-RS
in einem Unterraum beleuchtet. Abschlielend erfolgt in Abschnitt 8.11.3 eine Untersuchung der
transienten Losungsverfahren.

8.11.1. Stationdre Losungsverfahren

Zur Untersuchung der Genauigkeit der vorgestellten stationdren Verfahren soll im Folgenden ei-
ne RTD als Simulationsbeispiel betrachtet werden, wobei ihre Struktur- und Materialparameter
bereits fiir vorherige Analysen herangezogen worden und in Tabelle 5.1 dargestellt sind.

Der Phasenraum wird fiir die numerische Losung der WTG mit N, = 120 quantisierten Wel-
lenzahlen in dem Intervall von [—2.25nm~!,2.25nm~!] betrachtet. Die Parameter zur Losung
der LVNG-RS werden derart gewéhlt, dass der reale Rechenaufwand in derselben Groéflenord-
nung liegt wie der des Wigner-Formalismus. Hierzu wird die Relativkoordinate innerhalb des
Intervalls [—75nm, 75nm| in N = 801 Zellen unterteilt. Die Losung erfolgt im Unterraum
mit N = 120 Basisfunktionen, bestehend aus ebenen Wellen. Die Systemmatrix des Wigner-
Formalismus und des ortsraumbasierten Formalismus weisen somit dieselbe Dimension und eine
dhnliche Struktur auf. Die Parameter der absorbierenden Schicht werden fir beide Verfahren
identisch gewéhlt: w, = 0,35 - L¢, by = 4eV und n, = 4. Die Temperatur des Bauelements
betragt T = 300K.

Neben den neuartigen Verfahren auf Basis eines Exponentialoperators werden zur numerischen
Losung der WTG auch die konventionellen Upwind-Verfahren herangezogen. Zur numerischen
Loésung der Transportgleichung auf Basis der im Ortsraum diskretisierten LVNG-RS wird hin-
gegen nur der Exponentialoperator verwendet.
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Da die semidiskreten Differenzialgleichungen nur noch von der Schwerpunktkoordinate abhén-
gen, wird bei der Beurteilung der Genauigkeit die Diskretisierungsweite Ay herangezogen. Fi-
ne Analyse des relativen Fehlers beziiglich der Anzahl der Abtastpunkte Np ist im Wigner-
Formalismus in der Arbeit [S9] durchgefithrt worden. Als Maf§ zur Beurteilung der Genauigkeit
der in dieser Arbeit vorgestellten Methoden wird der relative Fehler herangezogen. Dieser wird
mithilfe einer Referenzlésung bestimmt, welche aus der QTBM [7, 8] stammt. Da sich die
Verteilungsfunktionen aus der WTG sowie LVNG-RS und der QTBM um mindestens eine Ko-
ordinatentransformation unterscheiden, ist der Vergleich interner Gréflen zweckméfig. Hierzu
wird der relative Fehler auf Grundlage der Elektronendichten n definiert:

_ 1100 = 0
T 0l (509

Die Funktion n.f(x) repréasentiert hierbei die Referenz-Elektronendichte.

In Abbildung 8.14 werden die relativen Fehler in Abhéngigkeit der Diskretisierungsweite Ay
fur die vorgestellten Methoden gezeigt. Die in der Legende nachgestellte Zahl kennzeichnet

................................................................................................................................

1 =4= WTG-UDS1  =@= WTG-EO1 == LVNG-RS-EO1 -”
WTG-UDS2 = =X= WTG-EO2 =¥= LVNG-RS-EO2 @&
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—
o
&
1

1073

Abbildung 8.14. Relativer Fehler in doppelt-logarithmischer Skala in Abhangigkeit der Diskretisierungsweite
Ay fir die verschiedenen Verfahren im Vergleich.

dabei die Ordnung des numerischen Losungsverfahrens. So bedeutet die Abkiirzung WTG-
UDS2 beispielsweise eine numerische Losung der WTG mit einem Upwind-Verfahren zweiter
Ordnung.

Wie aus Abbildung 8.14 ersichtlich ist, nimmt der Wert des relativen Fehlers fiir alle Methoden
mit sinkender Schrittweite ab und liegt innerhalb der GréSenordnung von ca. 10~! bis 1073.
Merkliche Unterschiede innerhalb der Gréflienordnung liegen zwischen dem UDS1-Verfahren
und den iibrigen Verfahren vor. Im Maximum ist der Fehler ungefihr eine Gréflenordnung
héher. Fir das UDS2-Verfahren sowie die EO-Verfahren werden wesentlich kleinere relative
Fehler erzielt. Beziiglich der Losung der WTG sind Unterschiede zwischen dem UDS2-Verfahren
und den EO-Verfahren marginal. Ebenso sind die Abweichungen zwischen dem EO-Verfahren
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8. Neuartige numerische Approximationen der semidiskreten Transportgleichungen

erster Ordnung (EO1) und dem zweiter Ordnung (EO2) sehr gering. Ferner wird mit dem EO-
Verfahren in Kombination mit der LVNG-RS der kleinste relative Fehler erzielt. Auflerdem ist
der Einsatz des deutlich rechenintensiveren EO-Verfahrens zweiter Ordnung? fiir praxisrelevante
Bauelementmodellierung nicht lohnenswert, da keine wesentliche Verringerung des relativen
Fehlers im Vergleich zum Verfahren erster Ordnung ermdéglicht wird, wie aus Abbildung 8.14 zu
erkennen ist. Weiterhin stellt sich fiir kleine Diskretisierungsweiten Ax < 0, Inm ein konstantes
Fehlerniveau fiir die Verfahren auf Grundlage der LVNG-RS ein. Diese Zusammenhénge kénnen
auch fiir die Untersuchung des Nichtgleichgewichts festgestellt werden. Da die Ergebnisse jedoch
keinen weiteren Erkenntnisgewinn liefern, wird auf eine dezidierte Darstellung an dieser Stelle
verzichtet.

Ohne die Implementierung einer absorbierenden Schicht, was insbesondere bei den Upwind-
Verfahren das bisher gebréauchliche, numerische Losungsverfahren darstellt, ist bei keinem der
Methoden auflerhalb des thermodynamischen Gleichgewichts ein relativer Fehler kleiner als Eins
festzustellen. Wie bereits in Kapitel 5 diskutiert, liegen infolge unphysikalischer Reflexionen sehr
grofle Abweichungen zur Referenzlésung vor.

Zusétzlich ist festzuhalten, dass durch den Vergleich der vorgestellten Methoden mit der QTBM
immer eine Restfehlerquelle vorhanden ist, welche auf die verschiedenen Diskretisierungen der
unterschiedlichen Differenzialgleichungen, WTG, LVNG-RS und der Schrodingergleichung, un-
ter der Verwendung von unterschiedlichen Randbedingungen in unterschiedlichen Koordinaten-
systemen zuriickzufiithren ist [30, S9, 77, S12].

8.11.2. Unterraum-Losungsverfahren

Nun soll das Unterraum-Verfahren zur Losung des ortsraumbasierten Formalismus auf Grund-
lage der LVNG-RS beleuchtet werden. Die priasentierten Ergebnisse stellen dabei Erweiterungen
aus [S7] dar.

Die Genauigkeit soll dabei wie im vorangegangenen Abschnitt auf Basis des relativen Fehlers un-
tersucht werden. Die Referenzlésung wird mithilfe einer Implementierung auf Basis der QTBM
generiert. Der relative Fehler wird dabei sowohl in Abhéngigkeit der Diskretisierungsweite Ay
als auch der Dimension N des Unterraums evaluiert. Als exemplarisches Bauelement dient eine
RTD, bei welcher die effektive Masse einmal konstant und einmal als értlich variierend angenom-
men wird. Hiermit kann die Beurteilung im Hinblick auf die semidiskrete Transportgleichung
erster Ordnung (konstante effektive Masse) als auch die semidiskrete Transportgleichung zwei-
ter Ordnung (Ortlich variierende effektive Masse) erfolgen. Die Diskretisierungsparameter des
vorherigen Abschnitts werden bis auf die Anzahl der Zellen, die hier zu N = 401 gesetzt wird,
iibernommen. Auf Basis der Kenntnisse des vorherigen Abschnitts wird nur das Exponential-
operator-Verfahren der ersten Ordnung betrachtet.

Der relative Fehler fiir die numerische Lésung der semidiskreten Transportgleichung ist in Ab-
héngigkeit der Diskretisierungsweite Ay sowie der Dimension des Unterraums N in Abbildung
8.15a dargestellt. Fiir die numerische Losung der semidiskreten Transportgleichung zweiter Ord-
nung ist der relative Fehler in Abbildung 8.15b gezeigt. Den Berechnungen liegt das thermo-
dynamische Gleichgewicht zugrunde. Im Allgemeinen fiihrt eine sinkende Diskretisierungsweite

9Tm einfachsten Fall ohne Scaling-and-Squaring: Aufwand des EO1 plus eine weitere Matrixmultiplikation sowie
zwei Matrixadditionen
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(a) Differenzialgleichung erster Ordnung. (b) Differenzialgleichung zweiter Ordnung.

Abbildung 8.15. Relativer Fehler in Abhangigkeit der Diskretisierungsweite Ax und der Dimension N des
Unterraums. In (a) ist der relative Fehler fiir die numerische Lésung der Transportglei-
chung erster Ordnung dargestellt, wihrend in (b) der relative Fehler fiir die Lésung der
Transportgleichung zweiter Ordnung gezeigt wird.

Ay zu einem sinkenden relativen Fehler, der sich innerhalb der GréBenordnung von ca. 10~! bis
ca. 1073 erstreckt. Weiterhin ist aus den Abbildungen, 8.15a und 8.15b, ein Sittigungsverhal-
ten beziiglich der Anzahl der Basisfunktionen N festzustellen [S7]. Diese Séttigung erfolgt mit
steigender Anzahl an Basisfunktionen superlinear. Ferner verschiebt sich der Grenzpunkt, an
welchem die Sattigung eintritt, mit sinkender Diskretisierungsweite zu einer gréfleren Anzahl an
Basisfunktionen. Fiir die hier betrachteten Modelle wird die Séttigung bei einer moderaten An-
zahl von ungefdhr N = 50 Basisfunktionen erreicht. Dieser Zusammenhang gilt analog auch im
Nichtgleichgewicht. Da die Fehlerkurven sich jedoch unwesentlich von den bereits dargestellten
unterscheiden, wird auf eine weitere Darstellung dieser im Folgenden verzichtet.

Im Vergleich zum klassischen Wigner-Formalismus birgt die vorgestellte Methode auf Basis
der Formulierung eines Unterraum-Verfahrens erhebliches Optimierungspotenzial [S7]. Bis auf
die zur Transformation benétigten Matrix-Vektor-Produkte kann eine hoch aufgeléste numeri-
sche Losung bei gleichbleibendem numerischen Aufwand durch Projektion auf den Unterraum
(N/N¢ < 1) erzielt werden. Hierdurch kann eine wesentliche Steigerung der Genauigkeit erfol-
gen, da die Erwartungswerte nach der Riicktransformation im Ortsraum von den Schrittweiten
Ax sowie A&(= L¢/N¢) abhéngen.

8.11.3. Transiente Losungsverfahren

Nun sollen die transienten Losungsverfahren zur numerischen Losung des gekoppelten Differen-
zialgleichungssystems (8.62) untersucht werden. Diese sind in Anhang E dargestellt.

Zur Beurteilung der transienten Losungsverfahren wird exemplarisch die WTG fiir eine RTD mit
den Struktur- und Materialparametern geldst, welche in Tabelle 8.3 dargestellt sind. Das Gebiet
[Onm, 40nm] x [-0.9nm~%,0.9nm~!] im Phasenraum wird dabei mit N, = 40 Wellenzahlen
quantisiert und beziiglich der Schwerpunktkoordinate mit N, = 40 Punkten abgetastet. Fiir
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Schichtnummer 1 2 3 4 5 6 7
Weite in nm 15 0 3 4 3 0 15
Dotierung in 10'%cm—3 2 0 0 0 0 0 2
Potenzial in eV 1,424 1,424 1,7013 1,424 11,7013 1,424 1,424
Effektive Masse in my 0,063 0,063 0,063 0,063 0,063 0,063 0,063
Relative Permittivitat €, in gg | 12,9 12,9 12,05 12,9 12,05 12,9 12,9

Tabelle 8.3. Struktur- und Materialparameter der Aly 3Gag 7As-GaAs-RTD.

die absorbierende Schicht werden die Parameter des vorangegangenen Abschnitts angenommen.

Zum Zeitpunkt t = 0fs befindet sich die RTD im thermodynamischen Gleichgewicht. Anschlie-
Bend wird ein abrupter Spannungssprung von 0,1V zum Zeitpunkt ¢ > Ofs angelegt. Dabei
wird die zeitliche Entwicklung der Wigner-Funktion im Flachbandfall {iber einen Zeitraum von
20fs fiir verschiedene Zeitintegrationen und Zeitschrittweiten At aufgezeichnet und mit einer
Referenzlosung verglichen. Die Referenzlésung W, wird dabei aus der formalen analytischen
Losung (E.1) durch Diagonalisierung entsprechend

exp([U]At) = [V] exp(I\AH[V] ! (8.64)

bestimmt, wobei die Diagonalmatrix [A] sich aus den Eigenwerten von [U] zusammensetzt.Die
Matrix [V] enthélt als Spalten die Eigenvektoren der Matrix [U]. Mit dieser Referenzlosung lésst
sich der relative Fehler des betrachteten numerischen Zeitintegrationsverfahrens definieren:

|| @ (t = 20fs) — W,p(t = 20fs)]|
|| W ee(t = 20fs)]| '

(8.65)

€rel =

Der Vektor ¥ reprasentiert dabei die Wigner-Funktion des entsprechenden numerischen Zeitin-
tegrationsverfahrens. Zur numerischen Zeitintegration werden neben den herkémmlichen, in der
Literatur bereits eingesetzte Verfahren, auch moderne Ansétze untersucht, welche in dem Kon-
text des transienten Quantentransports bisher keine Anwendung gefunden haben. Zu den her-
kommlichen Ansétzen zdhlen das explizite Euler-Verfahren (EE) [23, 24|, das Crank-Nicolson-
Verfahren (CN) [S9, 101, 111, 113] und das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung [21, 112].
Die modernen Zeitintegrationen umfassen Low-Storage-Runge-Kutta-Verfahren (LSRK) [132]
sowie Krylov-Unterraum-Verfahren zur Approximation der Matrix-Exponentialfunktion (EXK)
[118, 119] (vgl. Anhang E).

Der relative Fehler ist fiir die verschiedenen Methoden in Abhéngigkeit der Zeitschrittweite At
in Abbildung 8.16 dargestellt. Beziiglich des expliziten Euler-Verfahrens (EE) ist der kleinste
Stabilitéitsbereich sowie die niedrigste Genauigkeit mit relativen Fehlern zwischen 10~ und 10™4
festzustellen. Die maximal erlaubte Zeitschrittweite unterliegt der sogenannten Courant-Zahl,
welche an den betragsméafig grofiten Eigenwert gekniipft ist [125]. Die daran gekoppelten klei-
nen Zeitschrittweiten von ca. < 0,04fs sind in der Praxis oftmals unpraktisch, da eine Vielzahl
von Iterationen notwendig ist, um Zeitbereichsanalysen durchzufiihren. Groflere Zeitschrittwei-
ten erlauben die Runge-Kutta-Methoden. Hierzu zdhlen sowohl das klassische (RK4) als auch
die Speicherplatz optimierte Variante (LSRK). Der relative Fehler dieser Verfahren liegt zwi-
schen 102 und 10~ !2. Beide Verfahren sind an eine Stabilititsbedingung gebunden, wie aus
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Abbildung 8.16. Relativer Fehler in doppelt-logarithmischer Darstellung in Abhéngigkeit der Zeitschrittweite
At fiir die verschiedenen numerischen Zeitintegrationsverfahren im Vergleich.

Abbildung 8.16 zu erkennen ist. Im Vergleich zum RK4 erlaubt die LSRK-Variante eine gréflere
maximale Zeitschrittweite A¢. Mit dem Crank-Nicolson-Verfahren (CN) werden in Abhéngig-
keit der Zeitschrittweite relative Fehler zwischen 1072 und 10~® erzielt. Das CN-Verfahren
ist unbedingt stabil, dafiir jedoch implizit. Die Loésung mithilfe eines Matrix-Exponentials im
Krylov-Unterraum (EXK) ist fiir verschiedene Anzahlen an Krylov-Unterraum-Basisvektoren,
10 (EXK-10) und 30 (EXK-30) in Abbildung 8.16 dargestellt. Ferner ist auch eine adaptive
Formulierung (EXKadapt) auf Grundlage eines Residuums eingezeichnet. Mit steigender An-
zahl an Basisvektoren, welche den Krylov-Unterraum aufspannen, nimmt der relative Fehler
ab. Ebenso sinkt der relative Fehler mit sinkender Zeitschrittweite At. Je grofler die Anzahl der
Basisfunktionen ist, desto schneller wird der Sattigungswert des relativen Fehlers mit fallender
Zeitschrittweite erreicht. Selbst fiir grofle Zeitschrittweiten erlaubt das adaptive Verfahren (EX-
Kadapt) sehr kleine relative Fehler in der GréBenordnung ~ 107!3. Der Anstieg des relativen
Fehlers im Sattigungsbereich ist auf die kumulativen Rundungsfehler in diesem praxisorientier-
ten Beispiel zuriickzufiihren.

Diskussion und Fazit: In diesem Abschnitt sind die Formalismen zur numerischen Losung der
semidiskreten Transportgleichung im Hinblick auf ihre Genauigkeit untersucht worden. Bei der
stationdren Losung erwies sich der ortsraumbasierte Formalismus auf Grundlage der LVNG-RS
nicht nur als genaueste Methode, sondern erlaubt auch die numerisch effiziente Lésung in einen
N-dimensionalen Unterraum. Es konnte fiir die hier untersuchte Struktur gezeigt werden, dass
in der Regel eine Dimension von N = 50 ausreichend ist, um das System zu vollstdndig zu be-
schreiben. Die erzielten relativen Fehler liegen dabei in der ungefdhren Gréflenordnung, welche
sich auch als Restfehler durch die Implementierung der absorbierenden Schicht ergeben. Insbe-
sondere vor dem Hintergrund, dass bisherige Verfahren auf Grundlage von Upwind-Differenzen
wesentlich grofiere Abweichungen zur Referenzlosung aufweisen, konnen die hier erzielten Er-
gebnisse als akkurat eingestuft werden.
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Unter den transienten Losungsverfahren stellte sich die Krylov-Unterraum-Losung als genaueste
Zeitintegration heraus, mit welcher auch beliebig grofie Zeitschrittweiten bei expliziter Formu-
lierung realisiert werden kénnen. Neben der Krylov-Unterraum-Losung bietet auch das Crank-
Nicolson-Verfahren die Moglichkeit zur Implementierung grofler Zeitschrittweiten. Jedoch ist
die Formulierung implizit. Unter Ausnutzung der Matrixstruktur des vorliegenden Transport-
problems ist eine numerisch effiziente Umsetzung fiir das Crank-Nicolson-Verfahren in Anhang
E beschrieben. Die iibrigen untersuchten Verfahren unterliegen aufgrund ihrer expliziten For-
mulierung Einschrénkungen in der Wahl der Zeitschrittweite. In der Praxis miissen diese oftmals
so klein gewahlt werden, dass eine Vielzahl von Iterationen notwendig ist, um Untersuchungen
durchzufiihren. Sehr grofie Zeitschrittweiten von iiber At = 10fs erwiesen sich zur Beschreibung
von Quantenstrukturen jedoch wegen des nichtlinearen Selbstkonsistenzproblems oftmals als
schwierig. Weiterhin muss klar sein, dass der hier gezeigte Zeitfehler in der Realitdt durch den
Restfehler bei der Implementierung der absorbierenden Schicht maskiert wird.

156



9. Anwendungsbeispiele

In den vorherigen Kapiteln ist ein Formalismus auf Grundlage der LVNG-RS fiir verschiedene
Transportmodelle erarbeitet und anhand vorwiegend stationdrer Rechnungen untersucht und
durch den Vergleich mit der QTBM evaluiert worden. Bereits im stationdren Regime kann
der vorgestellte Formalismus fiir eine Vielzahl von technisch relevanten Bauelementen mit ver-
schiedenen Materialsystemen und Transportmechanismen herangezogen werden. Ein besonderer
Vorteil der Methode liegt jedoch in seiner einfachen Beschreibung von instationdren Prozessen
im Vergleich zur QTBM oder zum NEGF-Formalismus.

Im Folgenden soll daher die Aufmerksamkeit auf einige technisch relevante Einsatzgebiete ge-
richtet werden. Hierzu wird in Abschnitt 9.1 zunéchst eine Tunneldiode im AlGaAs/GaAs-
Materialsystem im inkohédrenten Regime sowohl stationar als auch im Zeitbereich untersucht.
Die Struktur- und Materialparameter sind dabei derart gewéhlt, dass es zu Hysterese-Effekten
kommt. Hierdurch wird ein Einsatz als THz-Quelle ermd&glicht. AnschlieBend wird eine hori-
zontale Realisierung eines DGFETSs, auch FinFET genannt, im Materialsystem Si in Abschnitt
9.2 als auch GalnAs in Abschnitt 9.3 untersucht. Fiir Letzteren werden die Hochfrequenzeigen-
schaften durch Einsatz als Verstarker im C-Betrieb untersucht.

9.1. Simulation einer AlGaAs/GaAs-Intraband-Tunneldiode

Neben den bereits betrachteten Féllen der RTD in den letzten Kapiteln, welche zur Beurtei-
lung der entwickelten Methoden herangezogen wurden, erlaubt dieses Bauelement eine Vielzahl
interessanter Anwendungen [90].

Untersucht werden nun die Hysterese-Effekte in der I-V-Kennlinie [110, 111] und das damit ver-
bundene grenzstabile Systemverhalten im Bauelement. Mithilfe dieser Grenzstabilitdt kann die
RTD schlieBlich als Quelle im technisch bedeutsamen THz-Bereich operieren [130, 133]. Hierzu
ist es notwendig, die bisherige AlGaAs/GaAs-RTD mit den Struktur- und Materialparametern
aus Tabelle 8.1 zu modifizieren. Wie in nachfolgenden Abschnitten noch im Detail diskutiert

Schichtnummer 1 2 3 4 5 6 7
Weite in nm 30 3 3 4 3 3 30
Dotierung in 10'%cm—3 2 0 0 0 0 0 2
Potenzial in eV 1,424 1,424 1,7013 1,424 11,7013 1,424 1,424
Effektive Masse in my 0,063 0,063 0,088 0,063 0,088 0,063 0,063
Relative Permittivitat ¢, in ¢ | 12,9 129 12,05 12,9 12,05 12,9 12,9

Tabelle 9.1. Struktur- und Materialparameter der Aly.3Gag.7As-GaAs-RTD.
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wird, ist eine Verkiirzung der Spacer-Linge! notwendig, sodass es zu einer Quantisierung der
Zustande des Emitters kommt [110]. Die Lange des Spacers soll 3nm betragen. Die vollsténdigen
Material- und Strukturparameter der RTD sind in Tabelle 9.1 eingetragen.

Konfiguration des Rechengebiets: Der Simulation liegt dabei das Gebiet [Onm,76nm] x
[—75nm, 75nm| zugrunde. Hierbei wird die Relativkoordinate £ € [—~75nm, 75nm] in N¢ = 201
Gitterzellen unterteilt. Die Schwerpunktkoordinate x € [Onm, 76nm] wird mit N, = 153 Ab-
tastpunkten diskretisiert, woraus eine Diskretisierungsweite von Ay = 0,5nm resultiert. Die
statistische Dichtematrix wird im Unterraum mit N = 80 Basisfunktion aus ebenen Wellen be-
stimmt. Die Temperatur des Bauelements ist 7' = 77K. Fiir die selbstkonsistente Modellierung
wird ein Abbruchkriterium von ||[U?|| < 10~* definiert. Zum Erreichen der geforderten Genau-
igkeit sind zum Teil {iber 400 Iterationen bei einem Spannungswert notwendig. Die Parameter
fir die absorbierende Schicht betragen by = 4eV, w, = 26, 254nm sowie n, = 4.

9.1.1. Hysterese-Verhalten

Zur Analyse des Hysterese-Verhaltens wird die I-V-Kennlinie zuerst in einem Vorwérts-Span-
nungsdurchlauf fiir die Spannungen von 0V bis 0,5V in Schritten von 1mV aufgezeichnet und
anschlieffend in einem Riickwérts-Spannungsdurchlauf erneut gemessen, wodurch die Hysterese-
Effekte zum Tragen kommen. Die Elektron-Phonon-Wechselwirkung wird dabei iiber den Kol-
lisionsoperator (3.63) berticksichtigt und fiir verschiedene Zeitkonstanten 7 im Folgenden un-
tersucht.

T-Abhangigkeit der I-V-Kennlinie: Zur Modellierung der Elektron-Phonon-Wechselwirkung
innerhalb des AlGaAs/GaAs-Materialsystems unter Verwendung der Relaxationszeitndherung
kann die effektive Relaxationszeitkonstante 7 = 525fs als konstant angenommen werden [134].
Um den physikalischen Einfluss des Kollisionsoperators hinsichtlich des Bauelementverhaltens
zu evaluieren, werden dariiber hinaus noch die Zeitkonstanten 7 = 55fs, 7 = 255fs sowie
7 = 1050fs betrachtet. Die entsprechenden I-V-Kennlinien sind fiir die verschiedenen Zeit-
konstanten 7 in Abbildung 9.1 dargestellt. Die I-V-Kennlinie fiir die physikalisch realistische
Zeitkonstante von 7 = 525fs [134] fiir das AlGaAs/GaAs-Materialsystem ist in Abbildung 9.1c
gezeigt. In dieser ist zu erkennen, dass die Werte der Stromdichte j innerhalb des Spannungs-
fensters von 0,31V bis 0,36V fiir den Vorwiérts- (vorw.) deutlich von denen im Riickwérts-
(riickw.) Spannungsdurchlauf abweichen. Im Ergebnis ist ein deutliches Hysterese-Verhalten
zu sehen, wie dieses auch aus Experimenten innerhalb des Materialsystems bekannt ist [135].
Insbesondere im Vorwarts-Spannungsdurchlauf ergeben sich zwei sogenannte Plateaus sowohl
zwischen den Spannungsbereichen 0,31V-0,32V als auch 0,34V-0,36V, welche in Abbildung 9.1c
grau hinterlegt sind. Innerhalb dieser Plateaus operiert die RTD als Oszillator im technisch
relevanten THz-Frequenzbereich [130, 133], wie nachfolgend noch gesondert untersucht wird.
Wird der Einfluss von Streumechanismen kiinstlich erhoht, indem die Zeitkonstante auf den
Wert 7 = 255fs verringert wird, existiert nur noch ein einziges schmales Plateau. Die Hysterese
bleibt jedoch weiterhin erhalten, wie in Abbildung 9.1b dargestellt ist. Fiir eine Zeitkonstan-

'Schichtnummer 2 und 6 aus Tabelle 9.1.
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9.1. Simulation einer AlGaAs/GaAs-Intraband-Tunneldiode

(c) 7 = 525fs. (d) 7 = 1050fs.

Abbildung 9.1. Stromdichte j in Abhangigkeit der angelegten Spannung U fiir verschiedene Relaxations-
zeitkonstanten 7 fiir den Vorwiérts- (vorw.) Spannungsdurchlauf (schwarze Linie) als auch
Riickwarts- (rickw.) Spannungsdurchlauf (orangefarbene Linie). In (a) betrigt die Zeitkon-
stante 7 = 55fs und entspricht einer starken Elektron-Phonon-Wechselwirkung. In (b) be-
tragt die Zeitkonstante 7 = 255fs. In (c) ist die fiir das Materialsystem GaAs anzunehmende
Zeitkonstante 7 = 525fs bei T' = 77K gezeigt. Zwei Plateaus ergeben sich fiir diesen Fall,
welche durch die grauen Bereiche markiert werden. Die Zeitkonstante von 7 =1050fs in (d)
entspricht der Verringerung des Einflusses der Elektron-Phonon-Wechselwirkung.

te von 7 = 55fs nimmt die Elektron-Phonon-Kopplung noch stérker zu?. Wie in Abbildung
9.1a gezeigt ist, weist die I-V-Kennlinie keine Hysterese mehr auf. Im Vergleich zu den {ibri-

2Eine kleiner werdende Zeitkonstante entspricht im Verhalten in etwa einer gréBeren Temperatur bei gleicher
Zeitkonstante.
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9. Anwendungsbeispiele

gen Kennlinien sind weiterhin eine Abnahme der Stromdichte im resonanten von ca. 6GA /m—2
auf ca. 5GA/m~2 als auch eine Zunahme im antiresonanten Zustand von ca. 1GA/m~2 auf
ca. 2GA/m~2 festzustellen. Der andere Grenzfall ist die kiinstliche Verringerung des Einflus-
ses der Elektron-Phonon-Wechselwirkung. Hierzu wird die I-V-Kennlinie fiir eine Zeitkonstante
von 7 = 1050fs untersucht, welche in Abbildung 9.1d dargestellt ist. In diesem Fall existiert
neben dem Plateau im Vorwérts-Spannungsdurchlauf bei ungefahr 0,31V ein weiteres schmales
Plateau im Riickwérts-Spannungsdurchlauf bei ungefihr 0,3V.

Insgesamt ist aus Abbildung 9.1 zu erkennen, dass eine abnehmende Zeitkonstante 7 zu ei-
ner Verringerung der "Welligkeit” in der Stromdichte zu fiihrt. Dieses Systemverhalten ist auf
die zunehmende Elektron-Phonon-Kopplung zuriickzufiihren, welche die scharfen energetischen
Ubergiinge zunehmend verschmiert.

Quantisierung des Emitters - Ursprung der Hysterese: Um den Ursprung des Hysterese-
Verhaltens zu erortern, wird die RTD innerhalb des zweiten bistabilen Plateaus bei einer ange-
legten Spannung von U = 0, 342V sowohl im Vorwérts- als auch im Riickwéarts-Spannugsdurchlauf
analysiert. Fir den Kollisionsoperator wird dabei die fiir das AlGaAs/GaAs-Materialsystem
effektive Zeitkonstante von 7 = 525fs [134] vorausgesetzt. Die Elektronendichte und das kor-

0 25 50 75 0 25 50 75
X (nm) — X (nm) —
(a) Vorwarts-Spannungsdurchlauf. (b) Riickwirts-Spannungsdurchlauf.

Abbildung 9.2. Elektronendichten (orangefarbene Linien) fiir das zweite bistabile Plateau bei einer ange-
legten Spannung von U = 0,342V in Abhangigkeit der Transportrichtung x im Vergleich.
Zusatzlich sind die resonanten Zustande der Struktur als blaue Linien sowie deren Eigenener-
gien als blau gestrichelte Linien schematisch eingezeichnet. Die schwarzen Linien stellen das
Potenzial der RTD dar. Die grau hinterlegten Bereiche illustrieren die energetischen Bereiche
unterhalb der Fermi-Niveaus E; (schwarze gestrichelte Linien), bei denen Teilchen in das
Bauelement eintreten. In (a) ist dabei der Fall fiir den Vorwarts- und in (b) der Fall fiir den
Riickwarts-Spannungsdurchlauf dargestellt.

respondierende Potenzial sind fiir den Vorwérts-Spannungsdurchlauf in Abbildung 9.2a darge-
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9.1. Simulation einer AlGaAs/GaAs-Intraband-Tunneldiode

stellt. Zusétzlich ist die Wellenfunktion des resonanten Zustands® (blaue Linie) gemeinsam mit
der korrespondierenden Eigenenergie in dieser Abbildung gezeigt. Wie aus Abbildung 9.1c zu
erkennen ist, kommt es fiir diesen Fall zu einem grofien Stromfluss. Dieser ist darauf zuriick-
zufithren, dass sich beim Vorwirts-Spannungsdurchlauf auf der Seite des Emitters (um 25nm)
eine Potenzialmulde bildet, in welcher Quantisierungs-Effekte in Erscheinung treten. Uber die
Streumechanismen ist es dann moglich, Zustinde der Potenzialmulde zu besetzen. Diese wech-
selwirken dann mit dem gebundenen Zustand der Doppelbarrierenstruktur, wodurch schliefllich
ein Durchtunneln der Struktur in Richtung des Kollektors erméglicht wird [133]. Der resonante
Zustand innerhalb Abbildung 9.2a kann als Uberlagerung des Grundzustands des quantisierten
Emitters mit dem resonanten Zustand der Doppelbarrierenstruktur interpretiert werden. Bei
der Betrachtung des Riickwérts-Spannungsdurchlaufs, wie in Abbildung 9.2b fiir dieselbe ange-
legte Spannung von U = 0,342V gezeigt ist, kann hingegen keine Quantisierung des Emitters
im Bereich von x < 36nm festgestellt werden. Der gebundene Eigenzustand (blaue Linie) kann
im Wesentlichen mit dem resonanten Zustand der Struktur identifiziert werden. Die Energie
der einfallenden Teilchen ist nicht in Ubereinstimmung mit der Eigenenergie des resonanten
Zustands der Struktur, wodurch die Teilchen im Wesentlichen an der Doppelbarrierenstruktur

reflektiert werden. In dieser Anti-Resonanz flieit somit nur ein geringer Strom?.

Dieser Zusammenhang spiegelt sich auch in den zugehérigen Entwicklungskoeffizienten c;(x)
wider, welche in Abbildung 9.3a fiir den Vorwérts- und in Abbildung 9.3b fiir den Riickwarts-
Spannungsdurchlauf dargestellt sind. Aufgrund der angesetzten Basis aus ebenen Wellen kénnen

024 024

x 1 x 1

0 20 40 60
X (nm) — X (nm) —

(a) Entwicklungskoeffizienten ¢;(x) im Vorwirts-Span- (b) Entwicklungskoeffizienten ¢;(x) im Rickwérts-Span-
nungsdurchlauf. nungsdurchlauf.

Abbildung 9.3. Darstellung der Entwicklungskoeffizienten ¢;()x) innerhalb des zweiten bistabilen Plateaus
bei einer angelegten Spannung von U = 0,342V im Vorwérts- (a) als auch Riickwarts-
Spannungsdurchlauf (b). Aufgrund der angesetzten Basis aus ebenen Wellen zur Lésung der
LVNG-RS kann der Entwicklungskoeffizient formal mit der Wigner-Funktion identifiziert wer-
den. In (a) kann eine hohe Besetzungsdichte innerhalb des quantisierten Emitterzustands,
ersichtlich am dunkelorangefarbenen Bereich, festgestellt werden. In (b) hingegen existieren
keine quantisierten Zustande im Emitter und die eintretenden Elektronen werden hauptséach-
lich an der Barriere reflektiert.

diese unmittelbar mit der Wigner-Funktion und somit mit einer Phasenraumdarstellung iden-

3Dieser ist aus dem Eigenwertproblem der diskretisierten Schrédingergleichung berechnet worden, wobei der kol-
lektorseitige Anteil der Wellenfunktion nicht von Bedeutung ist und daher nicht in die Berechnung einbezogen
wird.

4Vergleiche hierzu die I-V-Kennlinie 9.1c.
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tifiziert werden. Fiir den Fall des Vorwérts-Spannungsdurchlaufs kann bei xy ~ 30nm fir N
zwischen 35 und 45 (in der Phasenraumdarstellung also bei £ = 0 (gebundene Zustande)) eine
hohe Amplitude festgestellt werden (dunkelorangefarbener, punktférmiger Bereich in Abbil-
dung 9.3a). Dies entspricht einer hohen Besetzungsdichte des quantisierten Emitterzustands,
die sich infolge der Streumechanismen einstellt. Der punktférmige Bereich weist weiterhin einen
schlauchartigen, hoch oszillierenden Auslaufer in Richtung des rechten Kontakts auf. Dieser Aus-
ldufer veranschaulicht den Tunnelprozess innerhalb des Phasenraums, der wegen der Wechsel-
wirkung zwischen Emitterzustand und resonantem Zustand der Doppelbarrierenstruktur stark
angeregt wird. Hierdurch kommt es auch zu einer sichtbaren Amplitude innerhalb der Doppel-
barrierenstruktur, welche die hohe Elektronendichte zwischen den Barrieren verursacht. Fiir den
Fall des Riickwérts-Spannungsdurchlaufs sind die Entwicklungskoeffizienten c;(x) in Abbildung
9.3b dargestellt. Aus den vorherigen Untersuchungen ist bereits bekannt, dass kein quantisierter
Zustand im Emitter vorliegt. Die in die RTD von linkem Kontakt eintretenden Elektronen wer-
den im Wesentlichen an der Doppelbarrierenstruktur im Bereich bei x ~ 30nm reflektiert. Ein
schlauchartiger Auslaufer ist im Vergleich nur schwach ausgeprigt und die Verteilungsfunktion
nimmt geringe Amplituden innerhalb der Doppelbarrierenstruktur bei y ~ 38nm an.

9.1.2. Einsatz als THz-Oszillator

Nun soll eine Untersuchung des zeitlichen Verhaltens des Bauelements innerhalb der Plateaus
der I-V-Kennlinie erfolgen, in welchen ein Einsatz als THz-Oszillator moglich ist.

Vorliegende numerische Modelle haben diesen Aspekt zwar bereits beleuchtet [130, 133], basie-
ren jedoch einerseits auf dem Upwind-Verfahren. Anderseits liegt keine absorbierende Schicht
vor, sodass die verwendeten Methoden letztendlich den zuvor genannten, wesentlichen Nachtei-
len unterliegen.

Zeitabhangiger Spannungsdurchlauf zur Erzeugung von THz-Oszillationen: Zur Erzeugung
der THz-Oszillationen wird die RTD ausgehend von einer Spannung U = 0,313V vor dem
Hysterese-Bereich mit einer flachen Spannungssteigung von 5V /ns tiber den Zeitraum von 14ps
angeregt. Fiir die Zeitpropagation wird das Crank-Nicolson-Verfahren mit einer Zeitschrittweite
von At=2,5fs verwendet und der Mittelwert der Stromdichte j wird aufgezeichnet. Dieser ist
in Abbildung 9.4a sowohl {iber der Zeit als auch der entsprechenden angelegten Spannung zu
dem jeweiligen Zeitpunkt dargestellt.

Wie aus Abbildung 9.4a zu sehen ist, liegen sowohl im ersten Plateau zwischen 0,31V-0,32V
als auch im zweiten Plateau zwischen 0,34V-0,36V persistente, selbsterregte Oszillationen der
Stromdichte vor. Diese sind charakteristisch fiir das grenzstabile Systemverhalten der RTD
[130]. Im ersten Plateau oszilliert die Stromdichte mit einer Frequenz von f; = 14,8THz.
Hierbei weist diese eine relativ schwache Amplitude von ca. 0,JGA/m? um den Gleichanteil
von 5, 775GA/m? auf, wie aus Abbildung 9.4b zu erkennen ist. In dem zweiten Plateau ist
die Oszillation der Stromdichte mit einer Amplitude von 0, 75GA/m? bei Frequenz von fy =
2,89THz um den Mittelwert von ca. 4,75GA/m? vergleichsweise stark ausgeprigt, welche in
Abbildung 9.4c gezeigt ist.
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(b) THz-Oszillationen der Stromdichte j beim Durch-
laufen des ersten Plateaus um 0,316V mit einer Fre-
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Abbildung 9.4. Darstellung der Stromdichte j in Abhangigkeit der Zeit ¢ fiir einen zeitabhéngigen Vorwarts-
Spannungsdurchlauf U mit einer Steigung von 5GV/s von 0,31V bis 0,38V. In (a) ist der
gesamte Zeitausschnitt des Spannungsdurchlaufs dargestellt. In (b) ist der zeitliche Aus-
schnitt beim Durchlaufen des ersten Plateaus gezeigt, der selbsterregte THz-Oszillation bei
einer Frequenz von f; = 14, 8THz aufweist. In (c) ist der zeitliche Durchlauf des zweiten Pla-
teaus dargestellt. In diesem weist die RTD THz-Oszillationen im Bereich von fo = 2,89THz
auf.

0.2. Simulation eines Si-Double-Gate-Feldeffekttransistors

In diesem Abschnitt soll der in Kapitel 3 beschriebene Ansatz auf Basis der Mode-Space-
Approximation verwendet werden, um einen DGFET, bzw. FinFET, im Materialsystem Sili-
zium mit numerischen Methoden zu analysieren. Der strukturelle und materielle Aufbau der
zu untersuchenden Multigate-Transistoren ist in Abbildung 9.5 inklusive der Beschreibung der
rdumlichen Bereiche in verschiedenen Farben dargestellt. Multigate-Transistoren sind dabei
technisch besonders interessant, da sie im Vergleich zur herkémmlichen Planartechnologie eine
bessere Kanalsteuerung erméglichen [3].
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0 Kanal B Source/Drain 0 Oxid E Elektroden M Substrat

Abbildung 9.5. Schematische Darstellung von moglichen Realisierungen eines DGFETs. In der linken Abbil-
dung ist der planare Aufbau eines DGFETs dargestellt, wahrend in der rechten die horizontale
Realisierung, welche auch FinFET genannt wird, zu sehen ist. Die unterschiedlichen Farben
reprasentieren die verschiedenen Materialien entsprechend der Legende.

Struktur- und Materialparameter: Die Strukturparameter des DGFETSs, welche innerhalb
Abbildung 3.4 zugeordnet werden, orientieren sich an denen aus [93] und sind wie folgt fest-
gelegt. Der Kanal weist eine Lénge von L., = 10nm auf und besteht aus Si. Der ebenfalls
aus Si bestehende Source-, beziehungsweise Drain-Kontaktbereich, weist hingegen eine Lén-
ge von Ly = Lg = 15nm auf. Diese sind entsprechend N, = Ny = 102°cm™3 hoch dotiert.
Die Weite des Kanals ist w., = 3nm. Das Oxidmaterial ist SiOo und ist 1nm dick. Die
Gate-Elektrode deckt den Kanal ab L, = 10nm. Der effektive Masse-Tensor von Si setzt sich
aus der transversalen Komponente mef tran = 0,19 - mg sowie der longitudinalen Komponente
Meftlong = 0, 98-mo zusammen. Die effektive Masse von SiO3 wird hingegen als isotrop angenom-
men Mef,sio, = 0,5 -mg. Die Bandliickenenergie des Kanalmaterials Si betrigt £y s; = 1,12eV.
Die Bandliickenenergie des isolierenden Oxidmaterials ist durch F sio, = 8,8eV bestimmt. An
dem Heterotibergang entspricht die Diskontinuitét, die sich im Leitungsband niederschlagt, 40%
der Differenz der Bandliickenenergie. Die Elektronenaffinitit des Si-Kanals betrigt gx = 4, 05eV
und die Austrittsarbeit der Aluminium Gate-Elektrode ist g¢,, = 4, 1eV. Die Permittivitat des
Kanals ist eg; = 11,9, bzw. €si0, = 3,9 fiir das Oxidmaterial und das Bauelement operiert bei
Raumtemperatur 7' = 300K.

Konfiguration des Rechengebiets: Fiir die numerische Analyse werden die modalen Trans-
portgleichungen (3.53) durch den ortsraumbasierten Ansatz auf Grundlage der LVNG-RS (vgl.
Kapitel 6 und 8) herangezogen.

Die Transportrichtung wird dabei in dquidistante Teilgebiete der Schrittweite Az = Ay =
0, 25nm unterteilt. Beziiglich der lateralen Richtung wird eine Diskretisierungsweite von Ay =
0,2nm angesetzt. In die Berechnungen werden zwei Moden Ny,g4es = 2 einbezogen. Beziiglich
der Relativkoordinate wird das Gebiet [—75nm, 75nm] in N¢ = 401 Zellen unterteilt. Die Losung
der modalen Transportgleichungen erfolgt im Unterraum, wobei die semidiskrete, statistische
Dichtematrix mit N = 80 ebenen Wellen entwickelt wird. Die Parameter der absorbierenden
Schicht sind geméf b,; = 4eV, n, = 4 und w, = 26, 254nm definiert. Als Abbruchkriterium fiir
die selbstkonsistente Iteration wird der Wert ||dU®|| < 10~ definiert.
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9.2.1. Ausgangskennlinienfeld und Vergleich zum NEGF-Formalismus

Das Ausgangskennlinienfeld ist fiir verschiedene angelegte Gate-Spannungen in Abbildung 9.6
dargestellt. Zusétzlich ist die Referenzlosung aus dem NEGF-Ansatz zur Evaluation des vorge-
stellten Ansatzes in dieser Abbildung eingezeichnet. Wie aus der Abbildung 9.6 zu erkennen ist,
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Abbildung 9.6. Ausgangskennlinienfeld fiir den Si-DGFET im Vergleich: Drainseitige Stromdichte jp iiber
der angelegten Drain-Source-Spannung Upg fiir verschiedene Gate-Spannungen Ug. Die
schwarzen Punkte stellen die Werte der Referenzlésung aus dem NEGF-Formalismus dar,
wohingegen die orangefarbenen Linien die Werte der Stromdichten aus dem vorgestellten
Ansatz auf Basis der LVNG-RS reprasentieren.

stimmt die Stromdichte aus der LVNG-RS qualitativ fiir alle Gate-Spannungen Ug und Drain-
Source-Spannungen Upg mit den Werten der Referenzlosung aus dem NEGF-Formalismus {iber-
ein. Mit zunehmender Spannung geht der DGFET nicht in Séttigung, sondern verzeichnet
einen weiteren Anstieg. Dieser Kurzkanaleffekt ist unter dem Begriff Drain-Induced-Barrier-
Lowering (DIBL) bekannt. Hierbei wird die effektive Potenzialbarriere des Kanals durch eine
hohe Spannung zwischen Source und Drain vermindert, wodurch die Wahrscheinlichkeit der
Transmission ansteigt. Dies resultiert in einem weiteren Anstieg der Stromdichte, wie in Abbil-
dung 9.6 dargestellt ist.

Die Elektronendichte n(z,z) und das Hartree-Potenzial U(z,x) sind fiir eine Gate-Spannung
von Ug = 1,3V sowie eine Drain-Source-Spannung von Upg = 0,6V in Abhéngigkeit der la-
teralen x sowie Transportrichtung z in Abbildung 9.7b, bezichungsweise 9.7a dargestellt. Aus
Abbildung 9.7a ist der Vorteil der Multigate-Struktur unmittelbar ersichtlich, da die Potenzial-
barriere, mit welcher die Leitfdhigkeit des Kanals gesteuert wird, im Bereich z ~ 20nm iiber den
gesamten Bereich der lateralen Richtung = ausgedehnt ist. Die Elektronendichte n wird fiir den
untersuchten Arbeitspunkt drainseitig im Bereich von z &~ 25nm und x = 2, 5nm abgeschniirt,
wie aus Abbildung 9.7b zu erkennen ist.
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(a) Hartree-Potenzial. (b) Elektronendichte.

Abbildung 9.7. Interne GroBen des DGFETs fiir eine Drain-Source-Spannung von Upg = 0,6V und ei-
ne Gate-Spannung von Ug = 1,3V. In (a) ist das Hartree-Potenzial U(z,x) infolge der
Beriicksichtigung von Ladungstragerwechselwirkungsmechanismen dargestellt. In (b) ist die
korrespondierende Elektronendichte n(z,x) gezeigt.

9.3. Simulation eines GalnAs-Double-Gate-Feldeffekttransistors

Fiir Anwendungen der Hoch- und Héchstfrequenztechnik unterliegt das Element Silizium star-
ken physikalischen Grenzen, die im Wesentlichen auf die Beweglichkeit der Ladungstrager zu-
riickzufithren sind.

Daher soll in den folgenden Untersuchungen das Kanalmaterial durch den ternidren Halbleiter
GalnAs ersetzt werden. Dieser Halbleiter zeichnet sich durch seine hohe Elektronenbeweglich-
keit fiir Anwendungen in der Hochfrequenztechnik aus. Dariiber hinaus ist das Material als
direkter Halbleiter mit der Bandliickenenergie im nahen Infrarotbereich fiir elektrooptische An-
wendungen pradestiniert.

Struktur- und Materialparameter: Der strukturelle Aufbau gleicht dem des Si-DGFETs. Le-
diglich das Kanalmaterial als auch das Material der Gate-Elektrode und die Dotierungskonze-
tration werden ausgetauscht. Die Materialparameter sind [129] entnommen.

Die Bandliickenenergie des ternaren Halbleiters Gag 47Ing 53As betragt £y gammas = 0, 74eV. Die
isotrope effektive Masse nimmt den Wert meg = 0,041 - mg an. Source- und Drain-Bereich
werden mit einer Donatorendichte von Ny = Ny = 2 - 10%cm =2 dotiert. Die Permittivitit ist
€qamAs = 13,9 und die Elektronenaffinitéit ist gxcamas = 4, 5eV. Die Gate-Elektrode besteht
aus Silber mit einer Austrittsarbeit von ¢, = 4,74eV. Ein relativer Anteil von 40% der
Bandliickenenergie schlagt sich am Heterolibergang im Leitungsband nieder.
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9.3. Simulation eines GalnAs-Double-Gate-Feldeffekttransistors

Konfiguration des Rechengebiets: Bis auf die Anzahl der in die Simulation einbezogenen
Moden, die hier zu Nyodes = 1 gesetzt wird, werden dieselben Diskretisierungsparameter ver-
wendet, wie bereits beim vorherigen Beispiel des Si-DGFETs.

9.3.1. Analyse des stationdren Verhaltens und Vergleich zum NEGF-Formalismus

Das Ausgangskennlinienfeld des DGFETSs ist in Abbildung 9.8a sowohl fiir die vorgestellte
Methode der LVNG-RS als auch fiir die Referenzlosung aus dem NEGF-Ansatz dargestellt.
Zusétzlich werden die Elektronendichten n im Querschnitt bei x = 2, 5nm in Abhéngigkeit der
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(a) Ausgangskennlinienfeld fiir die verschiedenen Metho- (b) Ladungstrigerdichten im Querschnitt bei z = 2,5nm

den im Vergleich: Drainseitige Stromdichte jp in
Abhangigkeit der angelegten Drain-Source-Spannung
Ups fiir verschiedene Gate-Spannungen Ug. Die
schwarzen Punkte stellen die Werte der Referenzlo-
sung aus dem NEGF-Formalismus dar. Die orange-
farbenen Linien kennzeichnen die berechneten Strom-
dichten aus dem vorgestellten Ansatz auf Basis der

in Abhangigkeit der Transportrichtung z fiir eine an-
gelegte Drain-Source-Spannung Upg =1,0V fiir ver-
schiedene Gate-Spannungen Ug von 1,1V bis 1,5V im
Vergleich. Die orangefarbene Linie reprasentiert die
Werte aus der vorgestellten Methode auf Basis der
LVNG-RS, wohingegen die schwarzen Punkte die Wer-
te der Referenzlosung aus dem NEGF-Formalismus

LVNG-RS. darstellen. In die Richtung des schwarzen Pfeils wird

die angelegte Gate-Spannung Ug erhdht.

Abbildung 9.8. Ladungstriger- n und Stromdichten jp fiir die verschiedenen Methoden im Vergleich. In (a)
sind die Ladungstragerdichten dargestellt, wihrend in (b) die Stromdichten dargestellt sind.
Eine genauere Beschreibung erfolgt unter der direkten Bildunterschrift.

Transportrichtung z fiir eine angelegte Drain-Source-Spannung von Upg = 1,0V fiir verschiede-
ne Gate-Spannungen Ug von 1,1V bis 1,5V in Abbildung 9.8b gezeigt. Wie aus den Abbildungen
9.8a und 9.8b ersichtlich ist, wird eine qualitative Ubereinstimmung der Ergebnisse der vorge-
stellten Methode mit den Ergebnissen der Referenzmethode fiir alle angelegten Spannungen an
Gate- sowie Source- und Drain-Kontakten erzielt.

Im Vergleich zum NEGF-Ansatz erlaubt die vorgestellte Methode der LVNG-RS jedoch eine
deutlich zielgerichtete Formulierung des transienten Quantentransports [9, 16]. Zusatzlich ge-
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9. Anwendungsbeispiele

staltet sich die Einbindung von Wechselwirkungsmechanismen unter Verwendung der LVNG-RS
wesentlich leichter [15, 16].

Darum soll jetzt der zeitabhingige Quantentransport innerhalb des DGFETs untersucht wer-
den. Die dargestellten Ergebnisse folgen dabei den eigenen Arbeiten aus [S10, S13].

Zur Einstellung des Arbeitspunkts soll zuvor noch die statische Steuerkennlinie bei einer kon-
stanten Drain-Source-Spannung Upg = 1,0V untersucht werden. Diese ist in Abbildung 9.9
dargestellt. Wie aus dieser Abbildung zu erkennen ist, leitet der Kanal des DGFETSs ab einer

0.0 0.5 1.0 1.5
Ua (V) —

Abbildung 9.9. Steuerkennlinie: Drainseitige Stromdichte jp in Abhangigkeit der der Gate-Spannung Ug fiir
eine konstante Drain-Source-Spannung von Upg =1,0V.

Gate-Spannung von ca. Ug=1,1V bei einer Source-Drain-Spannung von Upg = 1,0V.

9.3.2. Analyse des Schaltverhaltens im C-Betrieb

Die Modellierung der zeitabhingigen Spannung am Gate-Kontakt kann in vielerlei Hinsicht
technisch relevante Einsatzmoglichkeiten repriasentieren. Auf der einen Seite ist ein Einsatz als
einfacher Verstarker méglich. Auf der anderen Seite ist eine Anwendung als Mischer denkbar.
Wahrend Nichtlinearitédten fiir den ersten Anwendungsfall oftmals stérend sein kénnen, erlauben
diese gerade erst den zweiten Anwendungsfall als Mischer.

Im Folgenden soll der dynamische Einsatz als Verstirker untersucht werden. Hierzu wird eine
zeitabhangige Steuerspannung an den Gate-Kontakten

Ug(t) =1,0V + 0,4V - (sin(27 f1t) + sin(27 fat)) (9.1)

angelegt. Der Arbeitspunkt von 1,0V entspricht dabei dem C-Betrieb®. Die Aussteuerung um
den Arbeitspunkt erfolgt mit harmonischen Tragersignalen der Frequenzen f; = 180GHz und

®Der Arbeitspunkt im C-Betrieb lasst dabei maximal die positive Halbwelle eines sinusformigen Eingangssignals
durch.
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9.3. Simulation eines GalnAs-Double-Gate-Feldeffekttransistors

f2 = 220GHz. Die Source-Drain-Spannung wird mit einem Wert von Upg =1,0V als zeitlich
konstant angenommen. Die Zeitintegration erfolgt mithilfe des Crank-Nicolson-Vefahrens, wobei
eine diskrete Zeitschrittweite von At = 5fs verwendet wird.

Ausgangssignal am Verstarker: Die zeitabhéngige, drainseitige Stromdichte jp, welche sich
unter den gewihlten Betriebsparametern einstellt, ist als Ausgangssignal des DGFETSs in Ab-
bildung 9.10a dargestellt (orangefarbene Linie). Zusétzlich ist in dieser die Steuerspannung am
Gate Ug(t) als blau gestrichelte Linie eingezeichnet. Geméfl dem C-Betrieb wird nur ein Teil
der positiven Halbwelle oberhalb des eingestellten Arbeitspunktes von 1,0V der Steuerspannung
durchgelassen, wie aus Abbildung 9.10a und dem vergroflerten Zeitausschnitt in Abbildung
9.10b zu erkennen ist.

1.75 4 § 1754
15041 : 1504 i .
125 — i AR PSS S S S O N
ERROE EIE 104 s ’
< £k :: ; < Pl .
= 0.75 LR 1 SEONGE N N S S S
e ‘- - : -‘
0.50 9 | [a 0501 .
0.254.L.1° L 0254 i ... ) Kl
T T T T T
0 20 40 22 24 26
t (ps) — t (ps) —
(a) Gesamtes Zeitsignal. (b) Zeitsignal eines Schaltprozesses.

Abbildung 9.10. Stromdichte jp(t) in Abhangigkeit der Zeit ¢ am Ausgang des DGFET (orangefarbene
Linie) fiir eine zeitabhangige Spannung am Gate U (t) (blau gestrichelte Linie). Die Drain-
Source-Spannung Upg ist dabei mit einem Wert von Upg = 1,0V zeitlich konstant. In
(a) ist dabei das gesamte Zeitsignal dargestellt und in (b) wird exemplarisch ein einzelner
Schaltprozess gezeigt.

Mischfrequenzen und Intermodulations-Effekte: Mit dem vorliegenden Arbeitspunkt inner-
halb des C-Betriebs ist das Systemverhalten des DGFETSs hochgradig nichtlinear. Durch diese
Nichtlinearitét ergeben sich fiir das zeitabhidngige Eingangsignal am Gate-Kontakt Intermodu-
lationsprodukte im Ausgangssignal bei den Frequenzen der Form:

fap=a-fi+b-fo mit a,beZ. (92)

Diese Intermodulationsprodukte kénnen auf der technischen Seite fiir additive Mischer genutzt
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Abbildung 9.11. Spektrum der Stromdichte jp am Ausgang des DGFETSs fiir eine zeitabhangige Aus-
steuerung der Spannung am Gate Ug(t) fir eine konstante Drain-Source-Spannung von
Ups = 1,0V.

werden. In Abbildung 9.11 ist das Spektrum des Ausgangssignals® dargestellt. Neben den fiir
additive Mischer relevanten Intermodulationsprodukten zur Frequenzumsetzung auf fi1 + fo =
400GHz, existieren fiir den Verstdrkungsprozess potenziell stérende Intermodulationsprodukte
bei den Frequenzen 2f; 2 — f21, also 140GHz und 260GHz.

Transientes Verhalten der Elektronendichte: Das zeitabhingige Verhalten der Elektronen-
dichte n(z,z,t) ist fiir verschiedene Zeitpunkte von ¢ = Ops bis ¢ = 2,5ps in 0,5ps Abstéan-
den in Abbildung 9.12 dargestellt. Dieser Zeitverlauf reprasentiert dabei den ersten Schalt-
vorgang des DGFETs entsprechend der Darstellung in Abbildung 9.10a. Es werden Dirichlet-
Randbedingungen an den Kontakten innerhalb der Poisson-Gleichung fiir die Zeitbereichssimu-
lation implementiert, wie in Kapitel 4 beschrieben ist. Zu Beginn der Simulation bei ¢ = Ops
befindet sich das Bauelement in einem stationdren Flielgleichgewicht und der DGFET ist ge-
sperrt, wie aus der kleinen Elektronendichte im Bereich um z =25nm in Abbildung 9.12a zu
erkennen ist. Zum Zeitpunkt ¢ = 0, 5ps schaltet der DGFET durch. Infolge des transienten
Nichtgleichgewichts kommt es zu einer starken Injektion von Source-Kontakt bei z = Onm, wel-
che sich in Richtung des Kanals ausbreitet. Anschliefend nimmt die Elektronenkonzentration
im Kanalbereich um z ~ 25nm zu den Zeitpunkten ¢t = 1ps (Abbildung 9.12b) und t = 1, 5ps
(Abbildung 9.12¢) deutlich zu, wihrend der Bereich am Source-Kontakt durch die angelegte
transiente Spannung stark verarmt. In dem instationdren Prozess ist somit eine kurzzeitige
Verletzung der Ladungstriagerneutralitdt erlaubt, wie z. B. am Source-Kontakt um z =~ Onm
deutlich zu erkennen ist. Insgesamt ist der DGFET in einem leitfdhigen Zustand. Noch be-
vor er wieder ein stationédres Fliefgleichgewicht erreicht, wird der DGFET zuriickgeschaltet
und durchlduft die eben diskutierten Punkte zum Zeitpunkt ¢ = 2ps (Abbildung 9.12d) bis
t = 2,5ps (Abbildung 9.12e) riickwérts. Zum Zeitpunkt ¢ = 2, 5ps sperrt der DGFET wieder,
wie an der kleinen Elektronendichte im Kanalbereich zu erkennen ist (vgl. Abbildung 9.12f).

SDer zeitliche Verlauf des Ausgangssignals ist innerhalb Abbildung 9.10a gezeigt.
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Abbildung 9.12. Instationare Elektronendichte n(z, z,t) in Abhangigkeit der lateralen Richtung x und Trans-
portrichtung z zu verschiedenen Zeitpunkten ¢: (a) ¢ = Ops,(b) t = 0, 5ps, (c) t = 1ps, (d)

t=1,5ps, (e) t =2ps, (f) t =2,5ps.
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10. Zusammenfassung und Fazit

Die Analyse und Modellierung des Transportverhaltens innerhalb von Quantenbauelementen
der Nanoelektronik, Hochfrequenztechnik und Terahertz-Technik wird im Rahmen dieser Arbeit
auf Basis der Liouville-von-Neumann-Gleichung untersucht.

In Kapitel 2 werden zunéchst die quantentheoretischen Grundlagen zur Beschreibung des Fest-
korpers vermittelt. Ndherungen, deren Verstandnis Grundvoraussetzung fir eine addquate Mo-
dellierung ist, werden von der Born-Oppenheimer- Approximation iiber die Mean-Field-Theorie
bis hin zur effektiven-Masse-Néherung erarbeitet. Wichtige Konzepte der Quantenstatistik, wie
der Dichtematrix-Formalismus und der Wigner-Formalismus, werden vorgestellt. Anschliefflend
wird in Kapitel 3 auf die Herleitung der quantenkinetischen Transportgleichungen eingegangen.
Neben den in der Literatur iiberwiegend eingesetzten Intrabandmodellen unter Annahme einer
ortlich konstanten effektiven Masse werden die Modelle im Hinblick auf die Einbindung einer
ortlich variierenden effektiven Masse sowie Interband- und Multisubbandmodellen formuliert.
Insbesondere die Kombination mit Multisubbandmodellen auf Grundlage der ungekoppelten
MSA fiir die Modellierung von mehrdimensionalen Komponenten wird hinsichtlich der dynami-
schen Anwendung erweitert und untersucht. Neben der bekannten Anforderung eines schwach
verdnderlichen ortlichen Modenprofils in Transportrichtung ergibt sich hierdurch zusétzlich ei-
ne Anforderung eines zeitlich nur schwach variierenden Modenprofils. Bei der Formulierung
der Transportgleichungen werden hierbei Oberflichenterme infolge eines fiir numerische Be-
trachtungen abgeschlossenen Rechengebiets bereits bei der analytischen Herleitung adressiert.
Die Kenntnis dieser Oberflichenterme ist fiir die spétere Formulierung neuartiger Formalismen
zur Betrachtung der Rénder des Rechengebiets Grundvoraussetzung. Beziiglich der Selbstkon-
sistenz werden in Kapitel 4 die Poisson-Gleichung und deren numerische Losung vorgestellt.
Randbedingungen und Loésungsmethoden werden hinsichtlich der Anwendung im stationéren
und transienten Regime erarbeitet. Erweiterungen fiir die Modellierung von zeitabhidngigen
Phénomenen in mehrdimensionalen Multigate-Bauelementen auf Grundlage der MSA werden
untersucht. Hierbei erweist sich die Modellierung der Kontakte unter Verwendung von Dirichlet-
Randbedingungen als sinnvoll. Im Vergleich zu den vorwiegend bei stationdrer Modellierung
eingesetzten Neumann-Randbedingungen an Source- und Drain-Kontakt erlauben diese nicht
nur eine notwendige Abweichung von der Ladungstriagerneutralitdt im zeitlichen Nichtgleichge-
wicht, sondern fithren auch zu einem numerisch stabilen Algorithmus.

In Kapitel 5 werden die Randbedingungen fiir die Transportgleichungen untersucht. Augen-
merk wird dabei nicht nur auf die anerkannten Inflow-Randbedingungen und ihre Problema-
tik aufgrund des semiklassischen Charakters, sondern auch auf die wichtige Adressierung der
Oberflachenterme infolge eines abgeschlossenen Rechengebiets gerichtet, welche bisher keine
Beachtung innerhalb der Literatur gefunden hat. Die Oberflichenterme im Phasenraum korre-
spondieren dabei mit der Formulierung von Dirichlet-Randbedingungen im Ortsraum beziiglich
der Relativkoordinate und wirken daher reflektierend. Hierdurch liegen inharent unphysikalische
Interferenzterme in der Losung vor. Die in der Literatur vorzufindende Vernachlissigung ist so-
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mit ungerechtfertigt und mit wesentlichen, konzeptionellen Fehlern verbunden. Zur Vermeidung
dieser Fehler werden offene Randbedingungen formuliert. Hierzu wird sich bewédhrter Metho-
den, wie den transparenten Randbedingungen, Perfectly Matched Layern sowie einer kiinstlich
absorbierenden Schicht, welche auf einem komplexen Potenzial fundiert, bedient. Von diesen
Methoden zeichnet sich insbesondere die absorbierende Schicht aus: Aus numerischer Sicht ist
die absorbierende Schicht fiir simtliche Anwendungsfille stabil. Im Vergleich zum Perfectly
Matched Layer muss keine Hilfsdifferenzialgleichung eingebunden werden. Die Einbindung in
neue und bestehende Algorithmen ist somit unkompliziert und mit vernachlissigbar kleinem
numerischen Mehraufwand verbunden. Zusétzlich kann die absorbierende Schicht sowohl fiir sta-
tiondre Simulationen als auch Zeitbereichssimulation effizient eingesetzt werden. Der Perfectly
Matched Layer sowie die transparenten Randbedingungen sind auf Zeitbereichssimulationen
oder Auswertungen bei einer festen Frequenz beschrinkt. Gerade fiir stationdre Simulationen
ist die absorbierende Schicht daher alternativlos. Aus physikalischer Sicht ergibt sich ein wei-
terer Vorteil, da die grundlegenden, analytischen Eigenschaften der Verteilungsfunktion von
der absorbierenden Schicht unberiihrt bleiben. Zur Validierung der kiinstlich absorbierenden
Schicht wird das vorwiegend eingesetzte Intrabandmodell unter Annahme einer konstanten ef-
fektiven Masse beziiglich einer exemplarischen Simulation einer Tunneldiode herangezogen und
mit den Ergebnissen ohne absorbierende Schicht sowie den Referenzlosungen auf Grundlage
der anerkannten QTBM verglichen. Die Antizipation der mit dieser Rechtfertigung verbunde-
nen numerischen Verfahren ist an dieser Stelle sinnvoll, um nicht fiir jedes Transportmodell eine
eigene Untersuchung durchfithren zu miissen. Im Vergleich kénnen mit absorbierender Schicht
unphysikalische Ergebnisse vermieden werden und es wird eine hervorragende Ubereinstimmung
zur QTBM erzielt.

Anschliefflend werden die quantenkinetischen Transportgleichungen in Kapitel 6 in eine semidis-
krete Form {iberfiihrt, in welcher sie nur noch von der Schwerpunktkoordinate als auch der Zeit
abhéngig sind und somit eine von der expliziten Wahl der Basis unabhingige Analyse ermogli-
chen. Die vorgestellte Finite-Volumen-Methode zur Approximation der LVNG-RS erlaubt dabei
eine systematische Einbindung 6rtlich lokaler Effekte und Ubergangsbedingungen. Im Hinblick
auf die Implementierung der Inflow-Randbedingungen in den Formalismus wird eine Basistrans-
formation benétigt. Hierzu werden verschiedene Basen auf Grundlage der Eigenvektoren der
Diffusionsmatrix als auch komplexen Exponentialfunktionen untersucht. Mit der letzteren Ba-
sis kann eine formale Verbindung zum Wigner-Formalismus hergestellt werden. Im Ergebnis
gelingt hiermit eine Vereinigung der Vorteile einer ortsraumbasierten Diskretisierung mit denen
einer Phasenraumdarstellung. Uber die Reduktion der Anzahl der Basisfunktionen kann wei-
terhin ein Unterraum-Verfahren etabliert werden, wobei die einzubeziechenden Basisfunktionen
in Analogie zum Energiebereich bei dem NEGF-Formalismus mithilfe der Informationen des
Fermi-Niveaus bestimmt werden kénnen.

Auf Grundlage der Kenntnisse der analytischen Eigenschaften der Operatoren wird in diesem
Kapitel auch eine alternative Diskretisierung eingefiihrt. Hiermit werden zwei Ziele verfolgt. Auf
der einen Seite ermoglicht dieses Vorgehen eine Entkopplung der unabhéngigen Variablen im
Phasenraum, wodurch eine flexiblere Diskretisierung mit besseren Konvergenzeigenschaften er-
zielt wird. Im Vergleich zum herkémmlichen Ansatz im Phasenraum resultiert dieses Vorgehen
jedoch in einem numerischen Mehraufwand, da die diskreten Abtastpunkte der Schwerpunkt-
und Relativkoordinate sich nicht mehr dieselben Gitterpunkte im urspriinglichen Ortsraum
teilen miissen. Dies fiihrt insbesondere bei der Einbindung von nur numerisch bekannten Gro-
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Ben, wie beispielsweise dem Hartree-Potenzial, zu Schwierigkeiten. In dieser Arbeit wird dieser
Aspekt durch eine lineare Interpolation adressiert. Auf der anderen Seite flieen die gewon-
nenen Kenntnisse aus der ortsraumbasierten Darstellung vorteilhaft in die Diskretisierung des
Rechengebiets ein. Hier konnte gezeigt werden, dass die Kontinuitétsgleichungen fiir die Relativ-
koordinate an dem Punkt £ = 0 zu formulieren sind. Dementsprechend ist eine Beriicksichtigung
dieses Punktes £ = 0 im Rechengebiet notwendig, sodass Erhaltungsgroflen angemessen einbe-
zogen werden. Im Vergleich zum konventionellen Ansatz, bei welchem eine Zwangsbedingung
hinsichtlich der Anzahl der Diskretisierungspunkte vorliegt und fiir den Intrabandtransport
unter Annahme einer konstanten effektiven Masse aufgestellt wird, gilt dieser fiir beliebige
Transportmodelle.

In Kapitel 7 wird die semidiskrete WTG unter Anwendung der konventionellen, ortlichen
Upwind-Diskretisierung vorgestellt und untersucht. Anhand von Simulationen werden die Pro-
bleme der konventionellen Ansétze herausgearbeitet, welche unter Gitterverfeinerung gegen un-
physikalische Ergebnisse konvergieren. Bei einer Kombination mit der absorbierenden Schicht
konvergieren die Ergebnisse hingegen gegen die exakte Losung der QTBM. Trotz dieser her-
vorragenden Ergebnisse ist das Upwind-Verfahren im Grundsatz nicht in der Lage, kohérente
Effekte und nichtlokale Randbedingungen zu erfassen.

Daher wird in Kapitel 8 ein Formalismus auf Basis der analytischen Losung der semidiskreten
Transportgleichung unter Verwendung eines Exponentialoperators entwickelt. Hiermit gelingt
sowohl die Einbeziechung kohérenter Effekte als auch die Formulierung der Randbedingungen
unter Beriicksichtigung der nichtlokalen Operatoren. Die allgemeine, von der Basis unabhén-
gige Formulierung erlaubt dabei die Einbindung beliebiger Transportmodelle. Insbesondere
werden technisch relevante Modelle iiber den in der Literatur iiberwiegend eingesetzten Fall
des Intrabandmodells unter Annahme einer konstanten effektiven Masse hinaus erweitert und
untersucht. Zum einen wird die fiir Heterostrukturen relevante ortliche Variation der effekti-
ven Masse einbezogen. Am Beispiel einer stationdren Simulation einer resonanten Tunneldiode
werden die verschiedenen Ansétze auf Basis der WTG und der LVNG-RS mit der QTBM
verglichen. Vom Flachbandfall bis zum selbstkonsistenten Nichtgleichgewicht wird eine hervor-
ragende Ubereinstimmung fiir den Ansatz auf Basis der LVNG-RS erzielt. Fiir den Wigner-
Formalismus kommt es hingegen zu leichten Abweichungen innerhalb der I-V-Kennlinie. Zum
anderen werden Bandkopplungsmechanismen zur Beschreibung von Komponenten auf Grundla-
ge des Zener-Tunneleffekts durch Interbandmodelle eingebunden. Als Simulationsbeispiel wird
eine resonante Interband-Tunneldiode herangezogen und im Phasenraum im stationédren Nicht-
gleichgewicht analysiert. Fir den Fall, dass Bandkopplungsmechanismen beriicksichtigt werden,
kann auf Grundlage dieses Formalismus erstmals eine Kennlinie mit negativen differentiellen
Widerstand berechnet werden. Die Spannung im resonanten Zustand stimmt mit dem gebun-
denen Valenzbandzustand, der den Zener-Tunnelprozess assistiert, iiberein. Fiir den Fall ohne
Kopplungsmechanismen entspricht die Kennlinie im Wesentlichen der I-V-Kennlinie einer Bar-
riere. Aus den Kenntnissen der mathematischen Struktur des Exponentialoperators wird eine
langsam verdnderliche Einhiillende-Funktion und eine Transfermatrixmethode konstruiert, die
jedoch in ihrer Anwendbarkeit im Nichtgleichgewicht limitiert sind, wie anhand von Simulati-
onsbeispielen aufgezeigt wird.

Neben dem Einsatz im stationdren Regime wird der Formalismus mit Blick auf das transiente
Regime erweitert. Im Vergleich zum konventionellen Ansatz ermdglicht der entwickelte Forma-
lismus eine nichtlokale Zeitriickwirkung der Verteilungsfunktion im Rechengebiet auf die Rand-
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10. Zusammenfassung und Fazit

bedingungen. Sowohl klassische Verfahren, wie das explizite Euler-Verfahren und das Crank-
Nicolson-Verfahren, als auch moderne explizite Ansétze auf Basis von Krylov-Unterraum-Ver-
fahren sowie Low-Storage-Runge-Kutta-Verfahren werden zur numerischen Zeitintegration her-
angezogen. Zum Abschluss des Kapitels erfolgt eine Fehlerbetrachtung fiir die stationdren und
transienten Verfahren anhand von praxisorientierten Beispielen. Weiterhin wird die Losung der
LVNG-RS im Unterraum evaluiert. Wesentliche Erkenntnis ist, dass der Formalismus auf Basis
der LVNG-RS bereits fiir kleine Unterraumdimensionen akkurate Ergebnisse liefert.

In Kapitel 9 werden Anwendungsbeispiele anhand des entwickelten Formalismus auf Basis der
LVNG-RS in Kombination mit einem Unterraum-Verfahren simuliert. Hierzu wird das statio-
nére Hysterese-Verhalten einer Intraband-Tunneldiode unter Beriicksichtigung der Elektron-
Phonon-Wechselwirkung analysiert. Im Zeitbereich weist die Tunneldiode im Bereich der Hys-
terese ein grenzstabiles Systemverhalten auf. Beim zeitabhdngigen Durchlaufen dieser Bereiche
ergeben sich persistente, selbsterregte Oszillationen der Stromdichte. Hierdurch wird ein Einsatz
der Tunneldiode als Oszillator im technisch relevanten Terahertz-Bereich ermoglicht. Zuséatzlich
werden FinFETs auf Basis der MSA in zwei Materialsystemen, Silizium und Galliumindiumar-
senid, untersucht. Die statischen Ergebnisse werden dabei mit denen aus dem NEGF-Ansatz
verglichen. Es wird eine hervorragende Ubereinstimmung erzielt. Beziiglich des FinFETs im Ma-
terialsystem Galliumindiumarsenid wird der dynamische Einsatz als Hochfrequenzverstarker im
C-Betrieb analysiert.

Wihrend die konventionellen Verfahren zur Approximation der WTG noch mit zahlreichen
Problemen behaftet sind und bereits fiir einfache Modelle im stationdren Regime nicht mit den
Referenzergebnissen auf Grundlage der Schrédingergleichung iibereinstimmen, fithren die vorge-
stellten Formalismen zu einer hervorragenden Ubereinstimmung und somit zu einer erheblichen
Verbesserung der numerischen Losung der quantenkinetischen Transportgleichungen basierend
auf der LVNG-RS. Insgesamt hat sich der Formalismus somit nicht nur als eine Alternative
beziiglich des weit anerkannten stationdren Quantentransports auf Grundlage der Greenschen-
Funktionen, bzw. QTBM, etabliert, sondern ist im Vergleich fiir eine zielgerichtete Erfassung
des transienten Verhaltens sowie der detaillierten Einbindung von Wechselwirkungsmechanis-
men préadestiniert. Neben diesen Vorteilen birgt insbesondere der ortsraumbasierte Formalismus
mithilfe der semidiskreten LVNG-RS in Kombination mit dem Unterraum-Verfahren weiteres
Potenzial fiir zukunftige Arbeiten. Auf dieser Basis konnen beispielsweise numerisch flexible, dis-
kontinuierliche Galerkin-Verfahren zur Diskretisierung herangezogen werden, zu denen bereits
vielversprechende Vorarbeiten durchgefiihrt worden sind. Hinsichtlich der Modellierung kénnen
aufgrund der ortsraumbasierten Darstellung ebenso TBM-Methoden eingebunden werden, die
eine atomistische Simulation ermdglichen und somit ein weites zukunftstrachtiges Anwendungs-
feld in Richtung der zeitabhédngigen Molekularelektronik und Spintronik er6ffnen, um nur einige
Beispiele zu nennen. Bereits implementierte Algorithmen auf Grundlage der MSA koénnen im
Hinblick auf die Einbindung von Kopplungsmechanismen und geometrischer Dimensionalitét
erweitert werden. Auch die einzigartige, nichtlokale transiente Riickwirkung der Verteilungs-
funktion auf die Randbedingungen kann genauer untersucht werden.
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A. Schwerpunkt- und Relativkoordinaten

Eine zentrale Abbildung innerhalb der Weyl-Quantisierung ist durch die Transformation in
Schwerpunkt- und Relativkoordinaten gegeben. Diese Abbildung entspricht einer Drehung des

Ausgangskoordinatensystems um 7. Die Ortskoordinaten des nicht rotierten Systems seien

durch die Variablen z und 2’ bestimmt. Hieraus ergeben sich die Schwerpunktkoordinate x
und die Relativkoordinate & zu:

/
X:z;z E=2z—-2 (A1)
Die Umkehrabbildung ist durch
1 , 1
Z:X+§§ Z:X*gﬁ (A.2)

gegeben. Unter Verwendung der mehrdimensionalen Kettenregel lassen sich die Ableitungen
innerhalb des nicht rotierten Systems in die der Schwerpunkt- und Relativkoordinaten iiber-
flihren: 1 1

V.= ivx + V¢ V., = ivx - Ve. (A.3)

Unter der Einfithrung der Einheitsvektoren e; ist der Ableitungsoperator V. entsprechend
> %ei definiert. Hieraus lassen sich nun direkt die zweiten Ableitungen bestimmen:

1 1
2 2 2 2 2 2
V2= ZVX + Vi Ve + Vi Vi = ZVX — VV¢+ Ve (A4)
Die in dieser Arbeit untersuchten Systeme lassen sich aufgrund der Translationsinvarianz late-

ral zur Transportrichtung auf ein 6rtlich eindimensionales Transportverhalten reduzieren. Fiir
diesen Fall lauten die Ableitungen:

9 10 9 ? 19 20 &
92 " 20x o 922~ 10y " oyoe o2 (A5)
o _10 0 0 19 20 &P '
0z 20x O 927 10\ ox0e ' oe
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B. Algorithmus zur Assemblierung des
diskreten Poisson-Operators

Algorithmus 1 Konstruktion der Poisson-Matrix [M] im COO-Format

data := ]

i =]
i =

numOfElem := 0
fori=1,...,N, do
for j=1,...,N, do
if Knotentypli, j] = Dirichlet then

numOfElem := numOfElem + 1
#i[numOfElem] := Knotennummer(s, j]
jj[numOfElem] := Knotennummer|z, j]
data[numOfElem] := 1

else

valCenter := 0

if Knotentyp[i + 1, j] then
numOfElem := numOfElem + 1
#i[numOfElem] := Knotennummer(, j]
j7[numOfElem] := Knotennummer[i 4 1, j]
data[numOfElem] := o415
valCenter := valCenter + aj 1 1,;

end if

if Knotentyp[i — 1, j] then
numOfElem := numOfElem + 1
#i[numOfElem] := Knotennummer(, j]
j7[numOfElem] := Knotennummer[i — 1, j]
data[numOfElem] := ;1 ;
valCenter := valCenter + a;_1;

end if

if Knotentypli,j — 1] then
numOfElem := numOfElem + 1
1[numOfElem] := Knotennummer(, j]
j7[numOfElem] := Knotennummerf[i, j + 1]
data[numOfElem] := o ;1
valCenter := valCenter + o j_1

end if

if Knotentypli, 7 — 1] then
numOfElem := numOfElem + 1

1[numOfElem] := Knotennummer(, j]
jj[numOfElem] := Knotennummer(i, j + 1]
data[numOfElem] := o j 11
valCenter := valCenter + o j 11

end if

numOfElem := numOfElem + 1

2i[numOfElem] := Knotennummer[s, j]

jj[numOfElem] := Knotennummer|z, j]

data[numOfElem] := valCenter

end if
end for
end for

{Array zum Speichern der Daten}
{Array zum Speichern des Zeilenindex}
{Array zum Speichern des Spaltenindex}
{Integer Anzahl der Elemente}

{Wert fiir a; ; mit Neumann-Randbedingung}
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C. Nebenrechnung zum komplex
absorbierenden Potenzial

Die Einbindung einer lokal absorbierenden Schicht erfolgt innerhalb der Schrédingergleichung
iiber ein komplex absorbierendes Potenzial iy [115, 116]. Das komplex absorbierende Potenzial
iy nimmt hier dieselbe dédmpfende Funktion wie bereits zuvor ein. Exponentiell abklingende
Wellenlosungen werden in den absorbierenden Schichten angeregt. Fiir das Multibandmodell
(3.6) lassen sich die Diagonalelemente des Hamiltonoperators unter Einbeziehung des komplex
absorbierenden Potenzials als

=—————+4+F U(z) —i C.1
Han(2) = = g g + FA(2) + V() — 1 (2) (1)
schreiben. Hiermit ergeben sich beim Aufstellen der LVNG (3.7) die zusétzlichen Terme durch
das komplex absorbierende Potenzial in Schwerpunkt- und Relativkoordinaten entsprechend:

. : £ §
Hon(a) — Ml () —ifa@) +9) = iy (x+ 5) 0 (x-5)b (e
Aus diesem Ergebnis (C.2) folgt unmittelbar die geforderte gerade Paritit des komplex ab-
sorbierenden Potenzials beziiglich der Relativkoordinate &£. Diese ergibt sich erst durch die
Adjungierung der Operatoren (3.7).

Eine direkte Ubernahme der erzielten Ergebnisse fiir die Anwendung innerhalb der Transport-
modellierung auf Basis der LVNG-RS wére jedoch nicht zweckméflig. Insbesondere, da eine
Abhéngigkeit des Ausdrucks des komplex absorbierenden Potenzials beziiglich der Schwerpunkt-
koordinate vorliegt. Hierdurch wiirden in derselben Weise die eintretenden Teilchen geddmpft
werden [S8], welche durch die Inflow-Randbedingungen beschrieben werden.
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D. Nebenrechnungen zum Exponentialoperator

Im Folgenden sind einige Nebenrechnungen beziiglich des Exponentialoperator-Ansatzes darge-
stellt.

D.1. Verkniipfung der Differenzenquotienten

Das Ziel dieses Abschnitts ist eine aus dem Exponentialoperator geschlossene Herleitung fiir

den Ausdruck 5 5

— P (xit1) — — ¥ D.1
B (Xit1) ax (x:) (D.1)
auf der linken Seite von (8.26) zu finden. Die Ableitungen sind dabei in einfache Differenz- und
Summenterme beziiglich der Funktion ¥ auf den Gitterpunkten zu iiberfithren. Die Auswertung
des linken benachbarten i + 1-ten Teilgebiets liefert aus (8.22):

AQX (P(xXit2) — P(xit1)) = ;}(‘I’(XHQ) - aaX‘I’(xiH). (D.2)

Fiir das rechte angrenzende Teilgebiet fiir den Wert ¢ — 1 ergibt sich analog:

2 0 0

Ay (T(xi) — ¥(xi-1)) = a‘I’(Xi) +

8X‘P(Xi’1)' (D.3)

Das Bilden der Differenz dieser beiden Beziehungen, (D.2) und (D.3), resultiert in:

0

0 0
87)( —W(xit2) + —P(xi-1)-

ox %
(D.4)
Die letzten beiden Terme in dieser Gleichung sind noch stérend. Im Folgenden werden diese
mithilfe der Anwendung des Exponentialoperators in Ausdriicke der Funktion ¥ auf den Git-
terpunkten umformuliert. Durch die zweimalige Anwendung des Differenzialoperators wird das
i-te mit dem ¢ + 2-te Teilgebiet verkniipft. Die Auswertung der ersten Zeile der Blockmatrix
liefert den Zusammenhang:

T (xip) - %wxi) — o (W)~ W) ~ () + ¥)) -

1

A (¥(us2) ~ W0) = D W) + LW, (D.5)

Ix Ix
Analog ergibt sich aus der Verkniipfung des ¢ — 1-ten mit dem i+ 1-ten Teilgebiet der Ausdruck:

1

Ax (T(xi+1) — ¥(xi-1)) = (fleI’(Xi+1) + aax‘I'(xz'_l). (D.6)
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D. Nebenrechnungen zum Exponentialoperator

Die Differenz dieser beiden Relationen, (D.5) und (D.6), liefert den gewiinschten Term entspre-
chend:
0 0 0 0
et 40¢ P (xi-1) = — ( 52 Xi+1) — 5=
G 02) + 5o ¥(u) = = (o ¥wen) - 5% (00
1

T Ay (T(xi+2) = C(xit1) — P(xi) + P(xi-1)) -

(D.7)

Das Einsetzen dieses Ausdrucks in (D.4) liefert dann schliefllich den geschlossenen Zusammen-
hang:
9 0 W(xir2) = xit1) = ¥Oxi) + Pxi-1)

a‘I’(XiH) - &‘I’(Xi) = Ay

. (D.8)

D.2. Uber die physikalischen Ausbreitungseigenschaften

Fiir die Untersuchung der generischen, semidiskreten Transportgleichung (8.1) wird exempla-
risch ein Teilgebiet x € [x;, Xi+1] mit stiickweise konstanten Eigenschaften betrachtet:

0

5y L)+ () = 0. (D.9)

X

Eine detaillierte Herleitung fir den Wigner-Formalismus ist in [28] zu finden. Die Matrix [I']
ist dabei als [['] = [Dy] ™" [Do(xi 1 )} definiert. Der Vektor ¥ weist insgesamt eine Dimension
von Ny x 1 auf, von denen die ersten Ng /2 Punkte der Ausbreitung in y-Richtung zugeordnet
werden konnen. Diese werden durch den Vektor ¥ adressiert. Die verbleibenden Ny /2 Werte
beschreiben die Ausbreitung entgegen der y-Richtung und werden in dem Vektor ¥~ zusam-
mengefasst. In Analoger Weise kann auch die Matrix [I'] in vier Untermatrizen [I'11], [I'12],
[T'21] und [22] unterteilt werden. Hiermit kann (D.9) als

0 (¥(x) )\ _ ([ Tu] [T T (x) (D.10)
Ix \ ¥~ (x) [F21] [Tz T (x)
geschrieben werden. Fiir weitere Betrachtungen ist es zweckméfig, eine Transformation in die
Funktionen @+ und @~ entsprechend

TH(x) ) [ exp([T1]x) 0 o+ (y)
( ¥ (x) ) - ( 0 exp([F22] X) > ( ® (x) ) (D.11)

vorzunehmen. Die Funktionen ®* sind dabei in derselben Weise mit der Ausbreitungsrichtung
verkniipft wie die Ausgangsfunktionen ¥*. Die Anwendung der Transformation (D.11) auf
(D.10) fithrt unter Ausnutzung der Produktregel zu dem System gekoppelter Differenzialglei-
chungen:

9 @7 (x) _ 0 exp(— [['11] x) [T'12] exp([T'22] x) &7 (x)
ox \ () exp(— [T'22] x) [F'21] exp([L'11] x) 0 @ (x) )
(D.12)

In dieser Form kénnen wesentliche Aussagen iiber das Systemverhalten gemacht werden. Diese
erlauben dann Riickschliisse auf numerische Approximationen. Die Wellen in einer Richtung

198
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sind mit denen der entgegengesetzten Richtung inhérent gekoppelt. Die Auswertung der ersten
Zeile liefert beispielsweise den Zusammenhang, dass die Anderungen der hinlaufenden Wellen
proportional zu den riicklaufenden Wellen sind. Uber die Beziehung (D.11) gilt diese Aussage
auch fiir ¥*. Eine Separation der beiden die Ausbreitungsrichtung beschreibenden Komponen-
ten W ist somit vom physikalischen Betrachtungspunkt nicht sinnvoll. Ungliicklicherweise ist
dies jedoch gerade die Annahme fiir die Anwendung der Upwind-Verfahren (Kapitel 7). Hier-
mit wird die Aussage bestétigt, dass die Upwind-Verfahren vom physikalischen Standpunkt aus
ungerechtfertigt sind.

Fiir den Fall, dass der Driftoperator Null ist, verschwinden die Blocknebendiagonalen [I'91]
und [I'12]. Das System (D.12) ist dann entkoppelt und das Upwind-Verfahren somit giiltig
und physikalisch sinnvoll. Eine dhnliche Aussage folgt fiir ein konstantes Potential, fiir welches
jedoch eine andere Transformationsmatrix anzusetzen ist.
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E. Verfahren zur numerischen Zeitintegration

Zur quantenkinetischen Beschreibung des Systems werden ebenfalls numerische Methoden be-
notigt. Die numerische Mathematik stellt hierzu eine Vielzahl an Zeitintegrationsverfahren zur
Verfiigung, welche die formale Losung des Systems (8.62) mithilfe einer Matrix-Exponential-
funktion entsprechend

W (ti + At) = exp ([U (t:)] At) - $(t) (E.1)

approximieren. Diese sollen im Folgenden beleuchtet werden.

E.1. Euler-Verfahren

Das Euler-Verfahren [23, 24] stellt das wohl einfachste Verfahren zur Zeitintegration dar. Es
kann sowohl explizit als

P (t; + At) = [[1d] + [U (t:)] At] - ¥ (1) (E-2)
als auch implizit gemaf
B (t; + A1) = [[1d] - [U )] At~ - B (t;) (E.3)

formuliert werden. Die beiden Verfahren ergeben sich aus der formalen Losung (E.1) durch
Anwendung der Taylor-Reihenentwicklung bis zum linearen Glied. Bei der expliziten Variante
wird die Matrix-Exponentialfunktion auf der rechten Seite entwickelt. Bei der impliziten Va-
riante wird sie hingegen zuerst auf die linke Seite gebracht und anschliefend entwickelt. Die
Ermittlung der Verteilungsfunktion zum néchsten Zeitschritt ist dann mit der Lésung eines
Gleichungssystems verbunden. Hierdurch ist die Losungsfindung zwar deutlich aufwendiger,
aber im Vergleich zum expliziten Euler-Verfahren liegt auch ein groferer Stabilitétsbereich vor,
der die Wahl groferer Zeitschrittweiten At begiinstigt [24].

E.2. Crank-Nicolson-Verfahren

Das Crank-Nicolson-Verfahren [S9, 101, 111, 113] z&hlt zu den impliziten Verfahren. Im Zu-
sammenhang mit dem Wigner-Formalismus wird auch von der Cayley-Form gesprochen [101].
Die Diskretisierungsgleichung ergibt sich aus der Anwendung der Padé-Approximation auf die
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E. Verfahren zur numerischen Zeitintegration

Matrix-Exponentialfunktion in (E.1). Zéhler- und Nennerpolynom werden dabei bis zum linea-
ren Term bertuicksichtigt:

Gt + At) = [[Id] — [U(t)] Aﬂ _ [[Id] + U (t4)] Aﬂ (1), (E.4)

Im Vergleich zum Euler-Verfahren ist das Crank-Nicolson-Verfahren normerhaltend [101]. Da
die Matrix [U] in der Regel nicht diinnbesetzt ist, wird von links mit der Matrix [T'] multi-
pliziert. Im Ergebnis wird eine Darstellung mit den diinnbesetzten Matrizen [T'] und [S(¢;)]
erzielt:

)~ iso) 5] @+ 20 = [+ (50 5] - e (€5)

Implementierungsaspekte: Fiir die numerisch effiziente Umsetzung des Crank-Nicolson-Ver-
fahrens wird (E.5) in iterativer Weise mithilfe eines konjugierten-Gradienten-Verfahren [136]
gelost [S9]. Um eine wesentliche Reduktion der Rechenzeit zu erhalten, wird ein Priakonditionie-

At
rer aus der linken Seite der Matrix {[T] — [S(t:)] - 2] durch eine unvollstandige LU-Zerlegung
[137] berechnet.

E.3. Runge-Kutta-Verfahren

Das klassische Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung [21, 112] ist ein explizites Einschritt-
Verfahren mit hoher Genauigkeit (O(At*)). Fiir die Berechnung der Verteilungsfunktion zum
néchsten Zeitschritt werden Hilfswerte in verschiedenen Stufen berechnet. Fiir eine kompakte
Notation ist es hilfreich, den Ausdruck (8.62) als

—W(t) = f(t,¥(1)) (E.6)

umzuschreiben. Mit dieser Notation sind die Steigungen k1, ..., k4 zu den Stufen eins bis vier
durch die Ausdriicke

k= f (ti, \il(ti)>

ko= f (ti + %At, W(t;) + ;Atkl)

ks=f <ti + %At, ‘i/(tz) + ;Atk2>
ky=f (t,- +ALE() + Atkg)

definiert [21], wobei der Wert der nachst hoheren Stufe von den Werten der vorherigen Stufe
abhéngt. Hiermit ergibt sich die Verteilungsfunktion zum néchsten Zeitschritt als gewichtete
Akkumulation der Steigungen:

A A At
\I’(ti + At) = \I’(tz) + ? (kl + 2ko + 2k3 + k4) . (ES)
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E.4. Krylov-Unterraum-Verfahren

Fiir sehr grofie Systeme kann die zusétzliche Speicherung der vier Steigungen hinderlich sein. Um
diesen Aspekt zu adressieren sind die LSRK entwickelt worden [132], welche als spezielle Runge-
Kutta-Verfahren auf geringen Speicherbedarf optimiert sind. Hierbei werden die Steigungen k;
sowie die Hilfswerte ﬁlj iiber die Rekursionsvorschrift

kj = Aj . kj,1 +At-f (tj + CjAt, \i/jfl)

_ _ (E.9)
\I’j = \Pj—l + Bj . kj

bestimmt [132]. Der Index j durchlduft dabei die Anzahl der Stufen s. Die Startwerte sind {iber

ko = 0 und ¥y = W(¢;) definiert. Der Hilfswert der letzten Stufe s wird der Verteilungsfunktion

zum néchsten Zeitschritt

U(t; + At) = I, (E.10)

zugeordnet. Die Koeflizienten der jeweiligen Stufen sind fiir ein LSRK-Verfahren der vierten
Ordnung in Tabelle E.1 aufgelistet [138]. Im Vergleich zum klassischen Runge-Kutta-Verfahren

1432997174477
1 0 9575080441755 0
2 _ 567301805773 5161836677717 1432997174477
1357537059087 13612068292357 9575080441755
3 _ 2404267990393 1720146321549 2526269341429
2016746695238 2090206949498 6820363962896
4 _ 3550918686646 3134564353537 2006345519317
2091501179385 4481467310338 3224310063776
5 _ 1275806237668 2277821191437 2802321613138
842570457699 14882151754819 2924317926251

Tabelle E.1. Koeffizienten fiir das LSRK-Schema 4. Ordnung [138].

vierter Ordnung sind fiir das LSRK-Verfahren fiinf Stufen anstatt vier nétig, um dieselbe
Genauigkeit zu erzielen. Neben dem Vorteil der geringeren Speicheranforderung des LSRK-
Verfahrens weist das LSRK-Verfahren dariiber hinaus einen wesentlich gréfleren Stabilitéts-
bereich auf [132]. Im Vergleich zum impliziten Verfahren sind die Zeitschrittweiten fiir beide
Runge-Kutta-Verfahren als klein zu bewerten.

E.4. Krylov-Unterraum-Verfahren

Die grundlegende Idee hinter jedem Krylov-Unterraum-Verfahren ist die Projektion einer grofien,
diinnbesetzten Matrix auf einen geeigneten deutlich kleineren Unterraum in der Hoffnung, dass
dieser das urspringliche Problem hinreichend gut approximiert [118, 119, 128]. Dementspre-
chend wird die numerisch aufwendige Berechnung einer Matrix-Exponentialfunktion aus (E.1)
auf ein deutlich einfacher zu lésendes Problem auf dem Unterraum projiziert, dort gelést und
anschlieflend zuriick in den Originalraum transformiert.

Zur besseren Ubersicht wird auf die Zeitvariable t; innerhalb der Systemmatrix [U (t;)] verzichtet
und die Abkiirzung ¥ := \il(tl) wird eingefiihrt. Der Krylov-Unterraum der Dimension m wird
dann durch

(E.11)

Kn([U], ®) = span {&,[U] &, [U] &, ... [U]" " &}
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aufgespannt [118]. Ungliicklicherweise konvergiert der Ausdruck [U]™ ! ¥ gegen den Eigenvek-
tor zum betragsmifBig groBten Eigenwert. Die Vektoren des Krylov-Unterraums werden dann
linear abhéngig und sind besonders sensitiv gegeniiber der internen Rechengenauigkeit. In der
Praxis wird daher nicht der Unterraum /C,,, fiir numerische Berechnungen verwendet, sondern
eine orthonormale Basis {vi,v9,...,v,} des Unterraums. Die orthonormalen Basisvektoren
werden mithilfe des Arnoldi-Prozesses (modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren) bestimmt [118]

und in der Matrix [V ,,,] gespeichert. Eine explizite Berechnung von KC,,, entféllt. Der Startvektor
¥
&2
Prozess die m x m grofie, obere Hessenbergmatrix [H| konstruiert. Per Definition erfiillt diese
die Relation [118]:

fur den Arnoldi-Prozess ist dabei durch v = definiert. Ferner wird durch den Arnoldi-

UVl = [Vl [H] + hint1,mVmt1 © €m. (E.12)

Das Matrixelement hy,41, der Hessenbergmatrix wird dabei als Abbruchkriterium fiir die An-
zahl der Elemente des Unterraums herangezogen [118]. Falls Ay, 1.4, kleiner ist als eine gewisse
Toleranz, sind der letzte Basisvektor des Krylov-Unterraums v,, und der darauf folgende quasi
linear abhéngig. Eine weitere Beriicksichtigung des Vektors v,,,; ist somit nicht notwendig.
Der Vektor e, stellt den m-ten Einheitsvektor aus R™*™ dar.

Die Zeitpropagation (E.1) kann mithilfe des Krylov-Unterraums tiber

B (t; + At) = exp (At [U]) - & = exp (At [U]) - V] || ®]]2 - &1

3 (E.13)
~ [Vim]exp (At [H]) - [[P]]2 - €1

gendhert werden, wobei der lokale Restfehler des Verfahrens O(At™) betragt. Fiir praktische
Implementierungen bietet sich ein adaptives Vorgehen iiber das Residuum 7, an [119]:

[17mll2 = [[Am1mem, - exp (At [H]) - [[E]]2 - e1]]2. (E.14)

Fiir jeden Zeitschritt wird der Krylov-Unterraum in Abhéngigkeit der Dimension m iterativ
aufgebaut. Fir jede Dimension m wird das Residuum (E.14) ermittelt und hinsichtlich der
Unterschreitung einer gegebenen Toleranz getestet. Falls die Toleranz unterschritten wird, wird
das Ergebnis ausgegeben und mit dem néchsten Zeitschritt fortgefahren. Falls die Toleranz nicht
unterschritten wird, wird der Krylov-Unterraum um einen weiteren Basisvektor erweitert.

Fiir die Berechnung der Matrix-Exponentialfunktion im Krylov-Unterraum kann eine Diagona-
lisierung und somit exakte Berechnung vorgenommen werden oder es werden andere Verfahren,
wie beispielweise die Padé-Approximation herangezogen. Fiir weitere Informationen zur Berech-
nung von Matrix-Exponentialfunktionen wird auf [128] und die Referenzen darin verwiesen.
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F. Referenzmethoden zur Bestimmung des
Quantentransports

Dieser Anhang skizziert die Grundideen hinter den Referenzmethoden auf Basis der Schrédin-
gergleichung. Hierzu zéhlen die QTBM sowie der NEGF-Formalismus.

F.1. QTBM - Quantum Transmitting Boundary Method

Innerhalb einer diskreten Basis kann die Schrédingergleichung entsprechend

E¢ = [H|p+ [E]p+s (F.1)

geschrieben werden [104]. Die diskrete Basis kann dabei aus der ortlichen Diskretisierung oder
aber auch aus einer Entwicklung nach lokalen Orbitalfunktionen, z. B. bei der TBM [104, 105],
resultieren. Bei der Matrix [H] handelt es sich um den Hamiltonoperator in der entsprechenden
Basisdarstellung. Die hier verfolgte Darstellung durch ortliche Diskretisierung entspricht der
Formulierung der TBM mit einem |1s)-Orbital. Die Matrix [¥] und der Vektor s entstehen
durch die Formulierung offener Randbedingungen, wie in Standardwerken [104] ausfiihrlich
beschrieben ist. Die sogenannte (Kontakt-)Selbstenergie [X] beschreibt die Wechselwirkung des
Kontakts mit dem Bauelement, wihrend der Vektor s als Quellterm die Injektion erfasst.

Beziiglich einer eindimensionalen Modellierung des Transportverhaltens mit dem Hamiltonope-
rator

H=—o o — +V(2) (F.2)

ergeben sich die Matrixelemente unter Verwendung eines klassischen Finite-Differenzen-Schemas

zZu
2

Mefti + Meffi—1

Hii—1 = —to

2
Hiip1 = —1o (F.3)
Meft,; T Meft,i+1

Hiyy = — (Hijip1 + Hii—1) + Vi,

wobei die Konstante als g = Qmi?% definiert ist. Fiir eine iibersichtliche Darstellung wird die
effektive Masse m in zwei Anteile entsprechend m = myg - meg(z) zerlegt.

Sowohl die (Kontakt-)Selbstenergie [¥] als auch der Quellterm s lassen sich fiir dieses Szenario in
analytischer Weise bestimmen [105]. Der linksseitige Ausfluss aus dem durch [H] beschriebenen
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Bauelement wird durch das Matrixelement

211 = — exp(iklAz) (F4)
eff 1
bestimmt und der rechtsseitige Ausfluss durch:
NN = — exp(iknyAz). (F.5)
Meff, N

Der Parameter N stellt die Anzahl der Diskretisierungspunkte beziiglich der z-Richtung dar. Die
Wellenzahl ergibt sich aus der numerischen Dispersion, bzw. der Bandenergie des |1s)-Orbitals,

zu:
E—-Vin
k1/nAz = arccos (1 - Qto/) . (F.6)

Meff,1/N

Bei einer Injektion vom linken Kontakt ergibt sich das einzige Element, welches einen Wert
ungleich Null innerhalb des Quellterms annimmt, zu

s1 = 2i sin(k1Az), (F.7)

Meff 1

beziehungsweise zu

sy =2i sin(kyAz) (F.8)

Meff N

bei einer Injektion vom rechten Kontakt.

Zur Berechnung der statistischen Dichtematrix [p] ist das lineare Gleichungssystem (F.1) fiir
jede relevante Energie F sowie fiir eine separate Injektion je Kontakt zu lésen [7, 8]. Im Ergebnis
liegt dann der entsprechende Streuzustand ¢.(FE) vor, wobei ¢ die Injektion vom Kontakt ¢
aus kennzeichnet. Mit den Streuzustdnden lasst sich die statistische Dichtematrix schlieflich
entsprechend

: ¢C<E> - oo (E — pe) - $H(E) (F.9)

Z/dE ‘dE

bestimmen.

Anmerkung Zur Vermeidung von Singularitdtsproblemen bei Energien in der Ndhe resonanter
und gebundener Zustinde wird in der Regel ein sehr kleiner 1 ~ 10~'2 Imaginérteil zur Energie
E — E + in addiert.

F.2. NEGF - Nichtgleichgewichts-Greensche-Funktionen

Die retardierte Greensche-Funktion kann als die Impulsantwort des Systems, welches durch
(F.1) beschrieben wird, definiert werden:
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(6" = B~ [H] - [ZF)7". (F.10)

Die retardierte Selbstenergie [X] erfasst an dieser Stelle die Bauelement-Kontakt-Wechselwir-
kung iiber [¥;] fiir den linken und [Xy] fiir den rechten Kontakt. Dieser Ansatz auf Grundlage
der retardierten Selbstenergie bietet jedoch auch die Méglichkeit zur Einbindung von sémtlichen
Streumechanismen, wie beispielsweise die Elektron-Phonon-Wechselwirkung [104]. Dies ist der
wesentliche Vorteil vom NEGF-Ansatz gegeniiber der QTBM. Im ballistischen Fall sind QTBM
und der NEGF-Ansatz dquivalent.

Fiir jeden Kontakt kann eine sogenannte "Broadening” Matrix als anti-hermitescher Anteil der
Kontakt-Selbstenergien definiert werden:

M) =i (2] - [ZF) wd [On] =i ([28] - [Ea]1). (F.11)

Diese beschreibt die Aufweitung der diskreten Energielevel im Bauelement durch die Wechsel-
wirkung mit den Kontakten. Ferner ist diese Grofle antiproportional zur mittleren Ladungstra-
gerlebensdauer innerhalb des Bauelements [104]. Mit diesen Matrizen kann die ”in-scattering”
Selbstenergie als inkohiirente Uberlagerung aller von Kontakt ¢ beschriebenen Quellen

[—i2<] =Y [T fan (B — pe) (F.12)

c

erfasst werden. Schliellich ergibt sich die sogenannte Matrix-Elektronendichte zu
(iG] = [T [-i=<][GTT, (F.13)

aus welcher die statistische Dichtematrix iiber

b= [ Zi-ie<(e) (F.14)

berechnet wird. Fir eine weitaus detailliertere Darstellung der NEGF-Methode wird auf die
Standardwerke [104, 105] verwiesen.

Generelle Anmerkungen Obwohl eine geschlossene Bestimmung der Stromdichte ohne die
Berechnung der statistischen Dichtematrix moglich ist (z. B. iber den Landauer-Biittiker-For-
malismus), wird an dieser Stelle fiir einen fairen Vergleich eben diese herangezogen. Dies liegt in
der Tatsache begriindet, dass Ladungstriager- und Stromdichten fiir die vorgestellten Verfahren
aus Kapitel 8 aus den Verteilungsfunktionen berechnet werden. Hierdurch liegt zu mindestens
dieser Approximationsfehler in dhnlichen Gréflenordnungen.
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G. Abkiirzungsverzeichnis

AlGaAs
BCS
BTG
CMOS
CcOooO
DGFET
DFT
DIBL
EO
GaAs
GalnAs
GPU
HDS
HEMT
IoT
LSRK
LVNG
LVNG-RS
MOSFET
MSA
NEMO
NESS
NDR
NEGF

PML
QTBM
RAM
RTD
RITD
Si
TBM
TFET
TMM
UDS
WTG

Aluminium-Galliumarsenid
Baarden-Cooper-Schrieffer
Boltzmann-Transportgleichung

Complementary Metal-Oxid-Semiconductor
Coordinate list (Speicherformat fiir Sparse-Matrizen)
Double-Gate-Feldeffekttransistor
Dichtefunktionaltheorie
Drain-Induced-Barrier-Lowering
Exponentialoperator

Galliumarsenid

Galliumindiumarsenid

Graphics Processing Unit
Hybrid-Differenzen-Schema

High Electron Mobility Transistor

Internet of Things

Low-Storage-Runge-Kutta
Liouville-von-Neumann-Gleichung
Liouville-von-Neumann-Gleichung in Schwerpunkt- und Relativkoordinaten
Metal Oxid Semiconductor Field Effect Transistor
Mode-Space-Approximation

NanoElectronic MOdeling

Nano-Electronic Simulation Software

Negativer Differentieller Widerstand (engl. negative differential resistance)
Nichtgleichgewichts-Greensche-Funktionen (engl. nonequilibrium Green’s
function)

Perfectly Matched Layer

Quantum Transmitting Boundary Method
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