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Zusammenfassung

Die von Dennis Gébor 1948 vorgestellte Holographie sollte zur besseren Auflésung des
Elektronenmikroskops beitragen. Die Verwendung mit Elektronenwellen liefl aber noch auf
sich warten: Erste experimentelle Umsetzung fand die Lichtholographie, in deren Rahmen
die holographische Idee substantiell weiterentwickelt werden konnte. Durch Erzeugung eines
Phasenkontrasts wird in einer zweidimensionalen Aufnahme neben der Amplituden- auch eine
Phaseninformation gespeichert. Damit ist die Rekonstruktion der urspriinglichen Objektwelle
und von jedem Betrachtungsort aus eine dreidimensionale Bildwiedergabe unter anderer
Perspektive moglich.

Im Sinne der ersten Idee Gabors verfolgt die Elektronenholographie das Ziel, atomare Struk-
turen aufzulésen. Mittels der Computerholographie kann die Rekonstruktion der Kristalle
sichtbar gemacht werden. In dieser Arbeit sollen Simulationen der Elektronenholographie
mittels Electron Backscatter Diffraction (EBSD) auf planem Schirm zeigen, dass die erfolg-
reiche Rekonstruktion eines Wolframeinkristalls mit bereits heute vorhandenen Apparaturen
moglich ist. Dazu wird zunéchst ein theoretisches Fundament vorgestellt. Anhand der Schirm-
grofle und -auflésung wird ermittelt, unter welchen Voraussetzungen eine holographische
Rekonstruktion méglich ist. Ermittelte Grenzwerte werden quantitativ erldutert. Durch
Definition eines Bewertungskriteriums ist es moglich, die Rekonstruktionen automatisiert
auszuwerten. Mit der Einfithrung der Additionsmethode werden die urspriinglichen Limi-
tierungen in Teilen aufgehoben und die Rekonstruktion deutlich stabilisiert. Abschlieend
wird die experimentelle Umsetzbarkeit diskutiert.

Abstract

Holography, introduced by Dennis Gabor in 1948, was intended to contribute to a better
resolution of the electron microscope. However, its use with electron waves still required
further research at the time. The first experimental implementation was light holography,
in the context of which the holographic idea could be substantially further developed. By
generating a phase contrast, the phase information is stored in a two-dimensional image in
addition to the amplitude information. This allows for the reconstruction of the original
object wave and a three-dimensional image reproduction under a different perspective from
any viewing point.

In accordance with Gébor’s first idea, electron holography pursues the goal of resolving
atomic structures. By using of computer holography the reconstruction of crystals can be
made visible. In this work, simulations of electron holography using Electron Backscatter
Diffraction (EBSD) on a planar screen will demonstrate that successful reconstruction of a
tungsten single crystal is achievable with equipment currently available. For this purpose,
a theoretical foundation is firstly prepared. Based on the screen size and resolution, it is
determined under which conditions a holographic reconstruction is possible. The computed
limit values are explained quantitatively. By defining a fitting criterion it is possible to
evaluate the reconstructions automatically. With the introduction of the addition method
the original limitations are improved and the reconstruction is significantly stabilized. Finally,
the experimental feasibility is discussed.
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1 Einleitung

Der vielleicht intuitivste Zugang zum Ver-
stdndnis eines Systems erfolgt durch das un-
mittelbare Sehen. Seit jeher ist der Mensch
darum bemiiht, immer entfernter liegende
Dinge sichtbar zu machen und immer klei-
nere Gegenstiande aufzulésen.

Die Geschichte der Optik als Lehre des (sicht-
baren) Lichts und seiner Ausbreitung be-
ginnt dabei keineswegs erst mit dem Auftre-
ten der ersten optischen Sehhilfen etwa um
das 13. Jahrhundert [1, Kap. 1.2]. Vielmehr
beschéftigt das Licht und seine Nutzbarma-
chung die Menschen bereits langer, als es
schriftliche Aufzeichnungen gibt. So belegen
Ausgrabungen in Ninive, dass bereits die Ba-
bylonier tiber Linsen und Metallspiegel ver-
fiigten, auch wenn deren Nutzung heute nicht
klar ist und keine Kenntnisse iiber optische
GesetzmafBigkeiten voraussetzt [2, Kap. 1].

Die griechischen Philosophen beschéftigten
sich ebenfalls mit dem Versuch einer theore-
tischen Beschreibung des Lichts. Mafigeblich
ist dabei die Beschreibung der Camera Obscu-
ra durch Aristoteles [3, Kap. 5]. Er konnte
eine partielle Sonnenfinsternis ohne die Ge-
fahr vor Blendung dadurch beobachten, dass
ein Abbild durch die Locher eines Siebs auf
den Boden projiziert wurde. Vergrofierte er
den Abstand zwischen kleinem Projektions-
loch und Abbildungsebene, vergroflerte sich
auch das Abbild [4, Kap. 1]. Der arabische Ge-
lehrte Al-Haitham stellte neben einer Strahl-
theorie zum menschlichen Sehen [5] auch fest,
dass ein kleineres Loch eine schirfere Abbil-
dung liefert [6, Kap. 1].

Giovanni Battista della Porta schlug vermut-
lich als erster vor, dieses Prinzip der Loch-
bildkamera zu nutzen, um Kiinstler zu unter-
stiitzen. Auf der Riickseite eines dem Loch
gegeniiberliegenden Schirms lief} sich ein Mo-
tiv abmalen [6, Kap. 1]. Durch Linsen und
Spiegel war es dem Pramonstratenser Johann

Zahn moglich, die erste bekannte, portable
Lochbildkamera zum Abmalen zu konstruie-
ren. Dem Prinzip nach ist das bereits sehr
mit der modernen Spiegelreflexkamera ver-
wandt [3, Kap. 5].

Mit der von Joseph Nicéphore Niépce ent-
wickelten Heliographie war es dann moglich,
erstmals eine fotografische Abbildung anzu-
fertigen [3, Kap. 19]. Eine mit Asphalt be-
schichtete Glasplatte konnte er nach der Be-
lichtung mithilfe von Lavendeldl so aufberei-
ten, dass er ein lichtbestdndiges Bild erhielt.
Es handelte sich also um eine zweidimensio-
nale Abbildung einer Szene, so wie sie auch
das Auge sehen wiirde. Allerdings zunéchst in
einer negativen Darstellung, bevor er spéter
ebenfalls Direktpositive aufnehmen konnte [6,
Kap. 5].

Auch die vielen Weiterentwicklungen der letz-
ten Jahre bis hin zur Farbfotografie [7] oder
der Aufnahme mittels Halbleitersensoren in
modernen Kameras [8] kénnen einen Man-
gel aber nicht kompensieren: Durch die Pro-
jektion und deren Aufnahme geht viel Infor-
mation verloren, ndmlich die einer getreuen,
dreidimensionalen Abbildung. Hierbei bedeu-
tet getreu und dreidimensional die Erhaltung
des Raumeindrucks. Die Fotografie zeigt auf
einer Ebene immer die gleiche Perspektive,
unabhangig der Betrachtungsrichtung.

Ein gewisser Tiefeneindruck kann durch
die Stereoskopie dauerhaft eingefangen wer-
den. Sie basiert auf der Grundidee, dass die
menschliche Tiefenwahrnehmung durch zwei
Augen realisiert wird. Das Gehirn ist in der
Lage, aus zwei Bildern ein einziges zusam-
menzusetzen und die relative Entfernung ein-
zelner Objekte zueinander abzuschitzen. Da-
zu wird eine Szene aus zwei Betrachtungswin-
keln — ndmlich an Stelle der Augen — aufge-
zeichnet [3, Kap. 6]. Wird nun jedem Auge
durch eine Apparatur getrennt jeweils eines
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der Bilder vorgelegt, entsteht auch nachtrag-
lich ein dreidimensionaler Raumeindruck [9,
Kap. 3]. Heutzutage wird dieser Effekt mit-
hilfe von Brillen mit Polarisations- oder Farb-
filtern beispielsweise bei der Betrachtung ent-
sprechend aufgezeichneter Kinofilme verwen-
det [10].

Allerdings wird auch hier kein vollstandiges
Objekt aufgezeichnet. Lediglich fiir eine fes-
te Perspektive, die bei der Aufnahme festge-
legt wurde, besteht nun eine persistente Ab-
bildung. In erheblichem Unterschied dazu ist
die Holographie in der Lage, eine echte Auf-
nahme des vollstdandigen Objekts zu machen
und damit eine tatséchlich dreidimensionale
Abbildung aufzuzeichnen [11, Kap. 1.1]. Statt
lediglich die Intensitét der vom abzubilden-
den Objekt ausgehenden Welle aufzunehmen,
wird hier auch die Phaseninformation aufge-
zeichnet [12]. Dies gelingt durch Uberlage-
rung mit einem kohérenten Hintergrund [13].

Urspriinglich fiir die Auflésung atomarer
Strukturen mithilfe des Elektronenmikro-
skops entworfen, entwickelte Dennis Gabor
1948 die Holographie [14] und erhielt da-
fir 1971 den Nobelpreis [15]. Allerdings soll-
te noch etwas Zeit bis zur Umsetzung in
atomarer Groéfenordnung vergehen. In der
Zwischenzeit wurde die Lichtholographie —
entsprechend der Benennung mit Wellenlan-
gen sichtbaren Lichts — erfolgreich umgesetzt
und substanziell weiterentwickelt. So war es
moglich, echt dreidimensionale Objektwellen
von einem zweidimensionalen Abbildungsme-
dium wiederzugeben.

Inzwischen haben Anwendungen der Hologra-
phie im Alltag an Bedeutung weitestgehend
verloren, nachdem auch in Geschéften immer
seltener Hologramme zu sehen sind. Lediglich
Sicherheitsmerkmale, etwa auf Kreditkarten,
sind noch bekannt [11]. Dabei werden durch
Aufpragung Weifllicht-Reflexionshologramme
realisiert, die auch unter diffusem Streulicht
sichtbar sind [16, Kap. 3.5.6]. Auf Geldschei-
nen finden sich dagegen hédufig mit dem Holo-
gramm verwandte Kippbilder, sog. Kinegram-

me, bei denen es sich aber nicht um Hologram-
me im eigentlichen Sinne handelt. Thre Abbil-
dung dndert sich sprunghaft in Abhédngigkeit
vom Betrachtungswinkel [16, Kap. 3.5.7].

In der Forschung jedoch hat die Holographie
signifikant an Bedeutung gewonnen und ist
Gegenstand umfassender und hochaktueller
Forschungsfragen geworden. Besonders im
Rahmen der Computerholographie wird an
echt dreidimensionalen Anzeigesystemen ge-
forscht, die ohne die oben erwdhnten stereo-
skopischen Brillen auskommen [17]. Nahe an
Gébors urspriingliche Idee heran kommt die
Elektronenholographie, die wie von ihm vor-
geschlagen mittels Elektronenwellen atomare
Strukturen sichtbar macht [18].

Im Rahmen dieser Arbeit soll die Holographie
mittels Elektronenriickstreubeugung vorge-
stellt werden. Dabei handelt es sich um ein
etabliertes Verfahren in der Materialanaly-
e [19]. Wir werden zeigen, dass holographi-
sche Aufnahmen mit heute bereits zur Ver-
fligung stehenden Apparaturen moglich sind
und gleichzeitig eine Methode zur Verbesse-
rung der Abbildung vorschlagen [20]. Ganz
konkret ist damit also die Abbildung peri-
odischer Strukturen in Groflenordnungen we-
niger Angstrém nach unseren Erkenntnissen
moglich [21]. Uber die Rekonstruktion mit-
tels Computeralgorithmen werden Kristalle
sicht- und damit unmittelbar begreifbar.

Zu Beginn soll daher erst in Kapitel 2 die
Lichtholographie vorgestellt werden. Neben
der Verfolgung des erwdhnten historischen
Ablaufs sind Lichtwellen intuitiver nachvoll-
ziehbar und optische Aufbauten dem Leser
vermutlich vertrauter. Wir werden die Ent-
wicklungsgeschichte ebenso wie eine mathe-
matische Herleitung aus der Wellengleichung
beleuchten.

Im Anschluss soll im Rahmen von Kapitel 3
die Elektronenriickstreubeugung als priméarer
Experimentalaufbau skizziert und erldutert
werden. Ferner ist die Wellenbeschreibung
von Elektronen nicht trivial [22]. Zusammen



mit der begrenzten Wechselwirkungstiefe bil-
det sie die Grundlage fiir die spéateren Ausfiih-
rungen. Die EBSD genannte Methode und ih-
re Messdaten werden erldutert, bevor gezeigt
wird, wie diese Muster zur Holographie ge-
nutzt werden konnen. Insbesondere muss er-
lautert werden, wie sich die aus der Lichtholo-
graphie bekannten Bestandteile (Objekt, Re-
ferenz und Schirm) hier wiederfinden.

Es werden weiterhin Simulationen realer Ap-
paraturen vorgestellt. Damit diese gelingen
konnen, soll in Kapitel 4 erst auf Besonderhei-
ten eingegangen werden, die bei der Portie-
rung der holographischen Theorie auf diskre-
te, numerische Systeme auftreten. Verschiede-
ne Effekte sind fiir die weitere Aufarbeitung
relevant und werden beleuchtet. Insbesonde-
re das Abtasttheorem [23, 24] und Aliasing
sind urséchlich fiir physikalische Grenzen [11,
Kap. 3.2.21f].

Eine weitere Herausforderung stellt die Be-
schreibung der physikalischen Welt am Com-
puter dar [25, Kap. 1.1]. Deren Modellie-
rung soll in Abschnitt 4.3 erldutert werden,
daraus folgt mit dem Oversampling Ratio
o ein weiterer, relevanter Parameter fiir das
Experimentdesign [20]. Wir werden hier fer-
ner erkennen, dass sich die Wellenausbrei-
tung in einen Propagationsoperator forma-
lisieren und die holographische Rekonstrukti-
on mit genau demselben Prozess durchfiithren
lasst [11, Kap. 5].

In der Computerholographie sind bereits vie-
le Algorithmen zur Berechnung eines Holo-
gramms etabliert [26]. Sie implementieren
den Propagationsoperator und erlauben da-
mit sowohl Holographie als auch Rekonstruk-
tion. Es ist instruktiv, diese Algorithmen in
Kapitel 5 kennenzulernen, um eine moglichst

effiziente Berechnungsgrundlage zu schaffen.
Ferner soll auf spezialisierte Hardware und
die im Rahmen dieser Arbeit entstandene Ei-
genentwicklung eingegangen werden.

In Kapitel 6 wird das simulierte Experi-
ment genau beschrieben. Insbesondere soll
der Wolframeinkristall ndher erldutert wer-
den, der als Probensystem aufgrund seiner
einatomigen Basis gewéhlt wurde. Ferner wer-
den vorbereitende Erlduterungen fiir die Ein-
fithrung des Fj-Score [27] als ein objektives
Ma# fiir die Ubereinstimmung der Rekon-
struktion mit der simulierten Realitéit getrof-
fen.

Anhand diesen Mafles F ist es dann in Kapi-
tel 7 moglich, eine teilautomatisierte Auswer-
tung vieler verschiedener Experimentalpara-
meter durchzufithren. Im Rahmen dieser Ar-
beit wurden zwei Parameter gewéhlt, die mit-
einander korrelieren. Die Auflésung N 2 und
die Kantenlédnge d des quadratischen Schirms
werden hier weitrdumig iiberpriift. Daraus
werden wir physikalische Grenzen in der Auf-
nahme aufzeigen, die sich in den Messdaten
wiederfinden lassen. Durch Einfiihrung der
Additionsmethode konnen wir diese Ergebnis-
se noch weiter verbessern.

AbschlieBend soll nach einer Zusammenfas-
sung in Kapitel 8 zunachst eingeordnet wer-
den, inwieweit die hier erhobenen Erkennt-
nisse tatsdchlich auch experimentell umsetz-
bar sind. Im Anschluss folgt ein Ausblick
darauf, was nun fiir die weitere Erforschung
zu tun bleibt. Im Anhang finden sich ferner
weiterfithrende Erlduterungen zur holographi-
schen Theorie mehrerer Streuer, der fir die Si-
mulationen entwickelten Bibliothek und mit
dem Fj-Score zusammenhéngenden Klassifi-
zierungsgroflen.






2 Lichtholographie

Im Kern zeichnet sich ein Hologramm gegen-
iiber einer Fotografie durch die zusétzlich ge-
speicherte Phaseninformation aus. Dadurch
ist eine echt dreidimensionale Wiedergabe des
aufgenommenen Objekts moglich. Die Tech-
nik der Holographie wurde dabei urspring-
lich fiir die Nutzung mit Elektronenwellen
vorgestellt. Thre erste rein praktische Anwen-
dung hat sie jedoch in der Anwendung mit
sichtbarem Licht gefunden.

Das vorliegende Kapitel soll in die Hologra-
phie einfithren und anhand ihrer ersten An-
wendung als Lichtholographie die Kernkon-
zepte erlautern, bevor sie in weiteren Kapi-
teln auf die fiir diese Arbeit relevante, ato-
mare Groflenordnung ibertragen wird. Im
Besonderen bietet sich dieser Zugang an, da
sichtbares Licht alltdglich ist und viele opti-
sche Phdnomene damit intuitiv nachvollzieh-
bar sind.

Dazu soll zundchst die historische Entwick-
lung der Holographie dargelegt werden. Es
schlief3t sich die mathematische Beschreibung
von Wellen an, mit deren Hilfe sich dann auch
der eigentliche holographische Prozess her-
leiten lasst. Abschliefend soll mit Kohérenz-
bedingungen und Volumenhologrammen auf
tiefergehende Themen der Lichtholographie
eingegangen werden, die fiir die spéter vorge-
stellte Elektronenholographie zwar nicht un-
abdingbar, dennoch von groflem Forschungs-
interesse sind.

2.1 Historie

Anhand ihrer zeitlichen FEntwicklungsge-
schichte lassen sich einige Konzepte der Holo-
graphie nachvollziehen, die im weiteren Ver-
lauf relevant werden. An dieser Stelle soll da-
her mithilfe der Historie schrittweise auf diese
Grundlagen eingegangen werden. Denn die
holographische Idee, die Dennis Gabor 1948

vorstellte und fiir die er 1971 den Nobelpreis
der Physik erhielt, basiert auf vielen weiteren
Arbeiten, die hier kurz vorgestellt werden sol-
len.

Bereits 1843 und damit 75 Jahre vor Ga-
bors Holographie publizierte Ernst Abbe sei-
ne ,, Beitrédge zur Theorie des Mikroskops und
der mikroskopischen Wahrnehmung®. Dort
beschrieb er insbesondere die Bildentstehung
im Mikroskop als zweigeteilten Prozess [28],
wie er in Abbildung 2.1 dargestellt ist.

Von dem abzubildenden Objekt gehen sei-
ner Vorstellung nach Strahlen aus, die in der
Brennebene des Objektivs interferieren und
so ein Beugungsbild erzeugen — das primdre
Bild. Dieses Bild ist rein virtuell, denn es wére
ja erst realisiert, wenn ein Detektor eingescho-
ben wird. Stattdessen kann nun dieses Bild
als Ausgang weiterer Strahlen angenommen
werden, die durch das Objektiv vergroflert
werden und in einer weiteren Ebene zum se-
kunddren Bild interferieren [28, Abschn. 6].

Durch diese Aufspaltung des Abbildungspro-
zesses an der objektnahen Brennebene des
Objektivs lassen sich die beteiligten Prozesse
jeweils durch die gleiche Transformation — die
in Abschnitt 4.1.2 genauer erlduterte Fourier-
Transformation — beschreiben. Damit war die
Fourier-Optik geboren [30].

Dabei ist diese Aufteilung in zwei Beugungs-
vorgidnge keineswegs nur eine theoretische
Spielerei zur einfacheren Erklarung im Rah-
men der geometrischen Optik. Mieczystaw
Wolfke schlug 1920 die experimentelle Umset-
zung durch ein ,Rontgenfoto® vor [31]. Ront-
genstrahlen haben deutlich kleinere Wellen-
ldingen als sichtbares Licht und kénnen da-
mit kleinere Strukturen auflésen, sind aber
nur sehr begrenzt fiir das menschliche Auge
direkt sichtbar [32]. Wolfkes Idee nach sollte
das mit Rontgenwellen entstandene Primér-
bild aufgenommen und mit sichtbarem Licht
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Lichtquelle

Objekt

Linse

Primérbild Sekundéarbild

Abbildung 2.1: Abbildung im Mikroskop nach Abbe’scher Theorie zur Bildentstehung. Es
wird zwischen einem priméren Bild in der Bildebene der Lichtquelle und dem sekundéren
Bild des Gegenstands unterschieden. Darstellung nach Ref. [29, Abb. 1].

wiedergegeben werden. Er schrankte bereits
hier ein, dass diese Fotografie nur eine In-
tensitétsverteilung aufnehmen kann, bei der
die Phaseninformation der Objektwelle verlo-
ren geht. Neben monochromer, paralleler und
senkrechter Beleuchtung ist damit auch ein
symmetrisches Abbildungsobjekt nétig, denn
erst dann ist das Beugungsbild des Beugungs-
bilds identisch mit dem Abbild des Objekts.
Die grofie Ahnlichkeit zum holographischen
Prozess ist kein Zufall: Das primére Bild kann
bereits als ein theoretischer Vorldufer des Ho-
logramms verstanden werden [33, Kap. 1.2.1].

Hans Boersch gelang diese zweischrittige Ab-
bildung durch ein anderes Verfahren. Das pri-
maére Bild imitierte er durch Blenden, die er
dann mit sichtbarem Licht bestrahlte [34].
Der Technik nach ist das bereits die erste
iiberhaupt durchgefiithrte Holographie [35].

Sir William Lawrence Bragg entwickelte nach
diesem Prinzip das Réntgenstrahl-Mikroskop.
Die wesentlichen Reflexe einer Gitterbeugung
bildete er durch Bohrungen in einer Messing-
platte nach. Die Locher stellten damit eben-
falls ein reziprokes Gitter dar, das wie bei
Boersch nun auch mit sichtbarem Licht be-
leuchtet wurde [36]. Die Reflexe dieses Git-

ters konnten damit jedoch keine Phasenver-
schiebung abbilden. Durch das spétere Ein-
setzen von Glimmerplédttchen in die Bohrlo-
cher wurde dies sehr begrenzt moglich. Das
zusétzliche Material verdnderte die Phase lo-
kal, sodass die Darstellungen der Kristalle
sichtbar besser mit der Kristallstruktur iiber-
einstimmte [37-39].

Eine fundamentale Grundidee der Hologra-
phie formulierte erstmals Frederik Zernike
mit der Nutzung eines ,kohdrenten Hinter-
grunds® im Rahmen seiner Phasenkontrast-
methode [13]. Durch die Interferenz der Ob-
jektwelle und eines kohédrenten Hintergrunds
entsteht ein Phasenkontrast, der sich in eine
Intensitatsverteilung tiberfithren l4sst, wo bis-
her nur ein Amplitudenbild méglich war [12].

Bei seinen Versuchen, die Auflésung des von
ihm genutzten Elektronenmikroskops zu ver-
bessern, verband Gabor 1948 dann die Ide-
en Wolfkes und Zernikes zur holographi-
schen Methode [14]. Dabei wéahlte er den
Namen Hologramm fiir das aufgenommene
Primérbild aus dem Griechischen éhoc (ho-
los, deutsch ,,ganz"), ypdpw (grapho, deutsch
wschreiben®) [40].
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Bei der Erzeugung der kohérenten Strahlung
machte sich Gébor die Kohérenzbedingung
nach Verdet zunutze. Bei Verwendung einer
hinreichend kleinen Lochblende verhalt sich
das durch sie dringende Licht wie das von
einer Punktquelle am Ort der Blende aus-
gehende [41]. Bei seinen Experimenten mit
sichtbarem Licht stellte Gabor aber fest: Die
von ihm verwendete Geradeausholographie
iiberlagert im Sekundérbild mit einem konju-
giertem Bild, dessen Ursprung weiter unten
erldutert werden soll.

Emmett Leith und Juris Upatnieks schaff-
ten es 1962, das konjugierte Bild aus dem re-
konstruierten zu legen, indem sie einen Win-
kel zwischen Referenz- und Objektwelle ein-
fithrten [44]. Ermoglicht wird das durch die
Zweiteilung des Referenzstrahls, der entspre-
chend sehr kohérent sein muss. Die von ihnen
verwendeten und vorgeschlagenen Aufbauten
sind schematisch in Abbildung 2.2 dargestellt.
Durch den 1960 in Ref. [45] neu vorgestellten
Laser war das experimentell umsetzbar, wéh-
rend Gabor diese Moglichkeit noch nicht zur
Verfiigung stand [33, Kap. 1.2.2].

2.2 Wellenbeschreibung

Fiir die weitere Behandlung ist zunéchst ein
grundlegendes mathematisches Verstdndnis
von Licht nétig, das sich als elektromagneti-
sche Welle durch eine Differentialgleichung
beschreiben ldsst. D’Alembert hat eine sol-
che Wellengleichung erstmals 1747 fiir die Be-
schreibung schwingender Saiten eingefiihrt [1,
Kap. 2.1.1].

In diesem Abschnitt soll nun allgemein eine
Herleitung der Wellengleichung fiir elektro-
magnetische Wellen dargelegt werden, die im
Wesentlichen Ref. [46, Kap. 4.3.1] folgt. Dazu
sei zunachst ein Vakuum angenommen. Wir
gehen also von einem elektromagnetischen
Feld in einem ungeladenen Isolator mit La-
dungsdichte

p=0 (2.1)

(a) Aufbau fiir die Durchlichtholographie nach
Ref. [42]. Die Referenzwelle wird mithilfe eines
Prismas schridg mit der durch das Objekt ge-
démpften Referenzwelle tiberlagert. Das wére
des Weiteren auch mit einem Spiegelpaar mog-
lich.

A

N/

) £

(b) Darstellung der Auflichtholographie nach
Ref. [43]. Ein Objekt wird mithilfe der Refe-
renzwelle beleuchtet. Sie wird ferner mithilfe
eines Spiegels am Hologramm anschlieend mit
der Objektwelle tiberlagert.

Abbildung 2.2: Stilisierte Darstellung zweier
typischer Arten von Experimenten zur Auf-
nahme von Lichthologrammen wie sie Leith
und Upatnieks [42, 43] vorschlugen.
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sowie der vektoriellen elektrischen Stromdich-
te

7=0 (2.2)

aus.

Ferner nehmen wir zur Vereinfachung ein li-
neares und homogenes Medium an. Die elek-
trische und die magnetische Flussdichte lau-
ten dann respektive

D =¢.0FE und

(2.3a)
B = poH

in Abhéngigkeit der elektrischen und magne-
tischen Feldstédrken E und H.

Die Maxwell-Gleichungen beschreiben elek-
tromagnetische Felder und den Zusammen-
hang zwischen der elektrischen und magneti-
schen Komponente. Sie lauten im vorgestell-
ten Fall

V-E=0, (2.4a)
vV:-B=0, (2.4b)
B
VxE= —aa—t und (2.4¢)
E
VxB = 6,50uru0% (2.4d)

mit dem Nabla-Operator V.

An dieser Stelle sei in Erinnerung gerufen,
dass die doppelte Anwendung einer Rotati-
on auf ein beliebiges Vektorfeld V' zu dem

Ausdruck
Vx(VxV)=v(V-V) —Vz- (VV) (25)
=v(V-V)-vV

mit dem verkiirzenden Laplace-Operator
V2V =v.(VV) (2.6)
fithrt.

Ferner sei die Definition der Vakuumlichtge-
schwindigkeit

co = 1/\/Zop0 (2.7)

wiederholt. In einem Medium erfahrt sie eine
Dampfung um den sog. Brechungsinder n
und lautet

1 (27  ¢o Co

B — = —. (2.8
VEOEL HOEY \Ertr n ( )

Mit den zuvor erwéhnten Gleichungen erhal-
ten wir aus der Anwendung der Rotation auf
die jeweils linke und rechte Seite der Glei-
chung (2.4c) und unter Beriicksichtigung des
Satzes von Schwarz uber die Vertauschbar-
keit partieller Differentiationen respektive

C =

Vx(VxE)
(2.5) 2 2
='V(V-E)-V°E=-V°E, (2.9a)
N——
=0 (2.4a)

V x (—QB) = —%(V x B)

ot
(40 FE _ 19E
= r ourMOth T2 o
(2.9b)

Beide Gleichungen (2.9) lassen sich nach Glei-
chung (2.4c) weiterhin gleichsetzen und erge-
ben dann

1 9°E

2
\Y E—cjw—o

(2.10)
Analog lasst sich auch mit Gleichung (2.4d)
verfahren. Nach Bildung der Rotation auf bei-
den Seiten ergibt sich so
1 9°B
2
B-— =0. 2.11
2 Ot? (2.11)

Bei den Gleichungen (2.10) und (2.11) han-
delt es sich bereits um die Wellengleichung,
die von beiden Komponenten des elektroma-
gnetischen Feldes erfiillt wird. Sie lasst sich
in die homogene Wellengleichung

oy(r,t) = 0.

verallgemeinern.

(2.12)
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In der Notation (2.12) wird eine abkiirzen-
de Schreibweise in Gestalt des D’Alembert-
Operators

1 92

Oy = Vi - < =

2.1
c2 Ot2 (2.13)

verwendet.

2.2.1 Ebene Welle

Diese Wellengleichung (2.12) wird beispiels-
weise durch eine sog. ebene Welle

¥(r,t) = Aeller=—t) (2.14)

mit konstanter Amplitude A gelost |1,
Kap. 2.7]. Das Argument der Exponential-
funktion ohne imagindre Einheit i wird als
Phase der Welle bezeichnet.

Bei einer Momentaufnahme zu einer beliebi-
gen aber festen Zeit t = ¢y bilden sich Fla-
chen gleicher Phase aus. Diese erfiillen die
Gleichung

k-r = const, (2.15)

sind also Ebenen, die senkrecht auf k stehen.
In Richtung des Vektors k treten diese Wel-
lenfronten genannten Ebenen gleicher Phase
dquidistant immer wieder in einem Abstand
von

Ar,-k=2mn, neZ (2.16)

zueinander auf. Zwei benachbarte Wellenfron-
ten gleicher Phase, die fiir die ebene Welle
namensgebend sind, werden dabei durch eine
Wellenldnge

A= 2r/k (2.17)

voneinander getrennt. Das zugehorige k
wird daher auch Wellenvektor genannt [46,
Kap. 4.3.2].

Der in der Lichtholographie haufig genutz-
te Laser kann gut durch eine rdumlich be-
grenzte ebene Welle (2.14) angendhert wer-
den [47, Kap. 12.1]. Das Laserlicht verfiigt

ebenfalls tiber eine dedizierte Ausbreitungs-
richtung mit Wellenfronten konstanter Ampli-
tude. Jedoch fehlt ihnen die unendliche Aus-
breitung der ebenen Welle. Es ist also notig,
sie in ihrer Beschreibung rdumlich zu begren-
zen — etwa durch eine Amplitudenfunktion
in Form einer Blende. In der Realitat gilt es
noch zu berticksichtigen, dass der Strahl mit
zunehmendem Abstand zur Quelle aufweitet
und bei groflen Distanzen inkohérent wird.

Es sei bemerkt, dass die ebene Welle in
der vorgestellten Form (2.14) zunéchst eine
rein mathematische Losung der Wellenglei-
chung (2.12) ist und ansonsten kein real exis-
tentes Pendant hat. Die mathematische ebe-
ne Welle dehnt sich unendlich weit aus, was in
der Realitdt so nie zutreffen kann. Dennoch
ist sie in ihrer Anwendung sehr niitzlich, da
sich auch komplexe Wellenfronten als lokal
stark eingeschrinkte ebene Wellen approxi-
mieren lassen [11, Kap. 3.2.3].

2.2.2 Kugelwelle

Da spéter fiir die Behandlung der Elektronen-
holographie im Rahmen dieser Arbeit eine
andere Form der Welle von besonderer Be-
deutung ist, sollen alle weiteren Phénomene
anhand einer anderen Losung der Wellenglei-
chung (2.12) erlautert werden: der Kugelwelle

A ier
W(r t) = — e ikr—wt) (2.18)
kr
Sie wird hauptséchlich durch den Abstand r
von ihrem Ausgangszentrum beschrieben [46,
Kap. 4.3.5].

Liegt der Mittelpunkt r¢ der Kugelwelle nicht
im Nullpunkt, ist also 7o # 0, gilt im Allge-
meinen

r(x) =|x-ro| (2.19)
Die Wellenfronten gleicher Phase bilden sich
dabei als Kugelflichen mit Radius r» um
das Ausgangszentrum aus. Die Uberlegungen
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O
o \\\\\\\\\\\\\\\\\\\—//w///////////m ,

(a) Die Quelle befindet sich nah vor dem Schirm:
Die Wellenfronten liegen eng beieinander.

\‘

M|l -

//,

(b) Die Quelle hat einen deutlich grofieren Ab-
stand zum Schirm: Der Abstand zwischen den
Wellenfronten erhoht sich.

Abbildung 2.3: Eine Kugelwelle befindet sich zentral vor einem Schirm in unterschiedli-
chem Abstand. Ausgezeichnet sind die Wellenfronten, also die Flachen gleicher Phase. Die
Darstellung folgt schematisch der Illustrationen in Ref. [48, Abb. 1f{.].

zu Wellenldnge und Wellenvektor gelten hier
analog zur ebenen Welle, insbesondere gilt
auch Gleichung (2.17).

Die Intensitdt muss aus Griinden der Ener-
gieerhaltung bei der Ausbreitung der Wellen-
fronten konstant bleiben [49, Kap. 34.4]. Im
Falle der Kugelwelle betragt die Flache einer
Wellenfront

O = 4772, (2.20)

Damit muss die Intensitdt im isotropen Fall
invers dazu, also

! 1
I < — =3 (2.21)
sein. Sie berechnet sich als Betragsquadrat
der Welle und ist daher proportional zur qua-
drierten Amplitude. Deren 1/r-Abhéngigkeit

fiihrt zur geforderten Energieerhaltung

r=p vt 49 (A)

1
o< —.
r2

(2.22)

Die Normierung auf die Lange des Wellenvek-
tors £ macht die Amplitude einheitenlos. Fer-
ner erlaubt sie die Skalierung von Wellenléan-
ge A und Abstdnden r zur selben Zeit, ohne
dass sich die zugrundeliegende Physik &ndert:
Skalierungseffekte heben sich in beiden Gro-
Ben auf. Insbesondere im folgenden Kapitel 3

fiir die Behandlung atomarer Groéfienordnun-
gen wird dies von besonderer Bedeutung sein.
Bei Verkleinerung der Wellenldnge A und da-
mit Vergroflerung des Wellenvektorbetrags k
werden die relevanten Abstédnde r in der Re-
gel im gleichen Mafle kleiner. Die Gesamtam-
plitude der Wellenfunktion bleibt also kon-
stant.

Ferner ist die Wellengleichung (2.12) invari-
ant unter Phasenverschiebungen Ap. Da

'A% = const (2.23)
gilt, ist im Allgemeinen
o(ye2?) = e oy = 0. (2.24)
——

=0 (2.12)

Damit gilt fiir alle vorgestellten Wellen, dass
sie auch unter einer konstanten Phasenver-
schiebung die Wellengleichung (2.12) erfiil-
len.

2.3 Herleitung

Gébor hatte 1948 wie beschrieben eine Me-
thode vorstellen wollen, die das Auflésungs-
vermogen eines Elektronenmikroskops er-
hoht, um noch kleinere Strukturen sichtbar
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zu machen. Da die Lichtholographie aber viel
zuganglicher ist — immerhin ist sie unmittel-
bar fiir das Auge sicht- und nachvollziehbar —
hat auch er mit lichtholographischen Expe-
rimenten begonnen [14]. Sie unterscheiden
sich von denen, die auf die spéter erlauterten
Elektronenholographie zuriickgreifen, primér
lediglich in einem Parameter: der Wellenlan-
ge A. Hier soll daher zunédchst die Herleitung
der (Licht-)Holographie im Allgemeinen be-
schrieben werden, bevor wir deren Prinzipien
in Kapitel 3 auf Elektronenwellen ubertra-
gen.

Die in Gleichung (2.18) angenommene Ku-
gelwelle soll fiir die weitere Betrachtung des
holographischen Prozesses herangezogen wer-
den. Da alle Prozesse zu einem bestimmten
Zeitpunkt beobachtet werden und die zeitli-
che Entwicklung vernachléssigt werden kann,
wird auf die Beriicksichtigung der Zeitabhan-
gigkeit verzichtet. Der Mittelpunkt der Ku-
gelwelle liege an einem Ort 7r¢. Die Wellen-
funktion lautet damit dann

G p—

oi(klrrol-¢)
k|lr —rol

(2.25)

Gelingt es nun durch Abbildung der Phasen-
information, die Wellenfronten sichtbar zu
machen, wird die Holographie auch anschau-
lich verstdndlich. Abbildung 2.3 stellt dazu
zwei Szenarien gegeniiber. Liegt ein Kugel-
wellenursprung nah am Aufnahmeschirm, so
liegen die Wellenfronten kreisférmig um den
Lotpunkt unter dem Kugelwellenursprung in
geringem Abstand. Mit zunehmendem Ab-
stand zum Schirm nimmt auch der Abstand
der Kreisringe zueinander zu, sodass sich geo-
metrisch die Lage und der Abstand des Quel-
lenpunkts zur Aufnahmeebene bestimmen lie-
Be. Seine Grenzen erfahrt diese einfache Kon-
struktion dann, wenn der Ursprung nicht
iiber der Aufnahmefliche und weit entfernt
liegt [48].

Zur Herleitung der relevanten Wellenfunktio-
nen sei zunéchst ein abzubildendes Objekt an-
genommen, das lediglich aus einem Punkt be-

Abbildung 2.4: Skizze zur Herleitung der auf
dem Schirm entstehenden Intensitdt und
deren Wiedergabe: Eine Referenzwelle 9,
beleuchtet ein Objekt. Die dort entstehen-
de Objektwelle v, tiberlagert mit der Re-
ferenzwelle am Schirm. Durch Beleuchtung
mit einer Wiedergabewelle vy, entsteht ei-
ne neue Welle. Im Falle der holographischen
Rekonstruktion entspricht sie im Wesentli-
chen der urspriinglichen Objektwelle.

steht. Diese Vereinfachung entspricht selbst-
verstandlich nicht der Realitdt mit deutlich
komplexeren Objekten. Das Ergebnis bleibt
aber auch bei der Summe vieler iiberlagerter
Wellen das gleiche, wie in Anhang A gezeigt
wird.

Jede beliebige Wellenfront ldsst sich nach
dem Huygens’schen Prinzip als Ausgangs-
punkt vieler weiterer sogenannter Partikular-
wellen interpretieren [50, Kap. 8.2]. Entspre-
chend lassen sich auch annédhernd beliebige
Objekte und ihre Objektwellen holographie-
ren, indem sie virtuell in viele Teilwellen mit
jeweils punktféormigen Ursprung aufgeteilt
werden.

Das Objekt befinde sich, wie in Abbildung 2.4
gezeigt, am Ort 0. Die zugehorige Wellenfunk-
tion lautet dann

Ao
r)= ———
Yo(r) k|r - o
mit Objektamplitude A, und nicht naher
spezifizierter, konstanter Phasenverschiebung
Po-

e i(klr—ol-¢o) (2.26)



12

2 Lichtholographie

Die Intensitéit betragt

I(r) = [ (r). (2.27)

Im Falle der Objektwelle 9, wird sie am
Schirm s gemessen — also wie in Abbil-
dung 2.5a dargestellt aussehen. Wir erhalten

1(8) = [of? = 0157 = ( A, ) . (2.28)

k|s - o

Es ist also lediglich die reine Amplitudenin-
formation in Gestalt von A, erhalten.

Um die Phase sichtbar zu machen, ist nach
Zernike die Uberlagerung mit einer zweiten,
kohérenten Welle nétig [12]. Sie wird mit glei-
cher Frequenz und damit einem Wellenvektor
gleichen Betrags k gewéahlt. Diese wird als
Referenzwelle 1), bezeichnet und habe ohne
Beschriankung der Allgemeinheit eine Phasen-
verschiebung ¢ = 0 und ihren Ursprung im
Nullpunkt 0. Damit ergibt sich ihre Wellen-
funktion zu

A
Ue(r) = e W (2.29)

Die Gleichheit zwischen Objekt- und Refe-
renzwellenldnge ist dann in jedem Falle si-
chergestellt, wenn die Referenzwelle auch zur
Beleuchtung des Objekts genutzt wird und
damit urséchlich fiir die Auslésung der Ob-
jektwelle ist. In diesem Fall ergibt sich eine
Objektwellenamplitude von

Ao o< |9 (0)] (2.30)
und eine Phasenverschiebung von
o = phase [¢,(0)] + ¢’ (2.31)

Aus der Uberlagerung beider Wellen und

cosx = l(e””” +e ") (2.32)

2

erhalten wir die Intensitit der Uberlagerung
zZu

I(r) = [o(r) + ¥ (r)| = A(r)

ALA,
+2————cos(k(Jr-o|-7) - o)
k2|r - o|r
(2.33)
mit einem allgemeinen Amplitudenoffset
- A2 A?
A(r) = S+ . 2.34
(r) l€2\1‘—o|2 k2r2 (2:34)

Diese Intensitdt (2.33) wird nun auf dem
Schirm in irgendeiner Form aufgezeichnet.
In fritheren Experimenten geschah dies et-
wa durch eine Fotoplatte, die dann eine
Schwérzung T in Abhéngigkeit der Intensi-
tat aufweist. Deren Intensitdtsabhéngigkeit
ist durchaus relevant fiir die Rekonstruktion —
allerdings stark abhéngig von der konkret ver-
wendeten Methodik der Aufnahme. Im Fol-
genden soll die Abhéngigkeit von der Intensi-
tét als linear approximiert werden. Dann ent-
steht ein konstanter, vernachléssigbarer Fak-
tor.

Konkret sei eine virtuelle Schwérzung

T(I) = o I (2.35)

max

angenommen, die der normierten Intensitit
entspricht.

Ein Hologramm im Folgenden enthélt also
ein ,,Schwérzungsmuster” T, das direkt pro-
portional zur Intensitat ist. Zu jedem Kugel-
wellenursprung entsteht darin ein Kreisring-
system. Beim Ubergang auf mehrere Streu-
zentren in der Objektwelle iiberlagern sich
deren Systeme im Muster, wie es beispielhaft
in Abbildung 2.5b—d dargestellt ist.

2.3.1 Rekonstruktion

Die geschwérzte Platte soll nun mit einer Wie-
dergabewelle

¢w(7’) = A

o (sl )
Klr — w]

(2.36)
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Abbildung 2.5: Darstellungen von Simulationsergebnissen holographischer Rechnungen auf
einem Schirm nach Normierung der Intensitét. (a) Intensitdtsmuster der einfachen Kugel-
welle, ohne jede Uberlagerung. (b)—(d) Uberlagerung der dargestellten Bilder aus ein, zwei
und neun Punktstreuern mit einer Kugelwelle als Referenz. Jeder Punktstreuer erzeugt
ein eigenes Kreisringsystem, die hier miteinander interferieren. Mit zunehmender Zahl an
Punktstreuern wird es — wie im Falle des stilisierten Buchstaben G in (d) — schwieriger,

das urspriingliche Bild zu erahnen.
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mit Wellenvektor x, Ursprung w und kon-
stanter Phasenverschiebung ¢y, beleuchtet
werden. Das Muster der Schwéirzung dampft
die Wiedergabewelle ab und erzeugt eine wei-
tere Welle mit entsprechend abgeschwéchter
Amplitude. Es ergibt sich damit am Schirm
mit Gleichung (2.32) eine Uberlagerung

TTI(5)]- tw(s) o< A(s) -t (s)
+ fl(s) ollk(Is—ol=5)-rls-w|-vo-¢w]
+A(S)e—i[k(\S—OI—S)MIS—w\—%ww]
(2.37)
mit der Amplitude

AA A,
k2|s-o|s k|s-w|

A(s) = (2.38)

Hier soll der Spezialfall gleicher Wellenldnge
von Referenz- und Wiedergabewelle und da-
mit gleichem Wellenvektorbetrag betrachtet
werden. Gleichzeitig gehe sie ebenfalls vom
Ursprung der Referenzwelle aus. Es gilt also

k=k und w=0. (2.39)

Damit entsprechen sich beide Wellen bis auf
eine konstante Phasenverschiebung. Wir er-
halten am Ort des Schirms komplexe Wellen-
amplituden von

T(8)] w(s) o< A(s) - (s)

+ A(s) el (klls=ol=25)=¢o=w)
N . (2.40)
+ A(s) e i(klsol=wotew)
Das Ergebnis in Gleichung (2.40) setzt sich
aus drei Termen zusammen. Beim ersten
Term handelt es sich um eine einfache Damp-
fung der Wiedergabewelle. Der dritte ist von
besonderem Interesse, denn er besteht — von
einem Amplitudenfaktor und einer konstan-
ten Phasenverschiebung ¢, abgesehen — aus
der urspriinglichen Objektwelle v,. Im zwei-
ten Term findet sich deren konjugierte Form
1) mit einer zusétzlichen Phasenverschie-
bung

Ap = 2ks + @y, (2.41)

Bei dieser neuen Welle handelt es sich um
das konjugierte Bild, das Gabor durch seine
Uberlagerung mit dem eigentlichen Bild in
der Rekonstruktion Schwierigkeiten bereite-
te [11, Kap. 7.6]. In der Literatur wird es auch
hiufig als Zwillingsbild bezeichnet [51].

Dass in der rekonstruierten Welle im We-
sentlichen die Objektwelle v, enthalten ist,
hat eine weitreichende Konsequenz. Denn fiir
einen Beobachter ist nun nicht mehr unter-
scheidbar, ob diese Objektwelle tatséchlich
von dem angestrahlten, urspriinglichen Ob-
jekt stammt oder eine entsprechende ,,Simu-
lation“ aus einem Hologramm ist. Damit ist
das durch das Hologramm erzeugte Bild nach
Abbildung auf einen Detektor — wie etwa dem
menschlichen Auge — nicht mehr von einem
echten Objekt zu unterscheiden. Das echte
Objekt wird dem Beobachter damit aufgrund
der Aquivalenz der urspriinglichen und der re-
konstruierten Objektwelle ,vorgetduscht®

Im wesentlichen Unterschied zu einer Fotogra-
fie ist aber insbesondere moglich, das Objekt
dreidimensional zu erfahren. Durch die Imita-
tion der Objektwelle an jeder Stelle im Raum
ist dadurch insbesondere auch die Verdnde-
rung der Lage des Detektors bei gleichzeitiger
Verdnderung der wahrgenommenen Perspek-
tive und Parallaxe moglich.

In letzter Konsequenz bedeutet das auch,
dass diese holographische Objektwelle ihrer-
seits selbst wie die eines Objekts fotografiert
werden kann. Dabei ldsst sich sogar der Ka-
merafokus beliebig einstellen, als wére das
Objekt real vorhanden. Es lassen sich damit
insbesondere verschiedene Stellen des aufge-
nommenen Objekts fokussieren.

2.3.2 Holographischer Prozess

Der gesamte Prozess der Holographie ist in
Abbildung 2.6 schematisch dargestellt und
soll aufgrund seiner Bedeutung hier erneut
kurz zusammengefasst werden. Das exempla-
rische Objekt besteht aus zwolf Streuzentren.
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Objekt Linse zur Schirm
Bildprojektion (Bild)

Referenz (Virtuelles Bild) Hologramm

cee
(0,15)mm

Abbildung 2.6: Schematischer, nicht maflstdblicher Aufbau des vollstdndigen holographi-
schen Prozesses mit Rekonstruktion: Das Objekt besteht hier aus wenigen Streupunkten
und ergibt einen stilisierten Buchstaben G. Es wird durch die Referenzwelle beleuchtet
und erzeugt das gezeigte Hologramm. Entfernt man nun das Objekt und beleuchtet das
Hologramm mit der gleichen Referenzwelle, wird die Objektwelle derart imitiert, dass durch
Verwendung einer Linse das Bild auf einen Schirm projiziert werden kann — ganz, wie es
etwa auch im Auge geschieht. Es wird ein virtuelles Bild an Stelle des Objekts wahrgenom-
men, das auf dem Schirm ausgemacht werden kann. Durch die geometrische Abbildung ist
das Bild hier hinsichtlich beider Achsen gespiegelt. Vergleiche auch Ref. [52, Abb. 1.8].
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Die Referenzwelle beleuchtet diese und iiber-
lagert mit der summierten Objektwelle als
Hologramm.

Wird nun das Objekt aus dem Strahlengang
entfernt und das Hologramm mit derselben
Referenzwelle beleuchtet, wird die Objektwel-
le wie oben beschrieben imitiert.

Mit einer Linse ldsst sich das Bild auf einen
Schirm projizieren. Es entsteht ein aus opti-
schen Griinden jeweils an der z- und y-Ach-
se gespiegeltes Bild auf dem Schirm. Dem
Betrachter scheint das urspriingliche Objekt
nun als virtuelles Bild. Es ist ihm nicht mog-
lich, zwischen dem echten Objekt und dem
durch das Hologramm simulierten virtuellen
Bild als Herkunft der Objektinformation zu
unterscheiden.

Im vorliegenden Beispiel wurde das Objekt
um 15mm in z-Richtung von der optischen
Achse entfernt. Das erleichtert die Rekon-
struktion, da die auf der optischen Achse
dominante Referenzwelle dort weniger stark
auftritt und sich somit leichter unterdriicken
ldsst. Ferner entsteht das imagindre Bild
nicht im Abbildungsvolumen und kann somit
nicht mit dem gewiinschten Bild iiberlagern.
Fiir die Darstellung des Bilds auf dem Schirm
wurde diese Verschiebung kompensiert.

Es ist also bereits in diesem einfachen Bei-
spiel gelungen, ein zweidimensional gespei-
chertes Bild getreu zu rekonstruieren. Dabei
ist inzwischen klar, dass das Hologramm nicht
vergleichbar zu einer Fotografie ist. Stattdes-
sen ist nicht unterscheidbar, ob es {iberhaupt
je eine Aufnahme gegeben hat. Im Falle der
Lichtholographie rekonstruiert hier also ein
echt rdumliches Bild der aufgezeichneten Ge-
genstéinde.

Lediglich die Referenzwelle ist dabei mog-
lichst exakt zu reproduzieren. Daher bietet
es sich grundsatzlich bei holographischen Ex-
perimenten an, eine moglichst einfache Geo-
metrie zu wihlen, die im Anschluss zur Re-
konstruktion leicht nachzustellen ist.

2.3.3 Koharenzbedingungen

Bisher ist von idealen Wellen und Rahmenbe-
dingungen ausgegangen worden. Insbesonde-
re wurden Zeitabhéngigkeiten vernachléssigt.
Inwieweit die Holographie auch auflerhalb der
simulierten Idealwelt funktioniert, soll hier
kurz dargestellt werden.

Insbesondere sind die Anforderungen an die
Kohérenz der beteiligten Wellen grof3. Das be-
deutet, dass die Wellen zu jedem beliebigen
Zeitpunkt ¢ und an jedem Ort r eine konstan-
te Phasenverschiebung zueinander aufweisen
miissen. Quantisieren lasst sich die Abhén-
gigkeit des Rekonstruktionserfolgs von der
Kohérenz durch die Theorie der partiellen
Kohdrenz.

In den theoretischen Ableitungen oben wurde
von einer monochromen, unendlich kohéren-
ten, perfekt punktformigen Lichtquelle ausge-
gangen. In der Realitét weist eine Strahlungs-
quelle aber eine gewisse Ausdehnung auf. De-
ren Storung lésst sich als Fourier-Reihe aus
unendlich vielen monochromatischen Wellen
darstellen [53]. Im Falle der Punktquelle wird
dabei nur ein Term behandelt. Ein weiterer
Storeinfluss stammt von Amplitude und Pha-
se einer realen Lichtquelle, die natiirlicherwei-
se Fluktuationen aufweisen [50, Kap. 10].

Um diese Einfliilsse quantisieren zu kénnen,
definieren wir den komplexen Kohérenzgrad
= (VoVi') . (2.42)
(VoVe) (ViVer)
Sein Betrag gibt an, inwieweit Objekt- und
Referenzwelle interferieren. Bei V, und V;
handelt es sich geméfi der Definition aus
Ref. [50, Kap. 10.2] um Betréige der sog. ana-
lytischen Signale, die aus den Erregerwellen
1o und 1), hervorgehen.

Im Rahmen der Theorie der partiellen Ko-
hérenz ist die Intensitéit als zeitliches Mittel
iber diese Signale definiert mittels
to
1
I1=(VV*)= E/V(t)v*(t) de. (2.43)
0

—to
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Ein Kohirenzgradbetrag von |y| = 0 bedeu-
tet also, dass die beiden Wellen zueinander
inkohérent sind, die Intensitéten also einfach
iiberlagert sind. Ein Betrag |y| = 1 hingegen
gibt an, dass sie voll miteinander interferie-
ren.

Der Kontrast A des Hologramms ldsst sich
definieren als

Imax - Imin
A = nax tmin (2.44)

Imax - Imin

Der maximale Kontrast Ap.x ist begrenzt
durch den Kohérenzgrad, es gilt nach Ref. [33,
Kap. 4.2.3]

Amax = (245)

-

Es lasst sich etwa fiir eine Aufnahme tiber
das Zeitintervall einer Sekunde abschétzen,
dass eine Abweichung der Frequenz von be-
reits Aw = 0,5Hz ausreicht, um die Rekon-
struktion vollstdndig unmoglich zu gestalten.
Mit Abnahme der Aufnahmezeit nimmt die-
se Frequenztoleranz antiproportional zu [33,
Kap. 4.2.4]. Die Verwendung verschiedener
Lichtquellen ist damit nahezu ausgeschlos-
sen. Insbesondere konnen Bewegungen des
aufgenommenen Objekts Probleme verursa-
chen, wenn sich beispielsweise durch Doppler-
Verschiebung die Wellenldnge éndert [54].

In lichtholographischen Experimenten gilt es
daher insbesondere auch, Vibrationen zu mi-
nimieren. Schwingungsamplituden der lich-
tumlenkenden Bauteile diirfen dabei eine
Groflenordnung von ungefihr A/20 nicht
iiberschreiten. Dies gelingt durch aufwindi-
ge und schwere Aufbauten zur Erzeugung
weitgehend vibrationsfreier Experimente [33,
Kap. 5.2.2]. Beispielsweise sind schwere Gra-
nittischplatten fir Experimentiertische im
Gegensatz zu Stahl deutlich besser in der La-
ge, mechanische Schwingungen zu ddmpfen.
Eine Gummilagerung dieser Tischplatten re-
duziert den Eintrag der Gebadudeschwingun-
gen in den Experimentalaufbau. Ferner wer-
den diese Experimentiertische préferiert un-
mittelbar auf dem Fundament platziert.

2.4 Volumenhologramme

Bisher wurde von einer zweidimensionalen
Flache als Aufnahmemedium ausgegangen.
Diese Art der Intensitdtsspeicher werden da-
her Flichenhologramme genannt. Tatséchlich
verfiigen insbesondere Fotoplatten aber {iber
eine gewisse rdumliche Ausdehnung senkrecht
zur Fléche, die ebenfalls geschwérzt wird. Es
handelt sich um dreidimensional zu behan-
delnde Volumenhologramme. Sie sind fiir die
weitere Arbeit nicht von besonderer Relevanz,
sollen aber aufgrund eines besonderen Ein-
satzgebiets erwdhnt werden: der WeifSlichtho-
lographie.

Zur Erstellung von Hologrammen, die ver-
schiedene Farben gleichzeitig rekonstruieren,
schlagen Leith und Upatnieks vor, mehrere
Flachenhologramme aufeinander zu schich-
ten [43]. Fiir eine Auswahl an Grundfarben
wird je ein Hologramm auf eine Platte auf-
gezeichnet. Nun werden diese Platten tiber-
einander gelegt und unter Verwendung der
gleichen Farben rekonstruiert.

Ein Problem wird dabei sofort erkennbar: Die
FEinzelbilder werden auch mit nicht der je-
weiligen Referenzwelle entsprechenden Farb-
komponenten rekonstruiert — es entstehen un-
erwiinschte Fehlerbilder. Dies liele sich in
gewissem Umfang vermeiden, indem — dhn-
lich wie bei der schrig eingestrahlten Refe-
renzwelle zur Verschiebung des konjugierten
Bilds — hier die verschiedenen Farbreferenz-
wellen unter unterschiedlichen Winkeln einge-
strahlt werden. Freilich muss dies bei der Re-
konstruktion aber in exakt gleicher Art und
Weise geschehen, was einen sehr hohen expe-
rimentellen Aufwand bedeutet.

Im Volumenhologramm ist die Rekonstrukti-
on unter einem gleichen Winkel aber denkbar.
Denn mit groflerem Wellenlédngenabstand A\
zwischen Referenz- und Wiedergabewellen-
linge wird das unerwiinschte Bild immer
schwécher. Weifllichtholographie ist mit Vo-
lumenhologrammen also grundsétzlich einfa-
cher realisierbar [33, Kap. 3.4.2].
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Nachdem zuvor die Holographie mit sichtba-
rem Licht behandelt wurde, skalieren wir in
diesem Kapitel die untersuchten Objekte auf
die Groflenordnung der atomaren Abstédnde
in Kristallen. Dafiir ist zunéchst die Erweite-
rung der Wellentheorie auf Elektronen notig.
Zu Beginn dieses Kapitels sollen daher zu-
néchst einige relevante Welleneigenschaften
beschrieben werden.

Im Anschluss soll mit der Elektronen-
riickstreubeugung die Untersuchungsmetho-
de vorgestellt werden, auf der die hier be-
handelte Art der Elektronenholographie ba-
siert und bereits Anwendung bei der Unter-
suchung atomarer Kristalle findet. Durch die
Einfithrung der abschlieflend erldauterten Dif-
ferenzbildmethode kénnen mit dieser Art der
Beugung auch holographische Untersuchun-
gen durchgefithrt werden. Dort sollen die
Feinheiten der experimentellen Anwendung
beschrieben werden, bevor sie in spateren Ka-
piteln algorithmisch umgesetzt werden.

3.1 Elektronenbeugung

De Broglie postulierte 1924 im Rahmen sei-
ner Dissertation, dass der bisher fiir Photonen
angenommene Welle-Teilchen-Dualismus fiir
jede Materie Anwendung finden kann [55].
Auch Elektronen lassen sich so Welleneigen-
schaften zuordnen, die mit einer energieab-
héngigen, sog. de-Broglie- Wellenlinge

h
V 2’rne-Ekin

beschrieben werden.

Ap = (3.1)

Damit lassen sich auch mit Materiewellen
Beugungsexperimente durchfiihren. Bekann-
te Experimente mit sichtbarem Licht — eben
auch die in Kapitel 2 fiir Licht behandelte Ho-
lographie — kénnen auf diese deutlich kleine-
ren Wellenldngen Ap iibertragen werden. Da

diese in oder unterhalb der Gréflenordnung
atomarer Abstédnde liegen, lassen sie sich ins-
besondere zur Untersuchung von Kristallen
nutzen.

In der Festkérperphysik wird die Wahl einer
Probe typischerweise auf diese Kristalle einge-
schréankt. Dabei handelt es sich um Festkor-
per, deren intrinsische Struktur durch Bra-
vais-Gitter mit zugehorigen Atombasen be-
schrieben werden kann. In der Folge zeigen
alle Atome eine langreichweitige Ordnung mit
diskreter Translationsinvarianz [56, Kap. 1.1].

Allerdings kann nicht der gesamte Kristall
analysiert werden. Aufgrund einer begrenz-
ten Reichweite der Elektronen haben ledig-
lich nah an der Oberflache liegende Schichten
Einfluss auf die Messergebnisse.

3.1.1 Wechselwirkungstiefe

Die eingestrahlten Elektronen koénnen nur
bis zu einer bestimmten Tiefe in den Kris-
tall eindringen. Diese Wechselwirkungstiefe
ist durch die mittlere freie Wegldnge — auch
Inelastic Mean Free Path (IMFP) genannt —
Amvrp gegeben. Er wird im weiteren Verlauf
dieser Arbeit noch relevant sein, weshalb er
an dieser Stelle bereits eingefiihrt werden soll.

Primér ist der IMFP von der kinetischen Ener-
gie, deutlich weniger dominant vom Material
abhéngig [57]. Fiir die phdnomenologische Be-
trachtung kann die verwandte Mean Escape
Depth (MED) hinzugezogen werden, die die
maximale Tiefe detektierter Elektronen bei
Spektroskopie-Messungen angibt und dhnlich
zur IMFP skaliert [58]. Die typische Bindungs-
energie eines Valenzelektrons liegt im Festkor-
per in einer Groéflenordnung von etwa Ep ~
10eV. Fiir Energien weit oberhalb dieser Bin-
dungsenergie Fy, > Ep konnen wir die Va-
lenzelektronen mit nun vernachlissigbaren
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Bindungen also als freies Elektronengas an-
ndhern. Daher wird die MED auch erst fir
hohere Energien angegeben. Die Elektronen-
absorption wird damit primér durch eine Ab-
héngigkeit von der mittleren Elektron-Elek-
tronen-Distanz beschrieben, die fiir alle Ma-
terialien anndhernd gleich ist [59, Kap. 1.2].

Bei der Berechnung von Wechselwirkungstie-
fen wird hier die von Shinotsuka et al. vor-
geschlagene Approximation aus Ref. [60] ver-
wendet, die diese bereits in Einheiten von
nm angibt. Dabei soll an dieser Stelle zum
Zwecke der Vergleichbarkeit die Konvention
iibernommen werden, Fitparameter ohne Ein-
heit anzugeben. Die Ergebnisse der Berech-
nungen sind hier in den Einheiten zu lesen,
die nachstehend geklammert angegeben sind.
Die mittlere freie Weglénge lautet approxi-
miert dann

Anvrp (Exin) =

[nm].

C D
+ —_—
Ekin El%in

ES Bln (vE) - (3.2)

Dabei geht Gleichung (3.2) mit dem Energie-
Parameter

E = By (3.3)
zuriick auf eine nicht-relativistische Form,
die aus der Bethe-Bloch-Gleichung abgeleitet
wird [61]. In ihr finden sich bereits alle ande-
ren Parameter in dquivalenter Form wieder.
Insbesondere sind das die kinetische Elektro-
nenenergie Fy;, und die Plasmonenenergie

N, -
B, = 28,816 P

[eV], (3.4)
also die Energie der quantisierten Elektronen-
oszillationen.

Beide Energien sind — zusammen mit der spé-
ter verwendeten Bandliickenenergie Fg — je-
weils bereits in eV angegeben. N, beschreibt

C Si

Ag

10*

Amvrp [nm]

10°

| S|

102

[

10*

103
Ekin [eV]

Abbildung 3.1: Die gezeigte Kurve nach
Refs. [60, 61] wird aufgrund der qualitativen
Ahnlichkeit fiir viele Festkorper als ,,Univer-
selle Kurve“ bezeichnet.

die Zahl der Valenzelektronen je Atom oder
Molekiil. p ist die Dichte des Materials in Ein-
heiten von gem™, M seine atomare Masse.

Bei den iibrigen Parametern handelt es sich
dabei um Werte, die sich empirisch aus den
Messdaten ermitteln lassen. Diese Parameter
lauten im Einzelnen

B=-1,0+ _ 944, 0,69p%
B2+ EZ (3.5a)

[eV_1 nrn_l]7
v =0,191p7%° [eVvT'],  (3.5b)
C=197-91-U [om™'],  (3.5¢)

D=534-208-U [eVnm™'], (3.5d)

Ny-p (3.4) ( £, )2

U =
M 28,816

(3.5¢)

wobei sie nur unwesentlich von denjenigen frii-
herer Publikationen mit nicht-relativistischer
Form abweichen [60, 61]. Mit dem relativisti-
schen Korrekturfaktor

Ekin )(1 n
p)
(2mec?)

Ekin 2
MeCl
(3.6)

Oé(Ekin) = (1 +
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ist die in Gleichung (3.2) angegebene Schét-
zung mit Energie-Parameter

E = a(Ekin) . Ekin (37)

bis zu einer kinetischen Energie von Ey;, =
200keV und somit fiir die in dieser Arbeit
relevanten Energiebereiche giiltig [60].

Diese in Abbildung 3.1 gezeigte Funktion
wird aufgrund ihrer Ahnlichkeit fiir verschie-
dene Festkorper auch hdufig Universelle Kur-
ve genannt — obwohl diese Benennung in die
Irre fithrt [62, Kap. 2.1.2]. Sehr wohl sind
nédmlich materialabhéngige Effekte abseits
des qualitativ stets dhnlichen Verlaufs erkenn-
bar [63].

3.1.2 Wellenform

Fiir die in Abschnitt 2.3 beschriebene Herlei-
tung der Lichtholographie wurde eine isotro-
pe Wellenausbreitung angenommen. Die Be-
schreibung der Wellenfunktion von Elektro-
nen gestaltet sich dabei aber deutlich schwie-
riger, da sie stark anisotrop ist [22]. Insbe-
sondere ist daher die Annahme reiner Kugel-
wellen nicht haltbar. Um holographische Ex-
perimente durchfithren zu kénnen, bedarf es
also zunéchst einer anderen mathematischen
Beschreibung dieser Wellenform.

Bei hohen kinetischen Energien der Elektro-
nen bildet sich ein Kegel in Ausbreitungs-
richtung der Wellen aus. Die Streuamplitu-
de auflerhalb dieses Kegels, der durch den
Offnungswinkel ® bestimmt wird, ist schnell
vernachléssigbar [64]. Bei den im Rahmen
dieser Arbeit untersuchten kinetischen Ener-
gien von Fyi, > 10keV verschwindet die Am-
plitude auBerhalb eines Offnungswinkels von
® 3 20° [65]. Innerhalb dieses Kegels kann
die Welle als isotrop approximiert und damit
gleich der Form einer Kugelwelle angenom-
men werden [66]. Diese konische Wellenform,
wie sie in Abbildung 3.2 qualitativ dargestellt
ist, soll in allen weiteren Berechnungen ange-
nommen werden.

Isotrop Quelle Konisch

Abbildung 3.2: Gegeniiberstellung der rele-
vanten Wellenformen: Die isotrope Welle
links kann fiir Elektronen nicht angenom-
men werden, stattdessen kann fiir grofle
Energien die konische Form rechts angené-
hert werden. Innerhalb eines Kegels mit Off-
nungswinkel @ ist die Wellenausbreitung ap-
proximiert gleich der isotropen, aulerhalb
des Kegels Null.

3.2 EBsD

Vier Jahre nach de Broglies Postulat iiber die
Materiewellen untersuchten Nishikawa und
Kikuchi erstmals Beugungsbilder von Elek-
tronen, die sie mit einer kinetischen Energie
von FEy;, = 50keV unter streifendem Einfall
eines Winkels von 1 = 6° auf eine Spaltebe-
ne eines Calcitkristalls (CaCOs) lenkten. De-
ren de-Broglie-Wellenlénge betrégt nach Glei-
chung (3.1)

AB ~ 5,5pm = 0,055 A (3.8)
und liegt damit weit unter den atomaren Ab-
stdnden innerhalb des Kristalls. Dort streuen
sie daher am Kristallgitter.

Aufgrund des in Abschnitt 3.1.1 beschriebe-
nen IMFP sind fiir die Holographie lediglich
inelastische Interaktionen an einem oberfla-
chennahen Atom relevant. Im Anschluss kon-
nen die Elektronen nun ein- oder mehrfach
an weiteren Atomen elastisch beugen oder un-
mittelbar aus der Probe austreten. Auf einem
Schirm, der im vorgestellten Experiment in
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einem Abstand von D = 6,4cm zur Probe po-
sitioniert und analog zu lichtholographischen
Experimenten durch eine Fotoplatte realisiert
ist, kann dann ein sog. Kikuchi-Muster auf-
gezeichnet werden. Die verwendete Technik
wurde dabei aufgrund der Riickstreuung der
Elektronen zunéchst Backscatter Kikuchi Dif-
fraction (BKD) genannt, bevor sie spéter in
Electron Backscatter Diffraction (EBSD) um-
benannt wurde [67].

3.2.1 Kikuchi-Linien

Im aufgenommenen Muster sind Streifen —
die Kikuchi-Linien — erkennbar. Vergleiche
dazu auch Abbildung 3.6 weiter unten. Die-
se Linien treten dabei auch héufig parallel
in Paaren mit geringem Abstand auf. Eine
dieser Linien wird mit einer hohen Intensitéat
aufgenommen, erscheint im Muster also hell,
die andere regulir mit geringer Intensitét, er-
scheint also dunkel. Sie grenzen einen Bereich
mit zum Untergrund verschiedener Intensitét
ein. Dieses und vergleichbare Systeme werden
daher als Kikuchi-Binder bezeichnet [68].

Die Bildung der Kikuchi-Linien ist dabei zu-
néchst qualitativ analog zu den bei der Ront-
genstrahlung als Kossel-Linien bezeichneten
Beugungserscheinungen zu erkliren [69, 70].
Diese lassen sich aus der Bragg-Gleichung her-
leiten. Geometrisch wird diese anhand von
Abbildung 3.3 leicht nachvollziehbar. Eintref-
fende Strahlen fallen unter dem Winkel 9
auf den aus mehreren, im Abstand a aufein-
ander angeordneten Gitterebenen bestehen-
den Kristall. Die reflektierten Strahlen ha-
ben damit einen direkt ablesbaren summier-
ten Gangunterschied von

A =2asin 9. (3.9)

Die Strahlen interferieren nun genau dann
konstruktiv, wenn dieser Gangunterschied A
einem ganzzahligen Vielfachen n € N der
Wellenldnge A entspricht. Es ergibt sich die
Bragg-Bedingung [56, Kap. 2.2.1]

A =2asind = nA. (3.10)

Abbildung 3.3: Geometrische Darstellung zur
Ableitung der Bragg-Bedingung.

Die Kossel-Linien entstehen, wenn die Atome
im Kristall zur isotropen Emission von Ront-
genstrahlung angeregt werden. Ein Teil die-
ser Strahlung reflektiert an den Netzebenen
und interferiert dann mit der unreflektierten
Strahlung. Da Wellenlédnge A und Gitterkon-
stante a fir das System gegeben sind, ist auch
der Winkel konstant. Die Intensitédtsmaxima
breiten sich also in der Form eines Kegels —
dem Kossel-Kegel — aus. Auf dem Detektor
wird der Schnitt von Kegel und Schirmebene
als Kossel-Linie nachgewiesen [71, Kap. 3.9].
Aus deren Lage lasst sich die Orientierung der
fiir die Beugung verantwortlichen Netzebe-
nen und damit die des Kristalls ablesen [70].

Im Falle der Kikuchi-Linien kann deren
Form durch &hnliche geometrische Uberle-
gungen aus zwei Konstruktionen des rezipro-
ken Gitters abgeleitet werden. Zum einen
ist das die Brillouin-Zone, die primitive Zel-
le des reziproken Gitters — vgl. Ref. [56,
Kap. 2.1.4], zum anderen die Ewaldkugel,
die die von-Laue-Bedingung visualisiert [56,
Kap. 2.2.2]. Die Bragg-Bedingung (3.10) ist
erfiillt fiir Schnitte zwischen den Brillouin-Zo-
nengrenzen und einer Ewaldkugel-Konstruk-
tion um eine punktférmige Quelle innerhalb
des Kristalls. Diese Schnitte lassen sich dann
auf den Schirm projizieren [72]. Es han-
delt sich also um eine Zentralprojektion der
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Abbildung 3.4: Schematische Darstellung des
experimentellen EBSD-Aufbaus. Der eintre-
tende Elektronenstrahl ist dabei zur Pro-
benoberflache verkippt [20, Abb. 1a].

Schnitte auf der Ewaldkugel aus der Quelle
auf den Schirm: eine sog. gnomonische Pro-
jektion.

Die quantitative Erklarung ist dabei kom-
plexer und die hier erbrachte qualitative Be-
schreibung tiber Kossel-Kegel fiir das vollstéan-
dige Verstdndnis der Kikuchi-Béander sicher
nicht ausreichend. Ein Grund dafiir liegt dar-
in, dass die Atome die Elektronen inkohérent
zur einfallenden Welle streuen — die klassi-
sche Theorie aber nur fiir die kohérente Beu-
gung anwendbar ist [73]. Bisher wurden auch
weiter auftretende Effekte vernachlassigt, die
hier an Bedeutung gewinnen [74, 75]. So ver-
ringert auftretende Absorption die Intensitat,
wahrend Mehrfachstreuung zusétzliche Inter-
ferenzen erzeugt. Erst durch von Laues relati-
vistische Theorie zur Beschreibung von ,,Ma-
teriewellen und ihre(n) Interferenzen® lieflen
sich die auftretenden Muster auch quantita-
tiv erlautern [71, Kap. 5.25]. Inzwischen ist
durch ein umfangreicheres Verstdndnis und
die gesteigerten Kapazitdten moderner Rech-
ner auch die Simulation dieser Kikuchi-Béan-
der sehr genau moglich, fiir weitere Erlaute-
rungen sei auf Ref. [76] verwiesen.

Bei iiblichen EBsD-Maschinen wird der Elek-
tronenstrahl heute, wie in Abbildung 3.4
dargestellt, typischerweise in einem Winkel
von ¥ = 20°-30° zur Probenoberfliche ein-

gestrahlt [67]. Auch Nishikawa und Kikuchi
haben ihre Probe wie oben beschrieben un-
ter streifendem Einfall bestrahlt. Denn ohne
einen Winkel ¢ fern ab des Lots ist der Kon-
trast nicht ausreichend, um die Kikuchi-Bén-
der {iberhaupt ablesen zu kdénnen. So sind
beispielsweise die Muster von Lithiumfluo-
rid (LiF) fir Winkel von ¥ > 35° iiberhaupt
nicht mehr sichtbar [77].

Das wird anschaulich bei Betrachtung der
Rutherford-Streuung von geladenen Teilchen
klar [77]. Im zugehorigen Erstexperiment
wurden dazu «a-Teilchen an einer Goldfolie
gestreut. Die Anzahl der gestreuten Teilchen
lief sich demnach durch die Rutherford’sche
Streuformel [78, Kap. 1.3.3] beschreiben:

Z%et
(4me9)*m2ud, sin* (£)

(3.11)

dN, = NonAx dQ.

Wenn N, Teilchen eine Materie der Dicke
Az mit Kerndichte n und Kernladungszahl
Z durchdringen, gibt dN,, die entsprechende
Zahl der abgelenkten Teilchen an. Insbeson-
dere ist der differentielle Streuquerschnitt mit

N,
dan o< sin™ (%)

stark winkelabhéngig. Mit zunehmendem
Winkel nimmt er sehr schnell ab.

(3.12)

Durch einen streifenden Einfall erhéht sich
demnach die Intensitit der inelastisch ge-
streuten Elektronen. Ein noch flacherer Win-
kel erhoht diese Intensitat zusétzlich und wird
flir oberflichensensitive Messungen, wie et-
wa bei der Nutzung von Reflection High-
Energy Electron Diffraction (RHEED), ge-
nutzt. Auch hier sind holographische Un-
tersuchungen — zumindest in der Theorie —
moglich. So ldsst sich beispielsweise mithilfe
von Raytracing priifen, in welchem Rahmen
RHEED-Holographie einsetzbar ist [79]. Al-
lerdings leidet die rdumliche Auflésung unter
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dem flachen Winkel. Ferner wird die Bildaus-
wertung signifikant durch zunehmende Ver-
zerrung des Strahlflecks und des Detektor-
bilds erschwert [67]. RHEED wird aufgrund
der hohen Oberflichensensitivitit priméar et-
wa bei der Epitaxie eingesetzt. Auf Grund
der grofien Verwandtschaft dieses Systems
mit der in der Arbeit simulierten Appara-
tur lassen sich alle nachfolgend beschriebenen
Erkenntnisse qualitativ dennoch weitgehend
iibertragen.

Unabhéngig vom gewéhlten Einfallswinkel
treffen die Elektronenwellen nach der Beu-
gung an der Probe auf einen Schirm. Bei-
de sind in heutigen Experimenten iiblicher-
weise D = 2cm voneinander entfernt. Der
Schirm hat eine Fliache der Groéflenordnung
d* = 5x 5cm?, auf deren Fliche sich etwa
N? =1000 x 1000 diskrete Pixel befinden. In-
zwischen wird der Schirm nicht mehr durch
eine Fotoplatte, sondern normalerweise durch
eine Ccp-Kamera realisiert [19]. Die Abkiir-
zung CcD steht dabei fiir die verwendete
Technik, es handelt sich um ein ,,Charge Cou-
pled Device“. Auf dem Detektor lasst sich nun
das eigentliche Muster messen.

3.2.2 Musterauswertung

Fiir eine vollstdndige Charakterisierung ist
die Auswertung vieler Muster notig. Erst
die automatisierte Erkennung und Klassifi-
zierung der Kikuchi-Bénder ermoglichte die
umfangreiche Anwendung der EBSD [80]. Zu-
néchst gelang die computergestiitzte Bestim-
mung der Linienparameter durch verhéltnis-
méfBig einfache Algorithmen, wie die zeilen-
weise Suche von Intensitdtsmaxima [81]. Es
folgte eine Kantenerkennung mithilfe eines
Burns-Algorithmus, bei dem Pixel anhand ei-
ner Gradientenrichtung — nicht anhand der In-
tensitat des Gradienten wie intuitiv anzuneh-
men wére — gruppiert werden [82, 83]. Durch-
gesetzt haben sich aber Methoden der Analy-
se mithilfe einer Hough- [84, 85] und spéter
der Radon-Transformation [86, 87].

Die Hough-Transformation wurde urspring-
lich definiert, um als Verarbeitungsverfahren
Linien in Bildern zu erkennen und in Gera-
denparameter zu iiberfithren [88]. Sie l&sst
sich allerdings fiir verschiedene zu erkennen-
de Formen in Bildern generalisieren [89] und
wird in Bilderkennungsalgorithmen fiir sog.
Template Matching angewendet [90, 91]. Die
éltere Radon-Transformation geht zuriick auf
die Projektion einer Punkt- auf eine Geraden-
funktion [92]. Auch sie lasst sich verallgemei-
nert fiir beliebige Formen anwenden. Beide
Transformationen sind dabei eng miteinander
verwandt [93].

Im Folgenden moéchten wir die Probe genau-
er beleuchten, an der die eigentliche EBSD-
Messung stattfindet. Denn in einem bisher
als unendlich ausgedehnt und regelméflig an-
genommenen Kristall existieren Schadstellen.
Etwa verschiedene sog. Kristalliten, die sich
in ihrer Ausrichtung unterscheiden und damit
voneinander zu unterscheidende Gitter dar-
stellen. Die sie trennende Grenzflache ist eine
Diskontinuitdt und damit ein zweidimensio-
naler Kristalldefekt, der Korngrenze genannt
wird. Die Struktur der Kristalliten in ihrer
Gesamtheit wird als Gefiige bezeichnet.

Inzwischen lasst sich EBSD bereits fir vie-
le Arten der Untersuchung dieses Gefiiges
eines Werkstoffs nutzen. Durch Verschieben
der Probe innerhalb der Apparatur lasst sich
diese Kartographieren. Korngrenzen kénnen
charakterisiert werden, indem die Kristalli-
tenorientierungen wie oben beschrieben fiir
einzelne Bereiche bestimmt werden. Ferner
lassen sich Kristallspannungen etwa aus der
Unschérfe des Musters ablesen. Weitere Un-
tersuchungen beschéftigen sich mit der Tex-
tur, dem Verformungsverhalten und vielen
weiteren Aspekten der Probe [19, 76].

3.2.3 Auflésungsvermogen

Die rdumliche Auflésung eines EBSD-Expe-
riments — also der Grofie des Interaktionsvo-
lumens — ist von vielen Parametern neben
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der Wechselwirkungstiefe abhéngig, wie etwa
der Strahlbreite [94]. Insbesondere aber auch
von der gewéhlten kinetischen Energie Fyi,
der einfallenden Elektronen, was nicht aus-
schliefllich auf den IMFP zuriickzufiihren ist.
Durch Monte-Carlo-Simulationen lésst sich
eine untere Grenze einer Auflésung im Be-
reich weniger nm abschétzen. Mit zunehmen-
der Energie steigt auch sie stark an [95].

Es gibt verschiedene Ansétze, diese Auflésung
zu verbessern, wie etwa den der Energieselek-
tion. Nur 5% der am Schirm ankommenden
Elektronen sind tatséchlich elastisch gestreut
und tragen die Strukturinformation. Die rest-
lichen, inelastisch gestreuten Elektronen tra-
gen nur zum Rauschen bei [96]. Ihre Energie
ist allerdings geringer. Vergleichsweise junge
Entwicklungen aus den letzten 15 Jahren sind
daher Energiefilter, die inelastisch gestreute
Elektronen vom Muster entfernen und damit
den Kontrast deutlich erhdhen koénnen [97].
Da der Energieverlust des Streuprozesses ma-
terialabhéngig ist, machen sie die Messungen
chemisch sensitiv [98] und sind damit auch fiir
die hier beschriebene Holographie hochinter-
essant, da sie die Anwendungsmoglichkeiten
erweitern.

Keller und Geiss haben eine transmittieren-
de Art der Apparatur vorgeschlagen, die eine
signifikante Auflésungsverbesserung bringt,
da keine Riickstreuung mehr gemessen wird.
Richtigerweise wire sie aber der Transmission
Kikuchi Diffraction (TKD) zuzuordnen [99].
Diese Methode lasst sich durch diinne Sub-
strate deutlich verbessern [100]. Auch bei der
Untersuchung von auf Substraten aufgebrach-
ten Partikeln durch Riickstreuung profitiert
die Auflésung von der Verringerung der Sub-
stratdicke [101].

3.3 EBsp-Holographie

Eine Vielzahl an Untersuchungsmethoden
mittels EBSD wurden bereits erwdhnt. Im
Rahmen dieser Arbeit soll die holographische

Methode nun auf EBSD-Messungen tibertra-
gen werden. Verschiedene andere Arten der
Elektronenholographie wurden dabei bereits
fiir andere Beugungsmethoden von niedrigen
kinetischen Energien ab Eyi, = 20€V [102] bis
hin zu hohen Energien von E\;, = 100keV [18,
103] vorgestellt und angewendet. Allerdings
stellen in diesen Experimenten hiufig Rau-
schen oder Artefakte grofie Probleme fiir eine
erfolgreiche Rekonstruktion dar.

Im Falle von Niederenergie-Elektronenbeu-
gung, der sog. Low-Energy Electron Diffrac-
tion (LEED), sind beispielsweise erfolgreiche
Rekonstruktionen moglich — diese leiden aller-
dings unter einer stark eingeschrinkten rdum-
lichen Reichweite. Im Rahmen von Ref. [104]
gelang die LEED-Holographie beispielsweise
nur durch voriges Mitteln iiber mehrere Ho-
logramme, die mit verschiedenen kinetischen
Energien aufgenommen wurden.

Fiir holographische Untersuchungen mit-
tels EBSD miissen wir zunéchst analog zur
Lichtholographie eine Referenzwelle definie-
ren. Diese entspricht aber nicht der nahelie-
genden einfallenden Elektronenwelle. Gegen-
iiber den austretenden Elektronen unterschei-
det sie sich in der kinetischen Energie um eini-
ge €V [105-107]. Ein- und austretende Wellen
sind, wie bereits beschrieben, inkohérent zu-
einander [73] und beeinflussen sich damit im
zeitlichen Mittel nicht. Die bereits oben be-
schriebenen Energiefilter lieBen sich hier im
Ubrigen auch zu einer spiteren Verbesserung
des Kontrasts einsetzen, indem sie die hoher-
energetische einfallende Elektronenwelle fiir
das Hologramm eliminieren. Die so extern
eingebrachten Elektronen kénnen also voll-
stdndig ignoriert werden.

Stattdessen definieren wir den ersten Streu-
prozess an einem Atom innerhalb der Probe
als Ursprung der Referenzwelle. Diese Welle
streut nun an weiteren Atomen, sodass sich
eine Uberlagerung mehrerer gestreuter aus-
tretender Wellen und der ungestreuten Re-
ferenzwelle ergibt. Wie Abbildung 3.5 zeigt,
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Abbildung 3.5: Die einfallende Elektronen-
welle streut an einem Atom, das als Refe-
renzwellen-Quelle dient. Von dort aus wer-
den sekundére Streuwellen ausgelost, die in

Summe dann das Hologramm ergeben [20,
Abb. 1Db].

liegt die Referenzwellen-Quelle damit effek-
tiv innerhalb der Probe [108]. Die Absténde
zwischen den einzelnen Streuern liegen dabei
in der Groflenordnung der Elektronenwellen-
lange. Daher kénnen wir das Intensitdtsmus-
ter aus der Uberlagerung dieser Wellen — das
EBsD-Beugungsmuster — als ein Hologramm,
also eine Uberlagerung einer Referenzwelle
mit der zugehdrigen Objektwelle, interpretie-
ren [109].

Bei Beachtung der endlichen Breite des einfal-
lenden Strahls auf den Kristall stellt sich die
Frage, ob die Annahme eines einzelnen ,,ers-
ten* Streuprozesses zur Erzeugung der Refe-
renzwelle iiberhaupt valide ist. Wiirden ndm-
lich mehrere Referenzwellen-Quellen im Kris-
tall zeitgleich entstehen, kann die Referenz-
welle nicht mehr als Kugelwelle mit einzel-
nem punktférmigen Zentrum angenommen
werden — die Simulationen werden beliebig
kompliziert. Zur qualitativen Abschétzung
der Anzahl dieser Referenzstreuprozesse neh-
men wir einen Strahldurchmesser von

dg =100pm = 10° A (3.13)

an. Wie oben beschrieben, gibt die mittle-
re freie Weglidnge die Tiefe des ,,Wechselwir-
kungszylinders“ an, dessen Volumen wir fiir
die Schétzung bestimmen wollen. Auf kon-
krete Energien und Kristalle soll erst spéater
eingegangen werden, an dieser Stelle sei die
mittlere freie Wegldnge mit Apypp = 150 A
und eine typische Gitterkonstante mit a = 3 A
angegeben. Wir erhalten damit also etwa

7(dg/2)” - e
a

Nrefs = ~4-10" (3.14)

potentielle Referenzwellen-Quellen.  Aller-
dings ist diese grofie Zahl kein Grund zur Be-
unruhigung, denn mehrere Griinde sprechen
dafiir, dass wir weiterhin an der beschriebe-
nen Theorie festhalten kénnen.

Erstens ist die Wechselwirkungsreichweite
viel kleiner als der Strahldurchmesser, also

AIMFP < d@. (315)

Dass zwei Streuprozesse in der gleichen ortli-
chen Umgebung auftreten ist folglich deutlich
unwahrscheinlicher.

Sollten zweitens innerhalb der Reichweite des
IMFP mehrere Streuprozesse gleicher Pha-
se auftreten, so ist davon auszugehen, dass
ein ausreichend zeitlicher Abstand zwischen
ihnen besteht, sodass die gegenseitige Be-
einflussung absolut vernachlassigbar ist [52,
Kap. 2.4.2].

Drittens besitzt ein Elektronenstrahl nur eine
endliche Kohérenz, die von der verwendeten
Elektronenquelle abhéngig ist. Nur innerhalb
eines sich auf der Probe ausbildenden Koha-
renzbereichs stammende Wellenamplituden
interferieren tiberhaupt miteinander. Andere
Wellen sind unabhéngig voneinander — also
phasenunkorreliert. Es tritt am Schirm nur
eine Addition ihrer Intensitaten auf [62]. Im
zeitlichen Mittel besteht damit auch keine ge-
genseitige Beeinflussung der ,ersten* Streu-
prozesse und ihrer Folgewellen mit denen an-
derer Referenzwellen [20].
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Gerade diese Intensitdtsaddition hat noch ei-
ne weitreichende Folgerung fiir die Simulati-
on von Hologrammen. Gleiche lokale Umge-
bungen erzeugen die selben Hologramme. Es
reicht damit also vollig aus, in einem simulier-
ten Kristall alle sich unterscheidenden loka-
len Umgebungen zu identifizieren und deren
Hologrammintensititen zu addieren. Im rea-
len Experiment lieen sich Hologramme ver-
schiedener lokaler Umgebungen dann durch
die weiter oben beschriebene chemisch sen-
sitive Filterung wie etwa nach Refs. [97, 98]
voneinander separieren und einzeln rekonstru-
ieren. Allerdings ist daher auch keine direk-
te Abbildung einzelner Streuer moglich. Auf-
grund der effektiven Mittlung tiber verschie-
dene lokale Umgebungen verschwinden ver-
einzelte Fehlstellen in der Rekonstruktion.

Die in Abschnitt 3.1.2 beschriebene kegelfor-
mige Wellenform wird genau hier relevant:
Entlang der Verbindungsachse der Referenz-
wellen-Quelle tiber das Streuatom bildet sich
der Ausbreitungskegel aus. Dies geschieht wie
ausgefiihrt jedoch nur fiir hohe Energien. Es
sei daher erwéahnt, dass durchaus auch An-
sitze zur Losung des Problems der aniso-
tropen Elektronenwellenfunktion im Rahmen
der Elektronenholographie bei niedrigeren als
den hier untersuchten Energien Ey;, existie-
ren. Die Behandlung wird aber bedeutend
komplexer und fithrt an dieser im Detail Stel-
le zu weit. Durch andere als die unten be-
schriebene Differenzbildmethode geartete An-
passung des Rekonstruktionsintegrals ist in
FEinzelféllen so etwa eine Rekonstruktion mog-
lich [110, 111]. Ferner gelingt die Messung
in einigen Féllen durch einen sehr flachen
Winkel bei der Messung mittels niederenerge-
tischer Elektronen [112]. Solche RHEED-Ex-
perimente wurden bereits in Abschnitt 3.2.1
thematisiert. Wie beschrieben, steht der ge-
steigerten Intensitdt durch flacheren Win-
kel eine ungenauere Bildauswertung gegen-
iiber [67, 79].

Bei der niederenergetischen Elektronenbeu-
gung tritt das in Abschnitt 2.3.1 beschriebene

Zwillingsbild ebenfalls auf und fithrt zu den
fiir holographische Experimente bereits be-
kannten Problemen. Es wird ebenfalls rekon-
struiert, obwohl es das aufgenommene Objekt
nicht real darstellt. Im niederenergetischen
Fall lie3 es sich lediglich durch mathemati-
sche Tricks unterdriicken [113]. Auch im Falle
der Rontgenholographie lassen sich entspre-
chende Algorithmen zur Verbesserung des re-
konstruierten Signals entwerfen [114].

Da das rekonstruierte Objekt im Fall der hier
vorgeschlagenen Elektronenholographie mit-
tels EBSD aber zwischen Emitteratom und
Schirm liegt, tritt das Zwillingsbild jenseits
des Emitteratoms tiefer im Kristall auf [51].
Aufgrund der Orientierung der Wellenkegel in
Richtung Schirm kann das Zwillingsbild also
per Definition nicht im Rekonstruktionsvolu-
men erscheinen [52], was einen grofien Vorteil
der in Abschnitt 5.4.4 noch néher beschriebe-
nen Rekonstruktion ins Kristallvolumen dar-
stellt.

3.3.1 Differenzbildmethode

Ein mit heutigen Methoden aufgenomme-
nes Muster ist in der oberen Hélfte der Ab-
bildung 3.6 dargestellt. Dabei enthilt ein
Beugungsmuster insbesondere die nullte Beu-
gungsordnung, die keine holographische, son-
dern nur geometrische Information in sich
triagt, das Muster aber stark dominiert [108].
Dies schlie3t insbesondere die beschriebenen
Kikuchi-Bénder ein. Es bedarf also eines Ver-
fahrens, um diese nullte Ordnung weitestge-
hend zu eliminieren und damit die holographi-
sche Strukturinformation héherer Ordnung
sichtbar zu machen.

Zur Motivation eines solchen Verfahrens sei
zunéchst an die Beugung am FKEinfachspalt
erinnert. Dort tritt das nullte Beugungsma-
ximum immer an gleicher Stelle auf — vollig
unabhéangig von der Wellenlange des Lichts.
Mit verdanderter Wellenldnge verschieben sich
aber die Maxima und Minima hoherer Ord-
nung [115, Kap. 6.4.1.6]. Analog verhilt es
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Si(001) I(Bin = 14keV)

2 o
70 1(14keV) - I(13keV)

Abbildung 3.6: Aufnahme eines experimentellen EBSD-Musters eines Silizium (00 1)-Kris-
talls oben und das Differenzbild nach Abschnitt 3.3.1 zweier dieser Muster unten, die
bei verschiedenen kinetischen Energien aufgenommen wurden. Vergleich nach Daten aus
Ref. [52], eigene grafische Darstellung.
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sich bei den hier betrachteten Beugungsmus-
tern nach EBSD. Die geometrische Informati-
on in der nullten Beugungsordnung tritt im-
mer an derselben Stelle auf. Und das vollig
unabhéngig von der Wellenldnge, also der ki-
netischen Energie der Elektronen, wihrend
dies auf die hoheren Ordnungen nicht zutrifft.

Omori et al. machen sich diesen Effekt bei der
Differential Photoelectron Holography (DPH)
zunutze [116]. Statt einer einzelnen Intensitét
im Rekonstruktionsintegral bedienen sie sich
einer partiellen Ableitung 9/0k nach dem
Wellenvektor k. In einer einfacheren nume-
rischen Ausfiihrung bedeutet dies, dass zwei
aufgenommene Muster voneinander subtra-
hiert werden konnen. Werden namlich zwei
Bilder bei unterschiedlicher kinetischer Ener-
gie aufgenommen, finden sich die geometri-
schen Informationen in gleicher Auspragung
und kénnen durch die Subtraktion eliminiert
werden, wiahrend die héheren Ordnungen er-
halten bleiben. Abbildung 3.6 zeigt in der
unteren Hilfte ein solches Muster nach Diffe-
renzbildung. Und tatséchlich &hnelt das Dif-
ferenzbildmuster optisch stark den Hologram-
men, die wir bereits aus der Lichtholographie
kennen.

Diese einfache Auspridgung einer einzelnen
Subtraktion im Rahmen der DPH, die im Fol-
genden Differenzbildmethode genannt werden

soll, ist hinreichend beschrieben. Der Schritt
zur Uberfithrung von simulierten ,vollwerti-
gen“ EBsD-Mustern durch Differenzbildung
in reine Hologramme soll daher im weiteren
Verlauf der Arbeit ausgelassen werden. Die
vollstdndige Simulation dieser Prozesse er-
hoht hier die Komplexitét stark, ohne den Er-
kenntnisgewinn signifikant zu steigern. Ist im
Folgenden von einem EBSD-Hologramm die
Rede, ist damit eigentlich die Differenz aus
zwei Mustern gemeint, die zusammen wie be-
schrieben ein Hologramm ohne dominierende
geometrische Information bilden.

Wenn im Laufe dieser Arbeit die Aufnah-
me mehrerer Hologramme zu einer Probe be-
schrieben ist, bedeutet das aber nicht auto-
matisch, dass diese Zahl in Gedanken fiir das
konkrete Experiment zu verdoppeln ist. Denn
ein erforderliches Differenzbild lésst sich auch
durch Kombination anderer Aufnahmen fin-
den. Ab drei Mustern lassen sich so durch
Permutation drei Paare finden, die dann drei
Hologramme ergeben. Analog gilt dies fir
mehr Ausgangsmuster, sodass die Zahl beno-
tigter Messungen ab drei Mustern unverén-
dert bleibt. Alternativ lieffle sich unterstiit-
zend zu allen Messungen ein einziges zusétzli-
ches Subtraktionsmuster aufnehmen, das von
allen anderen Mustern abgezogen wird. Die
Anzahl benétigter Muster erhéht sich dann
lediglich konstant um eins.






4 Computerholographie

Die mittels Elektronenholographie untersuch-
ten Objekte haben atomare Groéfienordnung.
Damit ist ihre Rekonstruktion dem mensch-
lichen Auge nicht unmittelbar zugénglich.
Stattdessen muss sie also berechnet und dann
visualisiert werden. Dazu bietet sich die Ver-
wendung eines Computers an.

Die digitale Berechnung von Hologrammen
ist dabei bereits etabliert. Grofles Interesse
wird etwa der Entwicklung von 3D-Displays
entgegengebracht, die durch die Beleuchtung
berechneter Hologramme echt dreidimensio-
nale Darstellungen erzeugen, ohne dabei auf
etwaige Hilfsmittel wie stereoskopische Bril-
len zurtickgreifen zu miissen [17]. Miniatu-
risiert lassen sich solche Displays dann bei-
spielsweise in Augmented-Reality-Brillen ein-
setzen, wo sie mitten im Blickfeld virtuelle
Objekte einbetten konnen [117].

Da die EBsD-Holographie in dieser Arbeit
im Rahmen computergestiitzter Simulatio-
nen durchgefithrt wird, ist die Behandlung
der Computerholographie nétig. Thre vor-
nehmlich im Zusammenhang mit der simulier-
ten Lichtholographie gewonnenen Erkenntnis-
se sollen dabei im Laufe der weiteren Arbeit
selektiv auf die Verwendung mit EBSD ange-
wandt werden.

Zu Beginn dieses Kapitels soll mit der Fou-
rier-Transformation ein wichtiges Hilfsmittel
in vielen Bereichen der Physik eingefithrt wer-
den. Im Speziellen ist sie auch fiir die hier
relevante (Fourier-)Optik und damit fiir die
folgenden Abschnitte von grofier Bedeutung.

Im Anschluss werden die bei der Berechnung
am Computer zwangsldufig auftretende Dis-
kretisierung genauer behandelt. Aus der bis-
her weitgehend analytischen Betrachtung des
holographischen Prozesses wird eine numeri-
sche, wenn diskrete Systeme behandelt wer-
den. Aus kontinuierlichen Integralen werden

diskrete Summen. Dieser Ubergang in nicht-
kontinuierliche Systeme findet bereits im Ex-
periment genau dann statt, wenn das Auf-
nahmemedium nicht mehr kontinuierlich ist —
also beispielsweise, wie in Kapitel 3 beschrie-
ben, durch einen CcD-Sensor realisiert ist. In
Abschnitt 4.2 sollen die hierbei auftretenden
Probleme und Folgen dargelegt werden.

Nebenbei treten auch numerische Fehler, wie
etwa Rundungsfehler, aufgrund der verwen-
deten Datentypen oder Ungenauigkeiten in
Algorithmen auf, die etwa aus Erwagungen
zur Senkung der Laufzeit folgern kénnen. Der-
artige Fehlertypen sollen kurz angeschnitten,
aber aufgrund ihrer geringeren Signifikanz
nicht weiter vertieft werden.

Abschlielend sollen die Teilschritte der Holo-
graphie am Computer in Abschnitt 4.3 theo-
retisch erldutert werden, bevor im Folgeka-
pitel konkrete Implementierungen behandelt
werden.

4.1 Fourier-Synthese

Besonders niitzlich fiir die Untersuchung der
Effekte am Computer ist die Theorie der Si-
gnalverarbeitung. Im Einklang mit ihr wer-
den im Folgenden Funktionen als zeitkontinu-
ierliche Signale s(t) angenommen. Ein Signal
wird hierbei genau dann als zeitkontinuierlich
beschrieben, wenn es fiir beliebige t in einem
zusammenhéngenden Intervall reeller Zahlen
ohne Unterbrechung definiert ist.

Die Fourier-Transformation ist eines der ele-
mentarsten Werkzeuge der Signalverarbei-
tung. Da sie auch fiir viele weitere Felder
der Holographie, wie etwa die Fourier-Op-
tik [30, Kap. 1.4], interessant ist, soll sie in
diesem Abschnitt anhand der genannten Si-
gnale beschrieben werden. Die Darlegung ori-
entiert sich dabei an Ref. [46, Kap. 4.3.6] und
Ref. [118, Kap. 3].
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4.1.1 Fourier-Reihen

Die Fourier-Analyse lehrt, dass sich jede qua-
dratintegrable Funktion s(t) innerhalb des
Intervalls [—tg, +tg] in eine Fourier-Reihe

s(t) = 80+§: [An cos(j—:t) + B, Sin(zlt)]

n=1 0

(4.1)

entwickeln lasst [53, 119]. Quadratintegrabel
ist eine Funktion dabei genau dann, wenn
das Integral ihres Betragsquadrats konver-
giert [120, Kap. 7.2.4].

Ay, und By, stellen in Gleichung (4.1) Gewich-
te fiir die periodischen Funktionen mit Fre-
quenz n/2ty und n € N dar. Eine derartige
Dekomposition ist moglich, da die Funktio-
nen

1 icos(n—wt) Lsirl(n—7rt)
V2t Vo to /7 Vo to
(4.2)

im Intervall [—tg,+fp] ein vollstandiges Or-
thonormalsystem bilden [46, Kap. 2.3.5].

Fir die Koeffizienten dieser Fourier-Rei-
he (4.1) gilt

+to

1
- — [ s(t)dt
S0 2t0/5() ,

—to
+to

A, = l/ (1) cos(ﬂt)dt,
to to

—to
+to

B, = l/s(t) sin(n—ﬂt)dt.
to to

_to

(4.3a)

(4.3b)

(4.3¢)

Die parameterunabhéngige Konstante sg
stellt dabei einen Gleichanteil der Funktion
dar, deren Verdnderung durch eine Superpo-
sition der periodischen trigonometrischen Si-
nus- und Kosinusfunktionen abgebildet wer-
den. Anschaulich geben die Fourier-Koeffizi-
enten genannten Gewichte A, und B,, damit

" N-= N=3
JaRn AR ANETAN
> 1 N—W—n—r ¢
0 0 N=9
‘rRe(C'n) 1
— o — o — t
0
N =99
lTl,‘.‘ .;n 1
g — t

Abbildung 4.1: Die periodische Rechteckfunk-
tion ldsst sich dquivalent als Fourier-Rei-
he (4.8) mit unendlicher Summe darstellen.
Die Fourier-Koeffizienten C,, kénnen kom-
plexe Zahlen sein, ihre Imaginarteile sind
in diesem Falle aber 0. Es wird also ledig-
lich ihr Realteil dargestellt. Mit zunehmen-
dem N zur Darstellung der Reihe wird auch
die Anndherung an die urspriingliche Recht-
ecksfunktion immer genauer. Darstellung
adaptiert nach Ref. [118, Abb. 3.21].

an, welche Frequenzanteile sich im entwickel-
ten Signal befinden.

Am Beispiel einer Rechteckfunktion sind in
Abbildung 4.1 Fourier-Koeffizienten darge-
stellt. Auch wird ebendort erkennbar, dass
durch vorzeitiges Abbrechen der Fourier-Rei-
he bei n = N eine Anndherung der Funktion
moglich ist. Bei starken Funktionswertdnde-
rungen kommt es dabei zu Uberschwingern,
die als Gibbs’sches Phinomen bezeichnet wer-
den [121]. Sie folgen aus starken Werténde-
rungen. Im Extremfall der Unstetigkeit, wie
in der gezeigten Rechteckfunktion, wéren un-
endlich viele Frequenzen zur Abbildung no-
tig — deren Aufnahme ist in der Realitét
aber nicht leistbar. Je nach physikalischer
Anwendung stellen diese Gibbs-Schwingun-
gen ein tatséchlich zu beachtendes Problem
dar. Beispielsweise in der Simulation realer
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Systeme im Bereich stark korrelierter Mate-
rie [122, Abschn. 3]. Dort lassen sich diese
Probleme durch einen Faltungskern, Kernel
genannt, umgehen. Neben dem oben gezeig-
ten Fourier’schen existieren etwa auch der
Fejér’sche [123, Gl. 3.38b] oder der Jackson-
Kernel [124].

Zur Weiterentwicklung der Fourier-Rei-
he (4.1) definieren wir ein weiteres voll-
stdndiges Orthonormalsystem aus den
Funktionen

on(#) = exp(izit), neZ. (4.4)

1
V2t 0
Mit der Euler’schen Formel

e'¥ = cosp +ising (4.5)

lassen sich die trigonometrischen Funktionen
ausdriicken als

cos(%t) _y /o (vn(t) + v_n(t)) und

2
(4.6a)
sin(%t) = —i\/§(vn(t) —v_p(t)).
(4.6b)

Ist das Signal s(t) zusétzlich noch periodisch
mit einer Periodenlénge von 2t,, also

s(t+2tg) =s(t) Vi, (4.7

gilt Gleichung (4.1) fur alle ¢ auch aulerhalb
des gegebenen Intervalls und die Reihe (4.1)
lasst sich ferner zu

s(t)=>.Cn exp(i?it) (4.8a)
n=—oo 0
mit den Amplituden
+to
T
Cp = % s(t) eXp(—lgt)dt (4.8b)
—to

umschreiben. Diese als Fourier-Synthese be-
zeichnete Entwicklung einer Funktion lasst

sich aufgrund der Periodizitdt insbesondere
iiber jeden zusammenhéngenden Bereich der
Lange 2ty vornehmen. Es ist lediglich zu be-
achten, dass sich beide Integrationsgrenzen
gleich verschieben, um eine vollstédndige Peri-
ode abzubilden.

4.1.2 Fourier-Transformation
Wir definieren nun die Parameter

= wn =nd, und
to 5
§n = Cn . to —.
T
Der Parameter d, stellt also den Abstand
zwischen benachbarten w,, dar. Aus Glei-

chung (4.8) erhalten wir damit

(4.9)

+00
s(t) = —— §pe“ntd,, 4.10a
(t) o n;m (4.10a)
+to
~ 1 -
Sp = —— | s(t)e "t dt. 4.10b
= [ s (4.10b)
—to
Heben  wir nun die Beschrinkung

2tg-periodischer Funktionen auf, anders
formuliert: wird die Periodizitdt beliebig
vergroflert durch

[—to, +t0] s

to—oo

(4.11)

geht zeitgleich der w,-Abstand gegen Null,
also

d, — 0. (4.12)
Aus der diskreten Summe (4.10a) wird ein
kontinuierliches Integral und aus den Koeffi-
zienten (4.10b) eine Funktion, sodass

1 +°o~ iwt
s(t) = M_Zs(w)e dw, (4.13a)
1 T —iwt
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gilt.

Dabei bezeichnet man (4.13b) als die Fourier-
Transformierte und notiert

F{s(t)}(w) = 5(w) (4.14a)
und fiir ihre Umkehrung
FH5w)}®) = s(t) (4.14b)

oder in einer symbolischen Notation nach
Ref. [123, Kap. 2.1]

s(t)o—3(w) und

5(w)—os(t).

(4.15a)
(4.15b)

Der konkrete Vorfaktor der Fourier-Transfor-
mation (4.13) ist dabei abhangig von der ge-
wahlten Konvention und nicht weiter relevant,
wenn fiir Hin- und Riicktransformation je-
weils die richtige zugehorige dquivalente Dar-
stellung gewéhlt wird [125, Kap. 15.3.1.1]. Im
Folgenden treten dquivalente Darstellungen
konsistent paarweise auf.

Die bisher als Parameter eingefithrte Va-
riable w ist dabei auch physikalisch deut-
bar. Es handelt sich um eine Frequenz, bei
der Fourier-Transformierten §(w) damit um
das Frequenzspektrum des Signals s(¢) [125,
Kap. 15.3.1.3].

Besonders niitzlich ist die Fourier-Transfor-
mation bei der Berechnung von Faltungen
+ 00
s1(t) * s2(t) = /sl(T)SQ(t—T)dT, (4.16)

da sich durch Transformation das Faltungs-
theorem

F{sl(t) * sz(t)}(w) =51 (w) - 82(w) (4.17)

ergibt [125, Kap. 15.3.1.3]. Es gilt analog
auch — je nach Konvention mit einem va-
riierenden Vorfaktor und hier im Besonde-
ren aufgrund der Art der Notation in Glei-
chung (4.13) auch ohne Vorfaktor — umge-
kehrt [126, Kap. 2.3]

f{sl(t) : sz(t)}(w) =51(w) * 52 (w). (4.18)

Die Fourier-Transformation hat viele weite-
re Eigenschaften, die bei Bedarf lediglich re-
ferenziert werden. Es sei fiir eine vollstdn-
digere Ubersicht stattdessen auf Ref. [125,
Kap. 15.3.1] verwiesen.

Da die aufgezeichneten Hologramme zweidi-
mensional sind, soll die Transformation an
dieser Stelle explizit auf mehrere Dimensio-
nen erweitert werden. Es seien dazu die
d-dimensionalen komplexwertigen Vektoren

t,weC? (4.19)

definiert, die jeweils die Funktionsparameter
in t und Frequenzkomponenten in w enthal-
ten. Fir die Transformation gilt dann verall-
gemeinert nach [127, Kap. 2.1]

s(t) = (%) d/zyg(‘”) e ddw’(4.20a)

3(w) = (%) d/%/;o/s(t) e ddt'(4.20b)

4.2 Diskretisierung

Werden Wellen am Computer simuliert, wird
aus der kontinuierlichen Wellenfunktion vol-
lig unabhéngig von der konkret gewéhlten
Wellenart eine Menge diskreter Messwerte.
Mit der Vorarbeit zur Fourier-Transforma-
tion kénnen wir nun die daraus folgenden
Konsequenzen im Rahmen der Signalverar-
beitung behandeln.

Im Zusammenhang mit der Darstellung und
Klassifizierung solcher Signale am Computer
gibt es hier zwei Effekte zu unterscheiden:
Abtastung und Quantisierung. Deren Erlaute-
rung folgt im Wesentlichen Ref. [118, Kap. 4].

Im Falle der Abtastung wird das kontinuierli-
che Signal zu verschiedenen Zeitpunkten ge-
messen. Diese Abtastung findet beziiglich al-
ler Funktionsparameter statt, soll hier aber
exemplarisch anhand der Zeit erfolgen. Alles
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o

Abtastung

. Quantisierung N

-

A Kodierung

Y

Abbildung 4.2: Bei der Aufnahme am Com-
puter wird ein Signal sowohl quantisiert als
auch abgetastet. Beide Prozesse sind zu-
néchst getrennt dargestellt. Bei der Quan-
tisierung wird das Signal wertdiskret und
auf vorgegebene Quantisierungsstufen ge-
rundet. Bei der Abtastung wird das Signal
durch ein Messen zu bestimmten Zeitpunk-
ten zeitdiskret. Beide Prozesse vereint er-
geben das digitale Signal. Durch eine ab-
schliefende Kodierung wird es bindr und
kann durch den Computer verarbeitet und
gespeichert werden. Darstellung adaptiert
nach Ref. [118, Abb. 4.1].

Beschriebene ldsst sich analog auf die spater
noch relevanten Ortsparameter iibertragen.
Damit ergibt sich ein zeitdiskretes Signal aus
einer beliebigen Funktion s(¢) mittels

sa(t) =s(t)- D, 8(t—ty). (4.21)
n

Bei 8(z) handelt es sich um die Kronecker-

Delta-Distribution, die geméaf

é(x):{l z =0,

4.22
0 sonst ( )

definiert ist [128, Kap. 5]. Die Aufnahme er-
folgt in Gleichung (4.21) zu beliebigen Zeit-
punkten t,,. Typischerweise sind diese dqui-
distant gewahlt, sodass

sa(t) = s(t)- Y, 8(t - nAt)

mit konstantem At gilt. Wie in Abbildung 4.2
zu erkennen, ist das Signal damit nur zu be-
stimmten Zeiten iiberhaupt bekannt, weshalb
das Signal nun auch zeitdiskret genannt wird.

(4.23)

In der Realitdt sind solche Abtastimpulse
selbstverstdndlich nicht beliebig kurz, eine ex-
aktere Abbildung dieses Umstands wére mit
einer Rechteckfunktion moglich. Darauf soll
an dieser Stelle zu Gunsten der Ubersichtlich-
keit aber verzichtet werden.

Technisch bedingt ist es ferner nicht méoglich,
jede beliebige Zahl im Computer darzustellen.
Daher passiert automatisch auch eine Quanti-
sierung des Signalwerts. Haufig werden Mess-
werte als Gleitkommazahlen aufgenommen.
Deren genaue Beschaffenheit ist stark abhén-
gig von der konkreten Implementierung und
hier daher nicht weiter relevant. Allerdings
sei festgestellt: zwar sind diese Gleitkomma-
zahlen in der Lage, sowohl sehr kleine Zah-
len wie das Planck’sche Wirkungsquantum
mit einem Zahlenwert von h ~ 10734, als
auch sehr grofie Zahlen wie die Avogadro-Kon-
stante mit einem Zahlenwert von Ny ~ 1023
recht gut abzubilden. Dennoch gibt es in-
nerhalb der Gréflenordnungen unterschiedli-
che Schrittweiten, in denen Zahlen abgebil-
det werden konnen [129, Kap. 4.2]. Beim
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Aufnehmen des Signals muss ein Wert also
zwangslaufig auf eine dieser Quantisierungs-
stufen mit einem nicht unbedingt uniformen
Abstand As gerundet werden — was Messfeh-
ler einfithrt. Ein entsprechend quantisiertes
Signal lautet

]

sq(t) = sgn(t) - As- [AS . ;J L (a24)

Dabei bezeichnet sgn(z) die Signumfunkti-
on, die das Vorzeichen ihres Arguments an-
gibt [128, Kap. 4]. Ferner findet die auf ganze
Zahlen abrundende GauBklammer |x| Ver-
wendung. Das Signal ist nach dieser Art der
Quantisierung nun auch wertdiskret. Die da-
durch eingefithrten Fehler sollen an dieser
Stelle iibergangen werden, da sie hier zu weit
fithren und gegentiber den Effekten der Abtas-
tung weit weniger stark wahrnehmbar sind.

Das wert- und zeitdiskrete Signal l4sst sich
nun — abhéngig vom konkreten Datentyp —
kodieren. Das bedeutet, dass eine Abbildung
auf ein zweiwertiges Signal vorgenommen
wird: Das am Computer verwendete Signal
besteht lediglich aus den Binérzahlen 0 und 1.
Effekte dieser Kodierung wie das Uberlaufen
stellen in der Implementierung durchaus Pro-
bleme dar, sollen an dieser Stelle aber eben-
falls ausgeblendet werden. Sie sind stark von
der konkreten Plattform und Programmier-
art abhéngig und kénnen weitestgehend iiber
die Wahl eines passenden Datentyps vermie-

s(t)

I i

N ]

Y At=0,1\
H

At = 0,25\

\ [ |

VVVV

At = 1,05\

> 1

den werden. Es sei fiir eine ausfiihrliche Be- Abbildung 4.3: Bei festem Abtastabstand At

handlung dieser Fehlerquellen auf die Einfiih-
rung in die Numerik in Algorithmen geméf
Ref. [129] verwiesen.

4.2.1 Abtasttheorem

Bei Betrachtung eines Videofilms, der ein
fahrendes Auto zeigt, fillt auf, dass die Ra-
der sich ab gewissen Rotationsgeschwindigkei-
ten scheinbar riickwérts drehen. Dieser Effekt
kommt durch eine zu langsame Aufnahme der
Einzelbilder des Videos zustande: Bevor ein

kann mit zunehmender Frequenz und da-
mit abnehmender Wellenldnge A das Signal
nicht mehr rekonstruiert werden. Liegen nur
Informationen {iber die diskreten mit Punk-
ten markierten Messwerte vor, konnte ein
deutlich langwelligeres Signal interpoliert
werden. Eigene Darstellung nach Ref. [130,
Abb. 3.3] und Ref. [11, Abb. 3.4].
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s(t) 5(w) ﬁ}t« H_I(ﬁ) ﬁﬂl(ﬂAﬁw)
B
(c) (d)
sa(t) 435, (w) sa(t) 435 (w)
. o HT o ,
~ 5(w)

Abbildung 4.4: Darstellung eines (abgetasteten) Signals und seiner Fourier-Transformierten
in Anlehnung an Ref. [11, Abb. 4.2f.]. (a) Das Fourier-Spektrum des gezeigten Signals
lasst sich kontinuierlich transformieren. (b) Die Fourier-Transformierte des Delta-Kamms
ist ebenfalls ein Delta-Kamm mit invertiertem Abstand. Bei engerer Abtastung erhoéht
sich entsprechend der Abstand der Abtastung im Fourier-Raum, respektive umgekehrt.
(c) Bei der ,richtigen“ Abtastung ist es moglich, die Fourier-Transformierte mithilfe der
Rechteckfunktion zu isolieren. Das urspriingliche Signal lasst sich zweifelsfrei durch Riick-
transformation rekonstruieren. (d) Bei der Unterabtastung hingegen schieben sich die
Fourier-Transformierten ineinander: Die zweifelsfreie Rekonstruktion ist nicht mdglich, da
sich die Frequenzanteile tiberlappen.

neues Foto des Rads geschossen wurde, hat es
bereits fast eine volle Umdrehung vollfiihrt.
Bei schneller Bildfolge dreht es sich scheinbar
riickwérts. Dieser Effekt wird Unterabtastung
genannt und soll im Folgenden quantifiziert
werden, da er in dhnlicher Form auch bei der
Berechnung von Hologrammen auftritt.

Die in Gleichung (4.23) eingefithrte Abtast-
frequenz

Aw:= 1/At (4.25)

kann keineswegs willkiirlich gewéhlt werden.
Bei der in Abbildung 4.3 gezeigten Aufzeich-
nung verschiedener Samplingintervalle fallt
namlich auf: Es lassen sich bei zu geringer
Abtastrate lediglich langwelligere Funktionen
durch die Punkte interpolieren. Eine untere
Grenze fiir diese Abtastrate gibt das Abtast-
theorem an. Bei dessen Herleitung orientieren
wir uns an Ref. [11, Kap. 4.5].

Wir transformieren dazu zunéchst die abge-
tastete Funktion (4.23) mittels des Faltungs-
theorems (4.17) zu

Ga(w) 12V

f{s(t) Y 8(t - nAt)} (w)

G2 2(0) + ]-'{Z 5(t- nAt)} (w).
(4.26)
Die dabei auftretende Summe der Dirac-Dis-

tributionen lédsst sich in die Einheits-Dirac-
Impulsfolge

II(t) = 3 8(t -~ n) (4.27)

nach Ref. [128, Kap. 10] zusammenfassen. Th-
re Fourier-Transformierte lautet

f{Hl(t)}(w) = ié(w—m) =T(w). (4.28)
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Damit sie wertgleich in Gleichung (4.26) ein-
gesetzt werden kann, ist zunéchst eine Deh-
nung durch Skalierung des Funktionsparame-
ters erforderlich. Mit dem Ahnlichkeitstheo-
rem gemafl [125, Kap. 15.3.1.3]

f{s(Z)}<w> - o] 5(a)

lasst sich daraus auch die Fourier-Transfor-
mierte der gedehnten Dirac-Impulsfolge zu

(4.29)

f{i 3(t—nm>} (@)
- ﬁ miﬁ(w - Aﬁt) (4.30)

berechnen [118, Kap. 3.8.2].
Wir kénnen Gleichung (4.26) fiir

At>0 (4.31)
damit weiterentwickeln zu
) 1 &
ga(UJ) (430) §(UJ) * Kt m;j(o.} — Aﬁt)
- (4.32)
(4.25) -
=7 Aw ) §(w - mAw),

wenn wir im letzten Schritt die Faltung ge-
méf Gleichung (4.16) durchfithren. Das Fou-
rier-Spektrum eines Signals, das mit einer Pe-
riodizitat von At abgetastet wurde, hat folg-
lich eine Periodizitdt von Aw. Anschaulich
ist diese Beziehung in Abbildung 4.4a—c dar-
gestellt.

Sofern nun ein Frequenzbestandteil grofler
ist als Aw/2, {iberlagert er, wie in Abbil-
dung 4.4d abgebildet, im Frequenzspektrum
mit der benachbarten Periode. Damit ist
keine Rekonstruktion dieses Frequenzanteils
mehr moéglich. Es muss also der Zusammen-
hang

(4.33)

sr(t)‘

T 9AELAL

Abbildung 4.5: Nach Ref. [118, Abb. 4.10]
adaptierte Darstellung des Signals als Sum-
me der approximierenden sinc-Funktionen.
Zur besseren Visualisierung ist eine dieser
Funktion hervorgehoben.

Zur Rekonstruktion des Signals wird zu-
nichst mithilfe der Rechteckfunktion II(%)
nach Ref. [128, Kap. 4]

0 |f>1/2
mt)y=11/2 |t=1/2 (4.34)
1 Jt<1/2

der Kernteil des periodischen Spektrums aus-
gelost. Dafiir wird die Rechteckfunktion auf
die Breite einer Frequenzspektrumsperiode
Aw angepasst und wir erhalten
. w ~
Sr(w) = H(—) - 8a(w). (4.35)
Aw
Mit der Spaltfunktion sinc als Fourier-Trans-

formierte der Rechteckfunktion II(¢) [128,
Kap. 6] und dem Faltungstheorem ergibt sich

se(t) = Aitsinc(é) * 54 (1)

i s(nAt) sinc (

n=-oo

(4.36)

At

t—nAt)

Abbildung 4.5 zeigt, wie die Anndherung des
Signals durch die Summe verschiedener Spalt-
funktionen moglich ist.
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Gleichung (4.33) zeigt also: Die groBite mess-
bare Frequenz ist begrenzt. Sie wird Ny-
quist-Frequenz wny genannt [131, Kap. 5.1.1].
Damit die im Signal maximal vorkommen-
de Frequenz unterhalb der Nyquist-Frequenz
liegt, muss die Abtastfrequenz Aw nach Glei-
chung (4.33) also mindestens doppelt so grof§
sein. Diesen Zusammenhang nennt man Ny-
quist-Shannon-Abtasttheorem [23, 24, 132]

At = Aw > 2wimax. (4.37)

Nach Whittaker [133], Kotelnikov [134] und
Shannon wird es auch WKs-Abtasttheorem
genannt, gelegentlich aber auch Someya zu-
geschrieben [135, 136].

4.2.2 Aliasing

Wird entgegen der Forderung des Abtasttheo-
rems (4.37) mit einer Nyquist-Frequenz un-
terhalb der Maximalfrequenz abgetastet, so
kommt es zu den oben beschriebenen Fehl-
interpretationen des Signals. Diese werden
Aliasing genannt.

Der bereits in Abbildung 4.3 angedeutete
Effekt ldsst sich quantifizieren. Denn die
falsch wahrgenommene Frequenz tritt als
Spiegelung an der Abtastfrequenz auf. An-
hand eines Beispiels aus der Tontechnik 1asst
sich dies leicht nachvollziehen: Ein Tonsignal
mit einer eigentlich fiir das menschliche Ge-
hor nicht wahrnehmbaren Komponente bei
Wmax = 30kHz wird mit einer Abtastfrequenz
von Aw = 48 kHz aufgenommen. Die Nyquist-
Frequenz betragt folglich wny = 24kHz und
liegt damit unterhalb der Stérkomponenten-
frequenz wmax. Diese spiegelt an der Abtast-
frequenz und ergibt eine Stérkomponente bei
48kHz — 30kHz = 18kHz, die plotzlich sehr
wohl horbar ist. In der Praxis 14sst sich dieses
Problem allerdings nicht unbegrenzt durch
Erhohung der Abtastfrequenz l6sen. Stattdes-
sen werden Anti-Aliasing-Filter eingesetzt,
die den Effekt unterdriicken sollen. In diesem
konkreten Beispiel liefe sich etwa ein Tiefpass

einsetzen, der nur Frequenzen unterhalb der
Nyquist-Frequenz wny passieren ldsst, wéh-
rend er andere, hohere Frequenzen ausblen-
det. Damit werden die Frequenzen, die spater
als Storanteile im abgetasteten Signal auftau-
chen konnten, bereits vor der Abtastung ab-
geblockt [131, Kap. 5.1.2].

In der Realitét existieren keine Tiefpésse
mit unendlich steilen Flanken, weshalb eine
Uberabtastung nétig ist. In der Tontechnik
gilt beispielsweise als im horbaren Basisband
enthalten jede Frequenz, die unterhalb von
wmax = 20kHz liegt. Dennoch wird etwa im
Rahmen des Audio-Compact-Disc-Standards
eine Abtastfrequenz von Aw = 44,1kHz ge-
wiahlt. Einerseits erlaubt die daraus folgende
Nyquist-Frequenz von wyy = 22,05 kHz eine
gewisse Steigung in der Flanke des Tiefpasses,
andererseits war sie mit damaligen Videostan-
dards kompatibel. Nebenbei ergibt sich diese
Abtastfrequenz aus der Quadratur der Multi-
plikation der vier kleinsten Primzahlen nach

Aw=(2-3-5-7)"Hz = 44100 Hz, (4.38)

was erlaubt, viele ganzzahlige Produkte ab-
zubilden.

Eine zu starke Uberabtastung gilt es aber zu
vermeiden, da jeder Messwert mehr Speicher-
platz benétigt und gesteigerten Rechenauf-
wand mit sich bringt. Auch fir die Hologra-
phie ist ein entsprechend guter Kompromiss
zu wahlen.

Besonders deutlich wird die negative Auswir-
kung des Abtasttheorem beim Holographie-
ren durch die Betrachtung der dreidimensio-
nalen ebenen Welle in Abbildung 4.6. Der
die Ausbreitungsrichtung angebende Wellen-
vektor k befinde sich in einem Winkel 9, zu
einer Sampleflache, auf der dquidistant Pixel
angeordnet sind. Die Schirmkoordinaten las-
sen sich als

T nAx
Ym | = | mAy
20 20

(4.39)



40

4 Computerholographie

Aliasing;:

¥y =3°

9, = 18°
9, =5° !

Abbildung 4.6: Beispiele einer Abtastung von ebenen Wellen in eigener Darstellung nach
Ref. [11, Abb. 3.9]. Mit zunehmendem Winkel ¥, der Ausbreitungsrichtung nimmt die
projizierte Wellenldnge immer weiter ab. Durch Alias-Effekte kommt es aber plotzlich zu
einer scheinbaren Zunahme der Wellenldnge durch eine Unterabtastung. In den gezeigten
Bildern wurde die Wellenlénge des roten HeNe-Lasers A = 633 nm gewahlt. 200 Pixel pro
Dimension haben einen Abstand von jeweils Az = Ay = 1 pm zueinander.

beschreiben und zur Bestimmung der in Ab-
bildung 4.6 gezeigten Muster in die ebene
Welle (2.14) einsetzen. Es wird ersichtlich,
dass die Auflésung in y-Richtung ab einem be-
stimmten Winkel nicht mehr ausreicht: Die ei-
gentlich kontinuierlich zunehmende Frequenz
wird aufgrund eines Aliasing-Fehlers plotzlich
als abnehmend wahrgenommen.

Um diesen Effekt einzuschréanken, kann ein
maximaler Winkel 9y ayx bestimmt werden,
unter dem eine fehlerfreie Abtastung bei ge-
gebenem Messpunktabstand noch méglich ist.
Die auf die y-Achse projizierte Welle in Ab-
héngigkeit des Winkels ¥, hat die Wellenlén-

ge

Ay = A

= . 4.40
sin o, ( )

Damit muss der Abtastabstand nach Abtast-
theorem (4.37)

A

2sin v,

Ay < (4.41)

sein. Da die Auflésung Ay zuvor in der
Regel bereits feststeht, ergibt sich praktisch

eher umgekehrt ein maximal moglicher Ab-
bildungswinkel von

¥y, max = arcsin ( (4.42)

1)
2Ay )’
der fiir die z-Richtung vollig analog gilt [11,
Kap. 3.2.5].

Bei zusétzlich frei wihlbarem 2z¢(z) wird
der Zusammenhang deutlich komplexer, es
gilt aber auch weiterhin, dass innerhalb der
Grenzen (4.42) in jedem Falle eine korrek-
te Aufnahme des Signals moglich ist [11,
Kap. 3.2.6].

Kugelwellen konnen lokal als ebene Wellen
angenahert werden, sodass die hier angege-
benen Maximalwinkel grundsétzlich in erster
Néherung auch fiir sie angenommen werden
konnen [11, Kap. 3.3.3.1]. Auf einem hologra-
phischen Schirm ldsst sich damit ein Bereich
gesichert frei von Aliasing feststellen, der sich
im Idealfall iiber den gesamten Schirm er-
streckt.

Tatsédchlich ldsst sich jede beliebige Losung
der Wellengleichung in ebene Wellen nach
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Abbildung 4.7: Eine Unterabtastung erzeugt
eine vollig falsche Vorstellung vom Holo-
gramm. Das eigentlich von einem Streuer
erzeugte Muster (es entspricht genau einer
Fresnel-Zonenplatte) wird links in einer Auf-
l6sung von 1001 x 1001 Pixeln dargestellt.
Das eingezeichnete Punktraster deutet als
optische Tduschung bereits an, welchen Ef-
fekt die Unterabtastung hat. Tatséchlich
handelt es sich um das reine Kreisringsys-
tem dhnlich zu Abbildung 2.5b. Durch Ab-
tastung mit insgesamt nur 51 x 51 Pixeln
im aufgelegten Raster ergibt sich ein rechts
dargestelltes, periodisches Muster, das von
mehreren Streuern stammen kénnte. Diese
Unterabtastung kann bereits bei der Dar-
stellung am Computer erfolgen, da dieser
Bilder quantisiert in Pixeln wiedergibt.

Gleichung (2.14) entwickeln. Das macht den
in Abschnitt 2.2.1 als rein mathematische Lo-
sung eingefiihrten Wellentyp noch niitzlicher
in der Behandlung und Anndherung vieler
weiterer Wellenphédnomene [46, Kap. 4.3.7].

Abschlieflend sei bemerkt, dass Aliasing-Feh-
ler etwa beim Drucken oder der Darstellung
am Bildschirm auftreten kénnen — auch hier
liegen diskrete Datenpunkte zugrunde, die ei-
ne Grafik abbilden. Daher kénnen auch In-
terpretationsfehler bei der Betrachtung eines
in der vorliegenden Arbeit dargestellten Ho-
logramms auftreten. Besonders deutlich wird
das bei der Betrachtung von Abbildung 4.7:
Durch zu geringe Abtastung wirkt das Holo-
gramm plétzlich grundverschieden.

4.2.3 Diskrete Transformation

Ein Signal wird realistisch nur mit einer be-
stimmten Anzahl N an Messpunkten abge-
tastet, die ferner auch nur in eine begrenzte
Anzahl M von Frequenzwerten tiberfithrt wer-
den konnen. Wir nehmen analog zu Ref. [11,
Kap. 4.6] die Abtastabstinde At und Aw
als konstant an, sodass die diskrete Fourier-
Transformation (kurz DFT nach dem engli-
schen ,Discrete Fourier Transformation) in
Anlehnung an Gleichung (4.13b) nun
N-1
g(w) — Z s(nAt) e—ZWi-nAt-mAw
n=0
lautet. Da das Signal im abgetasteten Inter-
vall wie das Spektrum als periodisch ange-
nommen wird, ist M = N zur eindeutigen
Transformation ausreichend [118, Kap. 4.3.6].

(4.43)

Werden die Mess- und Frequenzwerte in Vek-
toren s, § notiert, lasst sich die Summe (4.43)
mithilfe einer Matrix

3(w) = F-s(t), FEpp = 2mmAtmiw 4 44)
umformulieren.

Zur Bestimmung dieser Transformationsma-
trix F wére also die Berechnung von N? Ele-
menten notig. Dieser Rechenaufwand wird in
der Landau-Notation [137-139] mit O(N?)
notiert. Damit skaliert das Problem sehr un-
glinstig und bindet viele Ressourcen.

Die Fast Fourier Transformation (FFT) ist
ein Algorithmus, der durch Zerlegung der
einzelnen Berechnungen der Matrixelemente
die Komplexitit auf O(N log N) senkt. Diese
FFT bildet die Grundlage jeder heutigen Fou-
rier-Transformation am Computer. Der Algo-
rithmus soll aus Griinden der Ubersichtlich-
keit hier nicht ndher behandelt werden, statt-
dessen sei auf Ref. [140, Kap. 10f.] verwie-
sen. Weitere Spezialfille der diskreten Fou-
rier-Transformation, insbesondere aber die re-
elle Fourier-Transformation, sollen hier aus
denselben Griinden ebenfalls nicht betrach-
tet werden, wenngleich sie in der konkreten
Implementierung holographischer Berechnun-
gen Anwendung finden koénnen.
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4.3 Holographie

An dieser Stelle kniipfen wir an die Erkennt-
nisse aus der Lichtholographie in Kapitel 2
an und iibernehmen sie implizit zusammen
mit allem, was fir die Elektronenholographie
aus Abschnitt 3.3 notwendig ist, fiir die Si-
mulation am Computer. Dabei wird begriff-
lich zwischen mehreren Komponenten der
Holographie unterschieden. Wird ein erstell-
tes Hologramm mithilfe eines Sensors digi-
tal aufgezeichnet, so ist von Digital Hologra-
phy (DH) die Rede. Das Hologramm lésst
sich aber selbst bereits als Computer Genera-
ted Hologram (CcH) am Computer virtuell
erzeugen. Dieses ,virtuelle“ Hologramm lasst
sich dann sogar ,real“ mithilfe eines Folien-
druckers ausdrucken und durch Beleuchtung
optisch rekonstruieren. Selbstverstdndlich ist
aber auch die Rekonstruktion am Computer
moglich. Alle angesprochenen Teilkomponen-
ten bilden zusammen die Computer Hologra-
phy (Cn) [11, Kap. 2.2].

In Abbildung 4.8 sind die einzelnen Bestand-
teile der CH als Flussdiagramm dargestellt.
Da in dieser Arbeit sowohl die Holographie
als auch die Rekonstruktion in einer Simula-
tion geschehen, muss der gesamte Prozess vor
diesem Hintergrund untersucht werden. Da-
zu sollen in diesem Abschnitt alle relevanten
Teilschritte erlautert werden, bevor im néchs-
ten Kapitel 5 die praktische Implementierung
skizziert wird.

4.3.1 Objekte

Erste Herausforderung der CGH ist bereits
die virtuelle Beschreibung eines zu hologra-
phierenden Objekts. Die Entwicklung immer
detaillierterer Computerspielegrafik der letz-
ten Jahre zeigt, dass die Darstellung kom-
plizierter dreidimensionaler Objekte moglich
ist. Jedoch gibt es einen entscheidenden
Unterschied zwischen dieser Computer Gra-
phics (Ca) und der Computer Holography,
der anhand von Abbildung 4.9 erklédrbar ist.

Objekt ]

!

Wellenfeld durch || Holographisches
Beleuchtung Experiment

( Objektmodell ][

( Propagation )[
o
S
Referenzwellen-
iiberlagerung

Digitalisierung
(Dn)

( Intensitit )

Y
( Hologramm )

f 8 )

Rekonstruktions-
[ ekonstru 1ons]( Dracken )

vorbereitung

] |

Wellenfeld durch Optische
Beleuchtung Rekonstruktion

(Rﬁckpropagation)

( Intensitét )

( Aufbereitung )

.
( 3p-Bid )

Abbildung 4.8: Flussdiagramm zum Ab-
lauf des vollstdndigen holographischen Vor-
gangs am Computer links und in optischen
Aufbauten rechts sowie deren Interaktions-
moglichkeit.
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Abbildung 4.9: Schematische Unterscheidung
nach Ref. [11, Abb. 2.6] des Renderns drei-
dimensionaler Objekte im Falle der Compu-
ter-Grafik durch Projektion (links) und der
Computer-Holographie durch Wellenpropa-
gation (rechts).

Im Rahmen von CG wird typischerweise sog.
Raytracing verwendet, um zu entscheiden,
was der Anwender ,sieht“. Ziel ist, ein dreidi-
mensionales Objekt auf eine zweidimensiona-
le Ebene abzubilden. Der Betrachter meint ei-
ne Fotografie vor sich zu haben. In einer einfa-
chen Implementierung wird dabei von jedem
Beobachtungspunkt ein Strahlengang (Ray)
durch die Bildebene hindurch zu einer mog-
lichen Quelle verfolgt [141, Kap. 2]. Haufig
findet diese Abbildung auf einen Bildschirm
statt, die Strahlen kénnen dann parallel kon-
struiert werden. Wenn diese Strahlen unter-
brochen werden, ist eine weitere Berechnung
nicht notwendig, das Objekt verbirgt sich hin-
ter einem anderen Objekt. Im Falle des in
Abbildung 4.9 dargestellten vorwartsgerich-
teten Raytracings wird vom Objekt aus auf
die Schirmpixel konstruiert, im riickwértsge-
richteten Fall entsprechend von den Pixeln
auf die Objekte hin [142, Kap. 2.1f.]. Nach
dem Ausgangsobjekt werden beide Arten
des Tracings respektive auch Object-Order-
oder Image-Order-Rendering genannt [143,
Kap. 4].

Die CH benétigt deutlich mehr Berechnun-
gen: Da die Perspektive nicht bereits fest-
steht, muss die Information des gesamten
Objekts aufgenommen werden. Statt der wie
oben beschriebenen Projektion bedarf es al-
so einer echten Berechnung der Propagation,

wie sie qualitativ bereits in Abschnitt 2.2 an-
gedeutet wurde. Es geniigt nicht, aus jedem
Punkt des Objekts eine Intensitétsinforma-
tion am Ort des Schirms zu berechnen, viel-
mehr muss der vollstdndige komplexe Wert
der Wellenfunktion berechnet werden. Auf
dem holographischen Schirm wird erst im
zweiten Schritt eine Intensitédt aufgenommen.
Zuvor erfolgt die Interferenz aller beteiligten
Wellen mit der Referenzwelle.

Die Darstellung des Objekts innerhalb der
Simulation richtet sich dabei stark nach den
verwendeten Propagations-Algorithmen und
wird im Folgekapitel 5 genauer thematisiert.

4.3.2 Wellenpropagation

Fiir die Beschreibung der Wellen wird immer
die Wellengleichung (2.12) gelost. Im Folgen-
den soll der Prozess der Berechnung der Wel-
le an einem beliebigen Ort mit Propagation
bezeichnet werden, deren Erlduterung folgt
dabei im Wesentlichen Ref. [11, Kap. 5].

Im Allgemeinen sind fiir deren exakte Bestim-
mung aber Randbedingungen erforderlich. Ei-
ne mogliche Randbedingung im Rahmen der
Lichtholographie ist etwa eine Blende, durch
die die Welle tritt. Ist die Blende in Rela-
tion zur Wellenlidnge hinreichend klein, tritt
Streuung auf.

Beschrieben wird sie, wie beispielsweise in
Abbildung 4.10a gezeigt, durch eine bindre
Blendenfunktion

b(z,y):R? - {0,1} (4.45)

mit einem festen z = zg, die innerhalb der
Blende 1 und auflerhalb 0 zuriickgibt.

Wir hatten bereits in Abschnitt 2.3 die fir
Anwendungen in der Holographie irrelevante
Zeitabhangigkeit aus der allgemeinen Wellen-
funktion entfernt. Das bedeutet nun, dass wir
keine Information iiber die konkrete ,,Zeitrich-
tung“ der Wellen haben. Deshalb sprechen
wir per Konvention bei Ausbreitung in Rich-
tung des Wellenvektors k von Vorwdrts-, im
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Riickwértspropagation
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Abbildung 4.10: Darstellung der Propagation nach Ref. [11, Abb. 5.11F.]. (a) Ist eine Blen-
de hinreichend klein gegen die Wellenlinge, tritt Streuung auf. (b) In der Simulation
ist durch Ausblenden der Zeitkomponente eine Vorwérts- und Riickwértspropagation ent-
lang einer ausgezeichneten Richtung definierbar. Dabei lédsst sich die Propagation nach
Gleichung (4.42) auf einen Maximalwinkel ¥,y einschrénken. (c) In einem konkreten
Simulationsaufbau ergibt die Blende (c2) in beide Richtungen durch schriagen k-Vektor ein
verschobenes Beugungsbild. Es wurde dabei das Licht eines HeNe-Lasers mit A = 633 nm
angenommen, die Pixel aller drei Grafiken haben einen Abtastabstand von Az = Ay = 2 m.
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gegenlaufigen Fall von Rickwdrtspropagati-
on, vergleiche dazu auch die Darstellung in
Abbildung 4.10b und die Ausfithrungen in
Anhang A.3. Im Beispiel der Abbildung 4.10
zeigt der Wellenvektor dabei primér in z-Rich-
tung.

Grundsétzlich sind auch andere Randbedin-
gungen denkbar. Bei der Rekonstruktion
wird das Hologramm etwa neu beleuchtet und
damit selbst zu einer Randbedingung

b(z,y):R* - [0,1]. (4.46)
Dieser Vorgang soll an dieser Stelle soweit
formalisiert werden, dass er im Folgekapitel
tatsdchlich konkret umgesetzt werden kann.
Dazu fithren wir den Translationspropagati-
onsoperator P4 ein. Er bilde die Amplituden-
und Phasenverteilung an einer Ebene auf eine
parallele Ebene im Abstand d mittels

Pa{t(z,y;20)} = (w5 21) (4.47)
ab, wobei sich der Abstand zu

d=z1 -2 (4.48)
ergibt.

Die Riickpropagation ist daher durch P_g4 be-
schrieben. Entsprechend muss

P-a{Pa{t(w,yi20)} } = ¥(@.y: 20) (4.49)

gelten.

Wenn statt einer festen Ebene z = zg nun aber
zuséatzlich die dritte Dimension als Parame-
ter zugelassen wird, kann die Beschreibung
beliebig komplex werden. Das ist nicht nur
im Rahmen dreidimensionaler abzubildender
Objekte oder der in Abschnitt 2.4 beschrie-
benen Volumenhologramme der Fall, sondern
etwa auch bereits bei einem rotierten Schirm,
wie er im Rahmen dieser Arbeit Anwendung
findet.

Daher abstrahieren wir den Propagationsope-
rator, indem wir ihn mittels

Py{v(r)} =¢(r), r'eV (4.50)

in ein beliebiges Volumen V abbilden lassen.
Eine Riickpropagation sei durch

Py (451)

notiert.

Damit ist die Aufgabe eines Algorithmus, die-
sen Propagationsoperator zu implementieren.
Es existieren dazu viele Ansétze, die in Kapi-
tel 5 angerissen werden sollen. Die effiziente
Berechnung dieser Propagation ist wesentli-
che Aufgabe der CH. Gelingt diese Berech-
nung in Echtzeit, ist etwa die reale Konstruk-
tion holographischer Displays erst denkbar.

4.3.3 Schirm

Die in Abschnitt 2.3 eingefiihrte Fotoplatte,
die in Kapitel 3 ihre Ablosung durch einen
Ccp-Sensor fand, soll hier als Schirm forma-
lisiert werden. Er sei neben der eigenen La-
ge insbesondere durch seine Auflésung und
GroBe charakterisiert. Zur Vereinfachung sei-
en nur quadratische, ebene Schirme angenom-
men. Sie sollen eine Kantenlédnge von d und
in jeder der beiden Richtungen jeweils N Pi-
xel besitzen. Insgesamt werden also N? Pixel
in einem quadratischen Raster auf einer Fla-
che d? liegen. Diese Pixel seien dquidistant
positioniert und infinitesimal klein. Daher gilt
fiir ihren Abstand untereinander

Ax=Ay=d/N . (4.52)

Der durch die Simulation rein virtuelle
Schirm ist grundsétzlich in der Lage, die Am-
plituden- und Welleninformationen des Wel-
lenfelds an seinen Messpunkten anzugeben,
da diese fiir jeden weiteren Schritt zundchst
berechnet werden miissen. In der Realitét
wird aber nur die Feststellung der Intensitéat
am Ort der Schirmpixel moglich sein, wes-
halb die reine Wellenfeldinformation bewusst
nicht genutzt wird. Stattdessen wird das Be-
tragsquadrat zur Ermittlung dieser Intensitéat
berechnet und als eigentliche Messgrofie am
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Schirm ausgegeben. Genau hier kann das Ali-
asing, wie in Abschnitt 4.2.2 beschrieben, ein
grofles Problem aufwerfen. Die richtige Wahl
der Schirmparameter ist also unabdingbar.

Die gemessene Intensitéit wird nun angepasst.
Wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, besteht
zwischen Transmissionsgrad fiir die Rekon-
struktion und eigentlicher Intensitéit eine me-
dienabhingige Beziehung, die hier zu Glei-
chung (2.35) angenommen wurde.

4.3.4 Rekonstruktion

Das aufgezeichnete Feld zeigt nun nicht das
abzubildende Objekt, sondern trégt die In-
formation tiber dessen ,,Aussehen“ in anders
kodierter Form in sich. Es braucht eine Re-
konstruktion.

Das Rendern einer solchen Rekonstruktion ist
aufwendig, da etwa Occlusion zu beachten ist,
also die Verdeckung von Objekten im Hinter-
grund durch Objekte, die im Vordergrund ste-
hen. Diese ist abhangig von der Perspektive —
ein am Computer rekonstruiertes Hologramm
muss aber alle moglichen Perspektiven anbie-
ten konnen [11, Kap. 11.1]. Fiir die Arbeit
an der Elektronenholographie ist das nicht
weiter relevant. Ziel ist es nicht, eine mog-
lichst treffende dreidimensionale Darstellung
fiir einen Beobachter zu ermdglichen, sondern
einen ,absoluten®“ Blick auf das Rekonstrukti-
onsvolumen zu werfen. Szenenparameter der
Lichtholographie, wie etwa Perspektive und
Fokus, verlieren hier also ihre Bedeutung.

Im Rahmen der Simulation wird die Rekon-
struktion in ein konkretes Volumen durch-
gefithrt. Auch dieses soll symmetrisch und
damit wiirfelférmig sein. Insgesamt N2 Pixel
liegen dazu analog zu den Beschreibungen
zum Schirm in einem Volumen d2.

Nach Gleichung (2.37) handelt es sich hier-
bei lediglich um eine Riickpropagation der
normierten Transmission multipliziert mit
der Referenzwelle in das Rekonstruktions-
volumen. Durch Intensitatsbildung ist dann

die Rekonstruktion abgeschlossen, gegebenen-
falls wird das erhaltene Bild anschlieffend
noch aufbereitet.

4.3.5 Oversampling Ratio

Wir haben bereits festgestellt, dass eine Un-
terabtastung zu Fehlern in der Holographie
fithrt. An dieser Stelle soll die Uberabtastung
quantisiert werden. Denn sie bringt, wie in
Abschnitt 4.2.2 beschrieben, mehr Daten mit
sich, die gespeichert, verarbeitet und berech-
net werden miissen.

Sind auf einem simulierten Schirm Ny, Pixel
vorhanden, so liegen hier Ny reelle Zahlen
vor. Im Rekonstruktionsvolumen mit N,¢. Pi-
xeln gilt es aber damit N,e. komplexe Zahlen
und damit 2N, Unbekannte zu bestimmen.
Damit das daraus konstruierbare Gleichungs-
system nicht unterbesetzt ist, muss

NSCT > 2NI'6C (453)

gelten. Durch diese Ungleichung motiviert,

lasst sich das Oversampling Ratio

NSCI‘
Nrec

o= >2 (4.54)
definieren [144]. Im Falle unseres Problems

gilt

Nyer = N? und  Nyee = N2. (4.55)
Im rein d-dimensionalen Fall ldsst sich das
lineare Oversampling Ratio

o' = N/N, (4.56)

definieren. Dabei seien N und N, wieder Pi-
xelzahlen in jeweils einer Dimension. Ganz
allgemein ergibt sich fiir das lineare Oversam-
pling Ratio damit aus Gleichung (4.54)

o' > 2t (4.57)

als Voraussetzung fiir eine d-dimensionale
Szene [145]. In dieser Arbeit kann es wohl nur
als erste Ndherung gelten, denn hier wird ein
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zweidimensionales Objekt (der Schirm) mit
einem dreidimensionalen Rekonstruktionsvo-
lumen verkniipft.

In einem realen Experiment muss ferner im-
mer davon ausgegangen werden, dass einzel-
ne gemessene Intensitdtswerte aufgrund von
Fehlern fehlen oder maskiert werden miissen.
Sei Nyis die Zahl fehlender Pixel, so ergibt
sich daraus ein Verhéltnis

n= Nmis/Nscr (458)

fehlender zu allen Pixeln. Damit ist

(4.58)

Nval = Nscr - Nmis = (1 - n)NSCT (459)

die Zahl der Pixel, die tatsédchlich fiir die Re-
konstruktion verwertbar sind [146]. Aus die-
sem Grund muss bei Zulassung von Fehlern
statt Gleichung (4.54) genauer

Nval (4-_59) (1 _n)Nscr (4~_54)
Nrec Nrec

(1-n)o=22
(4.60)

gelten. Fir den Anteil fehlender Pixel ergibt
sich damit

2
n=1-—.
o

(4.61)
Die doppelte Schirmgrofie (genauer: Schirm-
fliche) bei gleichbleibenden Pixelabstdnden
erlaubt also, dass die Hélfte der Pixel zur Be-
stimmung der Rekonstruktion ausreicht.

Damit wurden anhand der Computerhologra-
phie zwei wesentliche Parameter zur Bestim-
mung der Schirmdimension bestimmt. Ei-
ne Mindestanzahl an Pixeln wird einerseits
durch das Abtasttheorem (4.37) in Abhén-
gigkeit der abzubildenden Wellen vorgegeben,
andererseits gibt die Anzahl der Pixel im Re-
konstruktionsvolumen — die ihrerseits wieder
anhand des Abtasttheorems festzulegen sind
— durch das Oversampling Ratio eine Unter-
grenze an Pixeln an. Zuséatzlich kénnen wei-
tere Pixel durch Erh6hung des Oversampling
Ratio zur Stabilisierung aufgeschlagen wer-
den. Dies geht allerdings auf Kosten der Lauf-
zeit und des Speicherbedarfs.
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In Kapitel 4 haben wir uns mit der Compu-
ter Holography als aus theoretischen Uber-
legungen abgeleiteter Methode beschaftigt.
Auf dem Weg zur Entwicklung beispielsweise
der genannten realistischen Darstellung von
echt dreidimensionalen Bildern ohne Hilfsmit-
tel iiber Displays existieren bereits verschie-
denste Programme, die die bisherigen theore-
tischen Uberlegungen der Vorkapitel umset-
zen. Sie behandeln typischerweise Experimen-
te der in Kapitel 2 beschriebene Lichthologra-
phie. Die dort gewonnenen Erkenntnisse der
konkreten algorithmischen Umsetzung sollen
hier erldutert und an die Besonderheiten der
Elektronenholographie angepasst werden.

Erste theoretische Ansétze zur Berechnung
von CGH lassen sich bis 1966 zuriickdatie-
ren [147]. Zunéchst wurden in experimentel-
len Umsetzungen Bindrhologramme berech-
net, deren holographische Muster also noch
keine Graustufen enthielten [148-150]. Auch
hier trat analog zu den in Abschnitt 2.1
beschriebenen Experimenten ein storendes
Zwillingsbild auf. Analog zur dargelegten
Entwicklung der Lichtholographie gelang es
durch einen hinreichend grofien Winkel zwi-
schen Objektebene und Referenzwelle, dieses
Zwillingsbild in der Rekonstruktion vom ei-
gentlichen Objekt zu trennen [151].

Bei der konkreten Implementierung ist es no-
tig, eine geeignete Beschreibung des abzubil-
denden, dreidimensionalen Objekts zu finden.
Das gelingt etwa durch ein Array aus Ko-
ordinaten und Intensitdtswerten im Objekt
liegender Punkte. Ferner gilt es dann, aus die-
ser Ansammlung von Daten, Pixel genannt,
ein typischerweise zweidimensionales Holo-
gramm zu berechnen [152].

Erschwerend hierbei sind diese dreidimensio-
nalen Szenen und Hologramme fiir reale An-
wendungen sehr grof}; die Pixelabstédnde hin-
gegen in der Grofenordnung der holographie-

renden Welle und damit sehr klein. Es wer-
den also viele Punkte auf ebenfalls viele Pi-
xel abgebildet, was wiederum zu einem sehr
groflen, exponentiell wachsenden Rechenauf-
wand fiihrt. An ein typisches Video mit 25 Bil-
dern je Sekunde ist damit scheinbar nicht zu
denken.

Im Rahmen dieses Kapitels werden Zusam-
menhénge zwischen Experiment und Simu-
lation beschrieben. Hierbei unterscheiden
wir zwischen algorithmischen Aspekten und
Hardware-Fragestellungen. Abschlielen soll
das Kapitel mit einer Ubersicht iiber die vom
Autor der vorliegenden Arbeit fir die EBSD-
Holographie geschriebene Bibliothek, die in
den Folgekapiteln ihre Anwendung findet. Sie
erlaubt die Berechnung der Propagation von
verschiedenen Wellen, insbesondere aber auch
von Elektronenwellen unter Beriicksichtigung
der in Abschnitt 3.1.2 beschriebenen Beson-
derheiten. Da sie auf etablierten Konzepten
aufbaut, miissen diese zunéchst vorgestellt
werden.

5.1 Punktbasiert

Eine Gruppe von Algorithmen folgt bei der
Berechnung der Propagation stark der Ar-
gumentation in Abschnitt 2.3. Diese punkt-
basierten Algorithmen bilden die Grundlage
der Forschungen in dieser Arbeit und sollen
im Folgenden anhand der Uberlegungen aus
Ref. [152, Abschn. 2 ff.] erlautert werden. Ihre
Grundidee ist in Abbildung 5.1 skizziert.

Das Ausgangsobjekt sei eine dreidimensiona-
le, mittels Cc dargestellte Form. Im Rah-
men der CGH liegen, wie in Abschnitt 4.3
beschrieben, die Daten in diskreter Form vor.
Typischerweise bedeutet das im Falle der Aus-
gangsobjekte, dass sie als eine Ansammlung
selbstleuchtender Punkte verstanden werden
konnen. Thnen werden jeweils Koordinaten
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Abbildung 5.1: Punktbasierte Propagation
nach Ref. [26, Abb. 2a]: Das Objekt wird
durch einzelne Punkte abgebildet, die ih-
rerseits einzeln auf den holographischen
Schirm propagiert werden.

und Amplituden zugewiesen. Letztere stellen
dabei den Wert der Welle am Ort des Punk-
tes dar, mit der das Objekt beleuchtet wurde.
Nach dem Huygens’schen Prinzip kdnnen mit
diesen Amplituden dann neue Wellen ausge-
sendet werden, siehe Abschnitt 2.3.

Die einzelnen Punkte kénnen als Pixel aufge-
fasst werden, in die das Ausgangsobjekt auf-
geteilt wurde. Nehmen wir ohne Beschréin-
kung der Allgemeinheit ein Koordinatensys-
tem an, in deren xy-Ebene die holographi-
schen Schirmflache liegt, so ldsst sich jeder
Pixel durch eine diskrete z- und y-Koordi-
nate und einen Abstand z zum holographi-
schen Schirm charakterisieren. Diese Pixel
sind typischerweise dquidistant gewahlt, so-
dass sie mathematisch leichter durch diskreti-
sierte Koordinatenzihler v und g behandelt
werden konnen. Auch in realen Anwendun-
gen sind diese Pixel nahezu dquidistant. Zur
industrielle Herstellung der héufig verwende-
ten CcD-Sensoren sei auf Ref. [8, Ahg. 1]
verwiesen.

Die Pixelkoordinaten ergeben sich damit zu
einer diskreten Form

(VAx, HAY, z) (5.1)

Fiir spatere Anwendungen lassen sich diese
iiber eine Koordinatentransformation verall-
gemeinern. Im Rahmen dieser Arbeit wer-
den solche Transformationen bei Schirmen
eingefiihrt, die nicht parallel zu einer Ko-
ordinatenebene liegen. Denkbar wére aber
auch die Implementierung von halbkugelfor-
migen Schirmen, wie sie etwa im Rahmen von
Ref. [52, Kap. 2fI.] bei der Holographie mit-
tels Photoelektronenbeugung, englisch X-ray
photoelectron diffraction (XPD), angewendet
werden.

Fiir die Bestimmung des Hologramms ist zu-
néchst die Summe der Kugelwellen dieser Pi-
xel auf der Hologrammfldche zu bestimmen.
Nach Addition der Referenzwelle ergibt sich
das Hologramm aus dem Betragsquadrat, sie-
he Abschnitt 2.3. Die Summe aller beteiligten
Partikularwellen sei im Folgenden bereits in
den diskreten Pixel-Koordinaten mit

ek Z wmn(VAxa uAy, z) (5.2)

H(v,p) %

bezeichnet. H bezeichnet dabei die Sum-
me der Partikularwellen, anschaulich also die
Wellenfunktion an Stelle des Hologramms vor
Uberlagerung mit der Referenzwelle.

Abbildung 2.3 illustrierte bereits, dass ein
einzelner Objektpunkt dabei eine Fresnel-
Zonenplatte abbildet. Wenn dieser sich lot-
recht iber dem Zentrum des holographischen
Schirms im Abstand von zg befindet, wird
dessen Abbildung durch eine Funktion

F(VMU/;ZO)O(

exp (?\/(VACE)Z + (uAy)? + 22 )
(5.3)

beschrieben. Es handelt sich dabei anschau-
lich um eine Ansammlung von Kreisringen,
die aufgrund ihrer elementaren Bedeutung
auch Principal Fringe Pattern (PFP) genannt
wird. Damit 18sst sich Gleichung (5.2) nun zu

H(v,p) =Y A F(v=vp, 1= pins 2,) (5.4)
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als Summe von Fresnelzonenplatten von
selbstleuchtenden Punkten mit Amplitude
A, diskreten Koordinaten v,, u, und Ab-
stand z,, umschreiben. Das sind also die Pa-
rameter, die jedes Atom in der spéateren Be-
rechnung unterscheiden.

Fiir das Erstellen eines Hologramms der
Grofe N2 muss damit fiir jeden der insge-
samt P Pixel eines Objekts eine Berechnung
mit arithmetischem Aufwand A durchgefiihrt
werden. Damit ergibt sich die Problemkom-
plexitat zu

O(N?-P-A) (5.5)

nach der in Abschnitt 4.2.3 eingefiihrten
Landau-Notation. Die Laufzeit steigt damit
im Wesentlichen quadratisch mit der Holo-
grammgrofle und linear mit der Objektpixe-
lanzahl, die ihrerseits bei einem dreidimen-
sionalen Objekt kubisch mit der Objektgrofie
oder -auflésung wéchst.

Im Folgenden sollen nun Methoden beschrie-
ben werden, die diese Komplexitét begrenzen.
Denn nur mit geringerem Rechenaufwand ist
eine Skalierung der Holographie auf realisti-
schere Fragestellungen und Objektauflosun-
gen denkbar.

5.1.1 Faltungsmethode

Handelt es sich bei dem Objekt um eine einzi-
ge Ebene im Abstand zy parallel zum Schirm,
so ldsst sich Gleichung (5.4) als Faltung

H(v, p;20) = A(v, u; 20) * F(v, p; 20) (5.6)

beschreiben, wobei A die Amplitude der Ob-
jektebene angibt. Seien A und F' die Fourier-
Transformierten der beteiligten Funktionen,
so lasst sich der Ausdruck (5.6) durch das
Faltungstheorem (4.17) zunéchst scheinbar
umsténdlicher als

H(I/JL; ZO) =

FH A0 20) - Fw,020) )
(5.7)

A F A F

= f71<

¥
S

Abbildung 5.2: Der Faltungsmethode liegt
das gleichnamige Theorem zugrunde. Nach
der Transformation entspricht eine einfach
zu berechnende Multiplikation der aufwén-
digeren Faltung. Die scheinbar komplexere
Fourier-Transformation l&sst sich aufgrund
spezialisierter Algorithmen effizient anwen-
den.

formulieren. Grafisch ist dieser Vorgang in
Abbildung 5.2 dargestellt.

Allerdings ist die Fourier-Transformation
dank etwa dem in Abschnitt 4.2.3 beschriebe-
nen FrT-Algorithmus deutlich effizienter be-
rechenbar als die Faltung. Insbesondere mit-
hilfe der GPU, also der Graphics Processing
Unit, lassen sich so schneller und parallelisiert
Hologramme berechnen, da der arithmetische
Aufwand gegeniiber der ,einfachen“ Methode
sinkt, genauer wird dies noch in Abschnitt 5.3
beschrieben.

Eine Ebene ist dabei zur Beschreibung eines
dreidimensionalen Objekts selbstverstdndlich
nicht ausreichend. Es verfiigt mit der Tiefe
iiber einen weiteren Parameter, der in die-
ser Darstellung Beriicksichtigung finden muss.
Das kann durch ein ebenenbasiertes Sam-
pling geschehen, wie es in Abbildung 5.3 ge-
zeigt ist. Dabei wird das Objekt in parallele
Ebenen aufgeteilt, die abschliefend geméf

H(v,p) =) H(v, 11;20) (5.8)

zu summieren sind [153]. Bei wenigen Ebenen
ist diese Methode damit durchaus lohnend,
mit zunehmender Ebenenzahl néhert sich die
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SACNEC

Abbildung 5.3: Ist ein Objekt senkrecht zum
Schirm ausgedehnt, lasst es sich in einzel-
ne Ebenen zerlegen. Diese lassen sich dann
einzeln nach verschiedensten Methoden pro-
pagieren. Die jeweiligen Ergebnisse miissen
abschlieflend lediglich summiert werden.

Laufzeit aber sehr der der einfachen Summe
an, sodass sich der zusétzliche algorithmische
Aufwand durch eingefiihrte Komplexitat der
Berechnung nicht lohnt [26].

Die Berticksichtigung der Selbst- oder Fremd-
iiberdeckung von Objekten bei eingeschrank-
tem Sichtbereich erlaubt den Verzicht auf die
Simulation einiger Objekte oder Objekttei-
le. Durch Einfiithren von Masken lédsst sich
dieser ebenenbasierte Prozess optimieren, in-
dem fiir den Betrachter faktisch immer un-
zugingliche Punkte ausgeblendet werden [11,
Kap. 2.4.3.5].

5.1.2 Lookup-Tabellen

In Analogie zu Logarithmentabellen, die zu-
vor berechnete Werte als Nachschlagewerk
enthielten [154, Kap. 5{.], konnen auch immer
wieder getétigte Berechnungen am Computer
durch das Nachschlagen einmalig bestimmter
Werte signifikant beschleunigt werden.

Bei Betrachtung der Gleichung (5.4) oder Ab-
bildung 5.4 fillt auf, dass wesentlicher Be-
standteil die stets neue Berechnung derselben

Z L;ixo,il

....>))))>>

Abbildung 5.4: Der ,naive“ Ansatz der
Berechnung nach punktbasierter Methode
sieht vor, die Summe aller Streuer einzeln
zu berechnen. Das Ergebnis jedes einzelnen
Summenglieds ist ein Kreisringsystem: die
bereits vertraute Fresnelzonenplatte.

Funktion innerhalb einer Summe, der Fresnel-
zonenplattenfunktion F',ist. Man greift daher
auf eine sog. Lookup Table (LUT) zuriick, die
zu bestimmten Werten einen Ergebniswert
vorberechnet und bereithélt.

Werden nun neben jedem die Atome beschrei-
benden Parameter v,, u, und z, auch fir
die Schirmkoordinaten v und p alle Werte
der Fresnelzonenplatten vorberechnet und in
einer Tabelle gespeichert, so konnen zur Lauf-
zeit der Hologrammberechnung die zugehori-
gen Ergebnisse einfach ,nachgeschlagen® wer-
den. Abbildung 5.5a stellt dies anschaulich
dar. Die richtige Fresnelzonenplatte ist dann
nur noch mit der Amplitude des Punktstreu-
ers zu multiplizieren. Die Komplexitat der
Berechnung reduziert sich dann auf

O(N?-P), (5.9)
da ein Lookup gegeniiber der Laufzeit der
bisherigen arithmetischen Berechnungen A
vernachléssigbar ist. Diese Art der LUuT war
bereits etabliert, bevor sie erstmals auf das
konkrete Problem der Computerholographie
angewandt wurde [155].

Das Berechnen dieser Tabellen bringt jedoch
auch Nachteile mit sich: Ahnlich der seiten-
langen Logarithmentabellen, benétigen auch



5.1 Punktbasiert 53

Fiy—| EE
(71,90, 20) F{ o} —— ;;

(a) Einfache Lookup Table
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(b) Novel Lookup Table

N-Lut

) Run-Length-Methode

Abbildung 5.5: Verschiedene Arten der Implementierung von Lookup-Tabellen. (a) Einfache
Methode, die alle Koordinaten speichert und fiir einzelne Streuer und Pixelkoordinaten
abfragt. (b) N-LuT-Methode, in der Kreisringsysteme verschiedener Ebenen z,, verschoben
werden. Darstellung nach Ref. [152, Abb. 2]. (¢) Durch Vereinigung dhnlicher, nebeneinan-

derliegender Pixel lésst sich die Laufzeit drastisch reduzieren. Die Darstellung folgt hierbei
Ref. [152, Abb. 3].
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die LuT viel Speicherplatz. Hier werden bei-
spielsweise fiinf Koordinaten angenommen,
sodass sich eine fiinfdimensionale Datenstruk-
tur ergibt. Sei Z die Anzahl der angenomme-
nen z,-Ebenen, die vorab zu berechnen sind,
und ferner B die Grole des Datentyps der
Ergebniswerte, so ergibt sich ein numerischer
Speicherbedarf S von

S=N?.N*.Z.B. (5.10)

Da komplexe Zahlen abzubilden sind, betragt
der Speicheraufwand fiir Real- und Imaginér-
teil mindestens B = 2B = 16 bit, typischer-
weise aber 32bit oder sogar 64 bit und da-
mit das Achtfache. Im Falle eines typischen
Hologramms mit je N = 1024 Pixeln Kan-
tenldnge muss eine solche LUT bei Annah-
me von gerade einmal Z = 8 Tiefenebenen
also einen Speicheraufwand von mindestens
S =16 TiB haben. Damit ist diese Tabelle zu
grof} fiir das Ablegen in einer schnell verfiigba-
ren Speicherform. Selbst wenn derartige Spei-
cherkapazititen bereitstiinden, wéire der Spei-
cher im Rahmen eines Clusters auf mehrere
physische Speichereinheiten verteilt. Etwaige
Transferzeiten bei der Dateniibertragung kén-
nen hierbei Geschwindigkeitsvorteile durch
Vorberechnung und Speicherung sehr schnell
zunichte machen.

Mithilfe der in Abbildung 5.5b dargestellten
Novel Lookup Table (N-LuT) nach Ref. [156]
lasst sich dieser Platzbedarf stark einschrén-
ken. Ihr liegt die Idee zugrunde, die Fresnel-
zonenplatte als verschoben anzunehmen. Es
wird also fiir jede Ebene z,, nur noch ein PFp
berechnet, das dann lotrecht unter den jeweils
untersuchten Objektpunkt geschoben wird.
Anstatt fir Kombinationen aus beispielsweise
v und v, eine LUT zu erstellen, wird diese da-
mit effektiv nur fiir die Differenz v-v,, erstellt.
Es werden also mehr arithmetische Operatio-
nen durchgefiihrt, da nun immer eine Diffe-
renz zu bilden ist. Additionen sind aber giins-
tig durchzufiihren, dementgegen steht eine
Reduktion der LUT um zwei Dimensionen.

Der Speicherbedarf sinkt im oben gezeigten
Beispiel um drei Gréflenordnungen auf

S=N?.Z-B=16GiB. (5.11)

Im Fall der Lichtholographie ldsst sich die-
se Grofle durch Anpassung der Auflésung der
PFP in Abhéngigkeit des z-Abstands und der
Beachtung des Auflésungsvermogen des Be-
trachters weiter dramatisch reduzieren [157],
im Falle der Elektronenholographie mit der
Rekonstruktion am Computer hilft dieser
optisch begriindete Reduktionsansatz aber
nicht weiter, weil hier keine konkrete ,Be-
trachtungsperspektive“ definierbar ist. Viel-
mehr soll eine absolute Sicht auf jeden Pixel
im Rekonstruktionsvolumen gewonnen wer-
den.

Eine andere Moglichkeit ist die Reduzie-
rung der anzunehmenden Punkte mithilfe ei-
nes Run-Length-Encoding, wie es in Abbil-
dung 5.5¢ dargestellt ist [158]. Objektpunk-
te dhnlicher Amplitude liegen auf einer Fla-
che oft nah beieinander, etwa weil sie Teil
einer homogenen Fléche sind. Daher lassen
sich Bereiche solcher Punkte zu einem virtu-
ellen Punkt zusammenfassen — die Methode
wird effektiv regionenbasiert. Fiir das Nach-
schlagen in der N-LUT sind lediglich die Pa-
rameter Schirmabstand z, und Amplitude
relevant. Benachbarte Punkte werden daher
zusammengefasst, wenn sie in diesen beiden
Parametern nur einen geringen Unterschied
aufweisen. In der praktischen Ausgestaltung
findet das Zusammenfassen etwa in einer aus-
gezeichneten Richtung auf den Objektebe-
nen statt. Die neu gefunden Punkte kénnen
dann anhand der genannten N-LUT propa-
giert werden.

Bei Betrachten der Fresnelzonenplatte fallt
weiterhin auch auf, dass sie rotationssymme-
trisch ist. Diese Eigenschaft macht sich die
Line-Scan-Methode nach Ref. [159] zunutze.
Das Kreismuster wird auf ein Linienmuster
reduziert, das iiber die Bestimmung eines Ra-
dius’ ausgewertet werden kann. Sei R die ra-
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diale Auflésung des anzunehmenden PFP, so
lasst sich der Speicheraufwand auf

S=R-Z-B=16KiB (5.12)
reduzieren, wenn wir in erster Naherung an-
nehmen, dass die radiale Auflésung der Holo-
grammkantenlinge R = N entspricht.

Durch die starke Reduktion der Tabelle steigt
aber der Rechenaufwand wieder signifikant.
Zur Bestimmung des Radius muss multipli-
ziert werden. Das Radizieren lasst sich ver-
meiden, wenn der quadrierte Radius als Aus-
wahlparameter hinzugezogen wird.

Beim Erweitern der Linie in ein Kreismus-
ter, etwa nach Ref. [160], ist ferner schnell
feststellbar: Nicht jeder im rechteckigen Git-
ter angeordnete Hologrammpixel ldsst sich
iber einen Radius zu einem beliebigen ande-
ren Punkt erreichen. Es fehlen einzelne Pi-
xel [161]. Statt auf den néchstliegenden Pixel
zu runden, ldsst sich genauer rechnen, wenn
radial-symmetrisch interpoliert wird [162].
Abbildung 5.6¢—d stellt den Unterschied bei-
der Methoden heraus.

FEine andere Art der Speicherreduzierung des
vollstdndigen Musters ist moglich, wenn die
Berechnung der Fresnelzonenplatte (5.3) in
eine horizontale und vertikale Komponente
durch Verwendung eines Split-Lookup-Table-
Frameworks nach Ref. [163] aufgeteilt wird.
Beide Komponenten kénnen unabhéngig von-
einander betrachtet und damit in getrennten
LuT nachgeschlagen werden. Der Speicherbe-
darf reduziert sich dadurch bei gleichbleiben-
der Berechnungsgrundlage von oben auf etwa

S=2N-Z-B=32KiB. (5.13)
Ein solches Aufteilen der Fragestellung mit
in LuT gespeicherten Ergebnissen zur Ver-
mehrung der Anzahl an Tabellen bei gleich-
zeitiger Reduktion deren Speicheraufwands
ist dabei bereits in der Vergangenheit ange-
wendet worden. Im Bereich stark korrelierter

55
(a) =
\
\
A (C) A (d)
=
\
RN |
R > >

Abbildung 5.6: (a) Rotationssymmetrische
Muster lassen sich als radiale Linie abspei-
chern. (b) Die Schirme verfiigen {iber eine
rechteckige Pixelanordnung, auf die die Ex-
pansion des Linescans nicht aufgelegt wer-
den kann. (¢) Die naheliegendste Methode
ist also die Wahl des jeweils nachstliegenden
Radialpixels. (d) Bessere Ergebnisse lassen
sich durch Interpolation zwischen den Wer-
ten der radial benachbarten Pixel erhalten.

Materie geschah dies beispielsweise 16 Jahre
frither mit den sog. Lin-Tabellen [164].

Zur weiteren Reduktion des Speicherbedarfs
bei entsprechend deutlich hoherem Rechen-
aufwand im Rahmen von jeder der vorgestell-
ten Methoden wére eine zusétzliche Kompres-
sion der Tabelle durch etablierte Algorithmen
denkbar [165].

5.1.3 Wavefront Recording Plane

Zur weiteren Beschleunigung der punktbasier-
ten Methoden wird in Ref. [166] erstmals ei-
ne Wavefront Recording Plane (WRP) umge-
setzt. Dabei handelt es sich um eine virtuel-
le Projektionsebene mit moglichst geringem
Abstand vor dem Objekt, wie sie in Abbil-
dung 5.7 gezeigt wird. Da die Amplitudenwer-



56

5 Algorithmen

A A

<

|

WRpP

Schirm

Abbildung 5.7: Die Wavefront Recording
Plane ist eine virtuell eingeschobene Zwi-
schenebene, die leichter zu berechnen und
damit schneller zu propagieren ist.

te der Fresnelzonenplatte mit zunehmendem
Abstand vom Ursprungspunkt stark abneh-
men, kann bei einer gegeniiber dem Schirm
deutlich ndher vor dem Objekt positionierten
Ebene eine kleine Fresnelzonenplatte gené-
hert werden. In einem zweiten Schritt wird
eine Fresnel-Beugung der naheliegenden Ebe-
ne auf die ferne, eigentliche Hologrammebene
berechnet.

Die Laufzeit der Berechnung der ersten Pro-
jektion ist dabei proportional zur Gréfle der
Zonenplatte. Da sie im geringem Abstand
mit kleinem Radius gendhert werden kann,
nimmt die Laufzeit mit dem Abstand zwi-
schen Objekt und Projektionsebene ab. Da-
her eignet sich diese Methode fiir moglichst
flache Objekte, da von der Projektionsebene
weiter entfernte Objektpunkte sonst wieder
grofle Fresnelzonenplatten mit entsprechend
langer Laufzeit hervorrufen.

Spétere Ideen teilen das Objekt in zwei [167]
oder mehr [168] Objektvolumina mit getrenn-
ten Ebenen. Eine andere Methode zur Be-
schleunigung ist die interpolierte WRP nach
Ref. [169]. Hierbei wird das Objekt in gleich
grofle Wiirfel geteilt, die in einen Punkt inter-
poliert werden — eine dreidimensionale Ver-
sion des oben erwidhnten Run-Length-Enco-

(S

Abbildung 5.8: Im Rahmen der Polygon-Me-
thode werden einzelne Flichen als selbst-
leuchtende Ebenen angenommen, aus denen
direkt ein Muster berechnet wird.

ding. Damit ist etwa schon die Erzeugung
eines holographischen Films moglich [169].

Fir alle oben genannten WRP-Methoden
ist die Einbeziehung einer LUT, wie in Ab-
schnitt 5.1.2 beschrieben, fiir weitere Be-
schleunigung denkbar [152].

5.2 Weitere Methoden

Punktbasierte Methoden bieten sich fiir die
Betrachtung der Elektronenholographie sehr
an, weil sie von punktformigen, atomaren
Streuern ausgehen. Im Rahmen der CH exis-
tieren aber viele weitere Methoden, die hier
kurz thematisiert werden sollen. In einigen
Féallen konnen sie Stdarken ausspielen, die
auch fiir die Betrachtung atomarer Streuer
hilfreich sind.

Gerade bei grofien zusammenhéngenden Fla-
chen von Objekten ist das Zerlegen in ein-
zelne Pixel und deren einzelne Propagation
sehr aufwéndig. Stattdessen lésst sich ein Ob-
jekt auch in ebene Flachen zerlegen, die dann
als selbstleuchtend angenommen werden. Ab-
bildung 5.8 verdeutlicht das Prinzip: Diese
Ebenen werden dann als Ursprung von den
in Abschnitt 2.2.1 eingefithrten ebenen Wel-
len approximiert [170].
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Eine auf mehrere Anséatze der Holographie an-
wendbare Optimierung ist der Gedanke der
Sparsity. Wird eine geeignete, invertierbare
Transformation durchgefiihrt, ldsst sich ein
Signifikanzkriterium fiir die einzelnen Koef-
fizienten definieren. Ein solches Kriterium
koénnte beispielsweise iiber einen Betrag defi-
niert sein, der gegeniiber der ersten Ordnung
verschwindend gering scheint. Dem nicht ent-
sprechende und damit insignifikante Koeffi-
zienten kénnen vernachlassigt werden. Nach
der Riicktransformation ist so eine gute Ap-
proximation bei deutlich geringerer Laufzeit
moglich. Je nach Methode bieten sich dafiir
verschiedene Transformationen und Herange-
hensweisen an [171-174].

In den letzten Jahren gewinnt auch die Ver-
wendung des maschinellen Lernens an Be-
deutung. Ein lernfahiger Algorithmus — etwa
auf einem neuronalen Netz basierend — kann
fir die Belange dieser Arbeit als eine Black
Box angenommen werden, wie sie in Abbil-
dung 5.9 gezeigt ist. Anstatt einen konkreten
Algorithmus zur Wellenpropagation zu im-
plementieren, wird einem Programm ein Aus-
gangsobjekt und das daraus bereits berech-
nete Hologramm préasentiert. Durch Training
des Programms anhand vieler dieser Entspre-
chungen soll es méglichst selbststéndig lernen,
welche Beziehung zwischen den beiden Bil-
dern besteht. Nach einem erfolgreichen Trai-
ning ist es dann moglich, dem Programm nur
ein Ausgangsobjekt zu prasentieren, zu dem
ein Hologramm selbststéindig erzeugt wird.

Die Algorithmen profitieren dabei von Opti-
mierungen aus anderen Forschungsbereichen
der Bildverarbeitung. Insbesondere zeigt sich
bereits, dass neuronale Netze konventionelle
Algorithmen nicht nur in Geschwindigkeitsa-
spekten, sondern in Aufgaben der Bilderken-
nung auch in der Genauigkeit weit iibertreffen
konnen [175]. Weiterhin profitieren neuronale
Netze von spezifischen Hardwareimplementie-
rungen, die in Abschnitt 5.3 skizziert werden
sollen.

Trainingsdaten

Kiinstliche
Intelligenz

() —

Abbildung 5.9: Methoden auf Basis einer
kiinstlichen Intelligenz verhalten sich i. d. R.
wie eine Blackbox, die durch Trainingsdaten
selbststandig lernt, zwischen Objekt und
Hologramm zu interpolieren und ihre Er-
kenntnisse auf neue Objekte anwendet.

Die sehr groflen fiir ein Training bendtigten
Datensétze zahlten bisher zu den gewichtigen
Nachteilen dieser Methode. Zu wenig Trai-
nings-Datensétze fiihren zu einer mangelhaf-
ten Anpassung des Algorithmus, die falsche
Prognosen nach sich zieht. Jedoch werden im-
mer mehr Algorithmen entwickelt, die mit we-
niger Daten und Ressourcen auskommen [176,
177] und sich fiir die Holographie anpassen
lieflen [178-180].

5.3 Hardware

Mit der Optimierung der Art der konkreten
Hologrammberechnung ist damit die Mog-
lichkeit zur Beschleunigung ldngst nicht aus-
geschopft. Stattdessen hat sich in den letz-
ten Jahren auch immer spezifischere Hard-
ware entwickelt, die teilweise explizit nur fiir
die Anwendung in der Holographie genutzt
werden kann. Da auch die vorliegende Ar-
beit von Hardwarebeschleunigung profitiert,
soll an dieser Stelle in die bestehenden Mog-
lichkeiten anhand eines historischen Abrisses
nach Ref. [181] eingefithrt werden.

Urspriingliche Berechnungen fanden dazu
ausschliefilich auf der Central Processing
Unit (CPU) statt, die entwickelt wurde, um
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moglichst allgemeine Berechnungen durchzu-
fiihren. Thre fundamentale Struktur ist bis
heute unveréndert geblieben [182, Kap. 5.9],
weshalb auch eine echte Parallelisierung nur
mit erheblichem Aufwand umsetzbar ist. 2005
wurden erste echte Dual-Core-Prozessor fiir
Desktop-Computer vorgestellt [183, Kap. 1.1].
Diese neuen Prozessoren miissen nun we-
niger zwischen verschiedenen Aufgaben, die
gleichzeitig abzuarbeiten sind, wechseln. Das
spart Ressourcen und erlaubt die Entwick-
lung parallelisierter Algorithmen, die unab-
héngige Berechnungen gleichzeitig ausfiihren
kénnen [184, Kap. 1.19].

Die Cpu verfiigt {iber eine hohe Schaltfre-
quenz. Ein kurzer Taktzyklus erlaubt schnelle
Berechnungen. Ferner ist die CPU in der La-
ge, FlieBkommazahlen in sog. einfacher Ge-
nauigkeit (also einer Grofle von typischerwei-
se 32bit) gut zu berechnen. Auf Kosten der
Laufzeit lasst sich die Genauigkeit erhohen,
indem die Datentypgréfie verdoppelt wird.
Allerdings ist die CPU fiir eine serielle Abar-
beitung optimiert, die Implementierung von
parallelisierter Software — wie erwéhnt — auf-
wéndig und mit vielen Problemen behaftet.
Diese treten etwa auf, wenn mehrere Teilpro-
zesse in die gleiche Variable schreiben moch-
ten. Typischerweise iiberschreibt der letzte
Zugriff dann einen relevanten Wert. Solche Si-
tuationen werden Race Conditions genannt.

Fiir die Erarbeitung der Frameworks fiir die
Berechnungen im Rahmen dieser Arbeit und
folglich fiir die weiteren Ausfithrungen wer-
den im Falle der CpU ausschlieBlich die gén-
gige x86- bzw. 64-Architektur der Hersteller
Intel und AMD zugrunde gelegt. Sie sind eta-
bliert und alle der in Anhang B néher be-
schriebenen Bibliotheken bereits fiir diese Ar-
chitektur implementiert.

Gegen Ende der 1990er Jahre kamen ers-
te Graphics Processing Unit (Gpu) als zu-
sitzliche Chips zur Berechnung etwa von
Computerspielegrafik auf [185, Kap. 1.3]. Sie
sind in der Lage, mit FlieBkommazahlen in

halber (16 bit), einfacher (32bit) und dop-
pelter (64 bit) Genauigkeit umzugehen, und
arbeiten hoch parallelisiert. Im Gegensatz
zur CPU mit typischerweise nicht mehr als
24 Kernen im High-End-Bereich verfiigt die
GPU tiber tausende Kerne und ist damit von
Beginn an auf die parallele Berechnung aus-
gelegt.

Mit der Einfithrung der Compute Unified De-
vice Architecture (CuDA) durch Nvidia im
Jahr 2007 wurde es Entwicklern moglich, von
dieser Parallelisierung mit einer deutlich ge-
ringeren Einstiegshiirde zu profitieren und
die GPU als Koprozessor fiir Berechnungen
mit einzubeziehen. Daneben existieren auch
weitere Frameworks, wie etwa die Radeon
Open Compute Platform (Rocm) des Her-
stellers AMD und abstraktere Programmier-
schnittstellen wie die Open Computing Lan-
guage (OpencL). Die zunéchst fir Grafik-
Rendering ausgewiesenen Grafikkarten lieffen
sich so deutlich universeller einsetzen. Etwa
maschinelles Lernen, Bild- und Videobearbei-
tung, Ver- und Entschliisselung und viele wei-
tere Prozesse profitieren seitdem von ihrer
Beschleunigung.

In dieser Arbeit wurde auf die CUDA zu-
riickgegriffen. Sie verfiigt iber eine hochper-
formante FFT-Komponente und viele weite-
re portierte Bibliotheken [186, Kap. 8]. Fer-
ner steht eine Schnittstelle fir die verwen-
dete Programmiersprache Python zur Ver-
fligung. Gegeniiber einer reinen CpU-Imple-
mentierung existiert allerdings ein Transfer-
engpass. Die Daten miissen zur Berechnung
aus der CPU in die GPU und nach der Be-
rechnung wieder zuriick transportiert wer-
den. Insbesondere hierin liegt zuséatzlicher
Programmieraufwand und Optimierungspo-
tential. Die im Rahmen dieser Arbeit entwi-
ckelte Bibliothek versucht im Rahmen der ge-
nannten Beschrankungen die Berechnungen
effizient zwischen CPU und GPU aufzuteilen.

Eine weitere Klasse von einsetzbaren inte-
grierten Schaltungen ist das Field Program-
mable Gate Array (FPGA). Dessen konkrete
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Verschaltung lasst sich nachtraglich program-
mieren, sodass es sich um spezifisch anpassba-
re Hardware handelt. Dem deutlich gréfieren
Programmieraufwand steht eine enorme Be-
schleunigung gegeniiber. Eine Realisation fin-
det ein Hardware-Design auf Basis von FrPca
beispielsweise im mehrfach weiterentwickel-
ten Computer HORN [187, 188].

Einsetzbar sind auch digitale Signalprozes-
soren, Digital Signal Processor (DsP) ge-
nannt, die auf die kontinuierliche Verarbei-
tung von digitalen Signalen, wie sie bereits
in Abschnitt 4.1 behandelt wurden, optimiert
sind [189].

Mit Intels Xeon Phi existiert ferner eine Klas-
se von Koprozessoren, die dhnlich wie Gra-
fikkarten aufgebaut, aber mit dem bekann-
ten x86-Befehlssatz der CPU programmierbar
und ebenfalls fiir holographische Berechnun-
gen geeignet sind [189]. Auch Hybride aus
CpU und FrcA wurden fiir die Holographie
entwickelt [190].

5.4 Eigenentwicklung

Zur Berechnung der in den Folgekapiteln vor-
gestellten Simulationen ist im Rahmen die-
ser Arbeit ein Okosystem aus verschiedenen
Bibliotheken zum Umgang mit holographi-
schen Berechnungen am Computer entstan-
den. Die einzelnen Komponenten dieser Holo-
lib genannten Ansammlung werden detaillier-
ter in Anhang B beschrieben. An dieser Stelle
sollen die Kernkonzepte dieser Eigenentwick-
lung mit den zuvor beschriebenen Algorith-
men verkniipft werden. Einzelne Bestandteile
haben einen gewichtigen Einfluss auf die wei-
tere Ausfithrung der Berechnungen, tragen
zum Versténdnis der noch vorzustellenden Er-
gebnisse bei und sollen daher an dieser Stelle
knapp behandelt werden.

5.4.1 Wellenfelder

Das in Abschnitt 4.3.1 beschriebene Sam-
pling eines Objekts erfolgt im Rahmen dieser

Bibliothek genau so wie die Beschreibung von
Hologrammen. Mit dem Wavefield (B.1.2)
wird eine Datenstruktur definiert, die einem
kubischen Volumen innerhalb eines kartesi-
schen Koordinatensystems komplexe Wellen-
werte zuordnet. Die Koordinaten miissen da-
bei nicht dquidistant liegen und beschreiben
damit eine nicht zwangsldaufig homogene Ver-
teilung von Pixeln, an denen eine Wellenfeld-
verteilung gemessen wird. Im Fall eines zu ho-
lographierenden Objekts entspricht der Wert
einer rein realen Amplitude.

Der Propagationsoperator (4.47) ist inner-
halb dieser Klasse definiert. Er ist durch einen
punktbasierten Algorithmus implementiert,
wie er in Abschnitt 5.1 beschrieben wurde.
Er ist moglichst modular aufgebaut, sodass
er sich leicht weiter optimieren lasst — etwa
durch Einbau einer LUT. Insbesondere ist die
Ausnutzung der vorhandenen Hardware-Res-
sourcen nach den in Abschnitt 5.3 beschriebe-
nen Uberlegungen optimiert worden, indem
die in Anhang B beschriebenen Parallelisie-
rungen durchgefiithrt wurden.

Das einfache Wellenfeld nimmt dabei die Pro-
pagation von Kugelwellen, wie sie in Ab-
schnitt 2.2.2 beschrieben wurde, mit einer
Summe iiber Wellen der Art

Ao
k|r - o

2.26)

¢W(T)( =

—ik|r-o|

(5.14)

an, wenn sich der Ort des einzelnen Streuers
durch den Vektor o beschreiben lésst.

Fiir die Elektronenwellen aus einer atoma-
ren Probe hatten wir in Abschnitt 3.1.2
aber bereits die kegelférmige Wellenform als
treffender herausgestellt. Der damit entspre-
chend angepasste Propagationsoperator ist
im ConicWavefield (B.1.3) implementiert.
Fiir alle atomaren Streuer wird dort ein an-
passbarer, konstanter Winkel ® angenommen.
Der Vektor zwischen dem Ort der Referenz-
welle 79 und dem Ort eines jeden Objekt-
pixels o bildet dabei die Ausrichtung des
Ausbreitungskegels. Anhand des Winkels zwi-
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Abbildung 5.10: Ein typisches Einpunkt-
Experiment veranschaulicht, was sich bei
der Einfithrung der kegelférmigen Elektro-
nenwelle dndert. (a) Konstruktionszeich-
nung zur Bestimmung, ob ein Detektor-
pixel r aufgrund seines Winkels ¢ im
Kegel der Elektronenwelle liegt und da-
mit eine Wellenfeldinformation erhélt. (b)
Gemessene Hologrammintensitdt im Fal-
le eines Wavefield (B.1.2) und (c) eines
ConicWavefield (B.1.3).

schen ihm und dem relativen Ort der Auswer-
tung

p = <(o—r0,r—o)

oo 0-0)) (5

= arccos(
|o=ro|-|r- o

lasst sich, wie in Abbildung 5.10a gezeigt,
bestimmen, ob der Pixel sich im Kegel be-
findet. Uberschreitet dieser Winkel den ma-
ximalen Offnungswinkel ®, wird die Wellen-
funktion eines Streuers des konischen Wel-
lenfelds als null angenommen, ansonsten ent-
spricht sie der einfachen Kugelwelle nach Glei-
chung (5.14). Mathematisch ausgedriickt be-
deutet dies

Yw(r) wenn |p| < P, (

5.16)
0 sonst.

Yo(r) :{

Die Maskierung durch die kegelférmige Aus-
breitung ist im direkten Vergleich in Abbil-
dung 5.10 dargestellt.

Als weiteres relevantes Wellenphdnomen ist
die Referenzwelle als Refwave (B.1.1) sowohl
als ebene Welle (2.14) wie auch als Kugelwel-
le (2.18) wéhlbar nach Abschnitt 2.3 imple-
mentiert. Sie benotigt ferner einen Wellenvek-
tor k, einen Referenzwellenursprung ro und
eine Ausgangsamplitude A,. Beleuchtet sie in
der Simulation ein Wellenfeld (also etwa ein
zu holographierendes Objekt), werden neben
den skalierten Amplituden ferner auch die Re-
ferenzwellendaten als Metadaten in das Wel-
lenfeldobjekt iibernommen. So erhalten alle
folgenden Emissionen ihre Wellenldnge von
der beleuchtenden Referenzwelle.

5.4.2 Koordinatentransformation

Da Wellenfelder im Sinne dieser Bibliothek
nicht notwendigerweise in ihrer Ausrichtung
parallel zu den kartesischen Koordinatenach-
sen liegen, ist eine Form der Rotation nétig.
Dafiir existiert in der Bibliothek das Objekt
Orientation (B.5), das neben einer Rotation
um die Koordinatenachsen in Form von Ha-
milton’schen Quaternionen, einer Rotations-
matrix oder Euler’schen Winkeln auch einen
Bezugspunkt aufnimmt, um den die Rotation
geschieht.

Die Rotation um den Ursprung lasst sich da-
bei mathematisch durch Rotationsmatrizen
beschreiben. Fiir jede kartesische Achse lésst
sich so eine Matrix R; zur Rotation um einen
Winkel «; nach

1 0 0
R.(a,)=|0 cosa, sina, |,
0 -sina, cosay
cosay, 0 sina,
R, (o) = 0 1 0 , (5.17)
—-sinay, 0 cosay
cosa, -—-sina, 0
R.(a,) =]|sina, cosa, 0
0 0 1
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o 4

(a) Blenden (b) Keine Rotation

(c) R=R,(60°) (d) R =R, (45%) - R,(60°)

(e) R = R.(20°)- R, (30°) (f) R = R, (30°) - R, (~30°)

Abbildung 5.11: Beispiele der Aufnahme von Intensitdtsmustern je einer kreis- und einer
dreiecksformigen Blende (a) auf Schirme mit einer Rotation um den jeweils eigenen Mittel-
punkt (b)—(f) nach Beispielen aus Ref. [11, Abb. 9.11]. Alle Bilder haben eine Auflésung
von N? = 1024 x 1024 Pixeln, eine Pixelgrofe von Az = Ay = 1 pm und wurden mithilfe
simulierter HeNe-Laserwellen mit einer Wellenldnge von A = 633 nm aufgenommen.
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definieren [125, Kap. 4.4.2.1]. Die Gesamtro-
tation wird dann als ein Produkt der Art

R=R.(a;) Ry(ay) Ry(ay) (5.18)
dieser Rotationsmatrizen beschrieben. Im
vorliegenden Falle wird die Rotation anhand
der Cardan-Winkel in der Reihenfolge um die
x-, y- und zuletzt z-Achse durchgefiihrt. Da-
bei ist das Produkt im Allgemeinen nicht
kommutativ und die Angabe einer solchen
Rotationsmatrix auch nicht zwangslaufig ein-
deutig [125, Kap. 4.4.2.2].

Die Inverse der Rotationsmatrix ldsst sich
als Transponierte oder durch leichte Winkel-
transformation geméaf

R; (i) = R} (o) = Ri(-a) (5.19)

ausdriicken. Ferner sind die Rotationsmadtri-
zen mit

det R;(a;) =1 (5.20)

normiert und damit orthogonal [11, Kap. 9].
Entsprechend ist auch R eine orthogonale
Matrix mit

R'=R". (5.21)
Die Rotation léasst sich auf alle Koordinaten
mittels

=Rz (5.22)

anwenden.

Allerdings findet die Rotation nun um den
Ursprung des Koordinatensystems statt. Da-
mit der Rotationspunkt frei gewéhlt werden
kann, wird ein Bezugspunkt ¢ definiert. Die-
ser wird durch die Bibliothek standardméfig
als in der Mitte des Wellenfeldvolumens lie-
gend angenommen. Die Koordinatentransfor-
mation geschieht damit in drei Schritten. Zu-
néchst wird durch Subtraktion des Bezugs-
vektors ¢ dieser in den Ursprung transfor-
miert. Anschlieend wird die Rotation geméf
Gleichung (5.22) durchgefiihrt. Nun wird der

Bezugsvektor wieder auf alle rotierten Koor-
dinaten addiert, um das Wellenfeld wieder an
die urspriingliche Position zu verschieben.

Ergebnisse einer Propagation nach Rotation
des empfangenden Schirms sind beispielhaft
in Abbildung 5.11 dargestellt. Um den Be-
schrankungen der Cardan-Rotation zu entge-
hen, ist die Rotation intern iiber die Rotati-
on mithilfe von Quaternionen implementiert.
Allerdings sind Cardan-Winkel und Quater-
nionen ineinander umrechenbar. Es sei dafiir
auf Ref. [191, Kap. 8.12] verwiesen.

5.4.3 Kristallsampling

Zur Simulation eines atomaren Kristalls
steht die Bibliothek crystals (B.4) be-
reit, mit der sich aus einer Einheitszelle
crystals.Crystal (B.4.1) ein ausgedehnter
Kristall crystals.Supercell (B.4.2) kon-
struieren ldsst. Es ist ferner moglich, Fehl-
stellen in Form von Fremdatomen oder Lo-
chern einzubauen. Die so konstruierten Kris-
talle lassen sich dank implementierter Kon-
verter direkt in ein gesampeltes Wellenfeld
iberfithren. An jedem Atomzentrum wird ein
Pixel generiert, dessen Anfangsamplitude ei-
nem elementabhangigen Wert und damit der
Streuwahrscheinlichkeit a,, entspricht, wie sie
in Anhang A.1 beschrieben wird.

5.4.4 Rekonstruktion

Um zu tberpriifen, inwieweit die atomare In-
formation im Hologramm vorhanden und wie-
derherstellbar ist, muss das Hologramm re-
konstruiert werden. Damit anhand der im Fol-
gekapitel noch zu spezifizierenden Kriterien
ein Vergleich dieser Rekonstruktionen mog-
lich ist, muss sie automatisiert am Computer
ablaufen.

Eine sehr einfache Methode fiir diese Rekon-
struktion ist die bereits in Abschnitt 4.3.2 be-
schriebene Riickpropagation [11, Kap. 13.2],
die auch hier implementiert wurde. Sie wird
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Hologramm-
intensitat

I(r)

|

T(I(r))e [0,1]

Transmissionsfaktor

l

Y1 (r) =T(I(r))+0i
Wellenfeld

l

Ua(r) =tha(r)Yr(r)

Beleuchtung mit Referenzwelle

Yrek(T) =Py (¢2 (7’))
Riickpropagation

l

D(r) = [trer ()

Rekonstruierte Intensitat

Abbildung 5.12: Schematische Darstellung
des Rekonstruktionsprozesses, wie er durch
den Algorithmus durchgefithrt wird.

mathematisch vollig analog zur Propagation
berechnet. Damit reicht die in diesem Kapitel
ausfiihrlich vorgenommene Betrachtung des
Prozesses zur Simulation eines Hologramms
aus, um auch die Rekonstruktion zu erschlie-
Ben.

Schematisch ist die Rekonstruktion in Abbil-
dung 5.12 dargestellt: Die Hologramminten-
sitdt nach Beriicksichtigung der Transmissi-
onseigenschaften des virtuellen Schirms nach
Gleichung (2.35) liegt bereits in korrekt ge-
sampelter Form vor und wird in ein eigenes
Wellenfeld exportiert. Die gleiche Referenz-
welle wie zur Holographie oben beleuchtet
auch das Hologramm. Anschlieflend lasst sich
das Wellenfeld mit dem Invertierungsopera-
tor markieren. Alle Folgepropagationen wer-
den als Riickpropagation durchgefiihrt. Kon-
kret dndert sich damit also das Vorzeichen
im Exponenten innerhalb der Wellenfunkti-
on, wie es in Gleichung (A.9a) gezeigt ist.

Im Anschluss wird zur Auswertung des Re-
konstruktionsvolumens die Intensitit im Ge-
gensatz zum Hologramm nicht aus einem
Beugungsmuster durch Uberlagerung mit ei-
ner Referenzwelle gebildet, sondern es wird
lediglich das Betragsquadrat der neuen Ob-
jektwelle gebildet. Das bei der Holographie
als problematisch identifizierte Zwillingsbild
bei diesem grundséatzlich gleichen Prozess
kann dabei nicht erneut auftreten. Es kam
erst durch Addition mit der Referenzwel-
le als komplex konjugiertes Objektwellen-
feld aus dem Betragsquadrat zustande [11,
Kap. 13.2.1].






6 Untersuchungen

Um die Grundvoraussetzungen der Rekon-
struierbarkeit mittels EBSD aufgenommener
Hologramme zu iiberpriifen, benétigt es zu-
néchst einen reproduzierbaren Versuchsauf-
bau und Methoden der Auswertung von Test-
messungen. Im vorliegenden Kapitel soll da-
zu zunéchst eine Kristallstruktur mit stets
gleicher lokaler Umgebung vorgestellt werden,
die sich fiir diese Untersuchungen anbietet.
Im Anschluss wird der konkrete Aufbau unter
Berticksichtigung der in Kapitel 3 beschriebe-
nen Experimentalparameter erldutert.

Da ein grofler Parameterraum untersucht wer-
den soll, bedarf es automatisierter Auswer-
tungswerkzeuge. Fiir die Bewertung des Er-
folgs einer Rekonstruktion existieren jedoch
nach Kenntnis des Autors keine standardi-
sierten Giitekriterien. Gleichwohl erinnert die
Einteilung in die Zusténde ,,Atom* oder ,kein
Atom“ an binire Klassifikation, wie sie im
Bereich des maschinellen Lernens schon lan-
ge etabliert ist [192, Kap. 2]. Im letzten
Abschnitt sollen daher Kernkonzepte dieser
Klassifizierung und ihrer Bewertung iiber-
nommen und auf das vorliegende Problem
angepasst werden.

6.1 Probensystem

Fiir die Untersuchungen in den folgenden Ka-
piteln soll eine echte Kristallstruktur simu-
liert werden. Damit wird auch die praktische
Bedeutung der zu erbringenden Erkenntnisse
belegt. Im Rahmen dieser Arbeit soll dazu
ein Wolframeinkristall Gegenstand der Simu-
lation werden.

Wolfram ist ein selten auftretendes Metall
von hoher technischer und wirtschaftlicher
Bedeutung. Nach Kohlenstoff besitzt es den
hochsten Schmelzpunkt aller Elemente und
damit ebenfalls den hoéchsten aller Metalle
bei 3410°C [193, Kap. 27.2.1]. Innerhalb der

Gruppe der metallischen Materialien wird
es darin ansonsten nur durch wenige Metall-
verbindungen, also Kombinationen von Ele-
menten, wie Karbide einiger Schwermetalle
und Mischkristalle in geringem Mafle tiber-
troffen [194, 195]. Gegeniiber Kohlenstoff be-
sitzt es dabei auch eine groe Festigkeit. Koh-
lenstoff- und Tantalfiden sind haufig sprode,
weshalb sich Wolfram besonders fiir den Ein-
satz in Hochtemperaturgebieten eignet und
sich so friih als Leuchtmaterial beispielsweise
in Glithbirnen und Roéntgenréhren durchset-
zen konnte. Ferner wird es aufgrund seiner
Temperaturbestdndigkeit in Schweiflstdben,
Thermoelementen oder wegen seiner grofien
Hérte, ausreichender elektrischer Leitfdhig-
keit und guter Oxidationsbestédndigkeit als
Kontaktmaterial in der Elektrotechnik einge-
setzt [196, Kap. 1].

Auf natiirlichem Weg kommt Wolfram sehr
selten vor, es macht etwa 5-107° %o des mag-
matischen Gesteins der Erdkruste aus [197,
Tab. 11]. Sein Vorkommen lésst sich mithilfe
von Pneumatolyse erkldren [198], einer Son-
derform der Autometasomatose, bei der unter
hohen Gasdriicken [199] eine stoffliche Umset-
zung im Anschluss an die Auskristallisation
des Gesteins stattfindet [200, Kap. 26.6]. Fer-
ner tritt Wolfram in Meteoriten auf [201].

In der Erdkruste findet es sich dabei nur
in Oxiden gebunden. Besonders hiufig in
der Form der Wolframite Ferberit (FeWOQO,)
und Hitbernit (MnWOy), ferner als Scheelit
(CaWO,) und Stolzit (PbWOy) [196, Kap. 2].
Die Gewinnung aus den geborgenen Erzen
ist aufgrund der geringen Menge von ledig-
lich 1%-3% Wolframoxid im Gestein sehr
unwirtschaftlich. Daher muss es zunéchst zu
einer hoheren Konzentration aufbereitet wer-
den. Dafiir existieren einige vielschrittige Ver-
fahren. Beispielsweise eine magnetische Ab-
scheidung als Trockenverfahren und ein optio-
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Abbildung 6.1: Aufbau einer Einheitszelle rei-
nen Wolframs. Es handelt sich um ein ku-
bisch raumzentriertes Gitter (bcc).

nal vorgelagertes Nassverfahren, etwa die vor-
iibergehende Lagerung in einer Schwefelsdu-
relosung. Bei der anschlieBenden Flotation
als nassmechanisches Verfahren [202, Kap. 1]
wird die Eigenschaft der fein zerkleinerten
Mineralien ausgenutzt, aus einer wéssrigen
Triibe bei Einsatz von Gasblasen durch An-
koppeln aufzuschwimmen [203, Kap. 4].

Durch Schmelzen mit Soda oder Zersetzung
mithilfe anorganischer Sduren lassen sich
nach Reinigung reine Wolframoxide isolie-
ren [196, Kap. 3]. Im Anschluss l4sst sich ele-
mentares Wolfram iiber Reduktion mit Was-
serstoff bei 800 °C mittels

WO; +3H, 22°C W+3H,0 +14kJ (6.1)

technisch als graues Pulver gewinnen [193,
Kap. 27.2.1].

6.1.1 Kristallstruktur

Fiir die holographische Untersuchung be-
trachten wir im Rahmen der vorliegenden
Arbeit rein periodische Kristalle. Daher sind
fur die experimentelle Forschung Einkristalle
notig. Sie sind weitestgehend homogen und
weisen eine finite Anzahl gleicher lokaler Um-
gebungen und damit moglichst wenig Kristal-
lite auf.

Im Fall von Wolfram ldsst sich zunéchst
ein Einkristallfaden gewinnen, indem Wolf-
rammetall unter Zusatz eines Bindemittels
durch Diamantdiisen gespritzt wird. Der
Faden wird mit hohen Temperaturen von
2400°C-2600°C nachbehandelt. Am noch
warmen Kristall schligt sich weiteres Wolf-
ram aus einer Gasphase nieder, wodurch dann
Kristalle beliebiger Grofle angefertigt werden
kénnen [204].

Wolfram ist ein sehr hartes Metall. Ange-
fertigte Proben lassen sich daher problem-
los schrittweise bis zur feinsten Kérnung hin
schleifen und abschlieBend mithilfe von fei-
nem Blei- oder Aluminiumoxid polieren. Eine
vollig riefenfreie Oberflache ist damit leicht
realisierbar [196, Kap. 8.2].

Diese Wolframkristalle bilden ein kubisch-
raumzentriertes Gitter, nach dem englischen
body centered cubic kurz auch bcc genannt,
wie es in Abbildung 6.1 dargestellt ist. Die
Gitterkonstante ist dabei in alle Raumrich-
tungen mit etwa

aw = 3,165 A (6.2)

gleich [205]. Mit einem Atomgewicht von
m = (183,84 + 0,01) u [206] lasst sich die Mas-
sendichte einer Einheitszelle, die nach Abbil-
dung 6.1 zwei ganze Atome enthilt, zu

9.
p= =19,257Tgem™ (6.3)
Oy
errechnen.

Der fortan angenommene Kristall hat eine
rein kubische Form. Mithilfe Miller’scher In-
dizes lasst sich sein Schnitt als durch eine der
{100}-Ebenen verlaufend beschreiben, er ver-
lduft also parallel zu einer der kartesischen
Koordinatenebenen. Der Kristall wird mit sei-
ner Ausrichtung daher als W(100) bezeich-
net.

Wolfram ist nicht nur hinsichtlich seiner dar-
gelegten, herausragenden technischen Eigen-
schaften als Untersuchungsobjekt sehr rele-
vant. Seine Festigkeit macht es leicht prapa-
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Abbildung 6.2: Der simulierte EBsD-Aufbau als (a) vereinfachte Skizze nach Abbildung 3.4
und (b) reduziert auf die fir die Simulation relevanten Bestandteile mit transformiertem

Koordinatensystem.

rierbar und als Probenmaterial unempfind-
lich. Insbesondere die Kristallstruktur birgt
aber einen weiteren, entscheidenden Vorteil
fiir die kommenden Untersuchungen: Jedes
Atom besitzt exakt die gleiche lokale Umge-
bung. Damit reicht es nach den Ausfithrungen
in Abschnitt 3.3 aus, ein einziges Hologramm
aus einer lokalen Umgebung zu berechnen.
Bei Einbeziehung der moglichen chemischen
Sensitivitat einer EBSD-Messung durch Ener-
giefilter nach Ref. [97] trifft das auch auf eini-
ge weitere Kristalle zu. So verfiigt Kochsalz
(NaCl) zwar iiber eine zweiatomige Basis in-
nerhalb eines Gitters mit kubisch flachenzen-
trierter Struktur (face centered cubic, kurz
fee) [193, Kap. 6.1.1.2], allerdings unterschei-
den sich beide Basisatome in der Ordnungs-
zahl und verfiigen jeweils immer tiber die glei-
che lokale Umgebung.

6.2 Aufbau

Der experimentelle Aufbau einer EBSD-Appa-
ratur war bereits Gegenstand von Kapitel 3.
Wie in Abbildung 3.4 dargestellt, besteht er
im Wesentlichen aus einer Elektronenkanone,
einem rotierten Kristall und einem Schirm.
Nach Abschnitt 3.3 liegt fiir die Betrachtung
der reinen Holographie deren Ausgangspunkt,

der Ursprung der Referenzwelle, aber inner-
halb des Kristalls. Wie in Abbildung 3.5 dar-
gestellt, nehmen wir den ersten Streuprozess
als Quelle der Referenzwelle an. Fiir die voll-
umfangliche Simulation der EBSD-Hologra-
phie reicht folglich die Berticksichtigung von
Kristall und Schirm aus. Die Elektronenka-
none findet sich lediglich in der gewéhlten
Wellenldnge wieder, da die an ihr eingestellte
Elektronenstrahlenergie die Energie der aus-
gelosten Elektronenwellen vorgibt.

Fiir die Beschreibung des Experiments fiih-
ren wir das in Abbildung 6.2 gezeigte Koor-
dinatensystem ein. Der Ursprung liegt dabei
im Kristall, der positioniert und rotiert wird.
Der Schirm wird parallel zur neuen xy-Ebe-
ne in einem z-Abstand positioniert, der dem
Proben-Schirm-Abstand D entspricht.

Der Schirm l&sst sich nach Abbildung 6.3
durch seine Ausdehnung d und die Zahl der
Pixel in einer Dimension N definieren. Er sei
in der weiteren Beschreibung ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit als symmetrisch in
z- und y-Richtung angenommen. Aus diesen

Parametern lassen sich auch die Pixelgrofien
Ax=Ay=N/d (6.4)

berechnen.
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Az=d/N
A~
Pixel
Ay< p
d

Abbildung 6.3: Der holographische Schirm ist
durch seine Pixelzahl N und Ausdehnung d
in jeweils einer Dimension definiert. Aqui-
distante Pixel messen ein Wellenfeld am Ort
des Pixelzentrums.

6.2.1 Lokale Umgebung

Die Probe besteht aus einer Ansammlung
von Punktstreuern, die jeweils den Kristall-
atomen entsprechen. Dabei wird keineswegs
eine vollstdndige Probe simuliert. Bei einer
als Wirfel angenommenen Probe mit einer
Kantenldnge von lediglich [ = 2cm miissten
sonst bereits

l 3
(—) ~2,52-10%

aw

(6.5)

Streuer simuliert werden. Das ist mit heuti-
gen Methoden nicht leistbar. Allerdings ist es
nach der Argumentation zur mittleren freien
Weglénge und deren Bedeutung als Reichwei-
te fiir die Definition der lokalen Umgebung
in Abschnitt 3.3 auch gar nicht nétig. Da
fiir die Berechnung eines Gesamthologramms
nur die Simulation einer lokalen Umgebung
erforderlich ist, reicht es aus, eine solche um
das als Referenzwellenursprung angenomme-
ne Atom zu konstruieren. Sie ist nach Ab-
schnitt 3.1.1 durch die Gréfle des IMFP be-
grenzt. Bei einer angenommenen kinetischen

Energie von Eyi, = 20keV ergibt sich die mitt-
lere freie Weglinge nach Gleichung (3.2) zu
Avrp ~ 1568 A. Nach Division durch die Git-
terkonstante aw erhalten wir daraus einen
Mindestradius fiir die lokale Umgebung. Der
so simulierte Kristall soll aus Griinden der
Einfachheit in der algorithmischen Beschrei-
bung kubisch angenommen werden. Der Kris-
tallgrofle entspricht damit bei Berticksichti-
gung der zweiatomigen Basis nach Aufrun-
dung eine Zahl von

Nyyz =102 x 102 x 51 x 2 ~ 106 - 10* (6.6)

Streuern. Da wir nach Abschnitt 3.1.2 von ei-
ner konischen Wellenausbreitung in Richtung
Schirm ausgehen kénnen, ist die Verdopplung
der Kristallgrofle nur in z- und y-Richtung
notig. Tieferliegende Atome haben keine Ge-
legenheit, ein Muster auf dem Schirm abzu-
bilden, da ihre Kegel dem Schirm abgewandt
sind. Ferner verhindert der IMFP in dieser
Tiefe auch, dass die Elektronen die Oberfla-
che tiberhaupt erreichen.

Tatsdchlich wirkt ein 51 Einheitszellen tiefer
Kristall intuitiv sehr grof fiir eine Oberfla-
chenuntersuchung. Durch den Probenwinkel
@ ist bei gleichbleibendem IMFP in Strahl-
richtung auch die senkrechte Tiefe zusétzlich
begrenzt. Es stellt sich die Frage, ob dieses
Volumen nicht méglichst klein angenommen
werden sollte, da die Zeit fiir die Berechnung
eines Hologramms mit zunehmender Kristall-
tiefe wichst. Ferner erfordern mehr angenom-
mene Streuer auch eine héhere Schirmauflo-
sung, denn zusétzliche Streuprozesse erzeu-
gen zusétzliche feinere Beugungsmuster, die
es aufzunehmen gilt.

Aus holographischen Experimenten mit sicht-
barem Licht ist bekannt, dass das Einfithren
von mehr Partikeln in die holographische Sze-
ne die Rekonstruktion erschwert [207]. So
zeigt sich bei der Verwendung von Partikeln
mit einem Durchmesser von d, = 5 pm—50 pm
unter Beleuchtung mit einem Argonlaser der
Wellenldnge A = 514,5nm, dass das Signal-
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Untergrund-Verhéltnis priméar antiproportio-
nal zu einer Speckle Parameter genannten Va-
riable

71_3

G =
16

+d2 - Np- Ly (6.7)

ist [208]. Diese wiederum wird bestimmt von
der Partikelanzahl N, und der Probenvolu-
mentiefe Ly. Bei Skalierung der Wellenlan-
ge auf eine Elektronenwelle mit EBSD-typi-
scher Energie von Fyj, = 20keV ergibt sich
fiir solche Partikel ein Durchmesser von etwa
dy, =0,84 A-8,43 A und damit in der Grofen-
ordnung der Atomdurchmesser. Die Ergeb-
nisse der Publikation Ref. [208] sind damit
auf den vorliegenden Aufbau tibertragbar.

Neben der damit wachsenden Laufzeit ist
auch die Rekonstruktion bei zunehmender
Kristalltiefe immer herausfordernder. Eine
Vertiefung des Probenvolumens erhéht das
Rauschen in der Rekonstruktion gegeniiber
dem Signal deutlich [209]. Im Experiment
wird auch deutlich, dass sich zwischen Re-
ferenzwellenursprung und Schirm diverse
Atomketten ausbilden, die eine starkere In-
tensitdt in Richtung der Verbindungsachse
hervorrufen [210]. Das unterdriickt Signale
der Atome abseits dieser Linien, die zur Re-
konstruktion ebenfalls nétig wéren.

Grundsétzliches Ziel einer optimalen Simula-
tion wére somit die Reduzierung der Anzahl
moglicher Streuer. Als Abschitzung soll an
dieser Stelle aber dennoch der IMFP fiir die
maximal mogliche Tiefe angenommen wer-
den. Damit lieflen sich die hier ermittelten
Ergebnis gesichert auf flachere Systeme iiber-
tragen und haben gesichert physikalische Be-
deutung [20].

Die angenommene Probe ist schliellich durch
ihre Orientierung definiert. Diese wird durch
die in Abschnitt 5.4.2 festgelegten Parame-
ter beschrieben. Ferner wird also auch ein
Bezugspunkt und eine Verkippung zur Defi-
nition des Aufbaus benotigt.

6.2.2 Rekonstruktionsvolumen

Zur Rekonstruktion eines Hologramms ist es
nicht zweckméfig, die vollstandige lokale Um-
gebung, wie sie oben eingefithrt wurde, als
Volumen fiir die Berechnung der rekonstru-
ierten Wellenfunktion )¢ anzunehmen. In
einem Rekonstruktionsvolumen miissen deut-
lich mehr Pixel als zuvor angenommene Streu-
er vorhanden sein, um zu tiberpriifen, ob der
Rekonstruktionsvorgang gliickt. Im Falle des
real durchgefithrten Experiments wére die In-
formation iiber die genaue Lage der Streuer
a priori ferner erst gar nicht vorhanden. Die
Pixelabstédnde sind deshalb méglichst klein zu
wéhlen. Damit wird die Pixelanzahl auf einer
definierten Lénge aber sehr grof3. Da jeder zu-
séitzliche Pixel die Laufzeit verlangert, gilt es,
einen Kompromiss zwischen der Ausdehnung
und der Auflésung des Rekonstruktionsvolu-
mens zu treffen. So wiirde eine Verdopplung
der Pixelzahl in jede Dimension aufgrund des
kubischen Volumens ansonsten eine Veracht-
fachung der Laufzeit nach sich ziehen.

In den nachfolgenden Untersuchungen wur-
de unter Abwagung der beschriebenen Ein-
schrankungen eine volle Einheitszelle zuziig-
lich eines Randbereichs als Grofle fiir das Re-
konstruktionsvolumen gewéhlt, die Auflésung
selbst kann je nach Experiment variieren. Da-
bei wurden immer dquidistante Pixel ange-
nommen.

Es wire durchaus moglich, von einer dquidi-
stanten Pixelplatzierung abzusehen und diese
stattdessen am Ort der urspriinglichen Streu-
er dichter zu setzen. Das wiirde eine allgemein
geringere Auflésung erlauben, da in den Be-
reichen zwischen den Streuern kein Intensi-
tatsausschlag zu erwarten ist. Allerdings ge-
schieht damit bereits implizit eine Gewich-
tung: Mogliche Fehlerpixel treten aufgrund
geringerer Zahl weniger auf, das macht sich
in den Qualitdtsbewertungen, wie sie in Ab-
schnitt 6.3 noch thematisiert werden, durch
besser bewertete Klassifikationen entgegen
objektiver Kriterien bemerkbar. Eine solche
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Abbildung 6.4: Lage des Rekonstruktions-
volumens innerhalb des zuvor simulierten
Kristalls.

Wahl des Pixelabstands kann folglich ledig-
lich fiir erste Schitzungen zur Uberpriifung
einer grundsétzlichen Wirksamkeit einer Re-
konstruktionsmethode genutzt werden, darf
jedoch keineswegs fiir allgemeine physikali-
sche Aussagen angewandt werden.

Das Rekonstruktionsvolumen verfiigt neben
Ausdehnung und Auflésung auch tber diesel-
be Orientierung, mit der bereits die Probe
beschrieben wurde. Der Schirm steht dann,
wie in Abbildung 6.4 dargestellt, senkrecht
auf der z-Achse.

6.3 Bewertungskriterien

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Experi-
ment konstruiert, das aus einem Satz von An-
fangsparametern ein Ergebnis erzeugt. Hier
ist das die rekonstruierte Wellenfunktion in-
nerhalb des Rekonstruktionsvolumens tiber
den Zwischenschritt eines Hologramms. Da
im Zuge der Untersuchungen sehr viele dieser
Volumen berechnet werden, bedarf es einer
automatisierten Auswertung und damit einer
algorithmischen ,Bewertung®. Es gilt daher,
ein objektives Maf3 der Genauigkeit der Uber-
einstimmung der Rekonstruktion zum Aus-

gangsbild — dem oben beschriebenen Wolf-
ramkristall — zu finden.

Eine Moglichkeit, ein solches Kriterium zu de-
finieren, ist die Untersuchung der einzelnen re-
konstruierten Pixelwerte und ihrer jeweiligen
Koordinaten. Fiir jeden Pixel ldsst sich die
Frage danach, ob hier ein Atom vorliegt oder
nicht, binér, also mit genau einer von zwei
Moglichkeiten, beantworten. Ein verwandtes
Problem ist die im maschinellen Lernen sehr
geldufige Klassifikation. Beim Arbeiten mit
den in Abschnitt 5.2 bereits erwédhnten neuro-
nalen Netzen, muss dem lernenden Algorith-
mus wéhrend der Testphase zuriickgemeldet
werden, ob er mit seinem berechneten Ergeb-
nis richtig liegt.

Ein giangiges Problem des maschinellen Ler-
nens mit bindrem Ausgang ist beispielswei-
se die Klassifizierung von E-Mails als Spam.
Schon lange sind fest programmierte, regel-
basierte Systeme auf Basis von reguldren
Ausdriicken nicht mehr ausreichend und es
braucht kiinstliche Intelligenz, um auf sich
stets verandernde Bedrohungslagen zu reagie-
ren. Die Klassifizierung kann dabei grund-
sdtzlich auch in mehr als nur zwei Klassen
erfolgen, wenn beispielsweise E-Mails zusétz-
lich nach beruflich und persoénlich kategori-
siert werden sollen. Damit werden aber die
Grenzbedingungen weniger klar und das Pro-
blem deutlich komplexer [192, Kap. 1.1]. Es
sei hier am Rande erwdhnt, dass die Klas-
sifizierung nicht zwangsldufig bindr erfolgen
muss, da sich diese allgemeine Form in den fol-
genden mathematischen Beschreibungen wie-
derfindet.

Die Grundprinzipien dieser Klassifizierung
sollen im Folgenden schrittweise erlautert
werden, da sie fiir das Verstdndnis der spé-
ter eingefiihrten Bewertungskriterien von ele-
mentarer Bedeutung sind. Es sei bereits hier
aber festgestellt: Da wir keine selbstlernenden
Algorithmen anwenden, ist das Ziel einer sol-
chen Bewertung nicht bedeutungsgleich und
muss adaptiert werden. Im Kontext des hier
vorliegenden Problems geht es ausdriicklich
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nicht um die Bewertung eines Algorithmus,
der ja nach den obigen Ausfithrungen ledig-
lich die beschriebene Mathematik in Form ei-
nes Propagationsoperators umsetzt. Anhand
eines Satzes von Anfangsparametern, die ver-
dnderlich sind, ldsst sich mithilfe dieser Klas-
sifizierung stattdessen bewerten, inwieweit ei-
ne Rekonstruktion unter den gegebenen An-
fangsparametern moglich ist. Wir stellen fest,
ob der ermittelte Kristall nach Rekonstruk-
tion mit dem simulierten Kristall iberein-
stimmt. Es werden eher gewédhlte Parameter
anstatt des eigentlichen Prozesses bewertet.
Es ist daher besonders darauf zu achten, die
Kernkonzepte so zu portieren, dass sie schliis-
sig in ein eindeutiges Bewertungskriterium
miinden.

6.3.1 Klassifizierung

Anhand von Ref. [192, Kap. 2] wollen wir zu-
néchst einige grundlegende Begrifflichkeiten
einfiihren. Dazu definieren wir eine Menge
von Instanzen X. Bei jedem x € X handelt
es sich um einen theoretisch moglichen Pixel.
Eine Labelmenge £ umfasst alle méglichen
Bezeichnungen von Instanzen. Sie entspricht
in der Regel der Klassifizierungsmenge

C={C1,Cs,...,Ck},

die die moglichen Ausgéange des Algorithmus
spezifiziert.

(6.8)

Im bindren Fall klassifiziert der Algorithmus
in einen von zwei moglichen Ausgéngen, die
haufig als positiv (engl. positive) und negativ
(engl. negative) bezeichnet werden. Ein re-
konstruierter Pixel konnte als Atom (positiv)
oder eben als kein Atom (negativ) erkannt
werden. Die binére Klassifizierungsmenge lau-
tet damit

Gy, =Ly, = {®,0}. (6.9)

Da wir den holographierten Kristall a priori

kennen, konnen wir eine Labelfunktion

X = Ly, zw1(x) (6.10)

definieren, die genau dann @ ist, wenn der
Ort des Pixels x mit dem eines Atoms tber-
einstimmt. Ansonsten ist [(z) = ©. Im Rah-
men des maschinellen Lernens werden daraus
sog. gelabelte Instanzen (x, l(:v)) erzeugt, die
als Trainingsdaten verwendet werden kénnen.

Der Rekonstruktionsalgorithmus selber setzt
dabei eine Klassifizierungsfunktion

&X>C, (6.11)

x— é(x)

um. Durch die berechnete Rekonstruktion er-
halten wir zu jedem Pixel

reScX (6.12)

des Schirms S die Intensitét der rekonstruier-
ten Welle I'(«) nach Gleichung (A.12). Ge-
gebenenfalls wird diese Funktion aufbereitet,
indem etwa die Dominanz der Referenzwel-
le durch Division unterdriickt wird. Aus ihr
definieren wir nun eine normierte Intensitét

Lu(e) = () max (M(@))

die jedem Pixel einen Wert I';,(x) € [0,1] zu-
ordnet. Die ihr entsprechenden, tatséchlichen
Amplitudenwerte des Ausgangskristalls sind
nach Anhang A.3 abhéngig von den urspriing-
lichen Streuamplituden. Bei einem uniformen
Kristall mit jeweils gleicher Streuwahrschein-
lichkeit wird die normierte Intensitiat (6.13)
also fiir alle Pixel an Atompositionen nahe 1
sein, andernfalls gegen 0 gehen. Durch statis-
tische Prozesse und aus einem in der Realitdt
niemals unendlich groflen Oversampling Ra-
tio o nach Gleichung (4.54) werden potentiell
auch viele Zwischenwerte erreicht.

(6.13)

Die Klassifizierungsfunktion é(z), die die In-
stanzen x in Atom @ oder kein Atom O ein-
ordnet, muss dies beriicksichtigen. Eine na-
heliegende Moglichkeit ist, anhand eines pro-

blemangepassten Thresholds
ts € 10,1] (6.14)

grofer 0 zu entscheiden. Liegt ein Pixelwert
oberhalb dieses Schwellwerts, wird an seiner
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Stelle ein Atom angenommen, andernfalls
nicht. Die Klassifizierungsfunktion fiir das
vorliegende Problem lautet dann

o) - {@ o (x) > s, (615)

© Tu(z) <ts.

Wir erhalten damit zu jedem Pixel eine bi-
nire Antwort dariiber, ob an dieser Stelle
ein Atom vom Algorithmus ,,gefunden® wur-
de oder nicht. Uberlagern wir hier die echte,
vorab simulierte Kristallstruktur, werden wir
feststellen, dass an einigen Stellen eine tat-
sichliche Ubereinstimmung vorliegt, an an-
derer Stelle aber filschlich ein Atom erkannt
wurde oder eines der zuvor vorhandenen Ato-
me fehlt.

Zur weiteren Formalisierung fithren wir die
Indikatorfunktion I[-] ein. Sie ist 1, wenn ihr
Argument wahr ist und sonst 0. Mit ihr lasst
sich eine Zéhlung durchfithren und die Kor-
rektklassifikationsrate (engl. accuracy)

LS 1éx) = 1(2)]

- (6.16)
|S| zeS

definieren. Dabei handelt es sich um den An-
teil aller Schirmpixel, deren Klasse mit dem
tatséchlichen Label iibereinstimmt. Ist diese
Rate 1, so wurden nach der Rekonstruktion
alle Atome exakt gefunden und kein Atom an
falscher Stelle entdeckt. Sie ldsst sich dquiva-
lent auch als die Wahrscheinlichkeit

acc = P(é(z) =(z)) (6.17)
dafiir verstehen, dass eine beliebige Instanz
r € X korrekt klassifiziert wurde.

Analog dazu lasst sich auch eine Falschklas-
sifikationsrate (engl. error rate)

err = é Zl[é(x) * l(x)]

zeS
= P(é(z) #1(z)) =1- acc

(6.18)

als Wahrscheinlichkeit dafiir definieren, dass
ein Pixel falsch klassifiziert wurde.

Um ein Giitekriterium fiir die Ubereinstim-
mung von Kristall und Rekonstruktion her-
leiten zu konnen, ist zunéchst die Einfiihrung
weiterer Begrifflichkeiten nétig. Dazu soll die
Anzahl der tatséchlich im Rekonstruktions-
volumen vorhandenen, also positiven Atome
mit

P=>I[l(z) =3)]

zeS

(6.19)

bezeichnet werden. Analog dazu lasst sich die
Zahl der Pixel, an denen kein Atom vorhan-
den ist, durch die Zahl aller Negativen

N =Y 1I[l(z) =©] = |S| - Pos

zeS

(6.20)

definieren.

6.3.2 Wahrheitsmatrix

Nach Anwendung der Klassifizierungsfunkti-
on ¢(x) nach Gleichung (6.15) lassen sich die
Pixel « in eine von vier Gruppen einteilen. Ist
nach der Rekonstruktion ein Atom erkannt
worden, das auch tatsdchlich an dieser Stelle
simuliert wurde, handelt es sich um sog. rich-
tig positive (engl. true positive) Ergebnisse,
deren Anzahl durch

TP =Y I[é(z) = (z) = @]

zeS

(6.21a)

gegeben ist. Wenn der Algorithmus aber ein
Atom rekonstruiert hat, an dem eigentlich kei-
nes vorhanden sein sollte, so wird von einem
falsch positiven (engl. false positive) Ergeb-
nis gesprochen. Die Anzahl dieser Ergebnisse
berechnet sich mittels

FP = I[e(x) =@ # () =O). (6.21b)

zeS

Gleiches lasst sich fiir Pixel definieren, die
nach Rekonstruktion keinen Hinweis auf ein
Atom in sich tragen. Entspricht das den si-
mulierten Tatsachen, handelt es sich um ein
richtig negatives (engl. true negative) Ergeb-
nis. Sollte aber eigentlich an dieser Stelle sehr
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wohl ein Atom vorhanden sein, ist von einem
falsch negativen (engl. false negative) Ergeb-
nis zu sprechen. Deren Anzahl ldsst sich je-

weils analog zu oben mit
TN =Y I[é(z) = (z) = O]
zeS (6.21c)
= Neg - FP,
FN =Y I[¢(z) =0 #(z) =@]
= Pos—- FN,

bestimmen. Zusammenfassen lassen sich die-
se Groflen in der sog. Wahrheits- oder Konfu-
sionsmatrix (engl. confusion matrix), wie sie

Abbildung 6.5 zeigt [211].

Der Begriffsbestandteil positiv oder negativ
bezeichnet in diesen vier Féllen — entgegen
der Benennung der reinen Anzahlen an Po-
sitiven oder Negativen oben — den Ausgang
der Rekonstruktionsberechnung, anders aus-
gedriickt die Prognose iiber die Existenz ei-
nes Atoms. Der Vorsatz richtig bzw. falsch
ergdnzt dann, ob diese Klassifizierung auch
der Wahrheit entspricht, der Algorithmus also
ein respektive richtiges oder falsches Ergebnis
geliefert hat.

Die reine Zahl aller a priori bekannter Ato-
me und Stellen ohne Atom lassen sich damit
respektive vereinfacht auch mit

Pos=TP+ FN und (6.22a)
Neg= TN + FP (6.22b)
ausdriicken.

6.3.3 Giitekriterien

Mit diesen Grofien lassen sich nun weitere
Kriterien zur Klassifikationsbewertung defi-
nieren. Die Sensitivitdt

tpr = % - P(i(a) =® | 1(z) = ®) (6.23)

gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass ein
beliebiges Atom auch tatséchlich als solches

Rekonstruiert
© @
o richtig negativ  falsch positiv
5 (TN) (FP)
< @ falsch negativ  richtig positiv
(FN) (TN)

Abbildung 6.5: Die Wahrheits- oder Konfusi-
onsmatrix fasst die vier Ergebnisgruppen
zusammen. Angepasste Darstellung nach
Ref. [211, Tab. 1].

erkannt wurde. In der Literatur wird diese
Grole auch hdufig Richtig-Positiv-Rate (engl.
true positive rate), Empfindlichkeit, Treffer-
quote oder Recall genannt.

Analog dazu lésst sich die Spezifitdt genann-
te Richtig-Negativ-Rate (engl. true negative
rate)

tnr = % =P(é(z) =O|U(z) =O) (6.24)

ermitteln. Sie macht Angaben iiber die Wahr-
scheinlichkeit, mit der an einer Stelle, an der
sich kein Atom befindet, auch nach der Rekon-
struktion keines gefunden wurde. Beide Gro-
Ben geben gemeinsam Auskunft tiber die Ge-
nauigkeit der Klassifizierung des Algorithmus
in jeweils eine der beiden Klassen an [211].

Die dem entgegengesetzten Fehlerraten der
beiden Klassen sind durch die Falsch-Nega-
tiv-Rate (engl. false negative rate) oder Miss
Rate

for = g—N =P(é(z) =O|U(z) =®) (6.25)

0s

als Wahrscheinlichkeit eines nicht erkannten
Atoms und die analoge Falsch-Positiv-Rate
(engl. false positive rate), Fallout oder Aus-
fallrate

fpr = % =P(é(z) =@ | U(z) =©) (6.26)

als Wahrscheinlichkeit fiir ein félschlich er-
kanntes Atom an leerer Stelle gegeben. Letz-
tere entspricht damit der Wahrscheinlichkeit
fiir einen ,,Fehlalarm®.
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6 Untersuchungen

Die zuvorderst definierte Korrektklassifikati-
onsrate (6.16) lasst sich mit diesen Grofien
zu

Neg

s
Apr+—--tnr =

Pos TP+ TN
S| S|

Pos + Neg

acc = (6.27)

umformulieren.
Ferner ergibt sich die Genauigkeit

TP
TP + FP
= P(l(z) =@ | &(z) = @)

als Anteil der tatsédchlich existenten Atome
unter allen Pixeln, die nach Meinung der Klas-
sifizierung ein Atom darstellen sollten [211].
Sie wird héufig auch positiver Vorhersagewert
oder Relevanz genannt und im Englischen mit
Precision oder Positive Predictive Value be-
zeichnet. Zu beachten ist, dass die beding-
te Wahrscheinlichkeit der Genauigkeit genau
umgekehrt zu der der zuvor definierten Sen-
sitivitat (6.23) notiert ist. Wahrend dort der
Anteil der positiven klassifizierten unter den
simulierten Atomen (also die tatséchlich ge-
fundenen) ermittelt wurde, bestimmt der po-
sitive Vorhersagewert, welche der vermeint-
lich gefundenen Atome auch tatséchlich eine
simulierte Entsprechung haben.

ppe= (6.28)

Alle bereits genannten, im Folgenden noch
erwdhnten und dariiber hinaus damit ver-
wandten und relevanten Grofien zur (bindren)
Klassifikation finden sich als Referenz tiber-
sichtlich in Anhang C dargestellt.

6.3.4 Atomkugeln

Bei der Anwendung dieser Klassifizierung auf
rekonstruierte Pixelwerte, aus denen Atom-
positionen ermittelt werden sollen, wird deut-
lich, dass es schnell zu einer Uneindeutigkeit
kommen kann. Es wird nicht ausschliefllich
der Pixel als Atom klassifiziert, der exakt an
der Stelle des simulierten oder im Experiment
real vorhandenen Ausgangatoms liegt. Das
ist insbesondere nicht moéglich und auch nicht

wiinschenswert, da der Rekonstruktionspixel
nicht an der exakt selben Stelle des eigentlich
simulierten Atoms liegen muss. Es wére eine
unendlich hohe Rekonstruktionsauflésung no-
tig, um bei Erfordernis einer exakten Uber-
einstimmung eine Rekonstruktion zu ermog-
lichen.

In der Realitédt weicht die Rekonstruktion ku-
gelformig um die Position des Atoms auf. Bei
einem geringen Oversampling Ratio ¢ nach
Gleichung (4.54) deutet eher eine Haufung
positiver Pixel an einer Stelle auf ein Atom
hin. Bei hohem Ratio zeichnet sich das Atom
hingegen schirfer ab. Abhéngig ist das auch
von der Lage des Atoms, etwa der Entfernung
zum Referenzwellenursprung oder der Tatsa-
che, ob das Atom innerhalb einer der in Ab-
schnitt 6.2.1 beschriebenen Ketten liegt. Es
ist also keine allgemeingiiltige Regel ableit-
bar, die beispielsweise eine gewisse Anzahl
an Pixeln voraussetzt, um ein Atom als ein-
deutig erkannt herauszustellen.

Aus diesem Grund definieren wir einen Kugel-
radius r,. Mit dessen Hilfe werden Atomku-
geln A; ¢ § um die Position der simulierten
Atome gelegt. Im Rekonstruktionsvolumen
definieren wir nun drei Gréfen neu. Als rich-
tig positiv geméafl der Definition

TP = Z@O( S I[e(z) = @]) (6.29)

i zeA;

wird nun eine dieser Atomkugeln gezéhlt, die
mindestens einen zu positiv ausgewerteten Pi-
xel enthélt. Die dabei verwendete, allgemeine
Heaviside-Funktion O (x) ist definiert als

0 =<0,
Or(x) =4k x=0, (6.30)
1 x>0.

Als falsch negativ wird weiterhin eine Atom-
kugel bewertet, in der sich gemé&f

]

CEEAi

K2

> Ié(x) = @]) = 0] (6.31)
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kein einziger positiver Pixel befindet. Als
falsch positiv

FP=YI[é(z) =@ nx ¢ AVi]
zeS

(6.32)

wird nun einschréankend nur noch jeder positi-
ver Pixel bezeichnet, der sich auflerhalb einer
der Kugeln A4; befindet.

Dabei ware denkbar, um so erkannte Atome
auch eine Kugel mit Radius r, zu konstru-
ieren, in deren Inneren dann weitere Pixel
nicht zur Erhohung der FP-Zahl beitragen.
Das wiirde die Gréflenordnungen an F'P und
TP innerhalb eines Rekonstruktionsvolumens
angleichen, bereits wenige F'P-Pixel reichen
sonst aus, um deren Zahl gegeniiber der TP
stark zu erhéhen. Im oben skizzierten Rekon-
struktionsvolumen etwa ist eine vollstdndi-
ge Wolfram-Einheitszelle enthalten, die gera-
de einmal neun Atome und damit maximal
TP = 9 aufweisen kann. Dem stehen héufig et-
wa N2 = 1002 = 1-10° Rekonstruktionspixel
und damit anndhernd so viele mogliche FP
gegeniiber. Andererseits wirft eine Definition
iiber Kugeln gleich mehrere Fragen auf: An-
hand welchen Kriteriums wird ein Pixel als
Zentrum einer solchen Kugel definiert? Ist
sie so zu legen, dass die Zahl der FP mog-
lichst minimiert wird? Derartige Restriktio-
nen erhdhen den Rechenaufwand in der Aus-
wertung enorm, ohne zuséatzlichen Informati-
onsgewinn einzubringen. Aus diesem Grund
soll darauf im weiteren Verlauf verzichtet wer-
den.

Was implizit nun bereits geschieht, und bei
der Wahl des konkreten Kriteriums noch the-

matisiert werden soll, ist eine Gewichtung:
Eine Rekonstruktion, die durch etwa einen
hohen Threshold ¢5 wenig FP erkennt, dafiir
aber auch weniger TP, wird besser bewertet
als eine Losung, die alle TP erkennt, dabei als
Kollateralschaden aber auch viele FP zulésst.
Das ist im vorliegenden Fall aber durchaus
erwiinscht: Ein Algorithmus, der generos klas-
sifiziert und alle T'P auf Kosten eines sehr vol-
len Rekonstruktionsvolumens findet, hilft bei
der automatisierten Auswertung nicht weiter
und sollte daher stirker bestraft werden.

Ferner wird deutlich, dass die Definition von
richtig negativen Ergebnissen sehr schwierig
anzupassen ist. So konnten alle negativen
Pixel auflerhalb der Atomkugeln so klassi-
fiziert werden. Damit wiirden aber je nach
Wahl des Giitekriteriums Rekonstruktionen
bestraft, die auch innerhalb der Atomkugeln
sehr prézise im Zentrum ein Atom nachweis-
bar machen und viel Leerraum innerhalb der
Atomkugel aufweisen. Eine Gewichtung nach
Abstand vom Atomzentrum wiirde dies be-
riicksichtigen, verkompliziert die Bewertung
aber zusétzlich. Daher soll an dieser Stelle
auf eine neue Definition der TN und auf ihre
Verwendung im Folgenden ebenfalls verzich-
tet werden.

Nachdem die Grundideen der bindren Klas-
sifikation damit auf das Problem der Re-
konstruktionsbewertung iibertragen wurden,
kann im néchsten Kapitel weitergehend ein
objektives Kriterium fiir die Bestimmung der
Qualitdt einer Rekonstruktion erarbeitet wer-
den.
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Nachdem in Kapitel 2 die theoretischen
Grundlagen fiir die Holographie, in Kapitel 3
die physikalischen Prozesse der Elektronen-
holographie und in Kapitel 4 die Besonderhei-
ten innerhalb der Simulation erldutert wur-
den, sollen im Folgenden die Ergebnisse vor-
gestellt werden, die durch die in Kapitel 5
beschriebenen Algorithmen ermittelt wurden.
Der konkrete experimentelle Simulationsauf-
bau wurde dabei schon in Kapitel 6 beschrie-
ben, sodass hier die Simulationsresultate aus-
gewertet und eingeordnet werden kénnen.

Dazu soll zunéchst ein Standardexperiment
durchgefithrt werden, mit dessen Hilfe die Da-
tenaufbereitung und insbesondere ein Bewer-
tungskriterium fiir die Rekonstruktion einge-
fiihrt werden kann. Im Anschluss sollen an-
hand dieser Kriterien verschiedene Schirmpa-
rameter automatisiert untersucht werden, um
die Realisierbarkeit eines elektronenhologra-
phischen Aufbaus mittels EBSD zu iiberprii-
fen. Zur Stabilisierung experimenteller Un-
tersuchungen soll abschlieend die Addition
von Mustern verschiedener Energien moti-
viert und qualitativ untersucht werden.

7.1 Standardexperiment

Anhand eines konkreten Beispiels soll dazu
zunéchst deutlich gemacht werden, wie der ge-
samte Prozess am Computer konkret ablauft.
Es sei hierzu ein Experiment mit Standardpa-
rametern angenommen. Nach Abschnitt 6.2
wird das Experiment vornehmlich durch ei-
ne Schirmgréfle von d = 5cm und eine Pi-
xelzahl je Dimension von N = 1000 beschrie-
ben. Der Abstand zwischen Schirm und Pro-
be wird in Ubereinstimmung mit den in Ka-
pitel 3 beschriebenen experimentellen Auf-
bauten fir alle folgenden Simulationen als
D =2cm angenommen. Die kinetische Ener-

gie der Elektronen betrage ebenfalls iibliche
FEyin =20keV.

Fir die Simulation wurde der in Ab-
schnitt 6.1.1 beschriebene Wolframeinkristall
W(100) genutzt. Er ist schematisch in Ab-
bildung 7.1a dargestellt und besitzt in seiner
Gesamtheit die in Abschnitt 6.2.1 erlauterte
Ausdehnung von

N =102 x102 x 51 (7.1)
einzelnen Einheitszellen. Die Basis ist zweia-
tomig. Insgesamt sind also etwa 10° Streuer
in einer lokalen Umgebung zu beriicksichti-
gen. Als Referenzwellenquelle wird ein in -
und y-Richtung zentral und in z-Richtung
moglichst tief liegender Streuer ausgewiesen.
Die lokale Umgebung muss in jede Raum-
richtung um die durch den IMFP bestimmte
GroBe von 51 Einheitszellen ausgedehnt sein.
Lediglich die negative z-Richtung zum Kris-
tallinneren hin kann aufgrund der konischen
Wellenausbreitung in Richtung Schirm entfal-
len.

Die Referenzwellenquelle dient nun als
Ausgang einer Kugelwelle mit einer nach
de-Broglie bestimmten Wellenldnge von

\ B1)

8,67pm ~ 0,09 A. (7.2)

An jedem Streuer wird eine eigene Welle aus-
gelost, deren Form nach Abschnitt 3.1.2 ein
Kegel sein muss. Um den zu konstruieren,
wird zwischen Referenzwellenquelle und je-
dem einzelnen Streuer je eine virtuelle Verbin-
dungsachse gezogen und gedanklich bis zum
Schirm fortgesetzt. Am Ort der Streuer wird
dann jeweils ein Kegel mit Winkel @ um die-
se Achse in Richtung des Schirms geofinet.
Damit ldsst sich nun die Randbedingung der
Nullamplitude abseits des Offnungswinkels
® gemif Gleichung (5.16) berticksichtigen:
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Abbildung 7.1: Beispielholographie und -rekonstruktion bei Fy;, = 20keV, d = 5cm und
N =1000. (a) Der Wolframeinkristall wird hier in einem kleineren Ausschnitt gezeigt.
Hervorgehoben ist die Referenzwellenquelle und die spéter rekonstruierte Einheitszelle.
Theoretisch ist dabei die Rekonstruktion jeder Einheitszelle im Kristall denkbar, nah an
der Referenzwellenquelle liegende erzeugen aber groflere Signale und sind damit deut-
licher gegeniiber dem Untergrund erkennbar. (b) Ein vollstdndiger Kristall erzeugt ein
Hologramm, auf dem auch deutlich der Schattenwurf durch die Verkippung des Kristalls
gegeniiber dem Schirm um ¢ = 70° erkennbar ist. Der Bildkontrast wurde im Nachgang
gemiB der Vorschrift ¥/T angepasst, um die Mustermodulation deutlicher erkennbar zu
machen. (c¢) Das Rekonstruktionsvolumen lasst sich ebenenweise analysieren. Hervorgeho-
ben sind die Stellen, an denen ein Atom simuliert wurde. Eine gute Ubereinstimmung mit
der normierten Rekonstruktionsintensitat I', ist erkennbar.
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Innerhalb des Kegels wird eine isotrope Wel-
le angenommen, auflerhalb verschwindet die
Amplitude. Die ausgehende Welle besitzt die
gleiche Wellenlénge (7.2) der Referenzwelle.

Nach Summation aller dieser komplexwerti-
gen, kegelformigen Sekundérwellen und der
primédren Referenzwelle am Schirm wird ein
Betragsquadrat gebildet. Die auf diese Weise
bestimmte Intensitét I (A.7) wird als Holo-
gramm bezeichnet und ist in Abbildung 7.1b
dargestellt.

Vor der Rekonstruktion wird das Hologramm
durch Normierung gemifl Gleichung (2.35)
aufbereitet. Jedem Schirmpixel wird damit
ein reeller Wert T" zwischen 0 und 1 zugeord-
net. Dieses normierte Hologramm wird, wie
in Abschnitt 2.3.1 beschrieben, mit derselben
Referenzwelle beleuchtet. Wie die Schwér-
zung einer Fotoplatte das durchdringende
Licht abschwécht, stellen hier die Pixelwerte
T € [0,1] Skalierungsfaktoren fiir die Refe-
renzwellenamplitude dar.

An jedem Ort wird die Referenzwellenampli-
tude bestimmt, skaliert und eine neue Par-
tikularwelle mit der ermittelten Amplitude
ausgestrahlt. Diese wird aber als sphérische
Welle angenommen. Da die Amplitude aufler-
halb der zuvor angenommenen Kegel 0 be-
trug, tragt jeder Pixel nur die Abbildungsin-
formation einer isotropen Welle in sich. Es
bedarf daher keiner gesonderten Behandlung
zum Eliminieren dieser Unterscheidung zwi-
schen Pixel innerhalb und auflerhalb eines
Kegels. Die Pixel werden also vollig analog
zu den atomaren Streuern der Holographie
selbst zu punktférmigen Strahlungsquellen
mit Kugelwellen.

Die Propagation findet in diesem Falle jedoch
in das Rekonstruktionsvolumen statt, dass
sich wiederum innerhalb des Kristalls befin-
det. In Abbildung 7.1a ist gezeigt, dass es sich
um eine Einheitszelle handelt, die nah an der
Referenzwellenquelle liegt. Genau genommen
wird in jede Raumrichtung ein Rand mit Lén-
ge aw/4 symmetrisch um die Einheitszelle

herum simuliert. Insgesamt betragt die Aus-
dehnung dieses kubischen Rekonstruktionsvo-
lumens damit je kartesischer Raumrichtung

dy = g aw ~ 4,75 A. (7.3)
Die Amplitude der holographischen Partiku-
larwelle ist nach Gleichung (2.30) proportio-
nal zur Amplitude der Referenzwellenquelle
am entsprechenden Ort. Diese wiederum ist
nach Gleichung (2.29) antiproportional zum
Abstand zwischen Referenz- und Streuatom.
Weit entfernte Atome erzeugen also nur gerin-
ge Signale auf dem Schirm, die in der Rekon-
struktion entsprechend schwierig vom Unter-
grund zu unterscheiden sind. Das Volumen
wurde aus diesen Griinden bewusst nah an
die Referenzwellenquelle gelegt.

Einige Atome werden aufgrund ihrer kegelfor-
migen Wellenausbreitung auch gar nicht auf
den Schirm abgebildet, wenn der Kegel nicht
auf den Schirm gerichtet ist. Im Laufe dieses
Kapitels wird diese geometrische Grundvor-
aussetzung noch von grofler Bedeutung sein.

Weiterhin erzeugen Streuer abseits der opti-
schen Verbindungsachse zwischen Referenz-
wellenquelle und Schirm hoherfrequente Mus-
ter auf dem Schirm und sind damit anfélliger
fiir die in Abschnitt 4.2.2 beschriebenen Ali-
asing-Effekte, die die spatere Rekonstruktion
unmoglich machen [11, Kap. 14.2.2.2].

Fiir die im Folgenden berechneten Rekon-
struktionsvolumina wurden relativ zur Refe-
renzwellenquelle mit Ort

ro=(0 0 0) (7.4)

aus den genannten Griinden stets Werte mit
der asymmetrischen Verschiebung
xpfaw € [-11/4 ,-5/4],
Yefaw €[-3/4,3/4],
zfaw €[3/4,9/4]

angenommen. z, ist dabei bewusst vollig ana-
log zu den Ausfiihrungen in Abschnitt 2.3.2

(7.5)
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abseits des Zentrums gewéhlt, um die Domi-
nanz der Referenzwelle zu reduzieren.

Fiir die weitere Auswertung werden alle Re-
konstruktionsvolumina je Raumrichtung eine
Auflésung von

N, =101 (7.6)

Pixeln haben. Die Kombination aus Ausdeh-
nung d, und Pixelzahl N, wurde dabei so
gewahlt, dass sich die exakten simulierten
Atompositionen ebenfalls in den rekonstru-
ierten Koordinaten wiederfinden. Insbeson-
dere daher ist eine ungerade Anzahl an Re-
konstruktionspixeln je Raumrichtung notig.
So werden keine Aufbauten nachteilig bewer-
tet, die durch eine perfekte Abbildung das
Atom scharf an die urspriingliche Position
zuriick projizieren. In einer experimentellen
Umsetzung ist diese Position relativ zur Refe-
renzwellenquelle a priori natiirlich unbekannt
und kann héchstens vermutet werden. Daher
miisste hier in spateren Experimenten eine
hohere Auflosung des Rekonstruktionsvolu-
mens angenommen werden. Da im Rahmen
dieser Arbeit aber viele Muster ausgewertet
werden, musste ein Kompromiss fiir NV, mit

N2 ~103-10* (7.7)

getroffen werden. Die Laufzeit skaliert bei
Hinzunahme weiterer Pixel gem#fi N3 ku-
bisch in N,. Im Laufe der Musterauswertung
wird aber auch klar, dass sich Atome sehr
wohl in benachbarten Pixeln durch ein ,, Aus-
schmieren“ bemerkbar machen. Es ist also
keine exakte Positionierung der gewihlten
Koordinaten nétig.

Nach der Bildung des Betragsquadrats iiber
die rekonstruierte Welle ergibt sich auch hier
eine Intensitit T' nach Gleichung (A.12), die
die eigentliche Rekonstruktion darstellt. Vor
der weiteren Behandlung normieren wir diese
nach Gleichung (6.13) zu I',,. Abbildung 7.1c
stellt I';, in einigen Schnitten durch das Re-
konstruktionsvolumen dar. Es treten Haufun-
gen von Pixeln auf, die Werte nahe I'y =1

zeigen. Wir vermuten hier ein rekonstruiertes
Atom. Und tatsédchlich stimmen diese Anhau-
fungen mit den in Abbildung 7.1c hervorge-
hobenen, simulierten Positionen iiberein.

Zur Einordnung des numerischen Aufwands
dieser einzelnen Simulation sei auf die ver-
wendete Hardware verwiesen. Die Simulatio-
nen wurden alle am High Performance Com-
puting (Hpc) Cluster LiD03 durchgefiihrt.
I.d.R. wurden dafiir jeweils 20 Kerne allo-
ziert, die gleichzeitig gerechnet haben. Die
Laufzeit fiir die oben beschriebene Hologra-
phie und Rekonstruktion betrug dabei in
Summe nach allen Optimierungen in etwa
20 Minuten.

7.1.1 Visualisierung

Die Betrachtung von Schnitten durch das Re-
konstruktionsvolumen ist fiir die Auswertung
und Visualisierung nicht hilfreich. Stattdes-
sen ist also eine weitere Abstraktion vonno-
ten. Ziel ist, dass sich die Rekonstruktion in
einem dreidimensionalen Streudiagramm dar-
stellen l&sst. An der Stelle eines gefundenen
Atoms soll ein Pixel eingefidrbt werden, an-
sonsten wird er ausgeblendet. Aus diesem
Grund verwenden wir die bereits eingefiihr-
te Klassifizierungsfunktion é(x) nach Glei-
chung (6.15), die anhand des Thresholds g
entscheidet, ob ein Pixel als Atom gewertet
werden soll oder nicht. Alle Pixelwerte, die
oberhalb dieses Grenzwertes t5 liegen, werden
dann im Streudiagramm markiert.

Bei willkiirlicher Annahme verschiedener
Thresholds t5 ergibt sich das in Abbildung 7.2
gezeigte Bild. Ferner sind dort als Gitterku-
geln die Positionen dargestellt, an denen ein
Atom zu erwarten gewesen wére. Diese Ku-
geln besitzen bereits den in Abschnitt 6.3.4
eingefiihrten Radius r,, der eine lokale Unsi-
cherheit in der Verortung der Atome zulésst.

Bei Betrachtung der Streudiagramme wird
deutlich, dass der Threshold ¢5 gut gewahlt
werden muss. Ist er zu gering, werden viele
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ty =04
TP=9, FP=14, FN =0

ts=0,5
TP=9, FP=0, FN =0

ts=0,8
TP=4, FP=0, FN=5

Abbildung 7.2: Der eingestellte Threshold t5 bestimmt, ab welcher Rekonstruktionsinten-
sitat I',, ein Pixel als rekonstruiert angesehen werden soll. Entsprechend gilt es einen
idealen, problemabhéngigen Threshold (hier also etwa um ¢s ~ 0,5) zu ermitteln, der die
Rekonstruktion bestmoglich abbildet. Bei der Klassifizierung helfen die in Abschnitt 6.3.2
eingefithrten Klassen zu richtig und falsch Positiven bzw. Negativen. Es ist erkennbar,
dass ein niedriger Threshold zu einer Uberklassifikation fiihrt, also zu viele vermeintliche
Atome erkannt werden. Ein zu hoher Threshold hingegen bedingt in der Rekonstruktion

einige fehlende Atome.

Pixel als Positive klassifiziert — und das auch
weit iber die Grenzen der durch die Atomku-
gelradien r, gestatteten Unsicherheiten hin-
aus. Dementgegen ist ein zu grofler Threshold
urséchlich fiir eine Unterklassifikation. Einige
Atome verschwinden im Untergrund und wer-
den nicht mehr dargestellt. Ein fester Thresh-
old fiir alle Rekonstruktionen lésst sich damit
also nicht finden. Zu sehr sind dessen ideale
Werte vom konkreten Problem abhéngig.

Stattdessen soll in den meisten Féllen ein Al-
gorithmus genutzt werden, der den Threshold
optimiert, indem er ihn anhand einer Rand-
bedingung minimiert. Das Randkriterium ist
dabei die Maximierung eines Giitekriteriums,
das die Ubereinstimmung zwischen Ergebnis
und Realitdt bestimmt. In Abschnitt 7.2 sol-
len dazu verschiedene Kriterien vorgestellt
und eines als besonders geeignet herausge-
stellt werden. Allgemein gilt aber: Je niedri-
ger der Threshold gewdhlt werden kann, unter

dem alle Atome rekonstruiert und keine Pixel
fehlrekonstruiert werden, desto klarer zeich-
nen sich die Atome in der Rekonstruktion
ab. Damit setzen sich die Atome auch kla-
rer gegeniiber dem Untergrund ab. Im realen
Experiment, bei dem a priori keine Informa-
tion tber die Lage der zu erwartenden Atome
vorliegt, fallt dann die Auswertung eines re-
konstruierten Musters ebenfalls leichter.

Ferner wird die reine Rekonstruktion aus den
oben im Rahmen der Positionierung der zu
rekonstruierenden Einheitszelle dargelegten
Griinden stark von der Referenzwelle domi-
niert. Naheliegende Atome tragen mit grofe-
rer Amplitude zum Hologramm und damit
mit groBerer Intensitdt zur Rekonstruktion
bei. Qualitativ lasst sich das bereits aus der
rekonstruierten Welle

Wrok = (18] + ol Jur

+ [ Papo + [Pk (7.8)
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ablesen, die in der vorliegenden Form aus
Gleichung (2.40), (A.8) und (A.10) sinnge-
méaf} gewonnen wurde. Von besonderem Inter-
esse ist hier der mittlere Summand, in dem
die Intensitdt der Referenzwelle die Objekt-
welle skaliert. In der Rekonstruktion fiihrt
also die Abstandszunahme zum Referenzwel-
lenursprung unmittelbar zu abnehmenden In-
tensitdtswerten in der Rekonstruktion.

Daher werden die Daten im Rahmen dieser
Arbeit aufbereitet, um diese Abstandsabhén-
gigkeit zu eliminieren. Dies geschieht durch
Normieren auf die Referenzwelle. Dass dies
nicht das optimale Vorgehen ist, wird auch so-
fort bei Betrachtung der in Abbildung 7.2 dar-
gestellten Streudiagramme deutlich, bei de-
nen diese Optimierung bereits durchgefiihrt
wurde. Atome nah an der Referenzwelle zeich-
nen sich nun nur noch durch einige wenige Pi-
xel aus, die allerdings dominant sind und in-
nerhalb der Atomkugeln zentrumsnah auftre-
ten. Um das Zentrum herum liegende Pixel
geraten durch die Normierung schnell unter-
halb des gewéhlten Thresholds, wéahrend fern
liegende Atome sich durch mehr Pixel aus-
zeichnen, die durch die Normierung betont
werden.

Der dritte Term mit konjugierter Objektwelle
in Gleichung (7.8) ist ursichlich fiir das Zwil-
lingsbild und bereitet nach Abschnitt 3.1.2
keine Probleme. Allerdings léasst sich der ers-
te Mischterm nicht eliminieren und die Ska-
lierung erzeugt hier Rauschen, das die Rekon-
struktionsqualitat beeintrachtigen kann.

Im Rahmen der weiteren Auswertung ist das
nicht weiter von grofler Bedeutung. Aller-
dings wére denkbar, lediglich auf einen Re-
ferenzwellenabstand r zu einer bestimmten
Potenz p zu normieren, um ein Gleichgewicht
zwischen beiden Effekten herzustellen. Durch
die Quadratur im Rahmen der Intensitatsbil-
dung ist im klassischen Ansatz p = 2. Dement-
gegen kann eine neuerliche Rekonstruktion I'
durch Optimierung von p anhand eines oben
bereits genannten Giitekriteriums mittels

'="T/r", pe]0,2] (7.9)

problemangepasst empirisch bestimmt wer-
den.

Durch automatische Optimierung ergibt sich
fiir die oben beschriebene Simulation nach
Normierung auf die Referenzwelle ein opti-
maler Threshold von t5 » 0,448. Bei dessen
Anwendung ergibt sich das in Abbildung 7.3
gezeigte Rekonstruktionsvolumen.

In Abschnitt 6.2.1 wurde bereits thematisiert,
dass ein tiefes Kristallvolumen in der Re-
konstruktion zu Abbildungsproblemen fiihrt.
Diese duflern sich hier in Form des Aufweitens
der eigentlich als kugelférmig anzunehmen-
den Atome entlang der Verbindungsachse zwi-
schen Referenzwellenursprung und Schirm.
Wéhrend die Kristallausdehnung in z- und
y-Richtung also kein Problem darstellt, wird
der Kristall in Richtung der Verkippung als
tief wahrgenommen und erzeugt so Artefakte
mit iibereinstimmendem Winkel. Diese Vor-
zugsrichtungen sind zur besseren Visualisie-
rung in der nicht mafstablichen Darstellung
von Abbildung 7.3 ebenfalls eingezeichnet.

7.2 F}-Score

Um einen optimalen Threshold zu bestim-
men und ferner die Rekonstruktionsergeb-
nisse verschiedener Experimente miteinander
vergleichen zu konnen, ist ein objektives Maf3
fiir die Ubereinstimmung der Rekonstrukti-
on mit dem tatsdchlichen Kristall festzule-
gen. Anhand der in Abschnitt 6.3.2ff. ge-
tiatigten Uberlegungen zu Klassifizierungen
in verschiedene Klassen und experimenteller
Unsicherheiten wollen wir nun ein einziges
Bewertungskriterium wéahlen, das dieser Auf-
gabe gerecht wird. Es muss sich als Optimie-
rungsgrofle eignen, damit es fiir die Threshold-
Untersuchung maximiert werden kann.

Im Rahmen der in Abschnitt 6.3 vorgestellten
bindren Klassifikation wurden viele solcher
Messgroflen, Scores genannt, bereits definiert.
Sie sind in der Lage, ein Ergebnis zu bewerten,
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Abbildung 7.3: Rekonstruktion des beispielhaften Hologramms aus Abbildung 7.1 nach An-
wendung der Klassifizierungsfunktion (6.15) mit optimalen Threshold ¢ » 0,448. Die Daten
wurden dabei auf die Referenzwelle normiert, um deren starke Dominanz zu eliminieren.
Ferner ist im korrekten Mafistab die Referenzwellenquelle rechts vom Streudiagramm ein-
gezeichnet, der Schirm hingegen nicht mafstablich links. Es wird gleich mehrerlei deutlich:
Atome, die ferner von der Referenzwellenquelle liegen, schmieren aus. Das geschieht in
Richtung der Verbindungsachsen zwischen Referenzwellenquelle iiber die Streuer hinweg
in Richtung Schirm, derer beispielhaft drei eingezeichnet sind. Urséchlich dafir ist die vom
Schirm aus wahrgenommene Tiefe nach Beschreibung in Abschnitt 6.2.1. Ferner zeichnen
sich Atome nahe an der Referenzquelle sehr scharf ab. Das wird durch die geringe Zahl von
positiv markierten Pixeln nah am Zentrum der Unsicherheitskugel mit Radius r, deutlich.
In der experimentellen Auswertung bedeutet dies einerseits, dass die Rekonstruktion sich
klar abzeichnet, andererseits aber auch, dass die Auflésung entsprechend hoch gewéhlt
werden muss, um diese Pixel einzufangen. Erweiterte Darstellung nach Ref. [20, Abb. 2a].
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dessen eigentlicher Ausgang zuvor bereits be-
kannt ist. Allerdings stehen uns dabei nicht
alle eingefiihrten Gréflen zur Verfligung, die
auf den Komponenten (6.21) der Wahrheits-
matrix basieren. Zu Ende von Abschnitt 6.3.4
hatten wir bereits thematisiert, dass die Defi-
nition von TN im vorliegenden Fall nicht oh-
ne Weiteres moglich ist und daher darauf ver-
zichtet werden muss. Daher scheiden bereits
einige Scores aus, etwa der hiufig genutzte
und in Anhang C aufgefithrte Matthews Cor-
relation Coefficient nach Ref. [212].

Primére Fragestellung bei der Wahl eines Kri-
teriums ist, welche Gewichtung fiir das vorlie-
gende Problem angemessen ist. Durch Fest-
legung eines Qualitéatskriteriums geschieht
automatisch durch die Definition eines von
der Wahrheitsmatrix abhéngigen Terminus
eine Priorisierung einer oder mehrerer Eigen-
schaften. Bei der Anwendung rein algorith-
mischer Bewertungen in verschiedenen Dis-
ziplinen der Wissenschaft muss diese Priori-
sierung wohliiberlegt sein. Insbesondere im
Zusammenhang mit Menschen als Untersu-
chungsobjekt sind Diskussionen {iber die rich-
tige Wahl eines Scores aktueller Gegenstand
der Forschung. So kann Fairness ein neu zu
berticksichtigendes Kriterium sein [213]. Et-
wa, wenn ein bindrer Klassifikator moglichst
genau dariiber entscheiden soll, ob eine Per-
son in der Lage wére, einen Kredit abzubezah-
len, dabei aber nicht auf Daten etwa der ethni-
schen Zugehorigkeit zuriickgreifen soll [214].

In Anhang C finden sich weitere mogliche
Scores zur Bewertung des Ausgangs einer bi-
niren Klassifikation in einer tabellarischen
Ubersicht. Diejenigen davon, die sich unter
der oben gemachten Einschrankung — fehlen-
de Abhéangigkeit von TN — noch fiir die Be-
wertung eines Rekonstruktionsvolumens eig-
nen, finden sich in Abbildung 7.4 dargestellt.
Sie werden hier in Abhéngigkeit vom gewéhl-
ten Threshold ¢4 gezeigt.

Wir erkennen, dass sich Prézision und Sen-
sitivitdt geméf ihrer Beschreibung in Ab-
schnitt 6.3.3 nur fiir jeweils einen anderen Teil

des gezeigten Spektrums eignen. Die Sensiti-
vitdt als Wahrscheinlichkeit fiir das tatséch-
liche Erkennen eines beliebigen Atoms muss
bei niedrigem Threshold ein gutes Ergebnis
angeben. Schliefllich wird fiir t5 = 0 jeder Pi-
xel als mogliches Atom klassifiziert. Es fehlt
also die Berticksichtigung der FP, also der
falschlich als Atom erkannter Pixel. Umge-
kehrt verhélt es sich mit der Prézision, denn
ihr fehlt die Beriicksichtigung der F'N. Ein
Ergebnis, das durch hohen Threshold t5 =1
keinen Pixel als Atom klassifiziert, wird hier
gut bewertet, weil im Sinne der Prézision kei-
ne Falschklassifikation stattgefunden hat.

Es zeigt sich, dass der Fj-Score hier gut zwi-
schen beiden Groflen in ihrem jeweiligen
Schwerpunktgebiet zu interpolieren scheint.
Der allgemeine F-Score ist dabei definiert als

ppu - tpr

o=t B e oo

(7.10)
hier soll er aber in seiner geldufigsten Form
F mit 5 =1 genutzt werden [215]. Es handelt
sich bei ihm dann genau um das harmonische
Mittel von Prézision und Sensitivitét

2 ppu-t
o 2eetor

0,1].
ppv + tpr

(7.11)

Auch andere Kriterien, wie der Fowlkes-Mal-
lows-Score nach Refs. [216, 217] und der hdu-
fig auch Threat Score genannte Critical Suc-
cess Index nach Ref. [218], liegen nahe bei der
durch den Fj-Score angegebene Bewertung.
Sie finden sich beide ebenfalls in Anhang C
definiert. Sie belegen durch ihre gute Uber-
einstimmung, dass der Fj-Score ein geeigne-
tes Kriterium ist. Die Wahl eines Scores ist
damit priméar von der gewiinschten Schwer-
punktsetzung abhangig.

Der Fj-Score ist insbesondere dann eine ge-
eignete Grofle, wenn die TN im Kontext der
Uberpriifung nicht relevant oder wie hier gar
nicht definierbar sind [192, Kap. 12.1]. Aller-
dings tendiert er dazu, eine Klassifizierung
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Abbildung 7.4: Die Auftragung verschiedener moglicher Bewertungskriterien eines Rekon-
struktionsergebnisses in Abhéngigkeit des Thresholds t5 zeigt, dass Sensitivitat und Préazi-
sion nur fiir jeweils eine Halfte des Spektrums brauchbare Ergebnisse liefern. Der hervor-
gehobene Fi-Score hingegen interpoliert gut zwischen diesen beiden Groflien. Threat Score
und Fowlkes-Mallows Index sind zwei weitere etablierte Kriterien, die dem Verlauf von F;

gut folgen.

zu bevorzugen, die alle Pixel als Negative an-
gibt — was in Abbildung 7.4 auch anhand
der asymmetrischen Zu- und Abnahme ent-
lang des Thresholds t5 deutlich wird. Es ist
mit abnehmender Klassifizierung als Positive
damit tendenziell einfacher, einen besseren
Score zu erhalten [192, Kap. 12.1]. Da die
Threshold-Anpassung in der vorliegenden Si-
mulation aber die Ausgabe von mindestens
einem Atom erzwingt, ist keine reine Negativ-
Rekonstruktion méglich. Diese Schwerpunkt-
setzung des F3j-Score stellt also keine Ein-
schrinkung fiir die vorliegende Arbeit dar.

7.3 Massenauswertung

Mit dem nun definierten Fj-Score kann jeder
Rekonstruktion eine einzige reelle Zahl zwi-

schen 0 und 1 zugewiesen werden. Dabei be-
deutet Fy = 1 eine perfekte Ubereinstimmung
zwischen dem berechneten Rekonstruktions-
volumen und dem urspriinglich angenomme-
nen Kristall. Dementgegen beschreibt F} =0
keine erkennbare Entsprechung.

So lésst sich nun zu jeder Rekonstruktion ein
optimaler Threshold zur Optimierung des Fi-
Score finden und in einer Grafik visualisieren.
Im Rahmen dieser Arbeit wurden dazu insbe-
sondere die Schirmgréfe d? und dessen Auf-
16sung N2 untersucht. Dazu wurden Schirm-
ausdehnungen von

de{lem;2cm;...;20cm} (7.12)

je Dimension und eindimensionale Auflésun-
gen von

N € {100;200;.. . . ; 2000} (7.13)
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Abbildung 7.5: Jedem Pixel im Plot entspricht ein Kristall, der bei Fy;, = 20keV simuliert
und rekonstruiert wurde. Dem Rekonstruktionsergebnis lasst sich dann ein F3j-Score derart
zuordnen, dass die Ubereinstimmung mit der simulierten Einheitszelle bewertet werden
kann. Die gezeigten Beispiele belegen die Entsprechung bei hohem Score. Eingezeichnet
sind beschriftete Geraden als Mindestvoraussetzungen fiir die erfolgreiche Rekonstruktion.
Im Einzelnen die Pixelgrofie Az, nach Abtasttheorem und die durch das Oversampling
Ratio omin nach Gleichung (7.15) gegebene Pixelzahl Np,i,. Ferner konnen aus den im
Text beschriebenen geometrischen Uberlegungen nur Schirme mit einer Kantenlinge von
mindestens dp,in iberhaupt rekonstruieren. Erweiterte Darstellung nach Ref. [20, Abb. 2b].
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angenommen. Mit jeweils 20 Werten eines
jeden Parameters wird ein Parameterraum
aus 400 (N,d)-Paaren untersucht. Alle wei-
teren Experimentalparameter wurden wie zu-
vor bereits beschrieben festgelegt und die ki-
netische Energie mit Fy;, = 20keV angenom-
men. Die Auswertung aller 400 Paare ergibt
dann ein zweidimensionales Histogramm, wie
es in Abbildung 7.5 dargestellt ist. Zur Ver-
deutlichung der Datenmenge sei betont, dass
sich hinter jedem Pixel eine vollstindige Re-
konstruktion mit jeweils N2 Pixeln nach Glei-
chung (7.7) findet. Jedes Rekonstruktionsvo-
lumen hat selbst im komprimierten Speicher-
format netCDF4, wie es in Anhang B ndher
beschrieben ist, einen Speicherbedarf von et-
wa 16,5 MiB. Insgesamt finden sich in Ab-
bildung 7.5 damit etwa 6,6 GiB Messdaten,
die innerhalb von etwa 8 Tage reiner LiDO3-
Rechenzeit berechnet wurden. Zur Verdeutli-
chung und spéterem Vergleich sind drei bei-
spielhafte Rekonstruktionsvolumina mit un-
terschiedlichem F}-Score visualisiert.

Es bilden sich klare Bereiche heraus, in de-
nen eine Rekonstruktion gut moglich ist, wah-
rend sie in anderen Teilen des (N, d)-Parame-
terraums unmoglich wird. Insbesondere ist
ein Dreieck erkennbar, das zu grofleren Schir-
men d bei geringerer Auflésung N beschréankt
wirkt.

Ferner gilt es, die Kante fir d < 2cm zu recht-
fertigen. Dies ldsst sich durch einfache geo-
metrische Uberlegungen erliutern. Damit ei-
ne Rekonstruktion von Streuern iiberhaupt
moglich ist, miissen diese Streuer in irgendei-
ner Form eine Information auf den hologra-
phischen Schirm abbilden. Durch die in Ab-
schnitt 3.1.2 beschriebene kegelférmige Wel-
le ist ihre Ausbreitung aber begrenzt. Auf-
grund der in Abbildung 7.1a dargestellten
Lage der Referenzwelle und des konkreten
Rekonstruktionsvolumens gelangen bei der
angenommenen Verkippung von ¢ = 90° —
¥ = 70° nur begrenzt Beugungsinformationen
auf dem Schirm. Bei einer Ausdehnung von
d = 2 cm sind das lediglich zwei der insgesamt

neun rekonstruierten Streuer, bei d = 1cm
dann keiner mehr. Entsprechend sind die Er-
gebnisse ungeachtet der Pixelzahl fiir diese
beiden Werte entsprechend schlecht bewertet,
also nahe Fj = 0. Siehe auch die Erlduterung
zur Giite in Abschnitt 7.2.

Fiir die folgenden Untersuchungen sollen da-
her die Daten mit d < dpi, = 3cm ausge-
klammert werden. Lassen sich in einem Ex-
periment kleinere Schirmgréen nicht vermei-
den, ist insbesondere auf ein passendes Ex-
perimentsdesign und die Wahl des richtigen
Rekonstruktionsvolumens zu achten. Mit zu-
nehmender Schirmgréfie wird die Wahl des
Rekonstruktionsvolumens freier. Bei gleich-
bleibend zu wéhlender Pixelgrofie nimmt die
Pixelzahl und damit die Rechenzeit dement-
gegen aber entsprechend zu.

7.3.1 Oversampling Ratio

Die Mindestanforderung an das Oversam-
pling Ratio (4.54) nach Refs. [144, 145] gibt
eine untere Grenze fir die Anzahl der Schirm-
pixel an. Deren Erfordernis wurde iiber die
Zahl der Unbestimmten innerhalb des Glei-
chungssystems der Rekonstruktion hergelei-
tet. Allerdings wird ebendort von der Rekon-
struktion durch Fourier-Transformation aus-
gegangen, die Bestimmung und Herleitung
der Zahl der relevanten Pixel aus der Anzahl
der beteiligten Fourier-Koeffizienten entspre-
chend leicht. Wird die Berechnung auch hier
lediglich anhand der Zahl der Rekonstrukti-
onspixel durchgefiihrt, erhalten wir ein Ratio
von
2 2
oo N NPON? L
Neee N3 101°

und damit als Bedingung N > 1436. Aller-
dings zeigt Abbildung 7.5 zweifelsfrei, dass
auch unterhalb dieser Pixelzahl eine Rekon-
struktion méglich ist. Ferner wiirde diese na-
heliegende Annahme Nye = Nf’ zur unintuiti-
ven Konsequenz fithren, dass die fiir die Mus-
teraufnahme zu wéhlenden Schirmparameter

(7.14)
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Abbildung 7.6: Geometrische Uberlegungen zur Herleitung einer Mindestpixelgréfie nach
Abtasttheorem erfordern, zunéchst den Abstand zwischen Intensitdtsmaxima festzustellen.
(a) Der Abstrahlwinkel v bestimmt den Gangunterschied. Darstellung erfolgt nach Ref. [219,
Abb. 10.43]. (b) Derselbe Winkel dient dann zur Bestimmung der Position auf dem Schirm.

damit abhédngig von der erst im Anschluss
stattfindenden Rekonstruktion und ihrer Auf-
l6sung sind.

Die hier vorgestellten Daten legen eher eine
Abhéngigkeit von der Zahl der eingangs ein-
flieBenden Streuer nahe. Deren Oversampling
Ratio lautet

N? (6.)
Na:yz -

N2
22
102 x 102 x 51 x 2

o =

(7.15)

und ergibt eine untere Grenze von Ny, =
205, die gut mit den gezeigten Daten iiberein-
stimmt. In Abschnitt 6.2.1 wurde bereits er-
lautert, dass eine Erhohung der Zahl an Streu-
ern Ny, die Komplexitét der Rekonstrukti-
on erhoht. Es liegt also nahe, dass damit die
Zahl der Schirmpixel und die Menge an ge-
speicherter Information steigen muss. Das ist
durch die Berechnung nach Gleichung (7.15)
gegeben.

7.3.2 Abtasttheorem

Neben der soeben erlduterten Grenze fiir klei-
ne N, die durch o(N) gegeben ist, fallt in
Abbildung 7.5 eine diagonal verlaufende Ab-
héngigkeit auf. Sie scheint durch d/N, also

durch die Pixelgréfie bestimmt, und hat ent-
scheidenden Einfluss auf die Rekonstruktions-
fahigkeit. Das wird intuitiv nachvollziehbar,
wenn die Erlduterungen zum Abtasttheorem
aus Abschnitt 4.2.1 hinzugezogen werden.

Der Zusammenhang zwischen Abtasttheo-
rem und der erforderlichen Mindestpixel-
grofle ist dabei nicht unmittelbar zu fas-
sen [220]. Es stellt sich nidmlich die Frage
nach der Wellenlénge der aufzunehmenden
Muster. Die Grofle der Pixel kann rein phy-
sikalisch nicht der subatomaren Wellenlédnge
nach Gleichung (7.2) der eingesetzten Elek-
tronenwellen entsprechen. Stattdessen ist die
Modulation der aufzunehmenden Informati-
on durch die Fluktuation des durch die Beu-
gung hervorgerufenen Intensitdtsmusters ge-
geben. Diese konnen wir als wesensverwandt
mit den Interferenzen eines Gitters anneh-
men, wenn wir die Verkippung des Kristalls
zunichst vernachldssigen.

Fir die Beugung am Gitter ergibt sich nach
Ref. [219, Kap. 10.5.3] der in Abbildung 7.6a
gezeigte Gangunterschied von

Al = asinvy. (7.16)

Auf dem Schirm addieren sich die Wellenfunk-
tionen genau dann zur maximalen Intensitét,
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wenn dieser Gangunterschied einem ganzzah-
ligen Vielfachen der Wellenlénge entspricht.
Zur konstruktiven Interferenz kommt es also
bei

asiny=m- A (7.17)

mit einer Zdhlkonstante m € N und Gitter-
konstante a. Sei nun s der Abstand zwischen
dem Hauptmaximum nullter und erster Ord-
nung (also fiir m = 1) auf dem Schirm und
der Abstand zwischen Gitter und Schirm mit
D bezeichnet, gilt fiir den Winkel v auch die
geometrische Beziehung

siny = s/D (7.18)

die sich leicht aus Abbildung 7.6b ablesen
lasst. Durch Einsetzen in Gleichung (7.17)
erhalten wir dann als Abschitzung fiir die
Absténde zwischen den Maxima

s=X-Dfa. (7.19)
Um diese Maxima auflésen zu konnen, ist
nach Abtasttheorem (4.37) also — nach Ein-
setzen der Experimentalparameter von oben —
mindestens eine zu s halbe Pixelgréfie von

Agnin = g ~0,274mm (7.20)
notig. Bei Beriicksichtigung der Verkippung
des Kristalls um ¢ = 70° erhalten wir damit
naherungsweise

Apin = 5 - cos(70°) = 0,003 mm. (7.21)

Die aus dieser Pixelgrofie resultierende Diago-
nale ist in Abbildung 7.8 eingezeichnet und
kann den Bereich unterhalb dieser Gerade
mit F; = 0 gut erkldren. Eine Rekonstrukti-
on in diesem Bereich ist also durch eine rein
physikalische untere Grenze undenkbar.

Das Histogramm der Abbildung 7.5 lasst sich
zur weiteren Untersuchung des Einflusses der

Pixelgrofie entfalten. Fiir jedes Tupel (d, N)
mit d > dpj, berechnen wir die Pixelgrofie

Az(d,N) = d/N (7.22)

und ordnen dem Tupel den ermittelten F}-
Score zu. Dadurch entstehen sehr viele eng
beieinander aber nicht dquidistant liegende
PixelgroBen. Da mit zunehmender Pixelgrofie
nur noch Schirme mit grolem N und gleich-
zeitig kleinem d beitragen kénnen, werden
entsprechende Az-Werte rar. Um diesem Um-
stand gerecht zu werden, wird weiterhin eine
logarithmische Skalierung angenommen. Nah
beieinander liegende Werte werden in Bins
in entsprechend logarithmischem Abstand zu-
sammengefasst und gemittelt. Wir erhalten
damit das in Abbildung 7.7a dargestellte Dia-
gramm, das auch die Standardabweichung in-
nerhalb der im zugehérigen Bin liegenden Da-
ten nach Mittlung zeigt.

Es bestérkt die hergeleitete Abhéingigkeit der
PixelgroBe vom Abtasttheorem. Fiir eine Pi-
xelgroBle Az < Az, ist eine Rekonstrukti-
on damit moglich, unterhalb der Mindestgro-
Be hingegen nicht. Im theoretischen Idealfall
zeigt sich eine Abhéngigkeit der invertierten
Stufenfunktion

Fi(Az) =1-01(Az - AZmin) (7.23)

mit der Heaviside-Funktion ©j nach Glei-
chung (6.30).

Um deren experimentelle Flanke und damit
die Mindestpixelgrofie Az, zu ermitteln,
bestimmen wir in einer ersten Schéitzung die
Flache oberhalb der Messwerte fiir alle Pi-
xelgroffen links eines als Mindestpixelgrofie
angenommenen Wertes und rechts davon die
Flache unterhalb der Messwerte. Diese in Ab-
bildung 7.7c gezeigte Gesamtfléache ergibt mi-
nimiert einen optimalen Wert Ax i, als erste
Schétzung.

Eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung
der Mindestpixelgrofie aus den Messdaten be-
steht aus einer algorithmischen Ausgleichs-
rechnung der Messdaten gegen eine Funkti-
on. Dabei eignet sich die reine Stufenfunkti-
on nach Gleichung (7.23) fiir eine Parameter-
schiatzung nicht. Stattdessen muss ein , Auf-
weichen“, wie es in Abbildung 7.7b gezeigt
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Abbildung 7.7: Untersuchung, inwieweit die erfolgreiche Rekonstruktion durch die Pixelgrofe
bedingt ist. (a) Nach Mittlung iiber verwandte Pixelgrofen ergibt sich die gezeigte Daten-
lage, die sehr an eine Stufenfunktion erinnert. Daher werden zur exakten Bestimmung der
minimalen Pixelgrofle Az, nach Abtasttheorem zwei Wege zur validierten Bestimmung
eingeschlagen. (b) Der Fit durch eine Faltung aus Stufen- und Gauf-Funktion ergibt die
Pixelgrofie als Fitparameter. (c) Sie l4sst sich aber auch als Parameter der Fliche zwischen
idealer Stufenfunktion und Messdaten verstehen und so minimieren. Beide Ansétze liefern

hierbei dhnliche Ergebnisse.

ist, mit aufgenommen werden, um die expe-
rimentelle Ungenauigkeit beriicksichtigen zu
konnen. Als Ausgleichsfunktion wurde daher

Fl(AJJ,O') = (1 - @o(ACC - Al‘min))
* g(Ax; 1, Axin, o)  (7.24)
angenommen. Da wir von normalverteilten
Abweichungen von der idealen Stufenfunkti-

on ausgehen, wird hier mit der Gauf3-Funkti-
on oder Dichtefunktion der Normalverteilung

eXp(_(ﬂc—u) )

202
(7.25)

A
T A p,0) =
g( ) —

mit Amplitude A, der Standardabweichung o
und dem fiir die Faltung unerheblichem Zen-

trum p [125, Gl. 16.70b] gefaltet. Es handelt
sich dabei um eine sog. Weierstraf- Transfor-
mation [221, Kap. 7]. Solches ,,Aufweichen*
durch Faltung wird haufig durch eine Gauf-
Funktion realisiert. Im Rahmen der digitalen
Signalverarbeitung wird hierbei von einem
Filter gesprochen. Bei Bildern realisiert ein
Gauf-Filter i.d.R. ein Weichzeichnen, wie
es etwa zur Kaschierung von Details bei der
Verkleinerung von Bildern genutzt wird [222,
Kap. 5.2.2].

Es ergibt sich in beiden Féllen eine Mindest-
pixelgrofie von etwa
AZmin = 0,095 mm (7.26)

unterhalb der eine Rekonstruktion nicht mehr
moglich ist. Diese stimmt recht genau mit der
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oben physikalisch ermittelten Groe (7.21)
iiberein.

7.4 Musteraddition

Um die Rekonstruktion eines Hologramms zu
verbessern, wurde in der Vergangenheit be-
reits mehrfach vorgeschlagen, mehrere Mus-
ter zu verschiedenen Energien aufzunehmen
und diese dann zu addieren [52] oder zu mit-
teln [104]. Dazu werden Muster mit genau
gleichen geometrischen Parametern, aber sich
unterscheidender kinetischer Energie genutzt.

In Abschnitt 3.3 wurde die Differenzbildme-
thode vorgestellt, in der zwei solcher Muster
voneinander subtrahiert werden, um die ho-
lographische Information freizustellen. Dabei
wurde iiber die stets gleiche Lage der Beu-
gungserscheinungen erster Ordnung begriin-
det, dass deren Subtraktion diese im Holo-
gramm eliminiert. Bei der Rekonstruktion
nutzen wir den gegenteiligen Prozess aus. Die
Rekonstruktionen verschiedener Differenzbil-
der sollten an den gleichen Stellen Atome
nachweisen. Bei deren Addition verstédrken
sich also die Intensitdten an der Stelle der
Atome, wéhrend der Untergrund statistisch
ist und sich damit nicht verstérkt. Im vorlie-
genden Fall addieren wir die komplexwertigen
Rekonstruktionsvolumina, bevor die Rekon-
struktionsintensitat I’ nach Gleichung (A.12)
gewonnen wird.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden die in Ab-
schnitt 7.3 vorgestellten Untersuchungen von
insgesamt jeweils 400 Mustern fiir eine fes-
te kinetische Energie von FEy;, = 20keV fiir
insgesamt 21 dquidistante Energien zwischen
10keV und 20keV, also

Exin € {10,0keV; 10,5keV; . ..;20,0keV}
(7.27)

durchgefiihrt. Insgesamt wurden damit also
insgesamt 400 x 21 = 8400 Kristalle rekon-
struiert und damit 139 GiB an Rekonstruk-
tionsdaten innerhalb von 167 Tage reiner Re-
chenzeit generiert.

Im Folgenden bezeichne nun N’ die Zahl
der Rekonstruktionsvolumina, die zur Aus-
wertung addiert wurden. Am Beispiel von
N’ =14 findet sich in Abbildung 7.8 diesel-
be Auswertung, die bereits im Rahmen von
Abbildung 7.5 dargestellt ist. Insbesondere
finden sich dort auch die gleichen Parame-
ter (N,d) in ihrer konkreten Rekonstruktion
gezeigt. Der Vergleich macht sofort deutlich,
wie viel stabiler eine Rekonstruktion zu funk-
tionieren scheint. Der Score nimmt allgemein
fur fast jedes Parameterpaar zu und selbst
bei bereits maximiert gewesenen Rekonstruk-
tionsvolumen zeigt sich, dass die Atome sich
durch viel starkere Messwerte auszeichnen —
sich also deutlicher vom Untergrund abheben
und auch im Experiment deutlich leichter zu
bestimmen wéren.

Der Vergleich mit Abbildung 7.5 zeigt, dass
sich einige der in Abschnitt 7.3 beschriebe-
nen Parametergrenzen verschieben. Die geo-
metrisch gegebene Mindestanforderung d,i,
an die Schirmgrofie bleibt davon aufgrund der
unverdnderten Geometrie unberiihrt.

Die Grenze des Oversampling Ratios wird al-
lerdings deutlich unterschritten. Aus der Her-
leitung in Ref. [144] wird dies sofort klar. Es
werden viel mehr Daten aufgenommen, die in
die gleiche Zahl von Streuern entfaltet wer-
den. Ein Ratio, das diese gesteigerte Zahl an
Pixeln beriicksichtigt, kann zu
NI . N2

o >2
nyz

(7.28)

abgeschétzt werden und skaliert damit gegen-
iiber dem oben angegebenen Ratio fiir ein
einzelnes Muster (7.15) linear in N’. Damit
ergibt sich im Falle der Anzahl mindestens
benétigter Schirmpixel je Dimension

2Ngy2
Nl
In Abbildung 7.8 ist die dadurch ermittelbare

Mindestanzahl von Ny, = 55 eingezeichnet,
die aufgrund ihrer geringen Grofle nicht mehr

N2

(7.29)
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Abbildung 7.8: Nach der Addition von N’ = 14 Rekonstruktionsvolumen verschiedener
Energien wird eine deutliche Steigerung in der Rekonstruktionsqualitidt erkennbar. Die
ausgezeichneten Beispiele zeigen im direkten Vergleich mit Abbildung 7.5, dass die Rekon-
struktion deutlich besser moglich ist. Viel deutlicher zeichnen sich die einzelnen Atome ab.
Ferner wird die erforderliche Pixelgrofle Ay, deutlich grofer, die Zahl der rekonstruier-
baren Szenarien steigt damit ebenfalls bedeutend. Erweiterte Darstellung nach Ref. [20,
Abb. 2d].
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relevant fir die hier getétigten Betrachtungen
mit stets N > 100 ist.

Der auffilligste Unterschied zwischen Abbil-
dung 7.5 und 7.8 dufert sich allerdings in der
stark gestiegenen MindestpixelgroBie Axpiy.
Das beispielhaft mittig gezeigte Muster mit
N =1200 und d = 18 cm lief sich im Falle von
N’ =1 nur teilweise rekonstruieren, wihrend
es in Abbildung 7.8 mit N’ = 14 klar und
deutlich erkennbar ist.

Die theoretische Abschatzung einer Mindest-
pixelgrofle iiber das Abtasttheorem sto3t
hier an ihre Grenzen und kann zur Erkla-
rung nicht mehr herangezogen werden, so-
dass wir uns auf die qualitative Untersu-
chung der vorliegenden Daten beschrénken.
In Abbildung 7.9 sind dafiir wieder die Pi-
xelgrofen gegen den Fj-Score nach der in
Abschnitt 7.3.2 beschriebenen Aufbereitung
dargestellt. Auch hier ergeben eine Flachen-
abschitzung und eine Ausgleichsrechnung an-
hand aller Messdaten jenseits der geometri-
schen Grenze d > dp;i, in guter Ubereinstim-
mung einen Wert von
Azpin = 0,3mm. (7.30)
Er ist damit etwa um den Faktor 3,16 grofer,
was der Skalierung der Pixelzahl je Dimensi-
on um \/ﬂ ~ 3,7 zumindest nahe kommt.

7.4.1 (\+-Score

Qualitativ haben wir damit zeigen konnen,
dass die Hinzunahme weiterer Rekonstruk-
tionen anderer Energien fiir die Berechnung
der Rekonstruktion diese auch fiir Parameter
(N, d) ermoglicht, wo sie zuvor nicht moglich
schien. Auch im , Kernbereich®, der durch die
in Abschnitt 7.3 beschriebenen Grenzen fiir
Schirmgroée, Mindestpixelgréfie und Pixelan-
zahl gegeben ist, sind die Scores im Schnitt
hoéher und fast durchgehend Fj = 1. Die Re-
konstruktion wird also stabilisiert und deut-
lich unempfindlicher gegeniiber statistischem
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Abbildung 7.9: Die Auswertung der Scores
nach Pixelgréfie mit der additiven Methode
zeigt deutlich, dass die minimal erforderli-
che Pixelgrofe von N =1 zu N/ = 14 um
etwa den Faktor 3,16 und damit nahe /N
steigt.

Rauschen. Um diese bisher nicht ndher fassba-
re ,bessere“ Rekonstruktionsfihigkeit quanti-
fizieren zu konnen, fithren wir einen weiteren,
kumulierten Score auf Basis des bereits be-
kannten F}-Scores ein.

Dazu seien alle Rekonstruktionen bei einer
festen kinetischen Energie Fy;, in einem
arithmetischen Mittel iiber alle Scores durch

L Z ZFI(Nad;Ekin)

NN Nd (N} {d}

Fl(Ekin) =

(7.31)

zusammengefasst. Mit ny und ng seien je-
weils die Anzahl an beriicksichtigen Werten
von N und d respektive bezeichnet. Hier gilt
also wie oben beschrieben ny = 20 und ab-
weichend fiir ng = 18, weil zwei Schirmgréien
d < dpmin aus den o.g. Griinden fiir die weite-
ren Untersuchungen nicht relevant sind.

Um {iber die erhobenen Daten méoglichst gut
mitteln zu kénnen, werden die verschiede-
nen Energiewerte kombinatorisch permutiert.



94

7 Ergebnisse

Ca

0.0 0.2 0.4 0.6

0.70

0.60
Car

0.50

10
N’

0.40

Abbildung 7.10: Beim Gegeniiberstellen des gemittelten (y+ gegen die Anzahl an Rekon-
struktionsvolumina N’ fillt auf, dass diese zunehmen. (a) Das Histogramm belegt, dass
das fiir alle gezeigten Thresholds ¢; anndhernd gilt. (b) Wir konzentrieren uns auf den
hier optimalen Threshold von t; = 0,65. Nach starkem Anstieg des Scores gelangt die
Kurve sukzessive in Sattigung. Angepasste Darstellung nach Ref. [20, Abb. 3] mit neu

ausgewerteten Daten.

Wir definieren dafiir zunichst die Menge al-
ler verfiigharen Energiemesswerte nach Glei-
chung (7.27) zu

Ein € € := {10,0keV;10,5keV; . ..;20,0keV }.
(7.32)

Insgesamt sind also |£| = 21 Energiewerte in
dieser Menge enthalten. Fiir N/ =1 existieren
dann 21 kumulierte Fy-Scores Fy(Ekin)-

Wollen wir nun N/ Energiewerte addieren, so
gilt es, die Anzahl der moglichen Kombinatio-
nen zu maximieren. So kénnen wir tiber alle
moglichen Additionen mitteln und erhalten
ein zuverldssigeres Ergebnis. Eine Kombina-
tion von N’ Energien sei im Folgenden mit
pN ' bezeichnet, die i-te Energie dieser Folge
mit pﬁv " Insgesamt existieren

()= e

verschiedene Kombinationen von Energiewer-
ten, in denen keine ungeachtet der Reihenfol-

(7.33)

ge zwei Mal vorkommt. Sie seien zusammen-
gefasst in der Permutationsmenge PN die
geméf

PV epN g eV (7.34)

eine echte Teilmenge von EN ist.

Damit ldsst sich fiir AN/ Energiewerte das
arithmetische Mittel iiber alle Permutationen
mit

1

>

Cnr =
(/I\g/') pN'ePN’

1 _ ,

v L (n) (7.35)
ermitteln. Wir suchen zu einer gegebenen An-
zahl N an zu addierenden Energiemustern
also alle Permutationen. Fiir jede kinetische
Energie innerhalb dieser Permutationen wer-
den fur alle (IV, d) die Rekonstruktionen nach
der oben beschriebenen Threshold-Optimie-
rung ermittelt und durch einen Fj-Score be-
wertet. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
wurde das in der mathematischen Beschrei-
bung vernachlissigt und findet implizit in F}



7.4 Musteraddition

95

Beriicksichtigung. Uber alle diese ermittelten
Scores wird dann das arithmetische Mittel
(n gebildet. Damit maximieren wir die Da-
tenbasis, die in die Bildung dieses Mittels ein-
flieBt, wodurch es zuverlassiger bestimmt wer-
den kann.

Wird der Threshold nun fiir alle Rekonstruk-
tionsvolumina festgelegt und in dessen Ab-
héngigkeit (n bestimmt, ergibt sich das in
Abbildung 7.10a gezeigte Histogramm. Un-
geachtet des Thresholds t5 nimmt der gemit-
telte Score zu. Optimal scheint er bei etwa
ts = 0,65 zu sein. Fiir diesen Spezialfall ist
(n in Abbildung 7.10b gezeigt.

Deutlich ist eine stete Zunahme des Scores
mit steigendem N’. Zunichst stark, jedoch
immer geringer ausfallend, bis der Wert eine
Sattigung bei etwa (n = 0,7 erfahrt. Der
globale Score zwischen N/ =1 und 21 nimmt
dabei etwa um den Faktor 1,75 zu.

Mit den erhobenen Daten kénnen wir einen
Riickschluss zu den in Kapitel 3 beschrie-
benen Apparaturen zur Elektronenriickstreu-
beugung ziehen. Dort wurden Experimente
beschrieben, die typische Parameter von etwa

d?>=5x5cm?  N?=1000 x 1000 (7.36)

als Schirm aufweisen. Alle weiteren Parame-
ter wie Verkippung ¢ und Schirmabstand D
waren fiir die gesamte Experimentierreihe be-
reits aus den in Abschnitt 7.1 beschriebenen,
iiblichen Parametern iibernommen.

Bereits mit Blick auf Abbildung 7.5 ist er-
kennbar, dass die Rekonstruktion fiir d = 5 cm
und N = 1000 im Falle von W(100) gut ge-
lingt. Allerdings darf die Pixelzahl nicht deut-
lich abnehmen, da bereits fiir N < 800 schlech-
tere Scores realisiert werden, gleiches gilt fiir

einen unwesentlich gréfleren Schirm mit ei-
ner Kantenlange von d > 8 cm und gleichblei-
bender Pixelzahl. Theoretisch ist die Elektro-
nenholographie mit heute verwendeten EBSD-
Apparaturen also durchfithrbar.

Deutlich stabiler und zuverlédssiger werden
die Ergebnisse allerdings durch Verwendung
der Additionsmethode im Nachgang. Abbil-
dung 7.8 zeigt eine deutlich hchere Toleranz
gegeniiber der Parameterwahl. So reichen be-
reits Pixelzahlen von N > 300 bei gleicher
Schirmgrofle aus, um erfolgreich rekonstruie-
ren zu konnen. Die Schirmgrofle selbst soll-
te bei N = 1000 jedoch durch d < 18cm
begrenzt sein, was allerdings einer Verdrei-
fachung der urspriinglich méglichen Schirm-
dimension gleichkommt.

In allen Parametern erhalten wir also ver-
besserte Ergebnisse durch die Addition ver-
schiedener Muster. Dem steht ein zusétzli-
cher Aufwand in Aufnahme von Daten und
Auswertung mittels der holographischen Al-
gorithmen gegeniiber, der linear in N ska-
liert.

Fiir die hier behandelten Parameter haben
wir im Falle der einfachen Rekonstruktion aus
nur einem Muster in Abschnitt 7.3.1f. quan-
titativ die Mindestanforderungen ausweisen
konnen. Fiir die deutlich geringeren Parame-
teranforderungen im Falle der addierten Re-
konstruktionen verschiedener Energien liegt
eine analoge physikalische Erklédrung bisher
nicht vor. Gleichwohl haben wir zeigen kon-
nen, dass die Untergrenzen der einfachen Re-
konstruktion niemals unterschritten werden.
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Damit eine holographische Abbildung von
Kristallen gelingen kann, sind bereits aus
lichtholographischen Uberlegungen nach Ka-
pitel 2 einige Grundvoraussetzungen bekannt.
So braucht es einen passend konstruierten
Prozess mit einer definierten Referenzwelle.
Damit diese iberhaupt eine Struktur auflo-
sen kann, darf sie die Gréflenordnung der ein-
zelnen Objektpixel nicht tibersteigen.

Die Elektronenholographie ist eine bereits
etablierte Methode zur Auflésung atoma-
rer Strukturen mit anwendungsabhingigen
Nachteilen. So hat beispielsweise die Holo-
graphie mittels Low-Energy Electron Dif-
fraction (LEED) eine geringe raumliche Auf-
losung [104], bei Verwendung hochenerge-
tischer Elektronen rauschende Storeinfliisse
in der Rekonstruktion [18], siche auch Ab-
schnitt 3.3.

Ferner werden weitere Anforderungen an
einen holographischen Aufbau mittels Elek-
tronenwellen gestellt. So muss aus in Ab-
schnitt 7.1 skizzierten Griinden die Referenz-
welle nah an den atomaren Streuern liegen.
Neben der starken Intensitdtsabnahme der
Referenz-Kugelwelle fithren grofie Abstande
zu Aliasing-Effekten [11, Kap. 14.2.2.2]. Fir
die Lichtholographie konnte im Allgemeinen
immer eine isotrope Welle angenommen wer-
den, was auf Elektronenwellen nicht mehr zu-
trifft [22]. Damit eine Elektronenholographie
gelingen kann, ist also zunéchst, wie in Ab-
schnitt 3.1.2 beschrieben, eine geeignete Form
der Wellenbeschreibung nétig.

Alle diese Voraussetzungen finden sich in
der in Abschnitt 3.2 beschriebenen Electron
Backscatter Diffraction (EBSD) erfiillt. Sie
ist eine etablierte Methode zur Materialana-
lyse [67, 76, 80] und gibt bereits einen kla-
ren Einblick in Kristalleigenschaften, etwa
in die Orientierung seiner Kristalliten [19].
Bei typischen Wellenlingen von Ag » 0,055 A

nach Gleichung (3.8) liegt es also nahe, auch
EBsD fiir die Elektronenholographie heranzu-
ziehen. Die EBSD-Holographie wurde dabei
bereits fiir den Spezialfall spharischer Muster
im Rahmen von Ref. [108] vorgestellt. Die
experimentelle Umsetzung gestaltete sich bis-
her aber schwierig [223].

Im Rahmen von Abschnitt 3.3 wurden die
Grundlagen beschrieben, die zur Anwend-
barkeit der EBSD fiir die Holographie nétig
sind. So lassen sich fiir die typischen Elek-
tronenenergien von etwa F\y, = 20keV die
Elektronenwellen als annédhernd kegelformig
mit energieabhingigem Offnungswinkel ® be-
schreiben [64, 65]. Wie in Abschnitt 3.1.2 dar-
gelegt, kommen sie einer isotropen Welle im
fiir die Holographie relevanten Mafle hinrei-
chend nahe.

Die holographische Aufnahme im Experiment
wird allerdings stark dominiert von der geo-
metrischen Information. Die Rekonstrukti-
on wird deutlich durch deren Eliminierung
vereinfacht. Dies gelingt durch eine an die
Differential Photoelectron Holography (DpH)
nach Ref. [116] angelehnte Methode, der in
Abschnitt 3.3.1 ausgefiihrten Differenzbild-
methode. Dabei werden zwei Muster unter-
schiedlicher kinetischer Energien E);, vonein-
ander subtrahiert [52].

In der Informatik gewinnt die Computerholo-
graphie als Fachgebiet immer mehr an Bedeu-
tung. Etwa bei der Entwicklung echter 3D-
Displays [17]. Kapitel 4 beschrieb die numeri-
sche Holographie, wie sie in diskreten Syste-
men berechnet werden kann. Weiterhin wur-
den zu beachtende Grenzen des Auflésungs-
vermoégens und durch Unterabtastung auftre-
tendes Aliasing hergeleitet und aufgezeigt.

Das sich anschlieende Kapitel 5 stellte so-
dann {ibliche Algorithmen zur Berechnung
der Wellenpropagation vor. In der vorliegen-
den Arbeit wurde eine Bibliothek auf Basis
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dieser Prinzipien mit dem Ziel entwickelt, die
EBsD-Holographie auf die geforderten Rah-
menbedingungen zu portieren. Dabei haben
wir géngige Apparaturen mit planem Schirm
simuliert, die ndher in Abschnitt 6.2 beschrie-
ben sind.

Genaue Messungen wurden in Abhéngig-
keit mehrerer Apparaturparameter an einem
W(100)-Kristall, wie er in Abschnitt 6.1 be-
schrieben wurde, als beispielhaftem Proben-
system durchgefiihrt. Aufbauend auf die in
Abschnitt 6.3 vorgestellten Kriterien zur bi-
niren Klassifikation existieren viele Bewer-
tungskriterien fiir die Ubereinstimmung zwi-
schen Rekonstruktion und Kristall, die sich
ferner in Anhang C aufgelistet finden.

Durch die Einfiihrung des Fj-Score in Ab-
schnitt 7.2 als objektives Maf} eines Rekon-
struktionserfolgs ist es moglich, die Rekon-
struktion anhand dieser Parameter zu klassi-
fizieren und in der Folge zu bewerten. Konkre-
te Simulationen zeigen quantitativ, dass die
zuvor theoretisch herleitbaren Grenzen fiir
eine erfolgreiche Rekonstruktion echte phy-
sikalische Grenzen darstellen. Im Einzelnen
haben wir dabei neben einer minimalen Kan-
tenldnge dp,i, des Schirms aus geometrischen
Uberlegungen im konkret vorliegenden Expe-
riment auch allgemeingiiltige Mindestanfor-
derungen an das Oversampling Ratio ¢ und
eine minimale Pixelgrofle Az, nach dem
Abtasttheorem (4.37) herleiten konnen.

Durch die in Abschnitt 7.4 beschriebene Ad-
dition mehrerer Rekonstruktionen verschie-
dener kinetischer Energien FEYy;, lassen sich
die Ergebnisse deutlich verbessern und rau-
schende Einfliisse unterdriicken. So sinken die
Anforderungen an Oversampling Ratio onyin
und PixelgroBle Az, deutlich und die Re-
konstruktion wird stabiler.

Die in Kapitel 7 vorgestellten Ergebnisse kon-
nen also als Anhaltspunkt zum Entwurf eines
Experiments zur Holographie mittels EBSD
herangezogen werden und zeitgleich Hinwei-
se darauf geben, wie aus diesem Experiment

durch Hinzunahme weiterer Daten zuverlés-
siger eine genaue Rekonstruktion errechnet
werden kann. Dies gelingt durch die Auf-
nahme mehrerer Muster verschiedener kine-
tischer Energien. Im Rahmen dieser Arbeit
wurden dazu insgesamt 21 verschiedene ki-
netische Energien zu je 400 Rekonstruktio-
nen berechnet und ausgewertet. Durch Simu-
lation bereits heute verfiigbarer Apparaturen
zeigt sich, dass eine EBSD-Holographie durch-
fithrbar ist und sie deutlich von der Aufnahme
zusétzlicher Muster profitiert.

Dabei wurde im Rahmen der theoretischen
Beschreibung der EBSD in Abschnitt 3.3 die
experimentelle Umsetzbarkeit thematisiert.
Naheliegende Zweifel, etwa an der Annah-
me einer einzelnen Referenzwelle, konnten
mithilfe von Abschétzungen tiber die Wahr-
scheinlichkeit konkurrierender Streuprozesse
zerstreut werden. Ferner stiitzt die jeweils
gleiche lokale Umgebung innerhalb der Kris-
talliten das Ergebnis und verstéarkt die holo-
graphische Information [20].

Insbesondere ist aber davon auszugehen, dass
die Hologramme in der experimentellen Um-
setzung gegeniiber der Simulation von einer
gleichen lokalen Umgebung sogar profitieren.
Muster der gleichen Umgebung mit unter-
schiedlicher, aber konstanter Phase sind aqui-
valent zueinander. Die Addition solcher Mus-
ter mit zufélliger Phase erhoht damit die Sta-
bilitdt der Rekonstruktion zusétzlich merk-
lich [224], wiahrend dieser Aspekt in der Si-
mulation keine Beriicksichtigung fand.

Mit der in Anhang B genauer vorgestellten
Hololib liegt nun ein universell nutzbares
Werkzeug fiir die Simulation holographischer
Experimente vor, das grundséitzlich nicht
auf die Elektronenholographie beschrankt ist.
Vielmehr ist es damit moglich, experimentelle
Aufbauten jedweder Art zu simulieren und je-
den Parameter einzeln reproduzierbar zu un-
tersuchen. So ist der Abstand zwischen Pro-
be und Schirm D ein bisher nicht ndher be-
schriebener, kritischer Parameter. Aufgrund
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des modularen Aufbaus und Schwerpunktset-
zung auf parallelisierte Berechnung insbeson-
dere mithilfe von CpU-Clustern oder einer
GPU sind Experimentierreihen leicht skalier-
bar. Auch die Untersuchung mehrdimensiona-
ler Parameterrdume, wie hier mit den zwei Pa-
rametern Schirmkantenldnge d und Schirm-
auflssung N? geschehen, sind damit verhélt-
nisméfig schnell umsetzbar.

Auch die Art der Probe kann variiert wer-
den, um zu tberpriifen, ob sich die Ergebnis-
se etwa auf Kristalle mit mehratomigen Ba-
sen ibertragen lassen. Die Untersuchungen
an sphérischen Schirmen nach Ref. [108] le-
gen das allerdings bereits nahe. Die Miteinbe-
ziehung experimenteller Effekte, wie des win-
kelabhéngigen Wirkungsquerschnitts und da-
mit variierender Streuintensitét, erlaubt fer-
ner die Untersuchung des Einfallswinkels.

Bisher ist im Rahmen dieser Arbeit von der
in Abschnitt 6.1.1 angenommenen, strikten
Periodizitat der Probe ausgegangen worden.
Dies ist insbesondere hinsichtlich des in Ab-
schnitt 6.2.1 erwdhnten Arguments der loka-
len Umgebung noétig. In nachfolgenden hier-
auf aufbauenden Arbeiten gilt es nun zu
untersuchen, inwieweit Fehlstellen trotzdem
zuléssig sind, ohne dass die Rekonstruktion

dadurch scheitert. Eine Fehlstelle entspricht
im Rahmen des hier vorgestellten Vorgehens
dann der Addition von Hologrammen ver-
schiedener lokaler Umgebungen mit jeweils
einer Fehlstelle an einem anderen Gitterplatz.
In deren Mittel wird kein signifikanter Effekt
messbar sein. Allerdings wird ab einer gewis-
sen Zahl an Fehlstellen die Rekonstruktion
problematisch. Fiir eine realistische Umset-
zung ist die Annahme solcher Defekte aber
unumganglich. Zu untersuchen ist also weiter-
hin, welchen Grad an Unreinheit eine Probe
aufweisen darf, damit die hier angenomme-
nen Parametergrenzen giiltig bleiben oder in-
wieweit sich Fehlstellen durch Aufnahme wei-
terer Daten kompensieren lassen. Eine Da-
tenredundanz kann dabei sowohl durch Er-
héhung der Pixelzahl N? als auch durch die
Addition weiterer Muster N erreicht werden.

Fir zukinftige Forschungen gilt es ferner
ebenfalls, die Ergebnisse dieser Arbeit einer
experimentellen Untersuchung zu unterzie-
hen. Erfolgversprechende experimentelle Pa-
rameter wurden bereits in Abschnitt 7.3f.
vorgestellt. Die Ergebnisse der hier durchge-
flihrten Simulationen lassen sich dabei auch
auf andere Methoden, wie etwa das zur Ad-
sorbatmessung genutzte RHEED, iibertragen.






Anhang






A Holographischer Prozess

Nicht alle angewendeten Rechnungen haben ihren Platz im Hauptteil der vorliegenden Arbeit
gefunden. Gerade fiir das Verstédndnis des holographischen Prozesses ist eine oberflachliche
Betrachtung unter Vernachlassigung vieler weiterer Effekte hilfreich, denn die Berechnungen
werden schnell komplex und uniibersichtlich.

Aus diesem Grund sollen im Allgemeinen angewendete Berechnungen an dieser Stelle aufge-
nommen werden.

A.1 Intensitat mehrerer Streuer

Bei der Berechnung der Intensitét in Abschnitt 2.3 wurde nur ein Streuzentrum beriicksich-
tigt. Die dort berechnete Intensitdt soll hier verallgemeinert werden.

Fiir die Referenzwelle (2.29) sei hier wieder ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenom-
men, dass die Phasenverschiebung ¢ = 0 ist und das Referenzwellenzentrum bei 0 liegt. Zur
Vereinfachung der Berechnungen definieren wir die Parameter o, fiir die Amplitude und J;
fiir die Phase. Die Referenzwelle lautet dann

A .
e N (A1)
kr

¢r(7‘) =

Das Huygens’sche Prinzip erlaubt, die Objektwelle verallgemeinert als Summe beliebiger
Partikularwellen umzuformulieren [50, Kap. 8.2]. Eine derartige Superposition verschiedener
Partikularwellen lésst sich schreiben als

Yo(r) = 3 Yon(r). (A.2)

Diese Partikularwellen 1, ,, lauten analog zur einzelnen Objektwelle (2.26)

_ L Gn i(kr-onl-en) _ Ar@n 1 ifk(r-oulton)-pa]
Youn(r) = r(on) klr—onl k-on Kr—og|"
—A, (A.3)
_ ATL e—i[k(|r—on|+on)—<pn] = a, efizsn )
klr — oy

Dabei ist a,, ein streuerabhéngiger Amplitudenfaktor, o, der Ort des Streuzentrums. Die
definierten Parameter o, und §,, bezeichnen auch hier respektive die Amplituden und Phasen
der beteiligten Exponentialfunktionen und vereinfachen so die weiteren Berechnungen.
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Die Intensitat auf dem Schirm lautet dann

2
I(s) = [1hx(s) +w0(5)|2 = |U:(8) + Zwom(s) =

2

ape oy Z ay, e on
n
= (ar e 0 4 Yan e_“s”) . (ar etior 4 > o, e“‘s")
n n

. . . . s (A4
_ 042 e—15 +id, oy e—lér Zan e+15n +ay e +u5r Z Qe on + Z Z Uy © —id, —15,,,, ( )
=al+a; Y a0 1o S, @00 ) + Z Za Qm e"‘(5 Om)
=reX1 =X2
Beide Terme x; und yo werden getrennt voneinander betrachtet
X1 = Za e 1(0=0n) Za eti(0r=0n) Zan 2cos(d, — d,), (A.5a)
XQ—ZZana e 1 (0n=0m) Za + ) ¢ 1(0n=0m) (A.5b)
n m+n
—Za +ZZan m(e 1(6" Im) 4 o i(0m=0n ) Za +222anamcos(5 Om)-
nm<n nm<n
Insgesamt ergibt sich die allgemeine Intensitdt damit zu
I:a3+2ar2ancos(5 —0n )+Za +23° 3" 0ty €08(8p, — O ). (A.6)

n nm<n

A.2 Allgemeine Rekonstruktion

Ganz allgemein lasst sich die Rekonstruktion auch aus den beteiligten Wellenfunktionen
phdnomenologisch herleiten. Die Intensitit lautet im Allgemeinen

I(S) = W)r(s) + 1#0(5)‘2 = '(/)r(s) + Zwo,n(s)

(09 L rn®) (s + T ec(o) (A7)
= e (8)7 (8) + e (8) D05 (8) + 7 (8) Do thon(8) + DD thon(8)h  (8).

Im Folgenden wird auf die Angabe des Ortsvektors als Wellenfunktionsargument aus Griin-
den der Ubersichtlichkeit verzichtet. Bei der Beleuchtung mit der Referenzwelle folgt ent-
sprechend

I- 'l/}r = djrw:wr + wr Z 1/)3,n1/)r + 7/}: Z djo,nwr + Z Z %,M/fg,ml/fr

= (|wr|2 + Y o Zws,m)wr SR DL TNl ST (A.8)
= (I + 00002 Yot + 0205 + 0o = (0l + 10l Y + 0205 + 16t

Auch hier sind analog zu Gleichung (2.40) wieder drei Terme ersichtlich: Eine geddmpfte
Referenzwelle im ersten Summanden, ein konjugiertes Bild im zweiten und schliellich die
eigentliche Objektwelle, skaliert mit der Intensitét der Referenzwelle.
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A.3 Rickpropagation

In einem lichtholographischen Experiment wiirde eine Linse genutzt werden, um das rekon-
struierte Bild auf einem Schirm sichtbar zu machen. Im Falle einer Computersimulation ist
die Imitation dieses Verhaltens durch zusétzliche Berechnungen nicht erforderlich. Sie fiihrt
ansonsten lediglich zu zusétzlicher Komplexitét.

Stattdessen wird eine Rekonstruktionswelle definiert, die riickwartsgewandt in das urspriing-
liche Objektvolumen lauft. Riicklaufend bedeutet, dass sie das gegenteilige Vorzeichen zur
Objektwelle in der Phase tragt. Nachdem der Schirm erneut mit der Referenzwelle beleuchtet
wurde, ldsst sich jedem Punkt auf ihm eine komplexe Amplitude zuordnen. Nach dem Huy-
gens’schen Prinzip ist die Rekonstruktionswelle wieder als Summe vieler Partikularwellen
mit den genannten Amplituden als

dra(r) = [[ 1) el

klr — 8|

el(klr=s"l-¢rex) q g7 (A.9a)

zu verstehen.

Im Falle eines diskreten Aufnahmegitters, wie es in Simulationen oder Experimenten mit
Halbleitersensoren der Fall ist, kann dieses Integral als diskrete Summe iiber die Menge aller
Pixel {s} ausgedriickt werden. Die Rekonstruktionswelle lautet dann

O NORNOE k'1| sl o Sy (). (A.9D)
{s} {s}

Fiir die weitere phdnomenologische Untersuchung seien die konstanten Phasenverschiebungen
vernachléssigt. Ferner seien nun die einzelnen Summanden

Yrek,s 220 [A(s) - w(s) + A(s) eFle70l729) 4 4(5) e7ikle=el]. R

el (klr=sl-¢rex) (A.10)
k|r - s|

X1 X2 X3
in den Mittelpunkt der Untersuchung gestellt.

Der Term x3 war bereits in Abschnitt 2.3.1 als derjenige ausgemacht, der zum tatséchlichen
Bild beitréagt. Die wesentliche Ortsabhéingigkeit sei als £3(s,r) isoliert zu

X3 i(k|r—s|—¢rex) _ AOATAW —ik|s-o| 1 ik|s-r| —-ik(|s-o|-|s-7]|) —
klr — s ¢ k3]s — o|s? lc|r—s|e e Sa(s,7)-
(A.11)

Von der Rekonstruktionswelle (A.9b) wird im Falle der Rekonstruktion auch die Intensitét
bestimmt. Sie lautet

T(7) = [threr (7)[ = Gretc(r) - (7). (A.12)

Aus diesem Betragsquadrat ergeben sich bei N 2 Pixeln auf dem Schirm und damit N2
2

Streuzentren, die es zu berticksichtigen gilt, insgesamt (3 -N 2) Summanden, die jeweils auf

die drei beteiligten Terme x1, x2 und x3 in Gleichung (A.11) zuriickzufithren sind.
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Sei nun von lediglich zwei Orten auf dem holographischen Schirm o und p ausgegangen, so
erhalten wir im Betragsquadrat insbesondere zwei Summanden

&(o,m) & (p,m) = exp[ik(lo = 0| ~|o =7~ |o— 0| + [p—7])] und (A.13)
§(o,7)-&(p,r) =exp[-ik(lo - r|-|o -o| - [p-r|+|p-0])] (A.13b)
aus der Multiplikation der Objektwellenterme, hier reduziert auf &s.

Es ist ersichtlich, dass diese beiden Terme fiir » = 0 maximal werden, am Ort des eigentlichen
Objekts also eine Rekonstruktion erméglichen.

Analog zu &3 definieren wir nach dem Ansatz (A.11) auch & und & zu
&1(s,r) =exp[-ik(s—|s-7|)] und (A.14a)
& (s,r) =exp[-ik(2s—|s-o|-|s—r])]. (A.14b)

Die Summanden der Form & sind nicht weiter relevant, da sie keine Ortsabhéngigkeit
aufweisen. Fir sie gilt ganz allgemein

Gi(s,m)-&i(s,r) =|G(s,m))P =1, ie{1;2;3). (A.15)

Dabei kann fiir s sowohl o als auch p eingesetzt werden, sodass sich die Zahl der von
Gleichung (A.15) betroffenen Summanden auf sechs verdoppelt.

In zwolf weiteren Summanden ist keine Abhéngigkeit in r erkennbar. Sie lauten

E1(s, 1) -E5(s,7) = e hlslsmr=2stls=oltls=rD) _ oy [_ik(]s - o] - 5)], (A.16a)
E1(s,r)-Ei(s,7) = e FlslsmrlFls—olls=r) _ oy [_ik(s - |s - o])], (A.16D)
Ea(s, 1) - £ (s,7) = e hZsmls=ol-ls=rl=stls=rD) _ oy [ik(s - |s - 0])], (A.16¢)
Ea(s, 1) -Ei(s,7) = e R @smls=ol-srils=olls=rD) _ oy [_ik (25 - 2|s - o])], (A.16d)
Es(s,7) - & (s,7) = e klls=ol-ls=rl=stls=rD) _ oy [—ik(]s — 0| - 5)] und (A.16e)
E3(s, 1) -E5(s,7) = e hllsmolls—r=2stls=oltls=r) _ oy [ik(2]s - o] - 25)]. (A.16f)

Sie sind damit also auch nicht fiir die Rekonstruktion relevant und tragen lediglich zu einem
Untergrund bei.

Bei Betrachtung des Summanden aus reinen Referenzwellenbestandteilen

&i(o,m) € (p,7) = exp[=ik(o — lo 7| = p+ [p—7))] (A.17)

fallt sofort auf, dass er fiir » = 0 maximiert wird. Die Referenzwelle weist an ihrem Ursprung
eine wesentliche Dominanz in der Rekonstruktion auf. Da o und p vertauschbar sind, gilt
das analog auch fiir & (o, 7) - &1 (p, 7).

Schwerer zu fassende Kreuzterme kommen durch die Uberlagerung der beiden unterschiedli-
chen Wellen verschiedener Schirmpositionen zustande und sind nicht weiter aufzulésen. Sie
tragen nicht zum Verstdndnis bei und werden daher hier nicht weiter behandelt.
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Im Zuge der vorliegenden Arbeit ist eine umfassende Bibliothek mit Namen Hololib ent-
standen, die die Berechnung von holographischen Prozessen im Rahmen der Skriptsprache
Python 3 [225] ermoglicht und soweit abstrahiert, dass ein moglichst natiirlicher Umgang
mit relevanten Objekten moglich ist. Das vorliegende Kapitel soll die Grundideen und we-
sentlichen Bestandteile skizzieren, fiir eine ausgiebige Nutzungshilfe sei auf die reichhaltige
Dokumentation der einzelnen Bestandteile innerhalb des Quellcodes verwiesen.

Die Hololib erweitert bereits etablierte wissenschaftliche Werkzeuge, die den Umgang mit
Daten vereinfachen. Insbesondere werden viele Berechnungen in die Bibliothek numpy aus-
gelagert, die grole Datenmengen durch auf Fortran basierenden Methoden schnell berechnen
kann [226]. Als Abstraktionsebene tiber deren Datenstruktur wird die Bibliothek zarray fiir
die eigentliche Organisation von Wellenfeldern eingesetzt. Hier kénnen einzelnen Werten
Koordinaten zugewiesen werden, dem gesamten Datenfeld zusétzlich auch Metadaten [227].
Beispielsweise die in Abschnitt 5.4.2 beschriebene Orientierung wird in diesen Metadaten
zwischengespeichert. Fiir den Austausch zwischengespeicherter Wellenfelder wird das ei-
gentlich in den Geowissenschaften etablierte, bindre Dateiformat netCDF4 genutzt [228].
Weitere standardisierte Berechnungen, wie etwa eine euklidische Norm, sowie den Umgang
mit Si-Einheiten erméglicht die Nutzung der Bibliothek scipy [229].

Ein wesentlicher Bestandteil der Bibliothek stellt die Auslagerung der Berechnung der Wel-
lenpropagation in parallelisierte Bestandteile dar. Eine Optimierung auf die vorliegende
Hardware nach den in Abschnitt 5.3 beschriebenen Kriterien wird vorgenommen. Dafiir
sind zwei gleichwertige Berechnungswege implementiert, beide basieren auf dem Just-In-
Time-Compiler numba [230]. Existiert eine CUDA-fdhige Grafikkarte, wird standardméfig
der Teil aktiv, der auf der GPU rechnet. Dabei wird auch méglichst effizient frithzeitig in
den Speicher der GPU kopiert und moglichst spét ein Ergebnis zuriick in die CPU kopiert.

Fehlt eine kompatible GPU, wird ein zweiter Bestandteil aktiv, der versucht, moglichst effek-
tiv auf der CPU zu parallelisieren, indem die Berechnungen der einzelnen Pixel in einzelnen
Threads getrennt voneinander ausgefithrt werden. Liegt auch dafiir keine kompatible Hard-
ware vor, wird automatisch iterativ mit entsprechend deutlich ldngerer Laufzeit gerechnet.
Damit ist die Bibliothek maximal portabel und liele sich auch nachtréaglich an andersartige
Hardware durch Implementierung weiterer Berechnungskomponenten anpassen.

Fir die Modellierung der Objekte steht zusétzlich zu Hilfsmethoden zur Konstruktion eines
Wellenfelds (s.u.) auch eine eigene Bibliothek zur Verfiigung, die ihrerseits die Komponente
crystals des deutlich umfangreichen, fiir die Arbeit mit Elektronenbeugungsdaten entwickelte
Projekts scikit-ued [231] erweitert.

Im Folgenden sollen die einzelnen Bestandteile der Bibliothek in logischer Reihenfolge kurz
skizziert werden, um die Ausfithrungen in Kapitel 5ff. zu vertiefen. Hierbei werden im
Hauptteil dieser Arbeit genannte Aspekte mitunter wiederholt genannt, da dieses Kapitels
selbstkonsistent und als Referenz fiir spédtere Arbeit an der Bibliothek dienend sein soll.
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B.1 WaveObject

Diese abstrakte Klasse fasst alle wellenartigen Objekte zusammen, die in irgendeiner Weise
eine Propagation ermdéglichen. Dafiir steht eine abstrakte versteckte Methode zur Verfiigung,
die von anhéngigen Wellenobjekten zu implementieren ist. Sie wird durch eine 6ffentliche
Implementierung des Propagationsoperators zur Verfiigung gestellt und kiimmert sich insbe-
sondere darum, dass eine Riickwértspropagation moglich ist. Das Objekt lasst sich tiber den
Invertierungsoperator Pythons ~ so markieren, dass aus ihr folgende Propagationen riick-
wérts ausgefiihrt werden sollen. Zur Zeit existieren die drei folgenden Implementierungen
des Wellenobjekts.

B.1.1 Refwave

Die Referenzwelle wird durch ein Objekt simuliert, das zeitgleich ebene (Abschnitt 2.2.1)
und spharische (Abschnitt 2.2.2) Wellen abbilden kann. Ein Typ-Parameter eines eigens
dafiir eingefiihrten Datentyps Refwave.TYPE bestimmt dabei die konkrete Wellenart. Ferner
werden Position und Amplitude des Erregerzentrums gespeichert. Im Falle der ebenen Welle
hat die Ausgangsposition keine Bewandtnis. Uber Attributmethoden lassen sich Wellenlinge,
Wellenvektorbetrag und Wellenvektorrichtung aus dem eigentlich gespeicherten Wellenvektor
abfragen und ihn durch Anderung dieser abgeleiteten Parameter ebenfalls anpassen.

Hilfsmethoden stehen zur Erzeugung einer Referenzwelle aus einer (Elektronen-)Energie
nach (3.1) und umgekehrt zur Ermittlung der Teilchenenergie bereit. Da die Referenzwelle
bei Anwendung auf ein Wellenfeld dort immer fiir deren weitere Propagation in Metadaten
gespeichert wird, ist auch der Export in ein dafiir kompatibles Format und umgekehrt die
Erzeugung eines Referenzwellenobjekts aus diesem Format implementiert.

Abschlieend konnen als Konstanten typische Wellen zur Verfligung gestellt werden. So
modelliert Refwave.RED eine rote Kugelwelle mit der Wellenldange des roten HeNe-Lasers
mit A = 633nm, wie sie auch fiir die lichtholographischen Beispielgrafiken dieser Arbeit
genutzt wurde.

B.1.2 Wavefield

Jedes Objekt, Bild oder Rekonstruktionsvolumen wird zur Berechnung als Wellenfeld abge-
bildet. Es besteht im Wesentlichen aus einem Feld komplexer Amplituden- und Phasenwerte,
denen eine Koordinate auf einem kubischen Gitter zugeordnet ist. Das Wellenfeld ist dabei
in drei Dimensionen implementiert, aber auch fiir zweidimensionale Objekte, wie etwa fla-
che Schirme, anwendbar. In Metadaten werden Informationen iiber die Referenzwelle und
weitere Einstellungen abgespeichert. So kann ein Wellenfeld eine Orientation (B.5) besit-
zen. Uber Attribute ist das Ermitteln einer Grobumschreibung des Volumens moglich: In
moglichst kompakter Form werden Ausdehnung und Auflésung in alle drei Richtungen mit
der Orientierung ausgegeben. Bei einer Propagation wird dann diese Grobinformation tiber
das Ausgangsvolumen im Zielvolumen ebenfalls abgespeichert, was die spéatere Definition
eines Rekonstruktionsvolumens erleichtert. Das Ausgangsvolumen kann dann ohne weite-
re Parameter oder Bearbeitung aus einem Attribut als leeres Wellenfeld unter Annahme
dquidistanter Pixelabstdnde ausgelesen werden.
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Weitere Attribute bilden Real- und Imaginérteile, Intensitdt und normierte Intensitét, sowie
die komplexen Wellenfeldwerte direkt ab. Die in den Metadaten hinterlegte Referenzwelle
lasst sich ebenfalls durch ein Attribut konstruiert ermitteln. Eine Liste aller Koordinaten,
auf die die genannte Orientierung bereits angewandt wurde, erleichtert die parallelisierte
Berechnung aller Pixel.

Zum vereinfachten Rechnen mit Wellenfeldern wurden dabei viele der Standardoperato-
ren Pythons tiberladen. So ermittelt der Betragsoperator die Betrige der Wellenfeldwerte,
drei verschiedene Arten des Additionsoperators berechnen die Propagation eines fremden
Wellenobjekts ins eigene Volumen. Die drei Multiplikationsoperatortypen simulieren eine
Beleuchtung der eigenen Pixel mit einer anderen Welle und multiplizieren deren Amplituden
mit den eigenen. Analog sind auch Subtraktion und Division definiert.

Die eigentliche Propagation ist nach punktbasierter Methode unter Annahme von Kugel-
wellen und den oben genannten Optimierungen implementiert. Weitere Methoden erlauben
das Kopieren, Maskieren (also das Reduzieren eines gréfleren Volumens auf die Grofle ei-
nes kleineren) und Speichern in eine Datei. Klassenmethoden erlauben die Konstruktion
eines Wellenfelds aus der Angabe von Grenzen fiir ein kubisches Volumen, insbesondere fir
lichtholographische Experimente aus Bildern, einer zuvor gespeicherten Datei, einer Liste
von Streuern oder als Kopie mit einem konstanten Wert mit gleichen Koordinaten eines
anderen Wellenfelds.

B.1.3 ConicWavefield

Das konische Wellenfeld erweitert das klassische Wavefield (B.1.2) insbesondere um die
konische Ausbreitung, wie sie in Abschnitt 3.1.2 beschrieben wurde. Dazu wird zusétzlich zu
den bereits genannten Attributen ein Ausbreitungswinkel ® des Kegels definiert. Uber ein
weiteres Attribut wird der Ausgangspunkt der Referenzwelle direkt verfiigbar und anpassbar
gemacht.

Um den dadurch festgesetzten Verbindungsvektor vom Referenzwellenursprung zum Emitter,
der durch einen Pixel mit entsprechenden Koordinaten in diesem Wellenfeld abgebildet wird,
legt sich ein virtueller Kegel mit oben definiertem Winkel ®. Innerhalb dieses Kegels wird
die isotrope Wellenausbreitung wie in der Kugelwelle angenommen, auflerhalb wird sie als
Null angenommen.

In diesem Zusammenhang wurden einige weitere Hilfsmethoden implementiert. So ist das
konische Wellenfeld in der Lage, zu ermitteln, welche Emitter iiberhaupt auf einen {ibergebe-
nen Schirm abbilden wiirden und kann das Volumen dann bei Bedarf verkleinern. Das spart
bei Berechnung der Propagation erheblich Zeit. Ferner kénnen auch die Streuer ermittelt
werden, deren Muster ein Hauptmaximum auf dem Schirm abbildet. Ist kein Hauptmaximum
sichtbar, wird im Nachgang auch keine Rekonstruktion mehr méglich sein. Zur Optimierung
der Datenaufnahme und -speicherung kénnen auch lediglich die durch Streuer hervorgerufe-
nen Modulationen ermittelt werden. Werden sie maximiert, konnen Ungenauigkeiten in der
Datenaufnahme durch nicht optimale Quantisierung kompensiert werden.
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B.2 accessors

In diesem Paket werden sogenannte Accessoren zusammengefasst. Dabei handelt es sich um
selbst erstellte Objekte zur Erweiterungen der Bibliothek zarray. Sie werden im Rahmen
dieser Arbeit insbesondere fiir die Datenauswertung genutzt. Die einzelnen Funktionen sollen
hier nur kurz beschrieben werden.

Mit dem accessors.ActualAccessor wird eine Datensammlung als Ergebnis einer Messung
ausgewiesen. Damit ist ein anschlieBender Vergleich moglich, insbesondere stellt er bereits
Methoden zur bindren Klassifizierung bereit.

Der accessors.ExpectedAccessor markiert Daten als erwartetes oder tatséchliches Ergeb-
nis. Er ermoglicht einen spéteren Vergleich, stellt ebenfalls Methoden zur bindren Klassifizie-
rung bereit und erlaubt insbesondere die Einfiihrung des in Abschnitt 6.3.4 beschriebenen
Kugelradius r, als Zugestdndnis an experimentelle Ungenauigkeiten individuell um jede
zuvor simulierte Streuerposition.

Der accessors.ConicExpectedAccessor erweitert den letztgenannten Accessor um einen
weiteren Radius: Statt einer Kugel werden hier zwei Radien entlang und senkrecht zur
Verbindungsachse zwischen Referenzwellenzentrum und Streuerposition zur Konstruktion
von Ellipsoiden definiert. Gerade fiir die Auswertung der ConicWavefield (B.1.3) ist dies
praktisch, da bei tiefen Kristallen Messwerte entlang dieser Achsen ,ausschmieren®. Intern
werden beide Radien durch eine komplexe Zahl je Streuerposition beschrieben.

Die bisher genannten Accessoren lassen sich mithilfe eines accessors.CompareAccessors in
Relation setzen und vergleichen. So ist eine einfache bindre Auswertung méglich. Insbesonde-
re werden hier u. a. die Klassifizierungsgréfien aus der Wahrheitsmatrix nach Abschnitt 6.3
implementiert. Es werden weiterhin die wichtigsten Groflen, die sich in Anhang C gesammelt
finden, bereitgestellt. Der in Abschnitt 7.2 als fiir diese Arbeit wichtig herausgestellte Fj-
Score, der zur Berechnung eines Punktwerts fiir eine Rekonstruktion herangezogen wird,
wird hier ebenfalls umgesetzt. Es sei angemerkt, dass fiir die schnelle Konstruktion eines
solchen Vergleichsaccessors Hilfsmethoden in allen zuvor genannten Accessoren und den
Wellenfeldern zur Verfiigung stehen.

Der accessors.HoloPlotAccessor stellt einige Methoden zur schnellen Konstruktion und
Speicherung von Grafiken der Hologramme und Rekonstruktionsvolumen bereit. Im einzelnen
ermoglicht er die Erstellung von Histogrammen, eines CyclePlot (B.3) und Streudiagram-
men. Ferner erleichtert er das Einzeichnen der Atomkugeln mit Radius r, in bestehende
Streudiagramme.

Im accessors.HoloAccessor werden viele Hilfsmethoden zusammengefasst, die an anderer
Stelle in der Arbeit mit der zugrundeliegenden Datenstruktur verwendet werden. So kénnen
Normen, (quadrierte) Punktabstinde und Masken berechnet werden. Ferner stehen zur
Datenauswertung ein Fourier-Hochpass zur Minimierung eines homogenen Untergrunds —
etwa durch die Referenzwelle — und eine Methode zur Bestimmung eines Wertgradienten
zur Verfligung.

B.3 CyclePlot

FEin Rekonstruktionsvolumen ist vor Anwendung einer Klassifizierungsfunktion schwer zu
visualisieren. In einem dreidimensionalen Koordinatensystem erhélt jeder Punkt einen Zah-
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lenwert, den es darzustellen gilt. Diese Klasse versucht die Visualisierung dahingehend zu
ermoglichen, dass sie das Rekonstruktionsvolumen virtuell in Scheiben schneidet. Jede Schei-
be entspricht einer Ebene mit festem Wert einer beliebigen Dimension, die verbleibenden zwei
Dimensionen werden mithilfe eines Histogramms dargestellt. Die Klasse selbst ermoglicht
nun das scheibenweise Abspeichern in einzelne Bilder oder die interaktive Visualisierung,
bei der das Driicken von Pfeiltasten das beidseitige Durchgehen der einzelnen Ebenen am
Bildschirm erméglichen.

B.4 crystals

Dieser Bibliotheksbestandteil hélt Objekte und Methoden zur Modellierung von Kristall-
strukturen bereit und basiert dabei weitgehend auf dem gleichnamigen Bestandteil des
Pakets scikit-ued [231].

In Abschnitt 3.1.1 wurde die mittlere freie Weglénge Anyrp in Form von Gleichung (3.2)
eingefiihrt, die auch durch den Parameter N, bestimmt ist. Der dort als Zahl an Valenzelek-
tronen eingefithrte Parameter entspricht genauer eigentlich einer Liste an festen Konstanten,
deren Entsprechung sich nur in erster Ndherung mit der Valenzelektronenzahl identifizieren
lasst. Dieser Bibliotheksbestandteil stellt dafiir eine genaue Datenbank nach Ref. [61] zur
Verfiigung.

Ferner werden zwei folgende Objekte als Erweiterungen zur Kristallbeschreibung implemen-
tiert.

B.4.1 crystals.Crystal

Die Klasse zur Modellierung von Kristallen erweitert die gleichnamige Klasse aus scikit-ued
um einzelne, funktionale Attribute. Im Einzelnen ist der schnelle Zugriff auf die Gitterkon-
stante, atomare Masse einer Einheitszelle, Dichte und die Zahl der Valenzelektronen wie
oben beschrieben moglich. Diese Parameter erleichtern alle die Berechnung der mittleren
freien Weglédnge A\nvrp nach Gleichung (3.2), fiir deren Bestimmung ebenfalls eine Methode
existiert. Weiterhin ist fiir den leichteren Zugriff eine Methode definiert, die den Inelastic
Mean Free Path (IMFP) direkt als Vielfaches der Gitterkonstanten angibt.

Zur eigentlichen Berechnung muss die Einheitszelle in eine groflere Struktur erweitert werden.
Uber eine Methode lisst sich die Einheitszelle in eine ,,Superzelle“ expandieren.

B.4.2 crystals.Supercell

Die Erweiterung der gleichnamigen Klasse aus scikit-ued war insbesondere nétig, da die Liste
der Atome dort unverinderbar war. Zum Einbringen von Fehlstellen ist eine solche Verénde-
rung aber nétig. Daher implementiert die hier vorgestellte Klasse die Speicherung in einer
bedingt durch die Problemstellung ineffizienteren, dafiir aber verdnderlichen Datenstruktur
neu.

Ferner stellt sie Methoden zum Hinzufiigen und Entfernen von einzelnen Atomen zur Dotie-
rung bereit. Aus dem so modellierten Kristall ldsst sich iiber eine Methode unmittelbar ein
Wellenfeld konstruieren. Es ist ferner moglich, den Kristall in standardisierte xyz-Dateien
zwischenzuspeichern und daraus neu einzuladen.
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B.5 Orientation

Die Aufbauten in Experimenten befinden sich nicht zwangsliufig in vélliger Ubereinstimmung
parallel zu den kartesischen Achsen eines spezifischen Koordinatensystems. Daher ist die
Implementierung einer Rotation nétig. Dafiir existiert ein Orientierungs-Objekt, das wie in
Abschnitt 5.4.2 beschrieben funktioniert und neben der Angabe einer Rotation auch einen
Drehpunkt definiert, um den die Rotation stattfinden soll.

Dabei wird die Rotation iiber ein gleichnamiges Objekt der scipy-Bibliothek umgesetzt.
Sie kann etwa durch Angabe dreier Euler’scher Winkel, einer Rotationsmatrix oder Hamil-
ton’scher Quaternionen definiert werden.

Mithilfe von angebotenen Methoden ist es moglich, die Orientierung moglichst kompakt und
in einem fiir Metadaten der Wellenfelder kompatiblem Datenformat zu serialisieren und sie
daraus wieder als Objekt zu konstruieren.

Weitere Methoden fithren auf Basis der gewiinschten Rotation eine Transformation der
Koordinaten eines Wellenfelds durch. Dabei kénnen diese Ursprungskoordinaten als Volu-
menobjekt oder als Liste einzelner Koordinaten eingegeben werden.

B.6 utils

Kleinere unterstiitzende Methoden und Konstanten werden an dieser Stelle zusammengefasst,
damit sie in anderen Bereichen der Bibliothek genutzt werden kénnen. Eine Datenbank stellt
S1-Préfixe und ihre Faktoren gegeniiber, um in einer anderen Methode die Interpretation
einer ausgeschriebenen Zahl aus einer Zeichenkette in Si-Einheiten zuzulassen. Verwendet
werden kann diese Methode dann beispielsweise, um Experimentalparameter enthaltende
Dateinamen von Rekonstruktionsergebnissen oder iiber die Kommandozeile iibergebene
Argumente auszuwerten.

Eine weitere Methode berechnet den R-Faktor nach Ref. [232] zum Vergleich der Uberein-
stimmung von simulierten und gemessenen Intensitdtsmustern. An dieser Stelle ist auch
die eigentliche Methode zur Berechnung der IMFP-Berechnung in zweifacher Ausfithrung
beheimatet: einmal in den Einheiten von Ref. [60], ein zweites Mal in Si-Einheiten.

Ferner erzeugt eine Methode eine inhomogene Verteilung von Werten in einem angegebenen
Intervall, die sich um ausgezeichnete Sammelpunkte hauft. Diese Verteilung ist fiir die Er-
stellung der Koordinaten eines Rekonstruktionsexperiments hilfreich, wenn im Umkreis von
erwarteten Atomen genauer gerechnet werden soll. Damit ldsst sich fiir erste Approximatio-
nen grober und damit schneller rechnen.

B.7 typing

Abschlielend befinden sich in diesem Bestandteil Abkiirzungen, die die Beschreibung von
Datentypen vereinfachen. Zwar verfiigt Python als Programmiersprache iiber keine strenge
Typisierung, dennoch setzt die Hololib konsequent auf Spezifizierung der Datentypen. Das
verhindert Datentypfehler ohne Einbuflen in der Performance und ist einer vollstdndigen
Dokumentation zutréglich.
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Die hier zusammengetragenen Klassifizierungsgrofien und ihre dquivalenten Formulierungen
finden sich in Abschnitt 6.3 hergeleitet, ferner entspringen sie Ref. [192, Tab. 2.3] und
Ref. [211]. Der Critical Success Index (haufig auch Threat Score genannt) wird héufig im
Zusammenhang mit Wetterprognosen verwendet [218]. Der Fowlkes-Mallows Index [216] wird
in einer angepassten Darstellung nach Ref. [217] aus der Wahrheitsmatrix gewonnen. Der
Matthews Correlation Coefficient unterscheidet sich von den bisherigen Indizes insbesondere
dadurch, dass er Werte FM € [-1,1] ermittelt [212]. Der fiir diese Arbeit besonders wichtige
Fy-Score stammt urspriinglich aus Ref. [27].

Name Definition Entsprechung  Wahrscheinlichkeit
Positive Pos=Y_ I[l(z) =@]

Negative Neg =Y, I[l(z) =O] |S| - Pos

Richtig Positive ~ TP =Y_I[é(x) =1l(z) = D]

Richtig Negative TN =Y _I[é(x) =1l(z) =O)]

Falsch Positive FP=Yy_I[é(z)=®+I(z) =O] = Neg— TN

Falsch Negative ~ FN =Y, I[é(z) =O#1(z) =@®] = Pos- TP

Korrektklassifi- acc= (TP + TN)/|S| (TP + TN)/(Pos+ Neg)

kationsrate P(é(z) = ()
Falschklassifi- err = (FP + FN)/|S| 1 - ace P(&(x) 1(x))
kationsrate

Sensitivitét tpr = TP/ Pos Pe(z)=@|l(z) =®)
Spezifitét tnr = TN/Neg P(e(z)=0]l(z)=0)
Ausfallrate for = FP/Neg 1-tnr Pe(zx)=@|l(z) =0)
Falsch-Negativ-  fnr = FN/Pos 1-tpr P(e(z) =0 |1l(x) =®)
Rate

Prézision ppv= TP/(TP + FP) P((z) =@ é(z) =®)
Critical Success TS = TP/( TP + FN + FP)

Index

Fowlkes-Mallows
Index

Matthews
Correlation
Coefficient

Fi-Score

e \/ TP
TP+ FP TP+ FN

=+\/ppv- tpr

TP-TN - FP-FN

MCC =

V(TP + FP)(TN + FN) - Pos- Neg

Fy=2- (ppv-tpr)/(ppv + tpr) = 2TP/(2TP + FP + FN)
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einer Hochschulpriifungsordnung versto8t, handelt ordnungswidrig. Die Ordnungswidrigkeit
kann mit einer Geldbufle von bis zu 50000 € geahndet werden. Zustdndige Verwaltungs-
behorde fiir die Verfolgung und Ahndung von Ordnungswidrigkeiten ist der Kanzler/die
Kanzlerin der Technischen Universitdt Dortmund. Im Falle eines mehrfachen oder sonstigen
schwerwiegenden Tauschungsversuches kann der Priifling zudem exmatrikuliert werden (§ 63
Abs. 5 Hochschulgesetz — Ha).

Die Abgabe einer falschen Versicherung an Eides statt wird mit Freiheitsstrafe bis zu drei
Jahren oder mit Geldstrafe bestraft.

Die Technische Universitit Dortmund wird ggf. elektronische Vergleichswerkzeuge zur Uber-
priifung von Ordnungswidrigkeiten in Priifungsverfahren nutzen.

Die oben stehende Belehrung habe ich zur Kenntnis genommen.

Dortmund, den 09.09.2022 Matthias Gianfelice
Ort, Datum Unterschrift
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