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Dieses Kapitel fiihrt in die Thematik und die Ergebnisse der Dissertation ein. Es
beginnt mit einer kurzen informellen Beschreibung fertigungstechnischer Anwendun-
gen fiir die methodischen Konzepte der Dissertation. Bei den fertigungstechnischen
Anwendungen handelt es sich um pfadorientierte, computergesteuerte Prozesse, fiir
die NC-Frésen und roboterbasiertes thermisches Spritzen die wichtigsten Beispiele
fiir diese Arbeit sind. Dann wird die Aufgabe der automatischen Bahnplanung
flir solche Prozesse aus praktischer und konzeptioneller Sicht betrachtet. Es folgen
Ubersichten iiber die wissenschaftlichen Beitrige und die Organisation der Arbeit.
Schliefllich werden Publikationen des Autors aufgefiihrt, die im Zusammenhang mit
der Dissertation stehen.

1.1 Bahnorientiere rechnergesteuerte Fertigung

Bahnorientierte rechnergesteuerte Fertigungssysteme bewegen ein Werkzeug auf einer
Bahn, um ein Werkstiick zu modifizieren. Eine Bahn ist eine kontinuierliche Abfolge
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(a) Tischfrdsmaschine (b) Werkstiick in Bearbeitung

Abbildung 1.1: Tischfrdsmaschine Roland DWX40 (a) und DWX50 (b).

von Werkzeugposen, wobei eine Werkzeugpose insbesondere die Position und die
Orientierung des Werkzeugs angibt. Beispiele fiir Produktionstechnologien, bei denen
bahnorientierte Systeme weit verbreitet sind, sind Spanen, Walzen und Beschichten.
In dieser Arbeit werden grundlegende Konzepte der Bahngenerierung vorgestellt,
die durch das NC-Frésen als Vertreter des Spanens und durch das roboterbasierte
thermische Spritzen als Vertreter des Beschichtens motiviert sind.

Beim Fréasen wird ein rotierender Fréser mit mehreren Schneiden relativ zum
Material eines Werkstiicks bewegt, um seine Oberfliche zu verdndern. Dieser Prozess
wird in der Regel von spezialisierten sogenannten NC-Fréasmaschinen ausgefiihrt
(Abbildung 1.1). ,NC* steht fiir ,Numerical Control (numerische Steuerung)* und
bedeutet, dass die Bewegung auf Basis eines Frasprogramms ausgefiihrt wird, das
von einer Steuerungseinheit der NC-Friasmaschine ausgefiithrt wird.

Beim roboterbasierten thermischen Spritzen wird eine Spritzpistole relativ zu
einer Werkstiickoberfliche bewegt. In der Spritzpistole werden geschmolzene Parti-
kel in Richtung einer vorbereiteten Werkstiickoberflache beschleunigt, auf die sie
mit hoher Geschwindigkeit auftreffen, abflachen und nach Abkiihlung eine diinne
Schicht auf dem Werkstiicksubstrat bilden [FVV+04; Koul5]. Eine wesentliche
Gegebenheit ist, dass die Materialflussrate der Spritzpistole in der Regel konstant ist,
die Spritzrichtung idealerweise senkrecht, der Abstand der Spritzpistole zur Werk-
stiickoberfliche konstant und die Verfahrgeschwindigkeit des Spritzstrahls wegen des
starken Hitzeeintrags auf der Werkstiickoberfliche hoch sein sollte. Das Hauptziel
ist, eine gewiinschte Schichtdicke auf der Werkstiickoberfliche zu erreichen. Beim
roboterbasierten thermischen Spritzen ist die Spritzpistole iiblicherweise am Arm
eines Industrieroboters befestigt (Abbildung 1.2). Der Roboter fiihrt die erforderliche
Bewegung der Spritzpistole, gesteuert durch ein Roboterprogramm, aus.
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(a) Roboterarm mit montierter Spritzpistole (b) Werkstiick in Bearbeitung

Abbildung 1.2: Beschichten durch thermisches Spritzen mit einem Industrierobo-
ter; entnommen aus [Koul5].

1.2 Bahnreprisentationen

Zentral fiir den Effekt auf das Werkstiick ist das Verhalten des Werkzeugs. Das
Werkzeugverhalten ist gekennzeichnet durch die eingenommenen Posen und die
Einstellungen der fertigungstechnischen Parameter des Werkzeugs wéihrend des
Produktionsprozesses. Die Beschreibung des Ablaufs der Posen des Werkzeugs ist
Gegenstand der Werkzeugpositionsbahn [Koul5]. Die Pose eines Werkzeugs kann bei
den beiden genannten Produktionstechnologien durch die Position und Orientierung
eines Werkzeugreferenzsystems definiert werden, welches starr mit dem Werkzeug
verbunden ist. Ein Werkzeugreferenzsystem besteht im Allgemeinen aus einem
Werkzeugreferenzpunkt, der haufig als Tool Center Point (TCP) bezeichnet wird,
und drei orthonormalen Vektoren am Referenzpunkt. Abbildung 1.4 skizziert die
Gegebenheiten beim Friasen und beim Spritzen. Gezeigt werden jeweils Langsschnitte
durch die rotatorischen Hiillen. Bei Fraswerkzeugen mit kugelférmiger bzw. ellipti-
scher Spitze ist der Kugelmittelpunkt bzw. der Mittelpunkt des Ellipsoids und beim
thermischen Spritzen der Punkt am Ausgang der Spritzdiise auf der Rotationsachse
des Spritzkegels eine natiirliche Wahl des TCP. Ein Vektor des Referenzsystems
liegt auf der Rotationsachse, die beiden anderen Vektoren in der Ebene senkrecht
zu Rotationsachse.

Eine Werkzeugpositionsbahn kann als eine von einem reellen Parameter abhéngige
stetige Funktion in den Produktraum aus rdumlichen Translationen und Rotationen
definiert werden, die auf das Werkzeugreferenzsystem angewandt werden und so den
Posenverlauf definieren. Wenn der Parameter die Zeit reprasentiert, handelt es sich
um eine kinematische Reprasentation der Werkzeugbahn. Besteht nur Interesse an
der geometrischen Form der Bahn, ist die Parametrisierung irrelevant.
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Bei der rechnergestiitzten Fertigung wird das Werkzeug von einem rechnergesteu-
erten Manipulator gesteuert. Beim NC-Frisen ist dies eine Werkzeugmaschine, beim
roboterbasierten Spritzen in der Regel ein Industrieroboter. Wenn das Werkzeug
starr mit dem Manipulator verbunden ist, bspw. mit einer Roboterhand, ergeben
sich die Posen des Werkzeugs unmittelbar aus den Posen des Manipulators. Die
Pose des Manipulators wird durch Steuerparameter, wie etwa die Gelenkwinkel
eines Roboterarms, bestimmt. Auf dieser Grundlage kann eine Manipulatorbahn
analog zur Werkzeugbahn als von einem reellen Parameter abhangige Funktion in
den Steuerparameterraum des Manipulators definiert werden.

1.3 Bahnplanung und Bahnsimulation

Die Rechnerunterstiitzung bei der Realisierung von bahngefiithrten Produktionspro-
zessen konzentriert sich auf zwei Aspekte, die Bahnplanung und die Bahnsimulation.

1.3.1 Bahnplanung

Die Eingabe einer allgemeinen Bahnplanungsaufgabe ist eine Konfiguration bestehend
aus einem rechnergesteuerten Manipulator, einem am Manipulator angebrachten
Werkzeug, einem Startwerkstiick und einer Spezifikation des herzustellenden Ziel-
werkstiicks. Die Aufgabe besteht in der Bereitstellung einer Bahn, die durch den
Manipulator ausfiihrbar ist und das Startwerkstiick in ein Zielwerkstiick uberfiihrt,
das die Spezifikation des herzustellenden Zielwerkstiicks moglichst gut erfiillt.

Im Idealfall ist das Bahnplanungsverfahren in der Lage, fiir eine im Prinzip
beliebige Instanz einer solchen Eingabe eine Bahn zu ermitteln. Eine praktisch
relevante Einschrankung sind Bahnplanungsverfahren, bei denen der Manipulator-
und Werkzeugtyp fest vorgegeben sind und nur das Werkstiick variabel ist.

Idealerweise ist bei der Bahnplanung die physikalische Dynamik des Fertigungssy-
stems, d.h. die auf die Massen des Systems wirkenden Kréfte und dadurch hervorge-
rufene Verformungen, zu beriicksichtigen. Dies schliefit beim Frésen insbesondere die
beim Kontakt zwischen Fraswerkzeug und Werkstiick wirkenden Kréfte ein. Wenn
die dynamischen Effekte gering sind, etwa bei geringer Vorschubgeschwindigkeit beim
Frésen, genligt anstelle einer derartigen physikbasierten Bahnplanung héufig eine
geometrische bzw. kinematische Bahnplanung, welche den ortlichen Bahnverlauf bzw.
zusitzlich Geschwindigkeiten betrifft. Geometrisch/kinematisch geplante Bahnen
koénnen auch als Startlosungen fiir die physikbasierte Bahnplanung durch simulati-
onsbasierte Optimierung dienen. Diese Dissertation ist im Bereich der allgemeinen
geometrisch/kinematischen Bahnplanung angesiedelt.

Aufgrund der Bedeutung der Werkzeugpositionsbahn fiir den Effekt auf das
Werkstiick konzentrieren sich viele Bahnplanungsverfahren auf die Planung von
Werkzeugpositionsbahnen, um dann Manipulationsbahnen zu bestimmen, welche
die ermittelte Werkzeugpositionsbahn realisieren. Mit Methoden der Berechnung
der inversen Kinematik von Manipulatoren besteht die Moglichkeit, Manipulations-
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bahnen zu ermitteln, die die Positionsbahnen ohne Beriicksichtigung der Dynamik
des Manipulators realisiert. Durch die Modellierung und Simulation der Physik
des Fertigungssystems konnen auch dynamikberiicksichtigende Manipulatorbahnen
generiert werden. Hinsichtlich der Eignung der Positionsbahn-konzentrierten Bahn-
planung ist zu beachten, dass durch die Manipulatorbewegung keine Kollisionen
mit Objekten im Arbeitsraum des Manipulators entstehen, die die initial ermittelte
Werkzeugpositionsbahn nicht ausfithrbar machen. Diese Dissertation konzentriert
sich auf die Planung von Werkzeugpositionsbahnen. In Bezug auf Manipulatorbah-
nen beim thermischen Spritzen wird auf die Dissertationen von Kout [Koul5] und
Hegels [Hegl7] verwiesen.

Bei einem Fras- und Beschichtungsprozess sind die Werkzeugposen zu jedem
Zeitpunkt an der aktuellen Oberfliche des Werkstiicks angesiedelt. Dabei kann sich
die Geometrie der Oberfliche des Werkstiicks nur geringfiigig oder aber stark dndern.
Dies fithrt auf zwei Kategorien der geometrischen Auslegung von Planungsaufgaben
von Werkzeugpositionsbahnen, die oberfiichenbasierte und die wvolumenbasierte
Kategorie.

Bei oberflichenbasierten Bahnplanungsaufgaben gibt es eine statische Bezugsfld-
che, beziiglich welcher die komplette Bahnplanung durchgefiihrt werden kann. Diese
Situation tritt speziell dann ein, wenn sich die Startoberfliche und die angestrebte
Zieloberfliche nur geringfiigig unterscheiden. Beim Frésen héngt der Grad des Un-
terschieds vom FEinflussbereich auf der Oberfliche des Frésers ab, der die mogliche
Frastiefe beinflusst. Der Einflussbereich eines Frésers ist das Gebiet seiner Oberfléche,
welches mit Schneiden versehen ist. Beim Beschichten durch thermisches Spritzen
ist die genannte Situation durch die {iblicherweise geringe Schichtdicke, etwa von
auszutragenden Schutzschichten, gegeben. Beim Frasen kann dann die Bahnplanung
auf der Zieloberflaiche und beim Beschichten durch Spritzen auf der Startoberfliche
als Bezugsflache durchgefiihrt werden. Die Langsschnitte in Abbildung 1.3 deuten
die Bezugsfliche in griiner Farbe an.

Bei der oberfldchenbasierten Bahnplanung gibt es fiir eine zuléssige Werkzeugpose
eine werkzeugspezifische Menge an Punkten, an denen das Werkzeug auf eine
Werkstiickoberfliche einwirkt. Die Menge von Punkten wird als Wirkungsbereich
bezeichnet. Bei den Gegebenheiten von Abbildung 1.4 ldsst sich der Wirkungsbereich
beim Frasen und Spritzen iiber einen Bezugsfiichenkontaktpunkt auf der Bezugsflache,
eine Wirkungsrichtung am Kontaktpunkt und einen Wirkungsabstand beschreiben.
Der Werkzeugkontaktpunkt k ist ein Punkt auf der Bezugsflache, an dem sich eine
werkzeugspezifische Wirkung manifestiert oder manifestieren soll. Das Werkzeug
wirkt dabei jedoch im Allgemeinen nicht nur an k selbst, sondern in einer Umgebung
von k, wobei die Wirkung an k ,am stirksten® ist. So sind die Schneidkanten
eines Frésers im Punkt k der Bezugsflaiche am néchsten, und die Anzahl der von
einer Spritzpistole emittierten Partikel, die auf der Startfliche auftreffen, an k
am grofiten, bezogen auf alle Punkte der Umgebung. Die Wirkungsrichtung und
der Wirkungsabstand sind durch die Richtung und die Lénge des Vektors vom
Bezugsflichenkontaktpunkt zum TCP des Werkzeugs festgelegt.
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(a) Kugelfrédser (b) Spritzpistole

Abbildung 1.3: Frisen und Beschichten durch thermisches Spritzen; dargestellt
sind jeweils die Bezugsoberflache (griin), die Startoberfliche beim
Fréasen (Unterabbildung (a), rot) und die beim thermischen Sprit-
zen aus der Wirkung des Werkzeugs resultierende Oberflache nach
wachsender Wirkungsdauer (Unterabbildung (b), rot).

Beim Kugelfrdser ist der Wirkungsabstand des Frésers durch den Abstand
des Einflussbereichs des Frasers, d.h. der Schneidkanten, vom TCP (Fréserradius)
festgelegt. Dagegen kénnten bei der Spritzpistole die emittierten Partikel prinzipiell
auf eine in beliebiger Entfernung zur Spritzdiise liegende und beliebig orientierte
Oberflache auftreffen. Wie bereits erwahnt, gibt es zur Erlangung eines bestméoglichen
Schichtprofils jedoch einen idealen Spritzabstand und Spritzwinkel, welche den
effektiv beschichtbaren Bereich innerhalb des Spritzkegels auf eine Ebene begrenzen,
und deshalb als idealer Wirkungsabstand und ideale Wirkungsrichtung bezeichnet
werden.

Eine Kontaktbahn ist durch eines oder mehrere Kurvensegmente auf der Bezugs-
fliche gegeben, deren Punkte als Kontaktpunkte von Werkzeugposen dienen. Diese
Kurven miissen die Oberfliache so dicht iiberdecken, dass die Wirkungsbereiche ihrer
Kontaktpunkte die Bahnplanungsaufgabe 16sen.

Unter Zuhilfenahme der Kontaktbahn lasst sich die Positionsbahn durch eine
raumliche Kurve reprisentieren, welche die Bewegung des TCP angibt. Die Wirkungs-
richtung und der Wirkungsabstand lassen sich durch Zuordnung der Kontaktpunkte
auf der Kontaktbahn zu den entsprechenden TCP-Positionen auf der Positionsbahn
festlegen. Diese Représentationsform wird bei der oberflichenbasierten Bahnplanung
der Dissertation verwendet.

Bei volumenbasierten Bahnplanungsaufgaben unterscheiden sich das Start- und
Zielwerkstiick so stark, dass eine statische Bezugsflache fiir die Bahnplanung nicht
ausreicht. Dies tritt beim Frésen etwa dann auf, wenn ein Werkstiick aus einem
Rohling, etwa einem Quader, herauszufrasen ist. Die wahrend eines solchen Fraspro-
zesses auftretenden Werkzeugposen iiberdecken das Differenzvolumen zwischen Start-
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(a) Friser mit (b) Fraser mit ellip- (c) Spritzpistole
kugelformiger tischer Spitze
Spitze

Abbildung 1.4: Werkzeugnullpunkt (p), Wirkungsbereich (rot gestrichelte Kurve)
und Wirkungsabstand (r, markiert durch Pfeile)

(a) Spritzpistole (b) Friser mit elliptischer Spitze

Abbildung 1.5: Wirkungsrichtung und Werkzeugkontaktpunkt (k); dargestellt
ist das Werkzeug mit jeweils orthogonaler und um 45° geneigter
Orientierung relativ zur Bezugsoberflache.

und Zielwerkstiick, wihrend die Werkzeugposen bei oberflichenbasierten Bahnpla-
nungsaufgaben eine Fliche iiberdecken. Ein Bahnplanungsansatz besteht in der
Verwendung einer dynamischen Bezugsfliche, welche sich wihrend des Frasprozesses
verdndert. Eine Realisierungsmdoglichkeit dynamischer Bezugsflichen besteht in der
Definition einer Sequenz von statischen Bezugsflichen, wobei deren Abstdnde ent-
sprechend des Einflussbereichs auf der Oberfliche des Frasers so gewéhlt werden,
dass ein sukzessives oberflichenbasiertes Abtragen moglich ist.
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1.3.2 Bahnsimulation

Die Eingabe einer allgemeinen Bahnsimulation sind ein Werkstiick, ein Werkzeug,
ein werkzeugfiithrender Manipulator, ein Modell der fertigungstechnischen Wechsel-
wirkung zwischen Werkzeug und Werkstiick, ein Modell des dynamischen Verhaltens
des fertigungstechnischen Systems sowie eine Manipulatorbahn. Die Ausgabe ist das
aus der Ausfithrung der Bahn resultierende Werkstiick sowie eventuell Information
iiber die Wirkung der Ausfithrung der Manipulatorbahn auf das Werkstiick, das
Werkzeug und den Manipulator.

Wesentliche Einsatzgebiete von Bahnsimulationen sind die Verifikation der
Brauchbarkeit der Bahnen und die simulationsbasierte Bahnplanung. Analog zur
Bahnplanung kann sich die Bahnsimulation auf geometrisch/kinematische Aspekte
von Werkzeugpositionsbahnen beschréanken. Solche Bahnsimulationen zielen etwa
auf die Simulation umfangreicherer Bahnen, etwa fiir den gesamten Fertigungspro-
zess, ab, wohingegen sich die allgemeine Bahnsimulation unter Beriicksichtigung
aller Aspekte aufgrund des hohen Rechenaufwandes eher auf lokale Situationen
beschréinken muss.

Bei der geometrisch/kinematischen Simulation von Positionsbahnen fir das
Frasen und das thermische Spritzen liegt der Schwerpunkt auf der Veranderung der
Werkstiickoberflache. Fiir die Bahnsimulation des thermischen Spritzens, die nicht
Gegenstand dieser Arbeit ist, wird auf die Dissertationen von Wiederkehr [Wiel5]
und Hegels [Hegl7] verwiesen, die neben entsprechenden Originalverfahren auch
Ubersichten verwandter Arbeiten enthalten.

1.3.3 Forschungsfragen

Das Frisen ist in Bezug auf die automatische rechnerunterstiitzte geometrisch /ki-
nematische Bahnplanung und Simulation aus Sicht der Forschung bereits gut er-
schlossen. Der Schwerpunkt existierender Arbeiten liegt dabei iiberwiegend auf
oberflichenbasierten Bahnplanungsverfahren. Forschungsbedarf besteht insbesonde-
re noch bei der automatisierten physikbasierten Bahnplanung und der rechnerisch
effizienten, geometrisch prizisen Simulation des Frdsvorgangs fir komplexer geformte
Freiformflachen. Ferner wurde der automatischen volumenbasierten Bahnplanung
wenig Aufmerksamkeit geschenkt. Ein Beispiel fiir komplexer geformte Freiformfla-
chen sind Zahnkronen und Zahnbriicken, die als wesentliche Fallstudie fiir die in der
Dissertation behandelten Fragestellungen und Verfahren zum Frésen dienen, siche
Abbildung 1.6.

Bei der automatisierten rechnerunterstiitzten Bahnplanung fiir das roboterbasier-
te Beschichten durch thermisches Spritzen wurden in den letzten Jahren Fortschritte
erzielt. Weiter verbreitete auftragende Prozesse, insbesondere das Lackieren, haben
jedoch mehr Interesse gefunden. Bahnplanungssysteme hierfiir iibernehmen héufig
Ansétze aus dem Bereich des Friasens, was beim thermischen Spritzen fiir komple-
xer geformte Freiformflichen haufig nicht mehr moglich ist. Der Grund sind die
hohen Verfahrgeschwindigkeiten auf der Werkstiickoberflache, welche aufgrund des
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Abbildung 1.6: Gefriaste Zahnkronen und Zahnbriicken.

hohen Wérmeeintrags erforderlich und von einem ausladenden Manipulatorsystem
zu erbringen sind. Hier gilt es, bei Fldchen mit variierendem Krimmungsverhalten
Positionsbahnen zu vermeiden, welche extreme, vom Manipulator nicht mehr reali-
siterbare Bewegungsdinderungen aufweisen. Dieses Problem wird in der Dissertation
aufgegriffen.

Zu einer detaillierten Darstellung des Standes der Wissenschaft und der Ein-
ordnung der Dissertation wird auf entsprechende Darstellungen von Kapitel 4 fir
die Bahnplanung allgemein, Kapitel 5 fiir die oberflichenbasierte Bahnplanung,
Kapitel 6 fiir die volumenbasierte Bahnplanung beim Frésen und Kapitel 7 fiir die
Frassimulation verwiesen.

1.4 Implizite Methoden

Der Schwerpunkt des methodischen Vorgehens der Dissertation beruht auf dem
Konzept der Niveaumengen in Skalarfeldern, auch Level-Sets genannt, als Losungsme-
thode. Ein (statisches) Skalarfeld ist eine stetige skalarwertige Funktion ¢ : M — R,
die jedem Punkt des Definitionsbereichs M einen reellen Wert zuordnet. Relevante
Beispiele fiir M sind kompakte Teilmengen des dreidimensionalen Raums oder kom-
pakte Gebiete auf Oberflichen im dreidimensionalen Raum. Eine Niveaumenge S(c)
besteht aus der Menge aller Punkte x € M, die von ¢ auf den gleichen Funktions-
wert ¢ € R abgebildet werden, d.h. S(c) = {x € M|¢(x) = ¢}. Im dreidimensionalen
Raum koénnen auf diese Weise Oberflichen und auf Oberflichen Kurven implizit
reprasentiert werden.

Von besonderer Bedeutung fiir die Dissertation sind Distanzfelder. Ein Distanzfeld
ist ein Skalarfeld, das jedem Punkt x € M seinen kleinsten Abstand zu einer
vorgegebenen Menge B c M, der Nullmenge, unter Verwendung eines in M giiltigen
Abstandsbegriffs zuweist. Fiir den Fall von Distanzfeldern im dreidimensionalen
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Raum ist die Nullmenge als Flache und fiir den Fall von Distanzfeldern auf Fléchen als
Flachenkurve eine natiirliche Wahl. Ist hierbei die Nullmenge geschlossen, unterteilt
sie den Definitionsbereich in jeweils einen Bereich innerhalb (M_) und auflerhalb
(M,) der Nullmenge, mit M = M, u M_u B. In diesem Fall wird ¢ (x) zu einer
vorzeichenbehafteten Distanz erweitert, die positiv fir x € M, und negativ fir
x € M_ ist. Ein Beispiel ist die Definition von M als der dreidimensionale Raum und
B als Rand eines dreidimensionalen Korpers, bspw. eines Quaders. Die Vorzeichen
der Distanzen im Innern des Korpers seien negativ und im Auferen positiv. Eine
Niveaumenge (Level-Set) eines Distanzfeldes besteht aus der Menge aller Punkte, die
einen gemeinsamen Distanzwert haben. Die Niveaumengen mit positiven Distanzwert
umgeben den Korper mit wachsendem Distanzwert zwiebelschalenférmig und die
negativen Niveaumengen bilden entsprechend zunehmend geschrumpfte Varianten
des Randes mit fallendem Distanzwert.

Die Niitzlichkeit dieser Konzepte fir die Bahnplanung ergibt sich durch das
Auftreten von Expansionen oder Schrumpfungen in verschiedenen Bereichen:

Bereich A. Mianderformige oder spiralférmige Kontaktbahnen: Diese
beim oberflichennahen Fréasen weit verbreiteten Bahnformen koénnen
ndherungsweise als Scharen leicht gegeneinander versetzter Kurven bzw.
geschachtelter Kurven angesehen werden (Abbildung 5.2). Durch Verwendung
einer der Scharkurven als Nullkurve eines Distanzfeldes auf der Oberflache
lassen sich weitere Scharkurven als Niveaumengen zu einer Folge monoton
wachsender bzw. fallender Distanzwerte generieren.

Bereich B. Beziehung zwischen Kontaktbahn und Positionsbahn: Beim
Frésen mit einem kugelférmigen Werkzeug, dessen TCP der Kugelmittelpunkt
ist, liegt die Positionsbahn einer Kontaktbahn auf der Niveaumenge des
Distanzfeldes der Bezugsoberfliche mit dem Kugelradius als Distanzwert.
Mengen dieser Art werden im Folgenden als Offset-Fldchen bezeichnet. Fiir
stetig differenzierbare Bezugsoberflichen, welche an jedem Punkt eine in
Wirkungsrichtung zeigende Normale haben, lasst sich eine verwandte Flache
durch die Menge aller Punkte definieren, die sich durch Verschieben der
Oberflichenpunkte langs der Normalen um einen konstanten Wert ergeben.
Eine solche Fliache wird im Folgenden als Normalen-Offset-Fliche bezeichnet.
Im Fall des Kugelfridsens unterscheiden sich diese beiden Fléchenarten an
den Punkten der Bezugsoberfliche, an welchen sich die Friaskugel nicht
ohne Kollision beriihrend an die Bezugsoberfliche platzieren lésst. Dies ist
anschaulich an Stellen der Fall, an denen die Kriimmung der Bezugsoberfliche
starker als die Krimmung der Kugel ist. Normalen-Offset-Flédchen sind als
Positionsflachen fir den TCP beim Beschichten durch thermisches Spritzen
mit idealer Wirkungsrichtung und -abstand von Interesse, d.h. kolinearem
Spritzstrahl zur Oberflichennormalen des Kontaktpunkts und konstantem
Abstand zwischen Spritzwerkzeug und Kontaktpunkt.
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Bereich C. Schichtweises Abtragen beim volumenbasierten Friasen:
Beim volumenbasierten Frasen ist der Unterschied zwischen Startwerkstiick
und Zielwerkstiick so grof3, dass eine Bahn, die sich an der Oberflache des
Zielwerkstiicks orientiert, den notwendigen Abtrag nicht mehr zulésst. Eine
Moglichkeit sind mehrere, versetzte Uberginge des Friswerkzeugs, die jeweils
von der aktuellen Werkstiickoberfliche aus dem letzten ausgefiihrten Ubergang
abhingen. Daraus ergibt sich eine Folge von geschachtelten Oberflaichen. Mit
der Oberfliche des Startwerkstiicks bzw. der Oberflache des Zielwerkstiicks
als Nullmenge lassen sich rdumlich geschachtelte Offset-Flachen generieren,
die, eventuell mit Modifikationen, fiir das volumenbasierte Frasen durch
schichtweises Abtragen geeignet sind.

Distanzfelder sind stetig, aber im Allgemeinen nicht tiberall stetig differenzierbar.
Bei den nicht differenzierbaren Orten handelt es sich um die sogenannte Medialach-
se der generierenden Nullmenge B des Distanzfelds. Die Medialachse von B lésst
sich als die Menge aller Punkte des Definitionsbereichs M definieren, die mehrere
néichstgelegene Punkte mit gleichem Abstand in B besitzen, oder anders ausge-
driickt zu mehr als einem Punkt in B kleinsten Abstand haben. Ein kugelférmiges
Fraswerkzeug, dessen TCP sich auf der Medialachse einer Werkstiickoberfliche im
Raum befindet, hat mindestens zwei Kontaktpunkte mit der Oberfliche. Zwischen
den Kontaktpunkten kann es Oberflichenpunkte geben, die aufgrund zu starker
Krimmung der Flache nicht durch das Fraswerkzeug erreichbar sind. Anhand der
Medialachse kénnen solche Fléchenbereiche fiir ein Fraswerkzeug mit gegebenem
Radius ermittelt werden. Dies ist ein Beispiel fir die Niitzlichkeit der Medialachse
zur Analyse von Werkstiickoberflichen in Bezug auf die Fertigbarkeit.

Die Darstellung von Kurven und Flachen als Niveaumengen von Skalarfeldern
wird auch als implizite oder Level-Set-Darstellung von Kurven und Fldchen bezeich-
net. Die Dissertation setzt implizite Darstellungen zur Losung von Aufgaben im
Zusammenhang mit der Bahnplanung und Bahnsimulation, insbesondere in den
oben genannten Bereichen B und C, extensiv ein. Ein besonderes Merkmal ist die
Berticksichtigung struktureller Eigenschaften iiber das Heranziehen der Medialachse.
Bereich A wurde in Kapitel 4 der Dissertation von Kout [Koul5] griindlich auf diese
Weise behandelt.

Das Kapitel 2 der Dissertation stellt die entsprechenden mathematischen Konzep-
te zusammen. Dies schlieft Datenstrukturen und Algorithmen fiir deren Anwendung
ein, bei denen besonders auf Berechnungseffizienz geachtet wird und auf deren
Grundlage die in der Dissertation préasentierten Verfahren implementiert wurden.

1.5 Bearbeitete Problemstellungen und Resultate

Die folgende Darstellung gliedert sich in vier Unterkapitel, welche sich mit den
Themen ,,Oberflichenbasierte Positionsbahnplanung®, , Implizite Bahnplanung fiir
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raumbasiertes Frasen“ und ,Implizite Simulation des Materialabtrags beim Frisen*
und ,Implementierung der Verfahren“ befassen.

1.5.1 Oberflichenbasierte Bahnplanung

Die Beitrage zur oberflichenbasierten Bahnplanung betreffen die Planung von Posi-
tionsbahnen fiir das thermische Spritzen, welche sich bei Fldchen mit variierendem
Krimmungsverhalten ddmpfend auf das Bewegungsverhalten auswirken und sich an
den fertigungstechnisch idealen Bedingungen orientieren (Unterabschnitt 1.3.3). Der
Schwerpunkt liegt dabei auf neuartigen Verfahren zur Ermittlung von Positionsbah-
nen aus Kontaktbahnen.

Wie im Bereich B von Kapitel 1.4 skizziert, sind die Positionskurven beim ther-
mischen Spritzen aus fertigungstechnischen Griinden idealerweise auf der Normalen-
Offset-Flache angesiedelt. Die Normalen-Offset-Flache kann an Stellen mit starkerer
konkaver Kriimmung bei groflerem Offset, wie er beim thermischen Spritzen auf-
tritt, ein sehr unausgeglichenes Verhalten aufweisen, welches sich nachteilig auf die
Realisierbarkeit der Bewegung der Positionskurven auswirkt. Eine zentrale Idee der
Dissertation zur Minderung des Problems besteht in einem Ansatz zur Konstruktion
von Positionsbahnen fiir Kontaktbahnen, wobei die Positionsbahnen auf Offset-
Fléchen anstelle von Normalen-Offset-Fliachen liegen. Dies ist dadurch motiviert,
dass Offset-Fliachen ein ausgeglichenes Verhalten ausweisen. Anschaulich wird dies
dadurch deutlich, dass Offset-Flachen die Ortsfliche der Mittelpunkte aller Kugeln
eines festen Radius sind, welche die gegebene Fliche beriihren. Positionsbahnen, die
auf Offset-Flachen liegen, konnen damit ein geometrisch ruhigeres Verhalten erwarten
lassen. Allerdings geht die fertigungstechnisch ideale Werkzeugpose dadurch verlo-
ren, d.h. die ,wirkungsgiinstigen“ Positionskurven werden durch ,dynamikgiinstige*
Positionskurven ersetzt. Das Ziel ist, giinstige Kompromisse zu finden.

Normalkurven
Der erwéihnte Ansatz zur Konstruktion von Positionsbahnen fiir Kontaktbahnen
ersetzt die Verschiebung der Punkte der Kontaktbahnen langs ihres Normalenvektors
durch die Verschiebung ldngs einer sogenannten Normalkurve. Die Normalkurve
eines Punktes p einer gegebenen stetig differenzierbaren Bezugsoberfliche 7 ist die
Ortskurve des zu p néchstgelegenen Punkts o € O auf allen Offset-Flachen O von
Z. Die Normalkurve verlauft ausgehend von p zunéchst ldngs der Normalen an p,
bis sie eventuell auf die Medialachse trifft, innerhalb welcher sie dann weitergeht.
Die Offset-Flédche von Z mit Abstand d ist die Menge aller Endpunkte von auf Z
startenden Normalkurvensegmenten der Lange d, die mit der Medialachse héchstens
ihren Endpunkt gemeinsam haben. Abbildung 1.7b und 1.7c zeigen zwei Offset-
Flachen und Positionskurven zu der Bezugsoberfliche und der Kontaktkurve aus
Abbildung 1.7a zusammen mit korrespondierenden Normalkurven.

Die Dissertation gibt explizite und implizite numerische Verfahren zur nahe-
rungsweisen Berechnung von Normalkurven an (Abschnitt 3.1).
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Kriimmungskritische Oberflichengebiete und Kammlinien

Diejenigen Punkte auf einer Bezugsoberfliche Z, deren Normalkurve entsprechend
des oben genannten Kriteriums keinen Punkt auf einer gegebenen Offset-Fléche
von Z erreicht, definieren das sogenannte Einflussgebiet der Medialachse fiir diese
Offset-Fléache. Abbildung 1.7d und 1.7e zeigen die Normalkurven einer Menge von
dicht liegenden Punkten auf der Bezugsoberfliche sowie die Einschrinkung auf
die Normalkurven des Einflussgebiets der Medialachse. Auf dem Einflussgebiet der
Medialachse unterscheiden sich die Normalen-Offset-Fléache und die Offset-Flédche
und es wird daher als krimmungskritisches Oberflichengebiet beziiglich des Offsets
der Flache angesehen. Die Kenntnis des Einflussgebiets der Medialachse bei der
Bahnplanung kann helfen, starke Unterschiede beziiglich der Léngen von Kontakt-
bahn und Positionsbahn etwa durch die Anpassung der Wirkungsrichtung und des
Wirkungsabstands zu mindern. Verfahren dieser Art werden in der Dissertation
angegeben (s.u.).

Zur naherungsweisen Berechnung von Einflussgebieten werden Verfahren ange-
geben, welche die besondere Eigenschaft aufweisen, nur auf Normalkurven, ohne
explizite Verwendung der Medialachse, zu beruhen (Abschnitt 3.2).

Eines der Verfahren basiert auf der Beobachtung, dass ein Punkt p der Bezugs-
oberfliche Z genau dann im Einflussbereich der Medialachse fiir eine Offset-Fliche
liegt, wenn der Abstand zwischen p und dem Schnittpunkt q der Normalkurve von
p mit der Offset-Fliche (, Abstandsabweichung“) groBer als der kleinste Abstand
zwischen q und Z oder der Winkel zwischen dem Vektor q — p und der Normale von
p (,, Winkelabweichung®) nicht Null ist. Diejenigen Punkte von Z, die im Einflussbe-
reich der Medialachse einer Offset-Fldche liegen und Winkelabweichung Null haben,
liegen auf der Kammlinie von Z; Kammlinien sind Kurven auf einer Oberfliache, die
aus Punkten bestehen, an denen der Betrag der Hauptkrimmung ldngs einer Kriim-
mungslinie maximal ist. Dies ergibt sich aus der Charakterisierung von Kammlinien
als senkrechte Projektion des Randes der Medialachse auf die Bezugsoberfliche. Ba-
sierend auf dieser Beobachtung wird ein Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung
von Kammlinien auf Oberflichen angegeben (Unterabschnitt 3.3.2).

Abbildung 1.7e zeigt die Normalkurven aus Abbildung 1.7d, fiir welche die
Abstandsabweichung nicht Null ist. Fiir die Normalkurven in Abbildung 1.7f ist
zusatzlich die Winkelabweichung der dargestellten Normalkurven gleich Null, woraus
sich die Kammlinie ergibt.

Kammlinien treten insbesondere an Kanten von Oberflaichen auf. Beim thermi-
schen Beschichten kann ein schriages Durchqueren eines Tals durch eine Kontaktkurve,
d.h. nicht parallel zu konkaven Kammlinien, einen schleifenférmigen Verlauf der
Werkzeugbahn mit eventuell unzulissig hohen Beschleunigungen hervorrufen, sobald
der Spritzabstand den kleinsten Kriimmungsradius der Kontaktbahn tiberschreitet.
Kammlinien sind auch fiir das Frisen relevant, da ein schriges Uberfahren einer
Kante zu deren Ausfransung aufgrund von unkontrolliert wegbrechendem Material
fiihren kann.
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Offset-Positionsbahn einer Kontaktbahn

Eine Offset-Positionsbahn einer gegebenen Kontaktbahn ergibt sich als Abbildung der
Kontaktbahn auf eine gewiinschte Offset-Flache, wobei die Punkte der Kontaktbahn
auf den ersten Schnittpunkt der dort startenden Normalkurve mit der Offset-Fléche
abgebildet werden. Aus geometrischer Sicht ergibt sich die Offset-Positionsbahn als
Schnittmenge zwischen der Normalfliche der Kontaktbahn und der Offset-Fléche.
Die Normalfiiche einer Kontaktbahn besteht aus den Punkten aller Normalkur-
ven, die auf der Kontaktbahn starten. Abbildung 1.7g zeigt eine Bezugsoberfliche
(hellgrau opak), eine Offset-Flache (griin transparent), eine Kontaktbahn (blaue
Kurve) mit entsprechender Normalfliche (rot transparent) sowie die Positionsbahn
(weile Kurve) als Schnittmenge aus Offset- und Normalfliche sowie eine Auflenhiille
(grau transparent), welche bei der spanenden Fertigung den durch einen Fréaser vom
Material freizulegenden Bereich eines Rohlings begrenzt. Basierend auf der geome-
trischen Sicht werden abhéngig von der Reprasentationsform der Kontaktbahnen
auf der Bezugsoberfliche Verfahren zur Berechung von Offset-Positionsbahnen einer
gegebenen Kontaktbahn in einer expliziten und impliziten Variante présentiert.

In der expliziten Variante sind die Kontaktbahnen auf der Bezugsoberfliche
durch explizit reprasentierte Kurven gegeben. Die einer Kontaktbahn zugeordnete
Normalfliche ergibt sich durch Interpolation von Normalkurven zu Abtastpunkten
der Kontaktbahn (Abschnitt 5.3).

Bei der impliziten Variante sind die Kontaktbahnen durch ein Distanzfeld auf der
Bezugsoberflache gegeben (siehe Bereich A in Abschnitt 1.4). Es wird ein Verfahren
zur ndherungsweisen Generierung von Offset-Positionsbahnen als Schnittmenge von
Niveauflichen aus zwei Skalarfeldern angegeben, welche die Bahnabschnitte normal
bzw. tangential zur Bezugsoberfliche lokalisieren (Abschnitt 5.4). Die normale
Lokalisierung geschieht durch das rdumliche Distanzfeld der gegebenen Oberflache.
Zur tangentialen Lokalisierung wird ein neues Skalarfeld, das Fxtrusionsskalarfeld,
eingefiihrt, das durch Verschiebung der Werte des Oberflichendistanzfeldes in den
Raum léngs der Normalkurven entsteht. Auf diese Weise lassen sich konzeptionell alle
zur Bahngenerierung erforderlichen Informationen unabhéngig vom Bahnabstand
und Offset innerhalb dieser beiden Skalarfelder kodieren. Aus diesen kénnen dann,
ohne erneuten Berechnungsaufwand oder Vorgabe der Bezugsoberfliche, Bahnen
mit unterschiedlichem Bahnabstand und Offset generiert werden, je nach Abtastung
der Distanzwerte der einzelnen Komponenten.

Abbildung 1.7h und 1.7i zeigen mit der impliziten bzw. expliziten Methode
berechnete Normalflachen fiir vier beispielhafte Kontaktbahnen (blaue Kurven)
auf einer Zahnkrone (graue Fldche). Die weiflen Kurven markieren resultierende
Positionsbahnen.

Uberblendung von Normalen-Offset- und Offset-Positionsbahn einer Kon-
taktbahn

Die Uberblendung der Normalen-Offset- und der Offset-Positionsbahn einer Kontakt-
bahn ergibt sich durch Interpolation der den Punkten p der Kontaktbahn entspre-
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chenden Punkte w(p) der Normalen-Offset-Bahn und o(p) der Offset-Positionsbahn
durch eine Kurve q(w(p),o(p), ), A € [0,1], d.h. q(w(p),o(p),0) = w(p) und
a(w(p),o(p),1) = o(p). Die Kurve wird als Werkzeugpositionskurve des Kon-
taktbahnpunkts und die Vereinigung der Werkzeugpositionskurven iiber alle Kon-
taktbahnpunkte als Werkzeugpositionsfiiche der Kontaktbahn bezeichnet. Die -
Parameterlinien fiir konstante Werte von A definieren dann Kompromissbahnen
zwischen der wirkungsgiinstigen Normalen-Offset-Bahn und der dynamikgiinstigen
Offset-Positionsbahn. Durch geeignet definierte Parameterfunktionen \(p), p auf
der Kontaktbahn, lassen sich Positionsbahnen mit vorgegebener konstanter Win-
kelabweichung bzw. Abstandsabweichungen erzielen. Abbildung 1.8a visualisiert
die Werkzeugpositionsflache einer Kontaktbahn (blaue Kurve) auf einer kugelformi-
gen Bezugsoberflache (grau) als Fldchennetz. Der Offset-Abstand ist der 2.5-fache
Kugelradius. Abbildung 1.8b zeigt zwei Werkzeugpositionsflichen unterschiedli-
chen Offset-Abstands einer Kontaktbahn (blauen Kurve) auf einer ellipsoidférmigen
Bezugsoberflache (grau) als Fliachennetze. Die Oberflachenférbung beider Abbil-
dungen kodiert jeweils die Abweichung des Wirkungswinkels von der Normale von
0 Grad (rot) bis 56 Grad an der Spitze (blau). Die Kurven auf den Werkzeugposi-
tionsflichen repriasentieren Kompromissbahnen mit konstanter Winkelabweichung.
Abbildung 1.8c stellt die Werkzeugpositionsfliche fiir eine wellenférmige Bezugso-
berfliche mitsamt Isokonturen des Interpolationsparameters dar. Die detaillierte
Ausarbeitung dieses neuartigen Konzepts ist Gegenstand von Abschnitt 5.5.

Offset-Positionsbahnen fiir das thermische Spritzen haben die Figenschaft, prak-
tisch keine Kollisionen zwischen dem Spritzkegel und dem Werkstiick aulerhalb des
Wirkungsgebiets aufzuweisen, was fiir Normalen-Offset-Positionsbahnen nicht der
Fall zu sein braucht. Durch das Konzept der iiberblendeten Kompromissbahnen
besteht die Moglichkeit, Normalen-Offset-Positionsbahnen in Richtung der Kolli-
sionsfreiheit zu verdndern. Hierfiir wird ein Verfahren skizziert. Abbildung 1.8d
zeigt Werkzeugbahnen fiir einen Kontaktbahnabschnitt auf einer beckenférmigen
Tiefziehform. W1 ist die Normal-Offset-Positionsbahn. W2 umfasst lokale Abwei-
chungen von der idealen Werkzeugposition zur Kollisionsvermeidung. W3 beinhaltet
zusétzlich globale Abweichungen von der idealen Werkzeugposition zur Ddmpfung
der Dynamik. W4 ist die néchstgelegene Positionsbahn auf der Offset-Fléche. Die
Wirkung von W4 auf die Flache ist in Abbildung 1.8e dargestellt.

Relaxierte Offset-Positionsbahnen einer Kontaktbahn
Offset-Positionsbahnen gliedern sich in bewegungsdominante und schwenkdominante
Abschnitte (siche bspw. Abbildung 5.8c), wodurch an den Ubergangsstellen ein
Beschleunigungs- bzw. Abbremsvorgang beziiglich der Bewegung oder des Schwenks
erforderlich ist. Es wird ein Verfahren zur weiteren Relaxation der normalenbezogenen
Ausrichtung angegeben (Abschnitt 5.6). Es berechnet Offset-Bahnen zu einer grofieren
als der erforderlichen Distanz und projiziert diese dann auf die korrekte Offset-
Fliche. Diese Vorgehensweise bewirkt eine Uberblendung zwischen benachbarten
Ausschnitten unterschiedlicher Charakteristik.
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1.5.2 Implizite Bahnplanung fiir raumbasiertes Frasen

Es werden Varianten eines neuartigen, vollstdndig auf impliziter Repréasentation
basierenden Bahnplanungsverfahrens zum Freilegen eines Zielkorpers (Zielwerkstiick)
durch dreiachsiges Frisen présentiert, der Teilmenge eines gegebenen Korpers (Roh-
lings) ist (Kapitel 6). Das Verfahren wurde speziell vor dem Hintergrund das Frésens
von Zahnkronen, Briicken oder Inlays entworfen. Fiir solche dentalen Werkstiicke
gibt es Blickrichtungen, so dass die Werkstiickoberfliche aus einer solchen Blickrich-
tung und der dazu entgegengesetzten Richtung im Wesentlichen insgesamt komplett
einsehbar ist. Durch iterative Anwendung des Verfahrens aus weiteren Richtungen
kénnen auch komplexere, nicht hinterschnittfreie Werkstiicke freigelegt werden.

Das Verfahren gliedert sich in einen geometrischen und einen kombinatorischen
Bahnplanungsteil. Die geometrische Bahnplanung verwendet eine Schar paralleler
Zustellebenen senkrecht zur Fraswerkzeugausrichtung, beziiglich denen nacheinander
abgetragen wird. Auf den Zustellflichen ergeben sich dann iiberdeckende Bahn-
abschnitte, ausgehend von impliziten Reprasentationen in Distanzfeldern, die von
der Sichtbarkeitshiille einer Offset-Fléche des Werkstiicks und von einer dufleren
Hiillfliche, etwa der Oberfliche des Rohlings, induziert werden (Abbildung 1.7j, 1.7k).
Die Sichtbarkeitshiille ist durch die Zustellrichtung und die Gréfle des Offsets der
Offset-Flache durch die Grofle des kugelférmigen Werkzeugs festgelegt. Ein be-
sonderer Beitrag besteht in neuartigen Ansétzen zur Vermeidung von Kollisionen
zwischen dem Werkzeug und dem aktuellen Werkstiick, die die Generierung offe-
ner Eingriffsbahnsegmente umgeht, die eine Neuzustellung des Werkzeugs bei der
Verbindung von Eingriffsbahnsegmenten erschweren wiirden. Die kombinatorische
Bahnplanung skizziert Vorgehensweisen bei der Ermittlung von Reihenfolgekriterien
fiir die resultierenden Bahnabschnitte, anhand derer sie dann mit einer spezifischen
Heuristik zu einer moglichst kurzen Bahn verkettet werden kénnen.

1.5.3 Implizite Simulation des Materialabtrags beim Frasen

Es wird ein Verfahren angegeben, das fiir ein gegebenes volumetrisches Werkstiick
und eine gegebene fiinfachsige Positionsbahn eines Friaswerkzeugs den Abtrag sowie
die resultierende Form des Werkstiicks berechnet, die sich durch Abfahren der Bahn
am Werkstiick ergeben (Kapitel 7). Dabei sind das Werkstiick und das Werkzeug
durch vorzeichenbehaftete Skalarfelder implizit représentiert. Aus der Verwendung
vorzeichenbehafteter Distanzen resultiert eine im Vergleich zu Vefahren, die auf
booleschen Voxeln basieren, iiberlegene Approximationsqualitidt der Materialoberfla-
che, da Konturen stetig interpoliert anstatt stiickweise konstant sind. Ferner ergibt
sich eine héhere Approximationsqualitdt und Effizienz im Vergleich zu Verfahren,
die Fréaserposen liangs der Bahn diskret abtasten. Die Bahn ist durch eine Folge von
Stiitzstellen gegeben, welche durch Bahnsegmente interpoliert werden. Der Kern des
Verfahrens ist die Ermittlung einer Werkzeugpose auf den Bahnsegmenten, zu der
ein gegebener Raumpunkt den kleinsten Abstand hat, wofiir ein schnelles iteratives
Losungsverfahren angegeben wird, welches, anders als bei anderen bekannten implizi-
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ten Losungen, auch fiir nicht kugelformige Fraswerkzeuge arbeitet (Abbildung 1.8f).
Die Oberflachen des abgetragenen Volumens und der neuen Form des Werkstiicks
ergeben sich als Level-Sets der Skalarfeldrepriasentation (siehe Abbildung 1.8g fiir
das abgetragene Volumen).

1.5.4 Implementierung der Verfahren

Die Verfahren wurden im Rahmen einer CAM-Software namens AnyCAM des Autors
der Dissertation implementiert. Der Anwendungshintergrund war die vollautoma-
tische spanende Fertigung dentaler Modelle mittels Tischfrasmaschinen. AnyCAM
ist Bestandteil eines Softwareprodukts, welches sich, vertrieben durch eine externe
Firma, in ausgewahlten Zahnarztpraxen und Dentallaboren zur Fertigung von Zah-
nersatz im Einsatz befindet. Spéter wurde AnyCAM im Rahmen eines IGF-Projekts
zur Entwicklung eines Softwaretools zur automatisierten Bahnerzeugung, Bewegungs-
optimierung und Schichtbildungssimulation beim robotergestiitzten thermischen
Spritzen um ein Modul zur Unterstiitzung der Bahnplanung fir das thermische
Spritzen erweitert. AnyCAM demonstriert die praktische Brauchbarkeit der Verfah-
ren der Dissertation. Die in der Arbeit gezeigten Abbildungen von Resultaten der
Verfahren wurden mit AnyCAM generiert.

1.6 Gliederung

Kapitel 2 ist den Grundlagen der impliziten Darstellung gewidmet. Kapitel 3 be-
fasst sich mit der Berechnung von Normalkurven und, davon ausgehend, der me-
dialachsenbasierten Kriimmungsanalyse. Kapitel 4 prasentiert die Grundlagen des
Bahnplanungsansatzes der Dissertation. Kapitel 5 behandelt die oberflachenbasierte
Bahnplanung mit dem Verfahren der Zuordnung von Positionsbahnen zu implizit
definierten Oberflichenbahnen sowie die Ansétze zur Relaxation der idealen senk-
rechten Ausrichtung des Werkzeugs zur Fldche. Kapitel 6 greift die raumbasierte
Bahnplanung mit dem Schwerpunkt auf dem Verfahren zur Freistellung von Werk-
stiicken durch Friasen auf. Kapitel 7 priasentiert das Verfahren zur Simulation des
Materialabtrags. Kapitel 8 gibt ausgehend von den Resultaten der Arbeit einen
Ausblick auf interessante Problemstellungen fiir die zukiinftige Forschung.

1.7 Publikationen

Einen rudimentéren Einblick in die spanende Fertigung dentaler Modelle fiir eine
fachfremde Zielgruppe, mitsamt Vorstellung der verwendeten frithen Ansétze zur
Frasbahngenerierung und Simulation, erfolgt in [GWR12a; GWR12b].

Eine detailliertere Dokumentation verfolgter Ansétze zur Generierung und Si-
mulation von Frasbahnen fiir dentale Modelle liefert [GW13]. Insbesondere erfolgt
darin die erstmalige Vorstellung der impliziten Darstellung von Schnittvolumen im
Rahmen der Simulation des Materialabtrags von Kapitel 7.
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(d) (e) (f)

(8)

) (k)

Abbildung 1.7: Visualisierung ausgewéhlter Herangehensweisen und Resultate.
Erlduterung im Text.
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¢y ()

Abbildung 1.8: Visualisierung ausgewéahlter Herangehensweisen und Resultate.
Erlduterung im Text.
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Die erstmalige Erprobung der in Kapitel 5 vorgeschlagenen dynamikgiinstigen
Werkzeugpositionierungsstrategie erfolgt in [T'SZ+18], in Verbindung mit einer evo-
lutionsbasierten Kontaktbahnplanungsstrategie fiir das robotergestiitzte thermische
Spritzen geméf [Hegl7].

Eine Erprobung der dynamikgiinstigen Werkzeugpositionierungsstrategie im Rah-
men einer Optimierung vorhandener Werkzeugbahnen fiir das thermische Spritzen
erfolgt in [TSZ+19].

Des weiteren wurde der zur Bahnglittung vorgeschlagene Ansatz der Aktiven
Konturen in einem anderen Kontext zur Signalextraktion aus Sensordaten erprobt
[GWM+10; GWMO09].
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Implizite Darstellung bezeichnet die Représentation geometrischer Objekte wie
Kurven und Flachen als Nullstellenmenge oder, allgemeiner, als Niveaumenge (Level
Set) von Skalarfeldern. Das Kapitel gibt eine Ubersicht von Skalarfeldern und deren
Reprasentation unter dem Gesichtspunkt der Berechnung impliziter Darstellun-
gen, die sich an den Bediirfnissen der Dissertation orientiert. Dabei wird zwischen
statischen und dynamischen, d.h. zeitabhéingigen Gegebenheiten unterschieden. Be-
sonders hervorzuheben ist eine Speicherbedarfsanalyse fiir die Représentation von
Skalarfeldern durch Octrees. Ferner wird besonders auf Distanzfelder und deren
Medialachsen als nicht stetig differenzierbare Stellen eingegangen.

2.1 Statische Skalarfelder

Ein statisches Skalarfeld ist eine skalarwertige Funktion ¢ : M — R, die jedem
Punkt des Raums M einen reellen Wert zuordnet. Als Definitionsbereich M wird ein
n-dimensionaler riemannscher Raum angenommen, mit dem euklidischen Raum R"
als Spezialfall. Die Dimension von M richtet sich nach der Art des implizit darzu-
stellenden geometrischen Objekts: n = 2 fiir Kurven in der euklidischen Ebene oder
Kurven auf Oberflichen (Mannigfaltigkeiten), n = 3 fiir Oberflichen im euklidischen
Raum.

Ein durch ein Skalarfeld implizit dargestelltes Objekt entspricht der Menge aller
Punkte x € M, die von ¢ auf den gleichen Funktionswert abgebildet werden, d.h.

21
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S(c) = {x € M|p(x) = ¢} fiir einen vorgegebenen Wert ¢ € R, oder anders ausgedriickt
das Urbild S(c) = $71(c) des Elements c. S(c) wird auch als Niveaumenge des Ska-
larfelds bezeichnet. Prinzipiell geniigt die Behandlung des Falles ¢ = 0, da mittels
der Substitution ¢(x) = ¢(x)—c jeder andere Fall auf den Fall ¢ = 0 zuriickfithrbar ist.

2.1.1 Reprasentationsformen

Fiir die Darstellung von ¢ lassen sich verschiedene Représentationsformen unter-
scheiden, die nach folgenden Eigenschaften charakterisiert werden kénnen:

o analytisch exakt oder numerisch approximiert,
e uniform oder nicht-uniform numerisch approximiert.

Die analytische Darstellung von ¢ ist hinsichtlich des Ressourcenbedarfs (Speicher,
Berechnungsdauer) am effizientesten. Jedoch kann die analytische Darstellung von
komplexen Geometrien aufgrund der erforderlichen stiickweisen Definition einen
groflen Formelaufwand verursachen. Im Rahmen dieser Arbeit wird auf diese Weise
das Schnittvolumen eines Zerspanungswerkzeugs dargestellt.

Uneingeschrinkte oder komplexe Geometrien und Berechnungen auf diesen be-
diirfen dagegen im Allgemeinen einer numerischen Approximation des Skalarfelds.
Sie kann durch eine Abtastung des Definitionsbereichs mittels Stiitzstellen erfolgen.
FEine Stiitzstelle reprasentiert den Funktionswert des Skalarfelds an einem Punkt des
Definitionsbereichs. In der Regel werden die Stiitzstellen in zwei oder mehr Dimen-
sionen als Eckpunkte eines Netzes gewéhlt. Die Abtastung des Definitionsbereichs
kann uniform oder nicht-uniform erfolgen. Ein wichtiges Beispiel fiir eine uniforme
Abtastung im euklidischen Raum ist die Wahl der Abtastpunkte als Eckpunkte eines
volldimensionalen reguldren Rechtecksgitters, welches zugleich das Netz definiert.
Typischerweise ist der Definitionsbereich dabei quaderférmig. Regulédre Gitter kon-
nen damit softwaretechnisch durch Arrays reprasentiert werden. Abbildung 2.1a
visualisiert die Reprasentation eines dreidimensionalen Skalarfelds durch ein regulé-
res Gitter. Bei dem Skalarfeld handelt es sich um das Distanzfeld der Oberfléche
einer Zahnkrone, die ebenfalls dargestellt ist. Das Distanzfeld gibt fiir beliebige
Punkte im Raum deren kleinste Distanz zu der Flédche an, siehe Abschnitt 2.3.

Nicht-uniforme Abtastungen zeichnen sich durch eine im Grundsatz beliebige
relative Positionierung der Stiitzstellen aus. Insbesondere kann deren Dichte etwa
ortsabhéngig mit der Varianz des Skalarfelds variieren. So kénnen die Stiitzstellen
an Orten hoherer Varianz oder Details des Skalarfelds dichter als anderswo gesetzt
werden. Beispiel sind adaptive und hierarchische Gitter. Adaptive Gitter ergeben sich
aus reguldren Gittern, indem die Lange der Gitterzellen in jede Koordinatenrichtung
nicht mehr konstant, sondern unterschiedlich sein kann. Die Reprasentation durch
ein Array kann damit beibehalten werden, jedoch muss zusétzlich Information {iber
die Zelllingen gespeichert werden, wofiir ein eindimensionales Array pro Richtung
verwendet werden kann. Hierarchische Gitter entstehen, indem in die Gitterzellen
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eines reguldren Gitters jeweils ein weiteres reguléres Gitter eingesetzt wird und
dieser Vorgang auf diesen dann endlich oft iteriert wird. Die Menge der Stiitzstellen
ergibt sich als Menge der Eckpunkte der Gitterzellen. Spezialfélle sind der Quadtree
in der Ebene und der Octree im Raum. Das initiale Gitter besteht in beiden Fallen
aus nur einer einzigen Zelle. Die eingesetzten reguldren Gitter haben ldngs jeder
Koordinatenrichtung genau zwei Zellen, sodass im zweidimensionalen Fall eine
Unterteilung in vier und im dreidimensionalen Fall eine Unterteilung in acht Zellen
resultiert. Die inneren Knoten der resultierenden Baumstrukturen haben damit vier
bzw. acht Nachfahren. Baumstrukturen kénnen softwaretechnisch durch verzeigerte
Strukturen reprasentiert werden; es gibt jedoch diverse Ansétze der kompakten
Speicherung, sieche etwa [Sam90]. Abbildung 2.1b zeigt einen Octree, der im Bereich
der Oberfliche der Zahnkrone besonders stark verfeinert ist.

Eine weitere Représentationsform sind die Sparse Fields. Ein Sparse Field kann
als Teilmenge eines reguldren Gitters verstanden werden, die aus den Zellen besteht,
die fiir eine aktuelle Aufgabe relevant sind. Ein Beispiel sind Zellen, die in der Umge-
bung einer gewissen Ausdehnung um eine Fliche, beispielsweise eine Niveaumenge,
platziert sind. Der wesentliche Unterschied zu reguldren Gittern ist, dass das Gebiet,
das sich als Vereinigung der Zellen eines Sparse Field ergibt, nicht quaderférmig
zu sein braucht. Dadurch, dass die Zellen im Wesentlichen einer zweidimensionalen
Oberflache folgen, ist ihre Anzahl in diesem Beispiel deutlich kleiner als die des
gesamten Gitters. Aus diesem Grund wird die Reprisentation durch ein Array beim
Sparse Field durch speichereffizientere Alternativen ersetzt. Abbildung 2.1c zeigt
ein derartiges Beispiel.

(a) uniformes Gitter (b) adaptives Gitter (c) sparse field

Abbildung 2.1: Beispielhafte Visualisierung der Repréasentation eines Skalarfelds
durch ein reguldres Gitter (a), einen Octree (b) und eine Sparse
Field (c). Bei dem Skalarfeld handelt es sich um ein Distanzfeld
zu der dargestellten Oberfliche einer Zahnkrone.

Der Grund fiir die Verwendung mehrerer Représentationsformen liegt in deren
spezifischen Eignung fiir jeweils unterschiedliche Problemstellungen. Nicht-uniforme
Abtastungen erlauben durch eine Anpassung der Abtastdichte an die Varianz des
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Skalarfelds oder die Beschrinkung auf berechnungsrelevante Gebiete die effizientere
Ausnutzung des Speichers und eventuell {iberhaupt erst die effiziente Darstellung
von Objekten mit inhomogenen Detaillierungsgrad. Ferner kann die Beschrénkung
von Berechnungen auf einen Detaillierungsgrad und ein Gebiet, die fiir eine Berech-
nung hinreichend ist, eine Minderung der benotigten Rechenzeit zu Folge haben.
Andererseits kann eine uniforme Abtastung die effizientere Parallelisierung von Be-
rechnungen, etwa durch Einsatz von GPUs (Graphics Processing Units) ermoglichen.
Diese Beobachtung gilt insbesondere fiir Distanzfelder, die in dieser Arbeit einen
Schwerpunkt bilden. Der Unterabschnitt 2.1.2 ist einer detaillierten Effizienzanalyse
von Octrees als wichtiger Spezialfall einer nicht-uniformen Représentation gewid-
met. Dabei wird insbesondere der Fall der Repréasentation des Gebiets in einem
beschrankten Saum um eine Fldche, beispielsweise einer Niveaumenge, betrachtet.

Konstanter Gitterpunktabstand

Sampling

Uniformes Gitter Sparse Field

Floodfill
A

Interpolation Interpolation + Sampling

Adaptives Gitter

Sampling (Octree) Floodfill

Variabler Gitterpunktabstand

Abbildung 2.2: Ubersicht iiber verwendete Reprisentationsformen von Skalarfel-
dern und Konvertierungsmethoden

In der Dissertation werden alle drei in Abbildung 2.1 gezeigten Reprisentations-
formen verwendet, um den spezifischen Anforderungen unterschiedlicher Problemstel-
lungen gerecht zu werden. Der Wechsel zwischen einer statischen und dynamischen
Problemstellung, oder zwischen einem homogenen und inhomogenen Detaillierungs-
grad, erfordert demnach den Wechsel der Repréasentationsform. Zu diesem Zweck
wurden Konvertierungsmethoden implementiert, die im Wesentlichen aus der Abtas-
tung oder Interpolation von Stiitzstellen bestehen, siche Abbildung 2.2.

2.1.2 Gitter-Octrees

Die im Folgenden vorgestellten Gitter-Octrees kénnen als ein verlustbehaftetes
Speicherkompressionsverfahren fiir regulére Gitter angesehen werden. Sie sind dann
besonders wirkungsvoll, wenn Gitterpunkte fiir eine Anwendung ,irrelevant® sind
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oder der Detaillierungsgrad der Gitterrepriasentation lokal eigentlich zu fein ist. Ein
Beispiel fiir den ersten Fall ist die Beschrankung der Speicherung eines Skalarfelds
auf die Stiitzstellen, die in einer Umgebung eines geometrischen Objekts liegen, wie
sie Abbildung 2.1b zeigt. Der zweite Fall ist etwa gegeben, wenn das durch das Gitter
reprisentierte Skalarfeld lokal eine so geringe Varianz aufweist, dass es durch ein
einfaches Interpolationsverfahren, z.B. stiickweise konstant oder stiickweise linear,
auch aus weniger Stiitzstellenpunkten lokal gut approximierbar ist.

Gitter-Octrees ergeben sich aus einer Auflésungshierarchie, die wie folgt auf-
gebaut ist. Die Auflésungshierarchie besteht aus Hierarchieelementen, die jeweils
einen quaderférmigen Ausschnitt aus dem gegebenen regularen Gitter représentieren.
Hierarchieelemente kénnen Nachfolgerelemente der néchstfeineren Hierarchiestu-
fe haben oder ohne Nachfolger auf der feinsten Hierarchiestufe angesiedelt sein.
Die Anzahl der Nachfolger ist 8. Die geringste Auflésungsstufe besteht aus genau
einem Hierarchieelement und alle anderen Hierarchieelemente haben genau ein
Vorgéngerhierarchieelement auf der néchstgroberen Stufe.

Die Elemente der feinsten Stufe entsprechen einem quaderférmigen Ausschnitt
des gegebenen Gitters mit N; > 1 Gitterpunkten in jede Raumrichtung. Ein Element
repriasentiert diesen Ausschnitt durch die entsprechenden Gitterpunkte. Ein Ele-
ment der niachstgroberen Stufe entspricht dementsprechend einem quaderférmigen
Ausschnitt des gegebenen Gitters mit 2 - N; Gitterpunkten in jede Raumrichtung.
Es représentiert diesen Ausschnitt ebenfalls durch NV; Gitterpunkte, indem in jede
Raumrichtung nur jeder zweite Gitterpunkt genommen wird. Damit reduziert sich die
Auflésung um den Faktor 2, d.h. der Abstand der Gitterpunkte der Reprisentation
ist in jede Raumrichtung das Doppelte des Abstandes der Représentation der fein-
sten Stufe. Diese Vorgehensweise wird nun schrittweise auf jede néchstgrobere Stufe
angewandt. Das bedeutet, dass die Gitterrepriasentation bei den Hierarchieelementen
stets N; Gitterpunkte in jede Richtung enthélt, deren Abstand im Raumrichtung
sich jedoch unterscheidet.

Durch Représentation der Hierarchieelemente als Knoten eines Octrees ergibt
sich auf natiirliche Weise ein vollstdandiger Gitter-Octree. Indem die hierarchische
Verfeinerung nicht iiberall bis zur feinsten Hierarchiestufe durchgefithrt wird, ergeben
sich Gitter-Octrees, deren Blétter auf verschiedenen Hierarchiestufen angesiedelt sind.
Der Abbruch der Hierarchie erfolgt, wenn das entsprechende Hierarchieelement einen
irrelevanten Ausschnitt des Originalgitters reprasentiert oder die Approximation
durch die von ihm reprasentierten Gitterpunkte hinreichend gut ist.

Aus softwaretechnischer Sicht kann ein Gitter-Octree als verzeigerte Struktur
realisiert werden. Die inneren Knoten referenzieren dabei ihre Nachfolger iiber
8 Zeiger. Die repréasentierten Gitterpunkte der Hierarchieelemente werden nur an
Blattknoten, jedoch nicht an den inneren Knoten gespeichert. Blattknoten, die ein
irrelevantes Untergitter représentieren, speichern keine Gitterinformation.

Diese Vorgehensweise bei der Speicherung der représentierten Gitter enthélt
eine gewisse Redundanz, da Gitterpunkte mehrfach gespeichert werden. Alternativ
konnte diese Vorgehensweise auf Baumknoten am hinteren, rechten und oberen Rand
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beschrénkt und fiir alle anderen nur die hintere, rechte und obere Gitterpunktschicht
weggelassen werden. Dies erschwert jedoch die Implementierung mancher Operatio-
nen auf Octrees, da die Information iiber den kompletten Rand des Ausschnitts, der
durch einen Knoten reprasentiert wird, von Nachbarknoten im Baum, die eventuell
sogar unterschiedliche Vorgénger haben kénnen, besorgt werden muss.

Im Folgenden werden eine Reihe von quantitativen Angaben zum Speicher-
bedarf von Gitter-Octrees gemacht. Insbesondere betrifft dies das zu Beginn des
Abschnitts genannte Beispiel der Beschrankung der Speicherung eines Skalarfelds
auf die Stiitzstellen, die in einer Umgebung einer Fliache im Raum liegen.

Sei N -1 die Anzahl der Zellen oder, dquivalent, N die Anzahl Gitterpunkte
des gegebenen Gitters in jede der drei Raumrichtungen. N wird auch als Breite des
Gitters bezeichnet. Sei entsprechend N; die Breite des Ausschnitts eines Blatts mit
hochster Tiefe. Dann hat die Auflésungshierarchie

N -1
KzlogQN

(2.1)

Stufen, d.h. die maximale Tiefe eines Gitter-Octrees ist K. Jede Verringerung
(bzw. Erhohung) der Tiefe eines Blattknotens um 1 fiithrt zur Verdoppelung (bzw.
Halbierung) des Gitterpunktabstands durch Verwerfen (bzw. Einfiigen) jedes zweiten
Gitterpunktes. Fiir den Gitterpunktabstand s; in Tiefe k < K gilt demnach

sp= 28R gy (2.2)

wobei sk den vorgegebenen kleinsten Gitterpunktabstand in Tiefe K bezeichnet.

Die Breite N; der Blattknoten stellt einen Kompromiss aus Globalitdt und
Lokalitat dar. Fur N; - N wird der Baum zunehmend flacher und der Gitter-
punktabstand global — der resultierenden héheren Anzahl an Gitterpunkten steht
eine geringere Anzahl an Baumknoten gegeniiber. Fiir N; — 2 wird der Baum zu-
nehmend tiefer und der Gitterpunktabstand lokal — der resultierenden geringeren
Anzahl an Gitterknoten steht eine hohere Anzahl an Baumknoten gegeniiber. Da
sich der Speicherverbrauch des Baums aus den Nutzdaten (Wert(e) pro Gitterpunkt)
und Strukturdaten (Zeiger/Flag pro Baumknoten) zusammensetzt, ist IV; so zu
wéhlen, dass sich ein geeigneter Kompromiss aus Nutz- und Strukturdaten ergibt.
Die nachfolgende Untersuchung des Speicherbedarfs des implementierten Octrees
soll zur Identifikation eines geeigneten /N; dienen.

Die maximale Gesamtanzahl an Knoten in einem Octree der Tiefe K ist die
Summe der Anzahl an Blattknoten der Tiefe K, gegeben durch 235, und der Anzahl
an inneren Knoten der Tiefen O,..., K — 1, gegeben durch Zle 23(k-1),

Bei der folgenden Analyse des Speicherbedarfs wird angenommen, dass ein innerer
Knoten seine Nachfahren mittels Zeiger referenziert. Der Speicherbedarf Sk eines
vollbesetzten Octrees der Tiefe K und mit einer Blattknoten-Gitterpunktanzahl von
Nl3 ist dann

K
Sk = 22K NPT + 3 28D (23T 4 2) (2.3)
k=1



2.1. Statische Skalarfelder 27

=8% NT; + (8T; +2) I

(2.4)
W-1)
(N -1)
wobei T; und T; den Speicherbedarf des skalaren Datentyps der Blattknoten bzw.
des Zeigertyps der inneren Knoten bezeichnen. Typische Werte sind 7; = 8 Byte (x64-

Architektur) und 7; = 1 oder 4 Byte (,,Graustufe” oder FlieBkommazahl mit einfacher
Genauigkeit). Der Wert L bezeichnet die Anzahl an Blattknoten pro Dimension.

. 1 .
= NPTiL? + (8T; + 2) - (L*-1) mit L= (2.5)

Gleichung (2.4) resultiert aus Gleichung (2.3) durch Ersetzung der geometrischen
Reihe durch die entsprechende Partialsummenformel. Gleichung (2.5) resultiert aus
Gleichung (2.4) durch Einsetzen von K gemifl Gleichung (2.1).

Fir einen Octree der Tiefe K und Blattknoten-Gitterpunktanzahl N; > 1 ist die
maximale Anzahl Ng an eindeutigen (unterscheidbaren) Gitterpunkten Ny, die der
Octree umfassen kann, gegeben durch

Ng =28 (N, -1) +1. (2.6)

Zur Erkldrung der Gleichung (2.6) stelle man sich vor, dass jeder der 2% Blattkno-
ten der Tiefe K seinen rechtesten Gitterpunkt (pro Koordinatenachse) mit dem
rechts angrenzenden Blattknoten teilt: die Anzahl an eindeutigen Gitterpunkten pro
Blattknoten verringert sich dadurch von N; auf (INV; — 1), aufler fiir den rechtesten
Blattknoten, welcher keinen Nachbarn mehr besitzt, wodurch sich die Gesamtanzahl
wiederum um 1 erhéht.

Die maximale Anzahl zu speichernder Gitterpunkte, unter Vernachlassigung der
Eindeutigkeit, ist gegeben durch

Ny = 25N, (2.7)
Der Quotient aus Ni und N (Gleichungen (2.6) und (2.7)) ist gegeben durch
Ng _28(N-D+1_ 1 1

Iy = o 2.8

K=N KN N, T 9KN, (28)
1 N1

-1+ 2.9

N, N(N-1) (29)

und bestimmt den Anteil der eindeutigen Datenmenge an der gesamten gespeicher-
ten Datenmenge und ist damit ein Maf} fir die ,Informationsdichte® oder auch
,Redundanzfreiheit“ des Baums. Diese strebt gegen 1, wenn sich der Anteil an {iber-
lappenden Gitterpunkten verkleinert, d.h. N; zunimmt, und gegen 0.5, wenn sich der
Anteil an iiberlappenden Gitterpunkten vergrofert, d.h. IV; abnimmt. Trivialerweise
ist der Quotient genau dann 1, wenn 1/N; = 1/(2KN1) gilt, und damit K =0, d.h.
der Baum nur aus einem Blattknoten als Wurzel besteht — dieser Fall entspricht
dem uniformen Gitter ohne jegliche Unterteilung. Gleichung (2.9) resultiert durch
Einsetzen von Gleichung (2.1) in Gleichung (2.8) und bestimmt die Informations-
dichte in Abhingigkeit von der maximal zu umfassenden Gitterpunktanzahl N3 und
der Blattknoten-Gitterpunktanzahl NZS.
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Die quantitative Analyse von Speicherbedarf und Informationsdichte ermdoglicht
die Identifikation eines Trade-offs von Adaptivitdt und Kompaktheit. Einerseits soll
moglichst nur die zur Erfassung relevanter Niveaumengen erforderliche Teilmenge
des Gitters gespeichert werden, d.h. die Gitterpunkte in unmittelbarer Ndhe zu den
Niveaumengen. Diese Anforderung ist essentiell fiir eine effiziente implizite Repra-
sentation, deren Speicherbedarf nur von der Komplexitit der Konturen abhdngen
darf und nicht von der Abmessung des umgebenden Raums. Andererseits soll der
auf diese Weise reduzierte Speicherbedarf nicht durch den ,,Adaptivitits-Overhead*
kompensiert werden, d.h. den zur spérlichen Représentation der Teilmenge zusétz-
lich erforderlichen Speicherbedarf. Dieser Overhead setzt sich zusammen aus den
inneren Knoten des Baumes sowie der Redundanz zwischen den Blattknoten (siehe
Gleichung (2.9)).

Gleichung (2.5) bestimmt den maximalen Speicherbedarf eines Octrees unter Vor-
gabe der maximalen Gitterpunktanzahl N3 und der Blattknoten-Gitterpunktanzahl
Nl3. Dieser Wert kann zur Verdeutlichung des ,,Adaptivitdts-Overhead* dienen, d.h.
des Ausmafles an zuséitzlichem Speicherbedarf zur Erméglichung der Adaptivitét.
Trivialerweise gilt im Fall N; - N fiir den Speicherbedarf S — NZSTZ, d.h. je grofler
die Blattknoten-Gitterpunktanzahl, umso geringer der zusétzliche Speicherbedarf
aufgrund der abnehmenden Redundanz und Anzahl innerer Knoten. Der maxima-
le Speicherbedarf ist jedoch ein duflerst pessimistisches Mafl zur Bewertung des
Octrees, da dieses von der Notwendigkeit zur Speicherung des vollstindigen N3-
Gitters ausgeht, wofilir wiederum die Verwendung eines adaptiven Gitters gar nicht
empfehlenswert wire.

Zur Bewertung des Octrees miissen zunédchst Annahmen iiber dessen Aus-
lastung getroffen werden. Ublicherweise wird davon ausgegangen, dass eine 2D-
Mannigfaltigkeit im 3D-Raum von O(N?) der insgesamt N3 Gitterpunkte reprisen-
tiert wird. Davon ausgehend sollen folgende Annahmen gelten:

e Die relevanten Niveaumengen werden durch ein Band der Breite N, représen-
tiert. Daraus ldsst sich die Anzahl an Gitterpunkten durch aN,N? abschétzen,
a > 0 eine Konstante.

« Die Anzahl an Blattknoten lisst sich durch aL,L? abschéitzen, wobei L die
Breite des Bandes in Blattknoten bezeichnet, mit L = ((]J\\[flz)jg +b, fur b > 0 eine
Konstante.

e Die Anzahl gespeicherter Gitterpunkte in Abhéangigkeit von N; ldsst sich
somit durch a (LyN;) N? abschitzen und der gesamte Speicherbedarf durch
a(LyNy) N*T; + (8T; +2) 1 (L, - 1), a > 0 eine Konstante.

Unter derartigen Annahmen zur Anzahl erforderlicher Gitterpunkte und Blatt-
knoten lédsst sich der Einfluss von N; auf den resultierenden Speicherbedarf grob
abschétzen, um einen fiir den Anwendungsfall geeigneten Wert fiir N; zu schétzen.
Beispielhaft zeigt Abbildung 2.3a den Einfluss von N; auf den relativen Speicher-
bedarf fiir zwei beispielhafte Szenarien mit unterschiedlichem Anteil erforderlicher
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Abbildung 2.3: Speichereffizienz des Octree-Gitters in Abhédngigkeit von N; unter
Modellannahmen tiber den Anteil relevanter Gitterpunkte am
Gesamtvolumen, sowie fiir zwei reale Werkstiicke unterschiedlicher
Komplexitét (orange Kurve: kompakte Zahnkrone, blaue Kurve:
12-elementige Zahnbriicke).

Gitterpunkte an der Gesamtanzahl an Gitterpunkten. Die vertikale Achse zeigt
den Speicherbedarf des Octree-Gitters relativ zum Speicherbedarf eines uniformen
Gitters. Erwartungsgeméaf offenbart sich ein Minimum fiir N;, dessen Unterschrei-
tung zum Anstieg aufgrund der Knotenanzahl und Redundanz fiihrt, und dessen
Uberschreitung zum Anstieg aufgrund der Speicherung unnétiger Gitterpunkte fiihrt.
Auf dquivalente Weise zeigt Abbildung 2.3b den fiir zwei reale und unterschiedlich
komplexe dentale Objekte gemessenen relativen Speicherbedarf in Abhéngigkeit
von N;. Die Objekte sind eine einfache Zahnkrone, wie in Abbildung 1.6b links,
(orange Kurve) sowie eine 12-elementige Zahnbriicke, wie in Abbildung 1.6b unten,
(blaue Kurve). Die Auspragung eines Optimums ist somit auch im realen Szenario
zu erkennen. Die Verschiebung der Kurve entlang der vertikalen Achse entspricht
der Speichereffizienz des Octree-Gitters relativ zum uniformen Gitter, und ist insbe-
sondere vom Anteil relevanter Gitterpunkte abhéingig. Dieser Anteil ist im Falle der
einfachen Zahnkrone hoher, und damit auch der relative Speicherverbrauch, da die
Zahnkrone aufgrund ihrer kompakten Form den grofieren Anteil eines uniformen
Gitters iiberdeckt. Demgegeniiber beansprucht die Zahnbriicke aufgrund ihrer eher
ausladenden gebogenen Form den kleineren Anteil eines uniformen Gitters, womit
auch der relative Speicherverbrauch geringer ausféllt.

2.2 Dynamische Skalarfelder

Ein dynamisches Skalarfeld ist eine Funktion ¢ : M x R - R, die jedem Tupel aus
(Orts-)Punkt x € M und (Zeit-)Punkt ¢ € R einen reellen Wert zuordnet. Analog zu
statischen Skalarfeldern lassen sich Niveaumengen definieren. Die Niveaumengen
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werden dabei zu einem festen Zeitpunkt betrachtet. Die Niveaumenge S () zum
Zeitpunkt ¢ mit Niveau 0 ist definiert durch

S (1) = {x6 (x, 1) = 0} (2.10)

Eine entsprechende Definition ist fiir beliebige Niveaus moglich. Im Folgenden werden
jedoch 0.B.d.A. nur Niveaumengen zum Niveau 0 betrachtet.

Waéihrend Niveaumengen statischer Skalarfelder zur impliziten Repréasentati-
on statischer geometrischer Formen dienen, erlauben dynamische Skalarfelder die
Représentation von Formen, die sich {iber die Zeit verandern.

Ein wichtiger Spezialfall dynamischer Skalarfelder sind die stationdren dynami-
schen Distanzfelder, die mittels eines statischen Skalarfelds ¢ (x) durch

p(x,t)=d(x)-t=0 (2.11)

defininiert werden. Die sich zeitlich verdndernde Form ergibt sich damit aus Ni-
veaumengen eines statisches Skalarfelds, wobei sich der zeitliche Verlauf durch die
Zeitabhangigkeit der Niveauwerte ergibt.

2.2.1 Implizite und explizite Darstellung dynamischer Objekte

FEine andere Moglichkeit zur Beschreibung der Dynamik geometrischer Objekte ist
auf explizite Weise durch Angabe der Trajektorien x(t), ¢ > 0, der Punkte des sich
iiber die Zeit verdandernden Objekts. Fiir stetig differenzierbare Trajektorien lasst
sich die Punktbewegung iiber den Anfangspunkt x(0) und Vektoren v (x,t), t >0,
beschreiben, die die Geschwindigkeit eines Punktes x zum Zeitpunkt ¢ angeben. Fiir
Niveaumengen von stetig differenzierbaren dynamischen Skalarfeldern als dynamische
geometrische Objekte erfiillen diese Vektoren die Beziehung

0=v-Vo+do. (2.12)

Das ergibt sich aus der Beziehung

0= (9,:(;5 (X (t) ,t) = 8X¢7 8,5}( +8t¢ . 8tt (213)
S v T
0=v-V+o. (2.14)

Ein interessanter Spezialfall sind Geschwindigkeitsvektoren, die senkrecht auf den
Niveaufléchen stehen, d.h. kollinear zum Normalenvektor n(¢) an x(¢) sind: v (x,t) =
vp (x,t) n(t). Dabei ist v, also die skalare Geschwindigkeit. Fiir diesen Fall gilt

0= (van)- Vo + o (2.15)
0 = vn | V| + i (2.16)

Dabei wird verwendet, dass der Gradient V¢ (x,t) senkrecht auf der Niveauflidche
steht.
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An Punkten von Niveauflichen, an denen die Lidnge des Gradienten ungleich 0
ist, lésst sich aus der Beziehung (2.16) der Geschwindigkeitsvektor berechnen. Dies
kann als Explizierung der impliziten Darstellung verstanden werden.

Die Beziehung (2.16) stellt umgekehrt einen Ansatz zur Implizitisierung von
dynamischen Objekten dar, die explizit durch Geschwindigkeitsvektoren gegeben
sind. Dies bedeutet die Ermittlung einer Losung ¢ der Differenzialgleichung (2.16).
Die eindeutige Losung erfordert die Vorgabe weiterer Information. Dies geschieht
durch Vorgabe einer Niveaumenge zum Zeitpunkt ¢ = 0. Das resultierende Anfangs-
wertproblem fiir ¢

B+ vn |V = 0 (2.17)
mit ¢ (x,0) vorgegeben,

ist als Niveaumengenproblem oder Level-Set-Problem bekannt.
Fiir stationdre dynamische Skalarfelder ergibt sich daraus das Randwertproblem

vn [Vo| =1 (2.18)
mit ¢ (x) = 0 fiir x € B,

Dies folgt mit 9,¢ = 1.

Das Randwertproblem ist dadurch effizienter als das Anfangswertproblem zu 16-
sen, dass sich die Konturen fiir alle Zeitpunkte aus demselben stationdren Skalarfeld
ergeben, und lediglich die Beriicksichtigung des zum Zeitpunkt korrespondierenden
Niveaus erfordern. Nachteilig ist dagegen die erforderliche Einschrinkung auf eine
konstante Ausbreitungsrichtung in Normalenrichtung (stets positive oder stets nega-
tive Geschwindigkeit in Normalenrichtung) sowie die Notwendigkeit zur Speicherung
des gesamten Skalarfelds zur statischen Abdeckung aller Positionen, an denen sich
die Kontur jemals aufhalten kann.

Ein gédngiger numerischer Losungsansatz approximiert gZ) an einer vorgegebenen
Menge an Gitterpunkten entweder mittels eines klassischen Lésungsschemas fiir
partielle Differentialgleichungen, d.h. durch iterative Aktualisierung aller Gitter-
punkte bis zur Konvergenz [Set99a], oder mittels einer auf die Problemstellung
spezialisierten Methode wie FMM (Fast-Marching-Method) [Set96; Cri09], FSM
(Fast-Sweeping-Method) [Zha04] oder FIM (Fast-Iterative-Method) [JWO08]. Die
Spezialisierung derartiger Methoden liegt allgemein darin, einen fiir das Rand-
wertproblem in Gleichung (2.18) charakteristischen Informationsfluss zwischen den
Gitterpunkten auszunutzen, um auf diese Weise unnétige Iterationen iiber alle Git-
terpunkte zu vermeiden [SV03]. Ein Vergleich ausgewéhlter spezialisierter Methoden
erfolgt in [WH16; CCL+14; HT05].

Der Term v, |V¢| des Anfangswertproblems beschreibt eine Bewegung der Kontur
in eine von ihrem Verlauf abhéingige Richtung n mit einer Geschwindigkeit v,,. Die
Geschwindigkeit kann sich wiederum aus einer von der Kontur unabhdngigen exter-
nen Komponente, sowie einer von der Kontur (bspw. deren Kriimmung) abhdngigen
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internen Komponente zusammensetzen. Die Beriicksichtigung einer kriimmungs-
abhéngigen Geschwindigkeitskomponente ist dabei aus zweierlei Hinsicht {iiblich.
Einerseits ldsst sich damit eine Glattung der Konturen modellieren und anderseits das
numerische Losungsschema regularisieren. Die Hinzunahme einer kriitmmungsabhén-
gigen Geschwindigkeit v = —bkn, unter Beriicksichtigung der Trennung von Termen
unterschiedlicher differentieller Ordnung, fiithrt zu folgender Verallgemeinerung von
Gleichung (2.17) [OS88; OF02]:

O + v, |V = bk |V, (2.19)

wobei nun zusétzlich b einen Glattungs- bzw. Diffusionskoeffizienten bezeichnet und
k(x,t) die mittlere Krimmung der zum Zeitpunkt ¢ durch x verlaufenden Kontur,
definiert als Divergenz der Normale [OF02]:

Vo

mzv-n:v-(w). (2.20)

Gleichung (2.19) enthélt einen hyperbolischen Advektionsterm zur Beriicksichti-
gung einer externen (positionsabhéngigen) Geschwindigkeit v,, sowie einen paraboli-
schen Diffusionsterm zur Berticksichtigung einer internen (kriimmungsabhéngigen)
Geschwindigkeit bx. Der numerische Lésungsansatz approximiert ¢ an einer vorge-
gebenen Menge an Gitterpunkten mittels eines numerischen Losungsschemas zur
Diskretisierung der ortlichen und zeitlichen Ableitungen, siehe auch [OS88; OF02].

2.2.2 Repriasentation dynamischer Skalarfelder

Eine fiir die nichtstationire Problemstellung (Anfangswertproblem) spezialisierte
Repriésentation von Skalarfeldern ist das spérlich besetzte Skalarfeld (Sparse Field)
[Whi98], siche Abbildung 2.1c fiir ein Beispiel. Unter Annahme eines zugrunde
liegenden uniformen Gitters zur Abtastung des gesamten Definitionsbereichs organi-
siert das Sparse Field diejenigen Gitterpunkte, die sich innerhalb eines schmalen
Bandes um die betroffene Kontur befinden, in fiinf Listen entsprechend aufsteigenden
Abstands beiderseits der Kontur. Im Fall der Bewegungsbeschreibung durch eine
Differentialgleichung wird deren numerische Auswertung auf die Liste der zur Kontur
angrenzenden Gitterpunkte beschrinkt, wihrend deren unmittelbare Nachbarn, die
zur Berechnung von Ableitungen erforderlich sind, nach jedem Bewegungsschritt
entsprechend des neuen Konturverlaufs aktualisiert werden zur Bewahrung der
Distanzfeld-Eigenschaft. Ein Fortschreiten der Kontur fithrt dazu, dass Gitterpunkte
entsprechend ihres Abstands zur Kontur zwischen den Listen ausgetauscht oder ganz-
lich entfernt werden, sobald sie aulerhalb des Bandes liegen, sowie neue Gitterpunkte
hinzukommen.

Die konkrete in dieser Arbeit verwendete Methodik wurde in [Whi98] erstmals
vorgestellt und in [Lan09] erweitert und korrigiert im Kontext regionenbasierter
impliziter aktiver Konturen zur Bildsegmentierung. Die im Rahmen der Konturaus-
breitung zur Bahnplanung in Abschnitt 6.3.3 verwendeten Level-Set-Gleichungen
entstammen wiederum [BWO1].
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Neben der verwendeten Sparse-Field-Methode existieren alternative Anséitze zur
Reduktion des zur numerischen Losung der Level-Set-Gleichung (nichtstationdre Pro-
blemstellung) erforderlichen Berechnungsaufwandes und/oder Speicherverbrauchs,
wie z.B. Dynamic Tubular Grid [NMO6], Hierarchical RLE Level Set [HNB-06]
sowie das adaptive Gitter mittels Quadtree bzw. Octree [GFO18; MGO07]. Die
Ansétze unterscheiden sich hinsichtlich der Menge und Organisation zu beriick-
sichtigender Gitterpunkte und der Reinitialisierungsmethodik zur Bewahrung der
Distanzfeldeigenschaft, sowie ggf. der Ordnung des davon abhéngigen numerischen
Losungsschemas.

Hier sei insbesondere letzterer Ansatz, die Diskretisierung der Level-Set-Gleichung
auf einem adaptiven Gitter, hervorgehoben anstatt, wie bei der in der Dissertation
verwendeten Sparse-Field-Methode, auf einer Teilmenge eines uniformen Gitters. Im
Rahmen der Dissertation erfordert dies die Erweiterung des in Unterabschnitt 2.1.2
thematisierten Octrees um Operatoren zur Gradientenberechnung und Konturfort-
schreitung iiber den Blattknotenrand hinweg. Damit wiirde die Notwendigkeit einer
separaten Repréasentationsform fiir die dynamische Problemstellung entfallen.

2.3 Distanzfelder

Ein Distanzfeld ist ein Skalarfeld, das jedem Punkt x € M seinen kleinsten Abstand
zu einer vorgegebenen Nullmenge B ¢ M unter Verwendung eines in M giiltigen
Abstandsbegriffs zuweist. Ist die Nullmenge geschlossen, unterteilt sie den Definitions-
bereich in jeweils einen Bereich innerhalb (M_) und aufierhalb (M) der Nullmenge,
mit M = M, u M_u B. In diesem Fall wird ¢ (x) zu einer vorzeichenbehafteten
Distanz erweitert, die positiv fiir x € M, und negativ fir x € M_ ist.

Dieser Abschnitt konzentriert sich auf Distanzfelder mit zwei- und dreidimensio-
nalem Definitionsbereich zur impliziten Reprasentation von Kurven und Oberfldchen,
wie sie in dieser Dissertation verwendet werden. Im zweidimensionalen Fall werden
die Félle betrachtet, dass der Definitionsbereich, aufgefasst als Teilmenge M c R3,
eben oder gekriimmt ist. Dies wirkt sich auf den Begriff des Abstands zwischen
zwei Punkten p1,p2 € M aus, definiert als die Lange des kiirzesten Weges von py
nach ps, wobei jeder Punkt des Weges in M liegt. Gekriimmte Flachen werden als
Dreiecksnetze représentiert, welche bspw. die Oberfliche des zu fertigenden Objekts
approximieren. Kurven dienen in diesem Fall zur Markierung kritischer Regionen
wie z. B. Kanten, oder Unterteilung in Bearbeitungsbereiche auf der Oberflache.
Diese sind in Form von Polygonziigen gegeben, deren Knotenpunkte stets auf den
Kanten des Dreiecksnetzes liegen.

Im ebenen Fall ist der kiirzeste Weg stets eine Gerade und der Abstand somit
euklidisch, wiahrend im gekriimmten Fall kiirzeste Wege durch Geodéten beschrieben
werden und der Abstand somit der Kurvenlédnge der kiirzesten Geodéte entspricht.
Der zweidimensionale ebene Fall tritt in der Dissertation bspw. bei der Werkzeug-
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positionsbahnplanung zur Grobbearbeitung auf und der gekriimmte Fall bei der
Positions- sowie Kontaktbahnplanung fiir die Feinbearbeitung.

Die Darstellung fiir den dreidimensionalen Fall beschrinkt sich auf einen nicht
gekriimmten Definitionsbereich. Hierbei ist der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten
stets eine Gerade und der Abstand euklidisch. Dieser Fall tritt in der Dissertation
bspw. bei der Berechnung von Offset-Flachen und der Abbildung von Kontakt-
punkten auf Werkzeugpositionen auf. Offset-Fldchen sind die Niveau-Flachen von
Distanzfeldern. Sie haben iiberall den gleichen Abstand zur gegebenen Bezugsflache.

Distanzfelder sind in der Regel nicht iiberall stetig differenzierbar. An Stellen,
an denen Differenzierbarkeit vorliegt, hat der Gradient die Lénge 1, d.h. |V¢| =
1. Ausnahmen von der stetigen Differenzierbarkeit stehen mit den sogenannten
Medialachsen von Distanzfeldern in Verbindung, auf die der néchste Abschnitt
eingeht.

2.3.1 Medialachsen

Die Medialachse der Bezugsoberfliche Z c R? lisst sich als die Menge M c R3 aller
Punkte definieren, die mehrere nichstgelegene Punkte mit gleichem Abstand auf Z
besitzen, oder anders ausgedriickt zu mehr als einem Punkt auf Z einen konstanten
kleinsten Abstand haben. Sei der kleinste Abstand zwischen einem Punkt q € R?
und Z gegeben durch

dz(q)=d(q,Z)=min{d(q,p) |pe 7}, (2.21)

mit d(q,p) = |q - p||. Dann enthilt M jeden Punkt q € R?, fiir den mindestens
zwei verschiedene Punkte p1, p2 € Z existieren, deren Abstand zu q identisch zum
kleinsten Abstand zu Z ist:

M={qeR?|3p1,p2e Z,p1#p2:d(q,Z) =d(q,p1) =d(q,p2)}.  (2.22)

Fiir jeden Punkt q auf der Medialachse existiert somit kein eindeutiger kiirzester
Weg zur Bezugsoberfliche. Anders herum existieren auch mehrere kiirzeste Wege
von unterschiedlichen Punkten auf der Bezugsoberflache ausgehend hin zum Punkt
q. Dies kann weitreichende Konsequenzen fiir die Positionierung eines Werkzeugs
relativ zur Oberfliche haben, die in Abschnitt 3.2 thematisiert werden.

Aus einer geometrisch motivierten Perspektive ldsst sich die Medialachse der
Bezugsoberfliche Z alternativ definieren als Menge der Mittelpunkte aller maximalen
Kugeln in dem durch Z begrenzten abgeschlossenen Gebiet G. Eine Kugel K ist
dabei maximal, wenn sie vollstindig in G liegt, d.h. K c G gilt, und keine ,, gréfere”
Kugel K’ 5 K mit K' ¢ G existiert.

Diese Definition unterscheidet sich von der ersteren geméf Gleichung (2.22) in der
Verwendung einer impliziten Metrik und Voraussetzung eines abgeschlossenen und
durch Z begrenzten Gebiets GG. Je nachdem, ob G das Innere von Z bezeichnet oder
dessen abgeschlossenes Komplement, lassen sich die innere und &duflere Medialachse
unterscheiden.



2.3. Distanzfelder 35

Eine Untersuchung der lokalen Struktur der Medialachse sowie des Zusammen-
hangs zwischen der Oberfliche eines geometrischen Objekts und seiner Medialachse
erfolgt bspw. in [YL90; GK04]. Laut [GK04] lasst sich jeder Punkt q € M durch einen
Ausdruck der Form Aj* kennzeichnen, wobei m die Anzahl an Kontaktpunkten der in
q zentrierten maximalen Kugel mit der Oberfliche Z bezeichnet und k£ die Ordnung
des Kontakts, d.h. den Grad der lokalen Ubereinstimmung der Kugeloberfliche
und Z in den Kontaktpunkten. Ausgehend von dieser Kennzeichnung lasst sich die
Medialachse eines dreidimensionalen geometrischen Objekts G in fiinf Strukturen
unterteilen:

1. Flichen mit Punkten des Typs A? (zweifacher Kontakt erster Ordnung),

2. Kurven mit Punkten des Typs A} (dreifacher Kontakt erster Ordnung), entlang
derer die A2-Flichen zusammentreffen,

3. Kurven mit Punkten des Typs A3 (einfacher Kontakt dritter Ordnung), welche
die duBeren Réinder der A?-Flichen begrenzen,

4. Punkte des Typs A} (vierfacher Kontakt erster Ordnung), in denen vier A3-
Kurven zusammentreffen,

5. Punkte des Typs A; A3 (einfacher Kontakt erster Ordnung und einfacher Kon-
takt dritter Ordnung), in denen eine As- und eine A3-Kurve zusammentreffen.

Aufgrund ihrer nachfolgenden Relevanz sei insbesondere die dritte Struktur, Kurven
mit Punkten des Typs As, hervorgehoben. Jeder As-Punkt q resultiert aus dem
Grenziibergang einer Folge von A%-Punkten, deren zwei unterschiedliche Kontakt-
punkte p~,p* € Z bei Anndherung an den Rand der Medialachse in einem einzigen
Punkt kollabieren. In diesem Kontaktpunkt p = p~ = p* besitzt die Kriimmung von
Z in Hauptkriimmungsrichtung eine Extremstelle, und der Vektor q —p steht normal
auf Z. Abbildung 2.4 verdeutlicht den Grenziibergang von A} nach A3 an einem
einfachen Beispiel. Eine wesentliche Erkenntnis ist, dass die Medialachse immer
von As-Randpunkten (fiir 2D-Objekte, siehe auch [Ley87]), bzw. As-Randkurven
(fir 3D-Objekte, siehe auch [YLI0]), begrenzt wird. Im 2D Fall ist der zu einem
As-Randpunkt korrespondierende Kontaktpunkt immer ein Krimmungsextremum
und im 3D Fall die zu einer Kurve aus As-Randpunkten korrespondierende Kur-
ve aus Kontaktpunkten immer eine Kammlinie der Oberfliche des geometrischen
Objekts. Diese Korrespondenz wird in Unterabschnitt 3.3.2 ausgenutzt, um die zur
Werkzeugbahnplanung relevante Teilmenge an Kammlinien auf Z, basierend auf der
Medialachse, zu bestimmen.

Neben der Klassifikation nach Anzahl und Ordnung des Kontakts lasst sich
jedem Punkt q € M auch der Radius r der in q zentrierten maximalen Kugel
zuordnen. Unter Beschriankung der Medialachse auf Flachen mit Punkten des Typs
A? ldsst sich auf jeder A2-Fliche F' c M eine Parametrierung mittels eines Tupels
(u,v) €[0,1]* sowie eine (zweidimensionale) Radiusfunktion 7 : F ¢ M — R definie-
ren. Deren Gradient Vr = (9,7, 0,r)" zeigt innerhalb des Tangentialraums von M
in die Richtung des steilsten Anstiegs des kleinsten Abstands zur Bezugsoberfliche
Z. Mittels einer derartigen Reduktion des rdumlichen Distanzfelds auf ein Oberfla-
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Abbildung 2.4: Ubergang von A? (a) nach Az (b) am Rand der Medialachse.
Dargestellt sind die Bezugsfliche in Form eines parabolischen
Zylinders und die zum Kontakt korrespondierende maximale Kugel.
Modifiziert nach [VSPO0S].

chendistanzfeld auf der Medialachse ldsst sich — zumindest konzeptionell — jedem
Punkt q € F' die Richtung des steilsten Distanzanstiegs zuweisen. Beziiglich des
rdumlichen Distanzfelds ist eine derartige Zuweisung nicht moglich, da der raumliche
Distanzfeldgradient fiir Punkte q € M nicht definiert ist.

Neben der inneren Struktur der Medialachse sind in dieser Dissertation Ansétze
zur Berechnung derselben relevant. Einen Uberblick iiber Arbeiten zur Generierung
von Medialachsen liefern [TDS+16; ABE09; VSP08]. Als neuerliche Arbeit zur
Berechnung der Medialachse eines 3D-Korpers, welche die Aktualitdt der Thematik
verdeutlicht, sei [YLJ18] erwdhnt. Darin wird, ausgehend von der Rasterisierung des
Korpers mittels einer Voxelzerlegung, die Medialachse als Teilmenge des Voronoi-
Diagramms der Voxelzerlegung approximiert. Die Berechnung von Medialachsen
mittels Distanzfeldern, wie in dieser Dissertation relevant, thematisieren [XT11;
CXT09; DYQO8]. Grob zusammengefasst wird in diesen Arbeiten die Medialachse
approximiert als Menge von Punkten mit spezifischer Kriitmmung (einer glatten
Approximation) des Distanzfelds. Demgegeniiber steht die in dieser Dissertation
verfolgte Idee der Eingrenzung der Medialachse mittels konvergierender Trajektorien.
Vordergriindig ist dabei nicht die Berechnung der Medialachse selbst sondern die
Erkennung von Oberflachenpunkten, die darauf abgebildet werden.

Die Beschreibung eines geometrischen Objekts durch dessen Medialachse stellt
eine Alternative zur etablierten Beschreibung des Objekts durch dessen begrenzende
Oberflache dar. Einen umfassenden Einblick in diese Repréasentationsform mitsamt
moglicher Anwendungsgebiete liefert [VSPOS].
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2.3.2 Berechnung von Distanzfeldern

Im Folgenden sei angenommen, dass der Rand des vom Distanzfeld referenzier-
ten geometrischen Objekts durch eine Simplex-Zerlegung reprasentiert wird, d.h.
durch Polygonziige im Zweidimensionalen oder Dreiecksnetze im Dreidimensionalen.
Methoden zur Berechnung euklidischer Distanzfelder auf einem zwei- oder dreidi-
mensionalen nicht gekrimmten Definitionsbereich M lassen sich gemé$ [JBS06] in
suchebasierte und ausbreitungsbasierte Verfahren unterteilen.

Suchebasierte Verfahren identifizieren zur Bestimmung des Distanzwerts an ei-
nem Punkt p € M zunéchst das dem Punkt nédchstgelegene Simplex des Randes des
geometrischen Objekts, d.h. die néchstgelegene Strecke (2D) oder das néchstgelegene
Dreieck (3D), und berechnen den Abstand zu diesem. Einzelne Verfahren unterschei-
den sich dabei hinsichtlich der Komplexitdt der Simplex-Suche und Anforderungen
an die Simplex-Zerlegung.

Ausbreitungsbasierte Verfahren propagieren die Distanzwerte mit steigendem
Abstand vom Objektrand durch numerisches Losen des Randwertproblems (2.18) mit
v, = 1 auf einem Gitter mittels einer der in Abschnitt 2.2 referenzierten Methoden.

Methoden zur Berechnung geodétischer Distanzfelder auf einem zweidimen-
sionalen gekrimmten Definitionsbereich M setzen im Rahmen dieser Arbeit die
Diskretisierung von M mittels Dreiecksnetzen voraus. Gemafl [BMS+11] lassen sich
graphbasierte und stiitzstellenbasierte Ansétze unterscheiden.

Graphbasierte Ansdtze beruhen auf der Annahme eines diskreten Distanzfelds
und ermitteln Distanzwerte an den Knoten des Dreiecksnetzes durch geometrische
Konstruktion kiirzester Wege zwischen dem Objektrand und den Zielknoten. Dies
erfolgt bspw. durch lokales Entfalten benachbarter Dreiecke in eine Ebene und
Propagierung von Distanzfeld-Intervallen tiber die Kanten des Dreiecksnetzes [BK07;
SSK+-05].

Stiitzstellenbasierte Ansdtze beruhen auf der Annahme eines kontinuierlichen
Distanzfelds, welches an den Knoten des Dreiecksnetzes abgetastet wird. Die Berech-
nung der Werte des Distanzfelds an den Knoten erfolgt durch numerisches Losen des
Randwertproblems (2.18) mit v, = 1 auf dem Dreiecksnetz. Der einzige Unterschied
zu den oben genannten ausbreitungsbasierten Verfahren ist also die aufgrund der
Kriimmung erforderliche spezifische Diskretisierung von M sowie die damit verbun-
dene Einschrinkung des Distanzfeldgradienten auf M [Set99b]. Konkrete Methoden
werden in Abschnitt 5.1 referenziert.

Sobald ein Distanzfeld auf der Oberflache M verfiigbar ist, lassen sich kiirzeste
Geodéten mittels Gradientenabstieg ermitteln. Alternativ existieren Ansétze zur
Bestimmung von Geodéten auf Dreiecksnetzen ohne Distanzfeld. Diese nutzen die Ei-
genschaft aus, dass Geodédten Kurven mit verschwindender geodétischer Kriitmmung
sind [CML+16; PS06]. Die Lénge der kiirzesten Geodéte zwischen zwei Punkten
entspricht wiederum dem Abstand der beiden Punkte in M.
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Des weiteren existieren Ansétze zur Berechnung geodétischer Distanzfelder auf
einem implizit représentierten Definitionsbereich M [WL16], wodurch die Notwen-
digkeit zur Diskretisierung von M durch ein Dreiecksnetz entfallt.

Im Rahmen der Dissertation erfolgt die Berechnung euklidischer Distanzfelder
in der Ebene oder im Raum mittels eines suchebasierten Verfahrens durch effiziente
Suche einer Kandidatenmenge aus Dreiecken (im Raum) oder Kanten (in der Ebene),
die dem Anfragepunkt p € M am néchsten liegen, und Berechnung der kiirzesten
Distanz zur Kandidatenmenge. Die Motivation fiir die Wahl dieses Verfahrens liegt
einerseits in dessen direkter Parallelisierbarkeit und anderseits in dessen unmittelba-
rer Verwendbarkeit zur Erzeugung von Gitter-Octrees geméfl Unterabschnitt 2.1.2,
indem Berechnungen von Distanzwerten auf relevante Regionen des Definitions-
bereichs beschriankt werden kénnen, bspw. zur Verfeinerung von Octree-Knoten
nahe der Offset-Flache. Zur Berechnung geodatischer Distanzfelder auf gekriimmten
Oberfldchen wurde sowohl ein graphbasiertes Verfahren geméafl [BK07] als auch ein
stiitzstellenbasiertes Verfahren geméf [KS98] erprobt. Das graphbasierte Verfah-
ren erwies sich dabei als robuster gegeniiber einer ungiinstigen Netzstruktur zur
Diskretisierung der Oberflache, erfordert dafiir aber mehr Rechenzeit und Spei-
cher im Vergleich zum stiitzstellenbasierten Verfahren. Sofern sich eine homogene
Netzstruktur gewdhrleisten lasst, wird das stiitzstellenbasierte Verfahren bevorzugt.
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Das Kapitel befasst sich allgemein mit der Analyse der Struktur von Oberfla-
chen. Gegenstand der Analyse sind Strukturmerkmale, die der Parametrierung der
Bahngenerierung und damit deren Adaptierung an spezifische Eigenschaften der Be-
zugsoberfliche dienen. Konzeptuell bildet die Strukturanalyse somit die Schnittstelle
zwischen der generischen Bahnplanungsmethodik und dem konkreten Zielobjekt. Es
werden zwei Strukturmerkmale betrachtet, die fiir die Bahnplanung in der Fertigung
relevant sind. Dabei handelt es sich um kritische Oberflachenregionen im Einflussbe-
reich der Medialachse und Kammlinien. Deren Berechnung beruht insbesondere
auf Normalkurven, zu deren ndherungsweisen Berechnung ein explizites und ein
implizites Verfahren angegeben wird.

3.1 Normalkurven und Offset-Punkte

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Konstruktion einer Abbildung, welche jedem Punkt
der Bezugsoberfliche seinen néchstgelegenen Punkt auf einer Offset-Flache zuordnet.
Eine solche Abbildung dient zweierlei Zwecken:

39
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1. Zuweisung einer ausgezeichneten Offset-Werkzeugposition an jeden beliebigen
Kontaktpunkt auf der Bezugsoberflache (siehe Abschnitt 5.3)

2. Bestimmung des Medialachsen-Einflussbereichs als Hilfsmittel zur manuellen
oder automatischen Bahnauslegung (siche Abschnitt 3.2)

Da eine solche Abbildung nur von der Bezugsoberfliche abhéangt, wird deren Bildbe-
reich, d.h. die zu den Kontaktpunkten korrespondierenden Offset-Punkte bzw. die
zugehorigen Offset-Vektoren, als Strukturmerkmal der Bezugsoberfliche aufgefasst.

Sei q € R3\ Z ein beliebiger Punkt, so gilt fiir den (nicht notwendigerweise
eindeutigen) néichstgelegenen Punkt p € Z auf der Bezugsoberfliche Z, dass die
Verbindungsstrecke pq senkrecht auf der Tangentialebene von Z in p steht. Innerhalb
eines ausreichend schmalen Bandes um Z herum lésst sich diese Aussage umkehren:
Sei p € Z ein beliebiger Punkt, so entspricht die Menge aller Punkte q € R3\ Z,
deren nichstgelegener Punkt auf Z gerade p ist, demjenigen Streckenabschnitt auf
der Normalen von Z in p, der durch p und dem Schnittpunkt mit einer anderen
Normalen (sofern existent) begrenzt wird, der nicht néher als p an der Flédche liegt.
Diese Bedingung ist fiir den ersten Schnittpunkt der Normale mit der Medialachse
von Z erfiillt.

Die Ortskurve des dem Punkt p € Z néchstgelegenen Punkts o € O auf allen
Offset-Flachen O der Bezugsoberfliche sei im Folgenden auch als Normalkurve
bezeichnet. Ein beliebiger Punkt q auf dieser Kurve ist also der dem Punkt p
nichstgelegene Punkt auf der Offset-Flache mit konstantem Abstand dz (q) zu Z.
Die Normalkurve besteht aus zwei Abschnitten: innerhalb eines ausreichend schmalen
Bandes entspricht sie dem Normalvektor im Punkt p, auflerhalb des Bandes verlauft
sie auf der Medialachse. Der Ubergang erfolgt im ersten Schnittpunkt der Normale
mit der Normale in einem anderen Punkt p’, sofern existent.

Die grundlegende Idee ist nun, den zu p € Z korrespondierenden Punkt o € O
als Schnittpunkt der Normalkurve mit O zu bestimmen, wobei die Normalkurve
numerisch durch die Trajektorie von p bei Ausbreitung von Z mit konstanter
Geschwindigkeit in Normalenrichtung approximiert wird. Dieses Vorgehen lésst sich
auf unterschiedliche Weise motivieren.

Einerseits kann gezeigt werden, dass O als Losung eines ebensolchen Ausbreitungs-
problems aus Z hervorgeht, sodass besagte Trajektorie tatséchlich der Ortskurve
eines Punktes iiber der Zeit (bzw. dem Abstand) entspricht und keine Variation
orthogonal dazu erfolgt, siche auch Unterabschnitt 3.1.1. Die Minimalitdt des Weges
resultiert dabei aus der besonderen Ausbreitungsrichtung.

Eine alternative Begriindung geht von der impliziten Représentation der Offset-
Fléche als Niveaumenge des Distanzfelds ¢ geméal O = {x| ¢ (x) —r =0} aus, siehe
auch Unterabschnitt 3.1.2. Der Abstand eines Punktes p zu O ist dementsprechend
do (p) = d(p,0) = |¢p(p) —r|. Die Minimierung dieses Abstands erfolgt durch
Gradientenabstieg. Der Gradient von dgp ist gegeben durch

p-r _

g=V(¢-r1])=vVo—:

=] 0 fir [p—7r|+0. (3.1)
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Dort wo der Gradient definiert ist, steht er normal auf den Niveaumengen von do (p).
Der Ausdruck ergibt sich durch Anwendung der Kettenregel auf die Betragsfunktion
und Ableitung derselben geméfl der Regel % lu| = |Z—‘ Der Gewichtungsterm ﬁ
fihrt dazu, dass g in Richtung aufsteigenden Abstands zu O zeigt. Fiir ¢ =7 ist g
undefiniert und wird explizit auf 0 gesetzt, wodurch dieser allerdings unstetig wird.

Zur Vermeidung der Unstetigkeit kann anstatt des absoluten auch der quadrati-

sche Abstand minimiert werden, womit folgender Gradient resultiert:

g =v((6-r))=2(¢-1)Vp=0. (3.2)

Die Abstiegsrichtung ist somit identisch bei verschiedener Abstiegsgeschwindigkeit.
Die Verwendung von g oder g’ ist dahingehend problematisch, dass V¢ Definiti-
onsliicken besitzen kann. Auf diesen Aspekt geht Unterabschnitt 3.1.2 ein.

3.1.1 Explizite Konturausbreitung

Der folgende Abschnitt soll die Probleme bei Ausbreitung einer expliziten Kontur
verdeutlichen und dadurch das in der Dissertation verwendete implizite Vorgehen
motivieren. Sei zunachst eine Startkontur als Kurve oder als Flache in Parameter-
darstellung gegeben. Die explizite Konturausbreitung besteht in der Verschiebung
jedes Konturpunktes in Normalenrichtung. Die Kontur zum Zeitpunkt ¢ > 0 wird
im Kurvenfall durch x = x (r,t) € R? und im Flichenfall durch x = x (r,s,t) € R3
reprasentiert, wobei r bzw. (r,s) einem geeigneten Parameterbereich P entstammen.
Die Startkontur entspricht ¢t = 0. Die beschriebene Gegebenheit ldsst sich damit
durch die einfache Bewegungsgleichung

Ox—vn (X l4=0) =0 mit x -9 vorgegeben (3.3)

ausdriicken, wobei v die konstante Geschwindigkeit in Normalenrichtung und der
Ausdruck n (x) die Normale der durch den Punkt x verlaufenden Kontur im selbigen
Punkt bezeichnet. Die Auffassung der Normale n als ortsabhingiges Vektorfeld
dient an dieser Stelle der notationellen Vereinheitlichung mit dem nachfolgenden
Abschnitt — an dieser Stelle ist der Term vielmehr als Abbildung jedes Punktes der
initialen Kontur auf seine Normale zu verstehen, fiir Punkte fernab der Kontur ist
diese undefiniert. Da sich damit bei Ausbreitung in Richtung der Normale selbige
zunédchst nicht dndert, ist in Gleichung (3.3) die aktuelle Normale auf die Normale
n (x l4=) auf der Startkontur festgesetzt.

Die Normale ist im Falle der Kurven x (r,t) = (z (r,t),y (r,t)) eine Funktion
der ersten Ableitung von x (r,¢) nach r:

II(X (T’,t)) = (67“3/7_87‘x) (34)

und im Falle der Fliachen x (r,s,t) = (z (r,s,t),y(r,s,t),z(r,s,t)) eine Funktion
der partiellen Ableitungen von x (r,s,t) nach r und s:

n(x(r,s,t)) =0x(rs,t)xdsx(r,s,t). (3.5)
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Abbildung 3.1: Ausbreitung des Graphen der Funktion y = 0.5 cos (7z) mit v = 1
mitsamt 11 beispielhafter Trajektorien.

Die Berechnung erfolgt durch Diskretisierung des Parameterraums und Approxi-
mation der Ableitungen mittels finiter Differenzen. Ist ¢ klein genug, dann enthélt
im Kurvenfall (analog im Flichenfall) die in einem Punkt q; = x; I-o=x (7;,t) M=o
startende Trajektorie alle Punkte p, deren néchstgelegener Punkt auf der Startkontur
genau q ist. Abhdngig von der Kriimmung der Oberfliche kénnen nun zwei Féalle
auftreten, sieche Abbildung 3.1: die Trajektorien konvergieren (Abbildung 3.1a Mitte)
oder sie konvergieren nicht (Abbildung 3.1b Mitte). Im ersten Fall gibt es einen
kleinsten Zeitpunkt ¢* > 0, nach dem der Startpunkt der Kurve nicht mehr der
nachstgelegene Punkt auf Z ist, d.h. fur ¢ > ¢* gilt d (x;,2) < d (x;,q;). Fiir ¢t = t*
existieren mindestens zwei néchstgelegene Punkte q;,q; € Z mit identischem Ab-
stand. In diesem Punkt schneiden sich also die in q; und q; startenden Trajektorien,
wobei beide Kurven den Schnittpunkt zum selben Zeitpunkt t* erreichen [Set85]. Die
Startpunkte q; und q; der beiden Kurven wiirden somit in einem Abstand d* = vt*
von der Startkontur zu einem einzigen Punkt verschmelzen. Da beide Wege von
den Startpunkten bis zu diesem Verschmelzungspunkt einerseits jeweils minimale
und andererseits identische Lange besitzen, ist auch der Abstand zwischen beiden
Startpunkten und dem Verschmelzungspunkt identisch, womit dieser wiederum auf
der Medialachse liegt.

Fiir Abschnitt 3.2 wird relevant sein, dass diejenigen Startpunkte, fiir die der
Abstand d* zum Schnittpunkt kleiner als der Abstand zum Werkzeug ist, im
Medialachsen-Einflussbereich liegen.

Prinzipiell liefle sich argumentieren, dass die blauen Konturen in Abbildung 3.1
auch als Offset-Konturen sowie als legitime Losung einer Konturausbreitung in
Normalenrichtung bezeichnet werden kénnen. Fiir einen beliebigen Punkt auf der
Offset-Kontur ist in diesem Fall jedoch nur der Abstand zum korrespondierenden
Startpunkt konstant und nicht der kleinste Abstand zur gesamten Startkontur. Die
Mehrdeutigkeit der Problemstellung resultiert dabei aus unterschiedlichen Moglich-
keiten des Umgangs mit Normalenschnittpunkten. Im vorliegenden Fall verliert die
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Kontur durch Fortbewegung jedes Punktes in urspriinglicher Normalenrichtung ihre
Eigenschaft der Mannigfaltigkeit, da nach erstmaliger Kollision von Trajektorien die
Ausbreitung ungeachtet der Punktverschmelzung fortgefiithrt wird.

Die Eigenschaft, dass einmal verschmolzene Konturpunkte auch verschmolzen
bleiben, entspricht der natiirlichen Vorstellung einer sich ausbreitenden Kontur,
insbesondere wenn diese etwa physikalisch als Grenzfliche zwischen Regionen mit
unterschiedlichen Eigenschaften interpretiert wird.! Durch Verschmelzen mehre-
rer Punkte im gemeinsamen Trajektorienschnittpunkt verschmelzen auch die Aus-
breitungsrichtungen, d.h. n muss zu einer Funktion der Position x des aktuellen
Zeitpunkts anstellte der Startposition x [+-¢ werden:

Ox-vn(x)=0 mit x |4-9 vorgegeben. (3.6)

Anderseits entfillt durch die Verschmelzung ein Teil des Definitionsbereichs der
Kontur, wodurch ein Knick, d.h. eine abrupte Anderung des Konturverlaufs, ent-
steht, der zum Verlust der Differenzierbarkeit fithrt. An den Schnittpunkten sind
Ableitungen, und damit auch Normalen, nicht mehr eindeutig definierbar. Damit ist
die Differentialgleichung nicht (eindeutig) erfiillbar.

Das Problem der Normalen im und hinter einem Trajektorienschnittpunkt lasst
sich weiter verdeutlichen. Angenommen die Trajektorien zweier Kurvenpunkte q; =
x (r1,0), q2 = x(r2,0) der Startkontur kollidieren im Schnittpunkt p = x (r1,t*) =
x (re,t*). Dann ist die Normale n (p) nicht eindeutig definierbar. Die Ableitung
Oyx an jeder Stelle (r,t*) mit r <7 < ry konnte gleichermaflen zur Definition der
Ableitung dienen, sowie Konvexkombinationen daraus, da das Parameterintervall
[r1,7r2] auf einen einzigen Punkt abgebildet wird.

Fraglich ist nun, wie sich eine sinnvolle Ausbreitungsrichtung festlegen lasst.
Essentiell ist dabei insbesondere die Ubereinstimmung der propagierten Konturen
mit den Niveaumengen der Distanzfunktion dz (p), um eine korrekte Abbildung
von Punkten der Bezugsflache auf deren Offset-Fliche zu gewéhrleisten. Ein wei-
teres, damit verbundenes Problem liegt in der entsprechenden Beschneidung des
Definitionsbereichs in der Konturreprasentation, insbesondere wenn sich die Ausbrei-
tungsrichtung aus der Konturrepréasentation ableitet, wie in Gleichung (3.4) oder
(3.5), anstatt aus dem umgebenden Raum, wie in Gleichung (3.8) oder (3.15).

Zur Losung der Problematik werden im Folgenden drei Ansédtze betrachtet:

1. Schwache Losung einer impliziten Formulierung,
2. Generalisierter Gradient,
3. Glattung.

Schwache Losung einer impliziten Formulierung

Diese Vorgehensweise thematisiert die Verwendung eines schwachen Losungsbegriffs,
mittels dem die Losung eine gestellte Advektionsgleichung nur ,fast tiberall® er-

In [Set99b; Eval5] wird ein derartiges Argument auch Entropiebedingung genannt, mit der
Vorstellung, dass mit fortschreitender Zeit keine Information ,aus dem Nichts“ entstehen soll.
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Abbildung 3.2: Generalisierter Gradient Vz (x) einer Kontur Z am zweidimensio-
nalen Beispiel mit I'z (x) = {p1, p2}, siehe auch [CCLO09].

fiilllen muss, d.h. nicht zwangsldufig in jedem Punkt des Definitionsbereichs, siehe
z.B. [EGK17; Eval5]. Die numerische Bestimmung einer solchen Lésung erfordert
zunéchst die implizite Formulierung der Konturausbreitung. Dieses Vorgehen wird
in Unterabschnitt 3.1.2 verfolgt.

Generalisierter Gradient

Diese Vorgehensweise verwendet einen generalisierten Gradienten Vz (x) als Aus-
breitungsrichtung, welcher nicht auf Konturnormalen oder partiellen Ableitungen
einer Distanzfunktion dz beruht. Geméaf [CCL09] lasst sich ein solcher Gradient
als Funktion der Menge I'z (x) aller dem Punkt x nichstgelegenen Punkte in Z
definieren:

: (3.7)

wobei 07 (x) den Mittelpunkt der kleinsten Kugel bezeichnet, welche die Menge
'z (x) der nachstgelegenen Punkte einschlieit, und dz (x) den kleinsten Abstand
zwischen x und Z, siehe Abbildung 3.2. Der generalisierte Gradient besitzt keine
Definitionsliicken, da die Definition keine partiellen Ableitungen von dz bzw. keine
Normalen der Niveaumengen beinhaltet. Zudem lassen sich weitere relevante Eigen-
schaften zeigen, wie die Ubereinstimmung des generalisierten und des gewdhnlichen
Gradienten im differenzierbaren Bereich von dz, sowie die Eignung zur Bestimmung
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von Integralkurven des Gradientenfelds [CCL09]. Die Verwendung des generalisierten
Gradienten als Ausbreitungsrichtung geméfl

n(x)=Vyz(x) (3.8)

birgt im vorliegenden Kontext jedoch numerische Probleme hinsichtlich der Bestim-
mung des Punkts 07 (x). Dieser Ansatz wurde deshalb zugunsten einer impliziten
Formulierung der Problemstellung nicht weiter verfolgt.

Glittung

Diese Vorgehensweise vermeidet Schnittpunkte, und damit auch Definitionsliicken,
der Normalen durch Glattung des Konturverlaufs. Dies erfolgt durch Erweiterung des
Advektionsterms in Gleichung (3.6) um einen kiinstlichen Diffusionsterm [Set99b].
Aus der konstanten Ausbreitungsgeschwindigkeit v wird dadurch eine kriimmungs-
abhéngige Ausbreitungsgeschwindigkeit v — ek geméafl

Ox-(v-er(x))n(x)=0 (3.9)

Ox —vn(x)=-ck(x)n(x) mitx 4~ vorgegeben, (3.10)

wobei k (x) die mittlere Kriimmung der durch den Punkt x verlaufenden Kontur
im selbigen Punkt bezeichnet und ¢ die Gewichtung der kriimmungsabhéngigen
Geschwindigkeitskomponente. Die Bedeutung von « (x) entspricht an dieser Stelle
derjenigen in Gleichung (2.19), jedoch erfolgt die Definition nicht als Funktion des
Skalarfelds ¢ sondern der ersten und zweiten Ableitungen von x (r,t) bzw. x (7, s,t).

Es kann gezeigt werden, dass fiir € > 0 die Losung stets differenzierbar bleibt,
und somit die Ausbreitungsrichtung n stets eindeutig definiert ist. Dies bedeutet
insbesondere, dass sich die Trajektorien der Konturpunkte niemals schneiden koén-
nen. Fiir ¢ = 0 resultiert wiederum die urspriingliche Ausbreitungsgleichung mit
undefiniertem Ergebnis bei Erreichen der Medialachse.

Fiir € - 0 schwindet auch der Einfluss der kiinstlichen Glattung auf den Verlauf
der Trajektorien. Auf dieses Weise kann die Losung von Gleichung (3.6) mittels
Gleichung (3.10) durch Minimierung des Einflusses kiinstlicher Glattung angené-
hert werden. Dieses Vorgehen wird auch Methode der verschwindenden Viskositét
(vanishing viscosity) bezeichnet. Der Grenziibergang fiihrt zur sogenannten Viskosi-
tatslosung [CL83; CEL84], einer Form des schwachen Losungsbegriffs fir hyperboli-
sche Differentialgleichungen. Im Folgenden wird die Nutzbarkeit dieses Vorgehens
untersucht.

Da sich im vorliegenden Kontext die Losung nicht analytisch auflésen lésst,
muss sie numerisch approximiert werden. Dabei muss € > 0 so klein wie moglich
gewdhlt werden, um eine mdoglichst geringe Verfilschung der Losung durch die zur
Bewahrung der Differenzierbarkeit eingefiithrte Diffusion zu gewéhrleisten, jedoch so
grof} wie nétig zur Gewéhrleistung der Stabilitdt der Berechnung. Um den Einfluss der
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Abbildung 3.3: Ausbreitung des Graphen der Funktion y = -0.5cos(7z) mit
v =1-¢ek mitsamt 11 beispielhafter Trajektorien.

Glattung weitergehend zu verringern, kann diese nur auf konvergierende Trajektorien
eingeschriankt werden, woraus folgende Erweiterung von Gleichung (3.10) resultiert:

0 firxz>0

3.11
z fur x <0. ( )

Ox—vn(x)=-eg(k(x))n(x) mitg(x)= {
Abbildung 3.3 zeigt das Ergebnis der Konturausbreitung durch Lésen des Anfangs-
wertproblems (3.11) fiir eine diskrete Abtastung der Startkontur. Erwartungsgeméif
ist die Verschéarfung des Knicks bei sinkendem ¢ erkennbar. Fiir £ > 0 ndhern sich
die Trajektorien einander an ohne sich zu berithren. Wiirden sie sich beriihren, wére
die resultierende Losung nicht mehr differenzierbar, was im Widerspruch steht zur
Tatsache, dass die Losung fiir € > 0 stets differenzierbar ist.

Problematisch bei dieser Problemstellung ist jedoch die numerische Stabilitdt. n
und x sind Funktionen der ersten und zweiten Ableitungen der Kontur. Da diese
mittels finiter Differenzen aus den Konturstiitzstellen approximiert werden, fiihrt
die Tatsache, dass der Punktabstand bei Annédherung an den Knick gegen 0 strebt,
zur Verstdrkung kleinster und unvermeidbarer Variationen in den Stiitzstellen.
Generell erweist sich die stiitzstellenbasierte Approximation der Normalen und
Kriimmung als sehr sensitiv gegeniiber der Punktedichte, der Zeitschrittweite und
dem Glattungsparameter ¢, wie folgende Evaluation zeigt.

Abbildung 3.4 visualisiert beispielhaft den Einfluss von At und ¢ auf die Stabilitét
der Ausbreitung des Funktionsgraphen aus Abbildung 3.3 mittels Gleichung (3.10).
Ermittelt wurde die Distanz, ab der die Krimmung einen vorgegebenen Schwell-
wert iiberschreitet, was wiederum im weiteren Verlauf zur Verstirkung kleinster
Variationen fiihrt. Die Approximation der Startkontur erfolgte {iber 201 Stiitzstellen,
dquidistant verteilt im Parameterintervall und auf der Kurvenldnge. Zu erkennen ist
die wachsende Stabilitdt — im Sinne der Zeitspanne bis zur Entartung der Losung —
bei zunehmendem ¢ und abnehmenden At. Dies steht im Konflikt mit dem Bestreben,
den kiinstlichen Glattungseffekt zu minimieren (Konsistenz) und die Schrittweite zu
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max Abstand
max Abstand

(a) Initialisierung im Parameterintervall (b) Initialisierung auf Kurvenlidnge

Abbildung 3.4: Stabilitit der Konturausbreitung ohne Beschrinkung der Glattung
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Abbildung 3.5: Stabilitdt der Konturausbreitung mit Beschriankung der Glattung

maximieren (Berechnungsdauer). Die Initialisierung auf der Kurvenlénge fiihrt zur
geringfiigigen Erhohung des erreichbaren Abstands aufgrund eines homogenen Stiitz-
stellenabstandes. Einen deutlich signifikanteren Einfluss haben die Punkteanzahl
bzw. -dichte und Glattungsbeschriankung.

Abbildung 3.5 zeigt dieselbe Untersuchung unter Verwendung von Gleichung (3.11),
d.h. Beschriankung der kriimmungsabhéngigen Glattung auf konkave Regionen, bei
Initialisierung der Startpunkte auf Kurvenlinge. Zu erkennen ist eine deutliche
Steigerung des erreichbaren Abstandes. Dieser wurde in der Abbildung auf den Wert
6 beschnitten, da sich danach die Punkte nur noch als Gerade ausbreiten.

Abbildung 3.6 zeigt dieselbe Untersuchung fiir den Zeitschritt At = 107 und
unterschiedliche Stiitzstellenanzahlen bzw. -abstinde. Wie Abbildung 3.6a zeigt,
existiert ein ,,ideales Stiitzstellenabstandsintervall“, welches zur spétestmdglichen
Entartung der Losung fithrt. Demgegeniiber zeigt Abbildung 3.6b, dass unter Glét-
tungsbeschriankung eine Verringerung des Startpunktabstands nicht zur schnelleren
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Abbildung 3.6: Stabilitdt der Konturausbreitung mit unterschiedlicher Stiitzstel-
lenanzahl ohne und mit Beschrdnkung der Glattung
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Abbildung 3.7: Konturausbreitung mit Beschrankung der Glattung und unter-
schiedlicher Stiitzstellenanzahl

Entartung der Lésung fithrt. Dass in diesem Fall dennoch ein umso kleinerer Punktab-
stand nicht zu bevorzugen ist, zeigt Abbildung 3.7. Hierin ist die Verbreiterung des
Knicks bei sinkendem Stiitzstellenabstand zu erkennen.

Bewertung

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass sich die explizite Propagierung der
Kontur unter streng kontrollierten Bedingungen zwar als prinzipiell moglich erweist,
jedoch einige Aspekte gegen ein derartiges Vorgehen sprechen:

Es miissen alle Stiitzstellen propagiert werden (Berechnung der Ableitungen).
Es konnen nur Stiitzstellen propagiert werden (keine freie Startpunktwahl).

Es gibt eine hohe Sensitivitit gegeniiber der Stiitzstellenverteilung und -dichte.
Geringe Glattung erfordert geringe Schrittweite und hohe Berechnungsdauer.
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Abbildung 3.8: Graph der Funktion y = —0.5cos (7z) mit x € [-1,1] (rote Kurve)
mitsamt Distanzfeld als farbkodierte Hohenkarte.

Die aufgezeigten Nachteile lassen sich auf eine problematische Bestimmung der
Ableitungen anhand von Konturstiitzstellen zuriickfiihren.

Aufgrund der Nachteile erfolgt in der Dissertation, wie im folgenden Unterab-
schnitt 3.1.2 gezeigt, die Approximation von n (x) und x (x) anhand einer implizi-
ten Modellierung der Konturausbreitung als Niveaumenge anstelle der expliziten
Modellierung mittels Stiitzstellen. Dies hat insbesondere den Vorteil einer vom
Stiitzstellenabstand unabhéngigen numerischen Stabilitét.

3.1.2 Implizite Konturausbreitung

Die in Unterabschnitt 3.1.1 benannten Nachteile lassen sich dadurch mindern, dass
die Startkontur implizit als Niveaumenge eines Distanzfelds ¢ représentiert wird.
Dies ermdglicht den Einsatz deutlich stabilerer numerischer Ansétze als im expliziten
Fall.

Sei nun die Startkontur als Nullstellenmenge eines vorzeichenbehafteten Distanz-
felds ¢ mit geeignetem Definitionsbereich ) représentiert. Abbildung 3.8 zeigt einen
Ausschnitt des zweidimensionalen Distanzfelds ¢ der Funktion y = —0.5cos (7z),
x € [-1,1], aus Abbildung 3.1 als farbkodierte Hohenkarte. Die Berechnung des
Distanzfelds erfolgt dabei zunéchst durch Diskretisierung und Approximation des
Funktionsgraphen mittels einer stiickweise linearen Kurve, sowie Diskretisierung des
Definitionsbereichs von ¢ mittels eines reguliren Gitters. Der Distanzwert ¢ (p) an
einem beliebigen Punkt p = (z,y) ergibt sich dann aus der Suche des Kurvenseg-
ments L, welches p am néchsten liegt, und Berechnung des Abstands zwischen p
und L (Abstand zwischen Punkt und Strecke). In der Abbildung zu erkennen ist der
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,Knick“ der Distanzwerte entlang eines Strahls in der x/y-Ebene, der in Richtung
der positiven y-Achse verldauft und im Punkt (0, 2/7r2) beginnt, dem Mittelpunkt
des kleinstmoglichen Kriimmungskreises des Funktionsgraphen. Der kleinstmdogliche
Kriimmungsradius begrenzt den Mindestabstand d* des Knicks von der Kurve, und
damit auch den frithestmoglichen Zeitpunkt ¢t* einer Trajektorienkollision geméafl

3/2

. dr ) 1 C (1+y (x)Q) /
t*=—> min r——— = min ———————.
v ze[0,1] vk(x) wef0,1]  vy" (x)

(3.12)

Dies ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Kriimmung einer als Funktions-
graph reprasentierten Kurve.

Mit gegebenem Distanzfeld entspricht die mit konstanter Geschwindigkeit v um
den Abstand d in Normalenrichtung ausgebreitete Kontur der ¢-Niveaumenge von ¢
mit ¢ = d/v. Im vorliegenden Kontext ist jedoch nicht die Kontur selbst relevant, son-
dern der Schnitt der Ortskurve eines einzelnen Konturpunkts mit einer vorgegebenen
Offset-Kontur — d.h. gewissermaflen eine Zuordnung zwischen Punkten in Konturen
in unterschiedlichen Abstdnden. Bei impliziter Modellierung lassen sich korrespon-
dierende Punkte nicht mehr trivialerweise iiber dieselbe Parametrierung adressieren
wie in Unterabschnitt 3.1.1. Stattdessen lésst sich der Weg jedes beliebigen Punktes
q € Z bestimmen durch Betrachtung der Charakteristiken der Eikonalgleichung

[Vp|=1 mit ¢(x) =0 fiir xe Z. (3.13)

Hierzu sei wiederholt, dass eine Funktion ¢ (p) = dz (p) = d(p, Z), die jedem Punkt
p €  den kleinsten Abstand zu Z c Q zuweist, Gleichung (3.13) im schwachen Sinn
erfillt, d.h. fast iiberall auler auf der Medialachse. Genauer gesagt ist dz (p) nicht
irgendeine beliebige schwache Losung von Gleichung (3.13), sondern deren eindeutig
definierte Viskositdtslosung. Die Thematisierung schwacher Losungen wurde bisher
dadurch umgangen, dass dz (p) als Losung eines Suchproblems betrachtet wurde
anstatt als Losung eines Ausbreitungsproblems. Die Unterschiede dieser Betrach-
tungsweisen sind eklatant: wihrend beim Suchproblem jedem Punkt p € 2\ Z
(mindestens) ein nédchstgelegener Punkt q € Z zugeordnet werden kann, welcher
den Wert ¢ (p) eindeutig determiniert, tragt beim Ausbreitungsproblem nicht jeder
Punkt q € Z zum Wert ¢ (p) an irgendeiner Stelle p € Q \ Z bei. Weiterfithrende Be-
rechnungen auf einem Distanzfeld miissen deshalb dessen differentiale Eigenschaften
berticksichtigen, um einen korrekten Informationsfluss zu gewéhrleisten (s.u.).
Charakteristiken sind Kurven, entlang derer sich die partielle DGL mittels einer
gewohnlichen DGL 16sen lasst. Um diese zu bestimmen wird angenommen, dass
alle Parameter x der gesuchten Losung ¢ (x) der partiellen DGL (3.13) von einem
einzigen (Kurven)parameter s abhéngen, d.h. ¢ = ¢ (s) = ¢ (x(s)). Entlang der
Kurve x (s) entspricht die Losung ¢ (x) der partiellen DGL der Losung ¢ (x(s))
einer gewohnlichen DGL, d.h. der Informationsfluss findet nur entlang der Cha-
rakteristiken statt. Anders ausgedriickt ist der Wert ¢ (x) nur vom Wert von ¢
entlang der durch x fithrenden Charakteristik(en) abhangig [SV03]. Im Kontext der
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Konturausbreitung entspricht eine solche Kurve somit der Menge korrespondierender
Punkte auf Konturen in unterschiedlichem Abstand von der Startkontur.

Zur Berechnung wird zunéchst von der Darstellung von Gleichung (3.13) als
allgemeine homogene DLG erster Ordnung ausgegangen:

F (D¢7 ¢7 X) = 07

wobei der Term D¢ alle partiellen Ableitungen von ¢ zusammenfasst, in diesem Fall
also D¢ = V¢, und f (x) den Kehrwert der Ausbreitungsgeschwindigkeit bezeichnet,
in diesem Fall also f (x) = 1. Das ergibt

F(D¢,¢,x) = V|- f (x)

=V Vo - f(x)’
= Z; (9:,0)* - f (x)? (3.14)
=0.

Die charakteristischen Gleichungen der partiellen DGL F' (D¢, ¢,x) = 0 bezeichnen
nun allgemein ein System aus gewodhnlichen DGLs, welches die Anderung der drei
beteiligten GroBlen D¢, ¢ und x als Funktion eines Kurvenparameters s beschreibt.
Im vorliegenden Fall ist davon nur x relevant, welches sich geméafi [Eval5] aus
Gleichung (3.14) zu
X Dy (D6,6,%)
= Dy (V6 V6~ [ (x)°)

ergibt. Daraus folgt

j—’s‘ - Vo (x). (3.15)

Die Ableitung von x nach s muss dem Gradienten des Distanzfeldes an der Stel-
le x(s) entsprechen, die Losungen sind somit die Integralkurven des Distanz-
Gradientenfeldes. Dabei ist jedoch zu beachten, dass ¢ fiir alle Punkte auf der
Medialachse nicht differenzierbar ist, und somit im Falle des Erreichens der Medial-
achse keine eindeutige Losung (im klassischen Sinne) von Gleichung (3.15) existiert.
Tatsachlich wére das Problem der nicht-eindeutigen Losbarkeit bereits bei der Be-
rechnung des Distanzfelds aufgetreten, wenn ¢ als Losung von Gleichung (3.13)
eingefithrt worden wére anstatt als Abstand zum néchstgelegenen Startkonturpunkt,
welcher per Suche ermittelt wird.
Zur Losung der Problematik werden folgende Ansétze betrachtet:

1. Glattung,
2. Signalrekonstruktion,
3. Schwache Losung: Viskositétslosung.
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Glittung

Dieser Ansatz besteht in der Vermeidung undefinierter Ableitungen durch Glattung
des Distanzfelds. Dies liefle sich prinzipiell erreichen durch Erweiterung von Glei-
chung (3.13) bzw. (3.14) um einen kiinstlichen Viskositdtsterm, vergleichbar mit dem
Vorgehen aus Unterabschnitt 3.1.1. Letztendlich lassen sich die aus Gleichung (3.10)
resultierenden Trajektorien als Integralkurven des Gradienten eines gegléitteten
Distanzfeldes der Startkontur auffassen, da stets normal zu einer geglatteten (diffe-
renzierbaren) Version der aktuellen Kontur vorangeschritten wird.

Aufgrund der impliziten Formulierung lasst sich die aus dem Grenziibergang
€ = 0 resultierende schwache Losung auf effektivere Weise anndhern. Der einzige
Unterschied zwischen der expliziten Formulierung (3.6) und der impliziten Formulie-
rung (3.15) liegt letztendlich darin, dass letztere die Ausbreitungsrichtung n = V¢
nicht als Funktion der Kontur, sondern eines umgebenden Kontinuums definiert.

Alternative Ansétze zur Generierung approximativer differenzierbarer (glatter)
Distanzfelder thematisiert [BS04].

Signalrekonstruktion

Dieser Ansatz beruht auf einer alternativen Erklarung zur Eindeutigkeit der Inte-
gralkurven aus einer diskreten Sichtweise. Die tatséchliche (kontinuierliche) Distanz-
funktion dz, aufgefasst als reellwertiges Signal mit zwei- oder dreidimensionalem
Definitionsbereich, wird innerhalb eines vorgegebenem Definitionsbereichs 2 mit-
tels eines Gitters aus M + 1 Stiitzstellen xq,...,x; abgetastet. Die Stiitzwerte
do, . ..,dps resultieren dabei entweder durch Bestimmung des Abstands von jedem
x; zum néachstgelegenen Punkt in Z, oder durch numerische Approximation der
Viskositatslosung der Eikonalgleichung (3.13). Aus der Abtastung {(x;,d;)} ldsst
sich wiederum ein kontinuierliches Signal d; rekonstruieren. Dieses interpolierte
Signal wird in allgemeiner Basisdarstellung reprasentiert durch

M
dz (x) =) d;iB;(x), (3.16)
i=0
wobei By, ..., By geeignete interpolierende Basisfunktionen und dy,...,dys die

Koeffizienten der Signalreprisentation bezeichnen. Fiir die Abweichung |dz — dz|
zwischen Original und Rekonstruktion lassen sich verschiedene Aussagen zeigen, je
nach Wahl der Basisfunktionen: Mittels einer stiickweise polynomiellen Basis ldsst
sich der Interpolationsfehler als Funktion des Polynomgrads k, Stiitzstellenabstands
h und der Norm der k + 1-ten Ableitung beschrianken, z. B. gemafl [QSS02] durch

I = Flloo < CRE £ o, (3.17)

wobei C' eine Konstante, f die Interpolierte und f die originale Funktion bezeichnet
und f (k+1) Jessen k + 1-te Ableitung. Alternativ lasst sich mittels einer sinc-Basis
ein Signal fehlerfrei rekonstruieren, wenn es bandbegrenzt ist und die maximale
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Frequenz unterhalb der halben Abtastfrequenz liegt. Im vorliegenden Kontext ist
das originale Signal aufgrund der fehlenden Bandbegrenzung an den Knicken nicht
exakt aus Abtastpunkten rekonstruierbar, jedoch ldsst sich der Fehler durch den
Gitterpunktabstand beschrénken, sofern die Abtastung sicherstellt, dass zwischen
zwei Gitterpunkten nicht mehrere Knicke liegen.

Die Funktion dy (x) ist differenzierbar sofern alle B; differenzierbar sind, da geméif
Summenregel die Ableitung der rekonstruierten Funktion auf die Ableitung der
Basisfunktionen verteilt wird:

vdy (x) = % d;V B; (x). (3.18)
=0

Falls Vdy stetig sein soll und die Basis nur stiickweise definiert ist, muss zudem
sichergestellt werden, dass die Ableitungen benachbarter Basisfunktionen an den
Verbindungsstellen iibereinstimmen.

Da jegliche Repréasentation des Distanzfelds eine endliche Menge an Koeffizienten
enthilt, und damit jegliche Auswertung auf einer Rekonstruktion dz (x) von dz (x)
beruht, lasst sich auf diese Weise stets die Differenzierbarkeit des Distanzfelds
¢ (x) = dz (x), und damit die Eindeutigkeit von Integralkurven, gewéhrleisten. Die
Konsistenz resultiert daraus, dass geméafl Gleichung (3.17) mit fallendem Gitter-
punktabstand auch der Interpolationsfehler sinkt, und sich somit die Integralkurven
von dz (x) denen von dyz (x) annéhern.

Schwache Losung

Dieser Ansatz fiihrt einen Losungsbegriff ein, welcher keiner Differenzierbarkeit
bedarf. Solche Loésungen werden allgemein unter dem Begriff | schwache Losung'
zusammengefasst [EGK17; Evalb]. Ein auf hyperbolische partielle DGL wie die
FEikonalgleichung spezialisierter schwacher Losungsbegriff ist die sogenannte Viskosi-

¢

tatslosung. Die Definition dieser Losung erfolgt entweder durch den Vergleich der
Losung mit Testfunktionen, welche anstelle der Losung abgeleitet werden kénnen
[CL&3], oder mittels sogenannter Sub- und Superdifferentiale, einer Verallgemeine-
rung des Differentialquotienten auf nicht differenzierbare Funktionen [CEL84]. Des
weiteren kann gezeigt werden, dass sich die Viskositatslosung approximieren lésst
mittels entweder der Methode der verschwindenden Viskositédt oder mittels einer
Upwind-Diskretisierung der partiellen Ableitungen.

Im folgenden dient ein Upwind-Schema zur Diskretisierung der partiellen Ablei-
tungen in Gleichung (3.15), um zu gewéhrleisten, dass der Trajektorienverlauf den fiir
Gleichung (3.13) charakteristischen Informationsfluss widerspiegelt. Unter Losungen
von Gleichung (3.15) sind also die Charakteristiken der numerisch approximierten
Viskositétslosung von Gleichung (3.13) zu verstehen.

Im einfachsten Fall werden die partiellen Ableitungen folgendermaflen approximiert:

(0 -6 (x-hey)
h

07 (x) (3.19)
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Abbildung 3.9: Trajektorienverlauf.

L e(x+hei) -¢(x)

97 ¢ (x) ; (3.20)
| 070 (x) wenn ¢ (x—he;) <o (x+he;)
%9 (x) = { Jf ¢ (x) sonst, (3:21)

wobei i € {z,y,z}, e; einen Einheitsvektor in z-, y- oder z-Richtung und h die
Schrittweite bezeichnen. Neben diesem einfachsten Upwind-Schema existieren weitere
deutlich exaktere Alternativen, siehe z. B. [OF02; Eval5].

Abbildung 3.9a zeigt resultierende Trajektorien nach Ausbreitung von Start-
punkten mittels Gleichung (3.15), unter Approximation des Gradienten mittels
Gleichung (3.21). Zum Vergleich zeigt Abbildung 3.9b die gleichen Trajektorien
unter Approximation des Gradienten mittels eines zentralen Differenzenquotienten.
Dessen Verwendung ist dahingehend legitim, dass ein gemafl Gleichung (3.16) aus
Stiitzstellen rekonstruiertes (approximatives) Distanzfeld dy stets differenzierbar
ist. In gewisser Weise berticksichtigt der einseitige Differenzenquotient die fehlende
Differenzierbarkeit des tatséchlichen Distanzfelds d, wihrend der zentrale Differen-
zenquotient diese ignoriert.

Bewertung

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass sich durch die implizite Propagierung der
Kontur sémtliche der in Unterabschnitt 3.1.1 aufgefithrten Méngel beseitigen lassen.
Der Nachteil liegt in der mit impliziten Reprasentationen verbundenen Erhéhung
der Dimension der Problemstellung, da anstatt der Kontur selbst ein geeigneter
Ausschnitt des die Kontur beinhaltenden Raums gespeichert werden muss. Ansétze
zur Kompensation dieses Nachteils werden in Unterabschnitt 5.3.3 thematisiert.
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3.2 Einflussbereiche der Medialachse

Bei der Planung von Bahnen fiir die Fertigung sind hiufig Normal-Offset-Kurven
bedeutungsvoll. Die Normal-Offset-Kurve einer Kurve auf einer Fléiche ergibt sich
durch Verschieben der Kurve ldngs der Flichennormalen um eine feste Distanz.
Eine Offset-Kurve einer ebenen Kurve entsteht durch entsprechendes Verschieben
langs der Kurvennormalen. Wie im vorigen Unterkapitel bereits festgestellt, konnen
solche Offset-Kurven in ihrem Bewegungsverhalten stark von der gegebenen Kurve
abweichen. So kénnen etwa starke Kriimmungen bis hin zu Knicken auftreten, die
von Fertigungswerkzeugen aus physikalischen Griinden nicht abfahrbar sind. Ein
Indikator fiir solche Schwierigkeiten ist die Ndhe zu Medialachsen der gegebenen
Bezugsflache oder einer Bezugskurve. In diesem Kapitel wird diese Beobachtung
durch die Definition sogenannter Einflussbereiche der Medialachse formalisiert. Ein-
flussbereiche sind Gebiete auf der Bezugsfliche oder Bezugskurve, deren Groéfle
vom Abstand der Offset-Kurve abhéngt. Die Kenntnis derartiger kritischer Berei-
che kann weiterfiihrend zur Parametrierung einer automatischen oder manuellen
Kontaktbahnplanung dienen.

3.2.1 Bedeutung

Um eine vorgesehene Einwirkung an einem vorgegebenen Kontaktpunkt auf der
Bezugsoberfliche zu gewéahrleisten, muss das Fertigungswerkzeug in einer bestimm-
ten Lage relativ zum Kontaktpunkt positioniert werden. Diese Lage hangt zwar
idealerweise nur vom Wirkungsmechanismus des Werkzeugs (Wirkungsrichtung und
-Abstand) ab, jedoch kann der Verlauf der Bezugsoberfliche und Werkzeugbahn zu
Einschrankungen der Positionierung des Werkzeugs fithren. Aus einer urspriinglich
zweidimensionalen Problemstellung, der Berechnung von Kontaktpunkten bzw. -
Bahnen auf der Bezugsoberflache, wird so eine dreidimensionale Problemstellung,
der Berechnung zugehoriger Werkzeugposen im Raum, basierend auf der idealen
Werkzeugposition einerseits sowie dem Abstand zur Bezugsoberfliche andererseits.

Wenn dabei die Verbindungslinie zwischen Kontaktpunkt und Werkzeugposition
die Medialachse schneidet, kann dies zu folgenden Problemen fithren:

Numerische Probleme bei der Offset-Bahnplanung: In den Medialachsen ist
das extrudierte Oberflichendistanzfeld unstetig, da ein begrenztes Distanz-
wertintervall zu einem Punkt kollabiert.

Hotatische Unzulissigkeit® — zu dicht an der Oberfliche: Der kleinste Ab-
stand zwischen Werkzeugposition q und Bezugsoberfliche ist kleiner als der
Abstand zum Kontaktpunkt p: d(q,Z) <d(q,p).

wsDynamische Unzulassigkeit®“ — zu grofie Beschleunigungen: Liegen einzel-
ne Werkzeugpositionen entlang einer Bahn auf unterschiedlichen Seiten der
Medialachse, so enthélt die Bahn Selbstiiberschneidungen/Schleifen.

Aus diesem Grund ist die Teilmenge der Bezugsoberfliche von besonderer Bedeu-
tung, deren zugehorige ideale Werkzeugposition auf oder jenseits der Medialachse
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liegt. Diese Teilmenge wird als Einflussbereich der Medialachse fiir die spezifische
Kontaktpunkt-Werkzeugposition-Beziehung bezeichnet.

Das erste Problem wird in Abschnitt 5.4 behandelt. Die Medialachse beschrankt
in diesem Zusammenhang die Lage potentieller Nullstellenmengen des auf der Be-
zugsoberfliche definierten Distanzfelds, um zu gewéhrleisten, dass implizit definierte
Kontaktbahnen auf die Offset-Flache projiziert werden kénnen.

Die beiden anderen Probleme lassen sich auf zweierlei Weise kompensieren:

1. Relaxation von Wirkungsrichtung und -Abstand auf dem Einflussbereich der
Medialachse,

2. Einschrankung des Kontaktbahnverlaufs — und damit der resultierenden Bewe-
gungsrichtung, durch Segmentierung der Bezugsoberfliche.

Auf die Relaxation von Wirkungsrichtung und -Abstand zur Vermeidung stati-
scher oder dynamischer Unzuldssigkeit wird in Abschnitt 5.5 eingegangen. Die
Segmentierung zur Einschrinkung des Kontaktbahnverlaufs besteht in der Zerlegung
der Bezugsoberfliche in Teilgebiete. Dabei werden die Segmentgrenzen durch die
Medialachse beeinflusst.

Wichtig ist zu bemerken, dass der Medialachseneinflussbereich natiirlicherweise
mit konkav gekriimmten Oberflichenregionen zusammenhéngt, jedoch nicht mit die-
sen koinzidiert. Der Grund ist, dass der Einflussbereich vom idealen Werkzeugabstand
abhéngt. Diejenige Teilmenge der Medialachse, die innerhalb eines vorgegebenen
Maximalabstands zur Oberfliche liegt, bestimmt den Einflussbereich. Dadurch kén-
nen einerseits Oberflachenregionen trotz konkaver Kriimmung aufgrund zu groflier
Kriimmungsradien irrelevant, aber andererseits Regionen trotz konvexer oder keiner
Kriimmung aufgrund zu kleiner Kriimmungsradien in abseitigen Regionen relevant
sein.

Die Charakterisierung kritischer Gebiete von Bezugsoberflichen, die durch Drei-
ecksnetze gegeben sind, iiber die Medialachse erweist sich als numerisch stabiler
als die Schéitzung und Klassifikation von Kriimmungsradien. Dies hingt damit
zusammen, dass die Schétzung der Kriimmung an einem gegebenen Punkt die Defi-
nition einer ,,geeigneten“ Umgebung des Punktes erfordert. Demgegeniiber ist die
Klassifikation des Einflussbereichs an einem gegebenen Punkt eine Funktion der
gesamten Bezugsoberfliche, und damit nicht von der Grofie oder Form einer lokalen
Umgebung abhingig.

3.2.2 Berechnung

Der Einflussbereich der Medialachse beziiglich der Offset-Fliache mit Abstand ¢ > 0,
der nun berechnet werden soll, besteht aus den Punkten der Bezugsoberflache, fiir
die die dort startende Strecke der Linge ¢ in Richtung der Normalen die Medialachse
schneidet.

Die konzeptionelle Idee ist, die Bezugsoberfliche solange mit konstanter Ge-
schwindigkeit in Normalenrichtung auszubreiten, bis der kleinste Abstand jedes
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(a) Paarweise Trajektorien-Konvergenz (b) Abweichung vom Normalen-Winkel
oder Normalen-Abstand

Abbildung 3.10: Normalkurven-basierte Klassifikation von Punkten auf der Be-
zugsoberflache.

Punktes der resultierenden Offset-Flache zur Bezugsoberfliche dem vorgegebenen
Wert ¢ entspricht. Die Existenz einer Medialachse duflerst sich dabei in einem letzt-
endlichen Kollidieren bzw. Verschmelzen von Punkten der Oberfliche aufgrund
sich iiberschneidender Trajektorien. Die Menge aller Positionen, an denen eine
Kollision von Oberflichenpunkten stattfindet, entspricht der fiir die Werkzeugposi-
tionierung relevanten Teilmenge der Medialachse. Die Menge aller kollidierenden
Punkte entspricht dem Einflussbereich der Medialachse.

Die Trajektorie eines Punktes unter Ausbreitung der Bezugsoberfliche in Nor-
malenrichtung wird bereits in Abschnitt 3.1 thematisiert und hier als gegeben
vorausgesetzt. Damit verbleibt als Problemstellung die Klassifikation jedes Punkts
p € Z dahingehend, ob er sich inner- oder auferhalb des Einflussbereichs der Medial-
achse befindet. Dafiir werden folgende Ansétze verfolgt (siehe auch Abbildung 3.10):

1. Paarweise Trajektorien-Konvergenz,
2. Abweichung vom Normalen-Winkel oder Normalen-Abstand.

Klassifikation mittels paarweiser Konvergenz

Zwei Trajektorien konvergieren gegeneinander, wenn ihr Abstand mit zunehmender
Entfernung zum Startpunkt abnimmt. Unterschreitet der Abstand der beiden Kurven
einen vorgegebenen Abstandschwellwert € > 0, welcher proportional zum Gitter-
punktabstand des Distanzfelds gewéhlt wird, so verlaufen die Kurven innerhalb eines
geniigend schmalen Bandes um die Medialachse herum und werden als ,, gegen die
Medialachse konvergiert“ klassifiziert. Das Kriterium kann zur Berechnung einer dis-
kreten Approximation des Einflussbereiches eingesetzt werden, indem eine endliche
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Menge von Abtastpunkten auf der Bezugsoberfliche gewahlt wird, welche die Fléache
hinreichend dicht gleichméfig {iberdeckt. Hierfiir kénnten etwa die Knoten eines die
Bezugsfliache reprasentierenden Dreiecknetzes in Frage kommen. Die Klassifikation
dieser Punkte p; € Z sieht dann wie folgt aus:

1. Bestimme den Schnittpunkt q; zwischen der in p; startenden Trajektorie mit
der Offset-Fléache zur Distanz c.

2. Suche von k +1 dem Punkt q; nichstgelegenen Schnittpunkten qj,...,q;,
von ,endpunktbenachbarten“ Trajektorien mit der Offset-Fléche.

3. Falls unter den k+1 Nachbarendpunkten ein q; mit |q;—q;| <& und |qg;—q;| <
|pi — pj| existiert, so liegt p; im Einflussbereich und andernfalls nicht.

Folgende Erlduterungen seien dazu angefiigt. Anstatt fiir zwei benachbarte Start-
punkte die zugehorigen Endpunkte zu vergleichen, werden fir zwei benachbarte
Endpunkte die zugehorigen Startpunkte verglichen. Die Motivation dieses riickwér-
tigen Vorgehens liegt in der fehlenden Notwendigkeit der Konvergenz zweier im
Startpunkt benachbarter Trajektorien gegeneinander. Mit dhnlicher Motivation
werden k + 1 benachbarte Trajektorien berticksichtigt, anstatt nur einer einzigen,
da im Endpunkt benachbarte Trajektorien, je nach Lage der Startpunkte, nicht
notwendigerweise gegeneinander konvergiert sind.

Abbildung 3.10a zeigt ein Beispiel mit halbkreisférmiger Bezugskontur Z mitsamt
zweier Offset-Konturen O1, O sowie zwei Normalkurven mitsamt Schnittpunkt mit
den Offset-Konturen. Fiir einen Werkzeugabstand dy = dz (q1) = dz (q2) werden
p1,Pp2 aufgrund eines zu groflen Abstands zwischen den Schnittpunkten q; und
gz als nicht im Einflussbereich liegend klassifiziert. Fir einen Werkzeugabstand
dy =dyz (r1) =dz (r2) werden pi,p2 als im Einflussbereich liegend klassifiziert.

Klassifikation mittels Normalen-Winkel- und Abstandsabweichung

Ein Punkt p € Z soll genau dann im Einflussbereich liegen, wenn der Abstand
zwischen p und dem Schnittpunkt q mit der Offset-Fliache grofler ist als der kleinste
Abstand zwischen q und Z (Abstandsabweichung), oder der Offset-Vektor q — p
und die Normale n in p nicht kollinear sind (Winkelabweichung). Abbildung 3.10b
zeigt ein Beispiel, in dem p; fiir einen Werkzeugabstand d = dz (q;) aufgrund des
Abstands zwischen q; und dem Normalen-Endpunkt r{ = p; + n1d, mit n; als
Normale in p1, als im Einflussbereich liegend klassifiziert wird.

Abbildung 3.11 visualisiert die Schritte zur Bestimmung des Einflussbereichs
auf einer wellenformigen Bezugsoberfliche (grau) mitsamt Referenz-Offsetflache
(transparent rot), deren kleinster Abstand zur Bezugsoberfliche dem idealen Werk-
zeugabstand entspricht. Abbildung 3.12 zeigt die Begrenzung des Einflussbereichs
fiir vier unterschiedliche Absténde der Offset-Fléche.
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(a) alle Normalkurven (b) Filterung anhand Abstands-Abweichung

Abbildung 3.11: Schritte zur Bestimmung des Einflussbereichs durch Filterung
von Normalkurven.

Abbildung 3.12: Einflussbereich fiir vier unterschiedliche Werkzeugabstinde. Die
Pfeile markieren zusammengehorige Segmentgrenzen beiderseits
der Medialachse. Das jeweils nichstgrofiere Segment ergibt sich
durch Verdoppelung des Werkzeugabstands.

Bewertung

Unter Voraussetzung einer geeigneten Parametrisierung erwiesen sich die Ergebnisse
beider Herangehensweisen als vergleichbar. Dabei ist jedoch die Abweichung vom
Normalen-Winkel oder -Abstand wesentlich intuitiver zu parametrisieren und wird
deshalb im weiteren Verlauf bevorzugt.

3.2.3 Visualisierung

Die auf beschriebene Weise ausgewéhlten Trajektorien spannen ein Volumen auf,
welches die Medialachse umschliefit und sich mit steigendem Abstand zu Z verjiingt.
Die Rekonstruktion und Visualisierung dieses Volumens erfordert zunéchst dessen
Triangulierung, wofiir die durch das Eingabenetz induzierte Nachbarschaftsrelation
zwischen den Trajektorien ausgenutzt wird: jedes Dreieck des Eingabenetzes, dessen
Knoten im Einflussbereich liegen, definiert einen Volumenausschnitt, indem das Drei-
eck entlang der zu den Knoten gehorigen Trajektorien verschoben und skaliert wird.
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(a) Generierung der Trajekto- (b) Filterung anhand paarwei- (¢) Triangulation
rien ser Konvergenz

Abbildung 3.13: Beispielhafter Ablauf

Die Triangulation dieses Volumenausschnitts erfolgt durch sukzessive Verbindung je-
weils zweier aufeinanderfolgender Knotenpositionen entlang der Trajektorien mittels
dreier Tetraeder. Auf diese Weise resultiert das gesamte Volumen als Vereinigung
aller Volumenausschnitte mit dreieckiger Querschnittfliche, siehe Abbildung 3.13c.

Abbildung 3.13 zeigt einen beispielhaften Ablauf anhand eines turbinenschau-
felformigen Zielobjekts, bestehend aus der Generierung der Normalkurve fiir jede
Stiitzstelle der Zieloberfliche (Abbildung 3.13a), Markierung aller medialachsenrele-
vanten Normalkurven und Verwerfen aller iibrigen (Abbildung 3.13b) sowie optional
die Triangulation der relevanten Kurven zur Approximation des die Medialachse
einhiillenden Volumens (Abbildung 3.13c).

3.3 Kammlinien

Kammlinien sind Kurven auf einer Oberflache, die aus Punkten bestehen, an denen
der Betrag der Hauptkriitmmung langs einer Kriimmungslinie maximal ist. Alternativ
lasst sich eine Kammlinie auch als Oberflichenkurve definieren, an denen es eine drei-
fach bertihrende Oberfldche einer maximalen Kugel gibt (siche Unterabschnitt 2.3.1).
Die Mittelpunkte dieser Kugeln formen den Rand der Medialachse.



3.3. Kammlinien 61

3.3.1 Bedeutung

Kammlinien sind in zweierlei Hinsicht relevant. Einerseits kann beim Frasen ein
schriges Uberfahren einer Kante, etwa bei zahntechnischen keramischen Werkstof-
fen, zur Ausfransung oder Zerfurchung der Kante aufgrund von unkontrollierbar
wegbrechendem Material fithren. Andererseits kann beim thermischen Beschichten
ein schriges Durchqueren eines Tals (d.h. nicht parallel zu konkaven Kammlinien)
zu einem schleifenférmigen Verlauf der Werkzeugbahn mit unzulédssig hohen Be-
schleunigungen fithren, sobald der Spritzabstand den kleinsten Kriimmungsradius
der Kontaktbahn iiberschreitet.

Die Kenntnis dieser Kammlinie R ermdglicht die Bestimmung einer bevorzugten
Bewegungsrichtung, im Sinne eines Vektorfelds auf der Bezugsoberfléche, zur Parame-
trierung einer automatischen oder manuellen Bahnplanung: Durch Auslegung eines
Kontaktbahnabschnitts parallel anstatt orthogonal zur Kammlinie wird ein schlei-
fenformiger Werkzeugbahnabschnitt vermieden. Parallel bedeutet mit konstanten
Abstand zur Kammlinie, d.h. die Bahnabschnitte entsprechen den Niveaumengen
des Distanzfelds, welches jedem Punkt p € Z seinen kleinsten geodétischen Ab-
stand zu R zuweist. Durch eine derartige Einschrinkung des Kontaktbahnverlaufs
lassen sich schleifenfreie Werkzeugbahnabschnitte bereits bei der Kontaktbahnpla-
nung gewahrleisten. Die Schleifenvermeidung kann jedoch nur lokal erfolgen: um
Kontaktbahnabschnitte beiderseits einer Kammlinie auszulegen, muss zwangsléu-
fig mindestens ein Bahnabschnitt orthogonal zu dieser verlaufen. Der Vorteil der
Einschriankung des Bahnverlaufs liegt dennoch in einer Reduktion solcher ,proble-
matischen“ Bahnabschnitte, welche tiberdies ggf. auch in unkritische Regionen der
Bezugsoberfliche verschoben werden kénnen.

3.3.2 Projektion der Medialachsen-Randkurve

Beide Definitionen von Kammlinien fithren auf Berechnungsverfahren. Fiir die kriim-
mungsbasierte Definition kénnen Kammlinien wie folgt in zwei Schritten berechnet
werden:

1. Berechnung von Hauptkrimmungen und Hauptkriimmungsrichtungen ge-
maf [GI04].
2. Lokalisation der Hauptkriimmungs-Extrema geméaf [YBSO05].

Fiir die Definition iiber die Medialachse konnen Kammlinien als Projektion der
Medialachsen-Randkurve ermittelt werden. Da diese Definition weniger verbreitet
ist, wird im Folgenden detaillierter auf ein Berechnungsverfahren eingegangen.

In Abschnitt 3.2.2 wurde die Klassifikation eines Punkts p € Z anhand der
Abstands- oder Winkelabweichung des Schnittpunkts q € O zwischen Normalkurve
und Offset-Fldche O von einer idealen Position r auf dem Normalen-Vektor durchge-
fiihrt. Eine Erweiterung dieses Vorgehens, welche genauer zwischen der Abstands-
und Winkelabweichung differenziert, kann zur Erkennung der auf einer Kammlinie
von Z liegenden Teilmenge des Einflussbereichs der Medialachse genutzt werden.
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Ausgangspunkt ist der in Unterabschnitt 2.3.1 beschriebene strukturelle Aufbau
der Medialachse. Diese wird durch Randkurven aus Punkten des Typs As (einfacher
Kontakt dritter Ordnung) begrenzt, deren korrespondierende Kurven aus Kontakt-
punkten gerade den Kammlinien von Z entsprechen, siehe auch Abbildung 2.4.
Ferner steht der Vektor (q — p) zwischen einem As-Randpunkt q € M und seinem
korrespondierenden Kontaktpunkt p € Z stets normal auf Z. Damit verlduft auch die
Normalkurve von p geméfl Gleichung (3.15) durch den Punkt q und steht normal
auf Z — zumindest in einer ausreichend kleinen Umgebung um q herum, in der die
Medialachse keine Kriimmung aufweist.

Die auf einer Kammlinie liegende Teilmenge R c E des Einflussbereichs F ¢ Z
entspricht der Menge an Punkten p € Z, fiir die die Abstandsabweichung grofler als
Null und die Winkelabweichung gleich Null ist. Somit ist R implizit definiert als
Nullstellenmenge eines Skalarfelds 7: Z — R, welches jedem Punkt p € Z genau dann
die Winkelabweichung des Schnittpunkts zwischen Normalkurve und Offset-Flache
zuweist, wenn die Abstandsabweichung grofler 0 ist, und andernfalls einen beliebigen
Wert ungleich 0.

Die Berechnung von R ist dahingehend problematisch, dass 7 nicht vorzeichen-
behaftet ist und nur an den Knoten des die Bezugsoberfliche approximierenden
Dreiecksnetzes abgetastet wird. Aus diesem Grund lassen sich die Nullstellen im
Allgemeinen weder in Knoten noch entlang von Kanten des Netzes identifizieren.
Verfahren zur Extraktion von Nullstellenmengen aus einem nicht vorzeichenbehafte-
ten Skalarfeld umfassen deshalb die lokale Rekonstruktion des Skalarfelds mittels
einer interpolierenden oder approximierenden Funktion in Verbindung mit lokaler
Verfeinerung des Definitionsbereichs durch Einfiigen von Stiitzstellen [GV.J+09].
Alternativ kann die scharfe Winkelabweichung zu einem Winkelabweichungsintervall
[-¢, +¢] relaxiert und dadurch die detektierbare Kammlinie verbreitert werden, um
zu gewahrleisten, dass auch Knoten nahe der Nullstelle beriicksichtigt werden.

Abbildung 3.14 visualisiert die Schritte zur Bestimmung der innerhalb des
Einflussbereichs liegenden Kammlinien auf einer wellenférmigen Bezugsoberfliche
(grau) mitsamt Referenz-Offsetfliche (transparent rot), deren kleinster Abstand zur
Bezugsoberfliche dem idealen Werkzeugabstand entspricht.

3.3.3 Glattung von Kammlinien mittels aktiver Konturen

Abhéngig von der geometrischen und topologischen Qualitdt der Eingabedaten
sowie der Stabilitdt und Parametrierung verwendeter numerischer Verfahren, zeigen
resultierende Kammlinien iiblicherweise einen faltigen bzw. gezackten Verlauf. Un-
ebene Kammlinien wirken sich wiederum negativ auf die Glattheit resultierender
Werkzeugbahnen aus. Folgende Fehlerquellen lassen sich diesbeziiglich benennen:

o tatsdchliche Unebenheiten eines realen erfassten Zielobjekts,

o fehlerbehaftete Oberflachenerfassung: Messfehler des optischen Scanners,

e inhomogene Netztopologie: numerische Schétzungen beruhen auf der Nachbar-
schaftsrelation,



3.3. Kammlinien 63

(a) Filterung anhand Abstands-Abweichung (b) Filterung anhand Winkel-Abweichung

Abbildung 3.14: Schritte zur Bestimmung der auf einer Kammlinie liegenden Teil-
menge des Einflussbereichs durch Filterung von Normalkurven.

o Diskretisierungsfehler der Oberflache: Approximation der realen Oberfliche
mittels Simplizes (Abtastung, Quantisierung, Linearisierung),

o Diskretisierungsfehler der Kurven: Abtastung der Stiitzstellen und Approxi-
mation der realen Kammlinie durch Polygonzug,

o numerische Fehler: numerische Differentiation oder lokale Approximation der
Oberflache durch analytische Funktion(en).

In Anbetracht realer Anwendungsszenarien ist nicht davon auszugehen, dass alle
genannten Fehlerquellen stets adédquat kompensiert werden kénnen. Um dennoch
einen glatten Bahnverlauf zu bewirken, werden die generierten Kammlinien im
Folgenden mittels einer auf die betroffene Oberfliche beschrinkten aktiven Kontur
([KWTS8S]) geglattet. Da im Allgemeinen die zur Glattung einer Kontur modellierten
Kréfte keinen Verbleib derselben auf einer vorgegebenen Oberfliche gewéhrleisten,
muss ebendies durch Einfiihrung zusétzlicher Mechanismen erfolgen. Zwei Herange-
hensweisen erwiesen sich hierfir als geeignet:

e explizite Doméne: Knotenpunkte der Kontur diirfen sich ausschliefilich entlang
der Kanten des die Oberflache repriasentierenden Dreiecksnetzes bewegen,

o implizite Doméne: Eine zusitzliche Kraft proportional zum Abstand und
normal zur Oberfliche verhindert eine Abweichung von ebendieser.

Die erste Variante setzt eine explizite Reprisentation der Oberfliche als Dreiecks-
netz voraus und die zweite Variante eine implizite Repréasentation mittels eines
vorzeichenbehafteten Distanzfelds. Zum Gléatten der Kammlinien findet dabei die
erste Variante Anwendung, aus folgendem Grund. Je nach Bahnplanungsdoméne
miissen Kammlinien sowohl fiir die Bezugsoberfliche als auch deren Offset-Flachen
generierbar sein. Dabei wird vom Anwendungsfall die Bezugsoberflache tiblicherweise
als Dreiecksnetz vorgegeben. Eine exakte implizite Repréasentation dieser als Null-
stellenmenge ist nicht immer problemlos moglich, aufgrund der Abtastproblematik
und damit verbundener Artefakte sowie einer potentiell fehlerhaften Netztopologie.
Aus diesem Grund erwies sich die Verwendung der expliziten Variante, welche auf
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dem originalen Eingabenetz zu operieren vermag, anstatt auf dessen Approximation,
als robuster. Auf die Umsetzung der auf Dreiecksnetze beschriankten aktiven Kon-
tur, welche sich an [BWKO06| orientiert, sei aufgrund des eher technischen anstatt
konzeptionellen Charakters nicht ndher eingegangen. Ein alternativer Ansatz zur
lokal beschriankten Minimierung der geodétischen Krimmung einer Kontur auf
einer Oberflache ist in [LGR+14] dokumentiert. Die zweite (implizite) Variante
wird in Unterabschnitt 5.7.3 im Rahmen der Glattung von Positionsbahnen auf der
Offset-Flache thematisiert, da diese per Konstruktion stets implizit repréasentiert

werden.
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Das Kapitel fithrt in die prinzipiellen Uberlegungen der Planung von Werkzeug-
bahnen fir fertigungstechnische Prozesse ein, die diese Arbeit verfolgt. Zunéchst
gliedert es die Bahnplanungsaufgaben fiir fertigungstechnische Prozesse aus geome-
trischer Sicht in volumenbasierte und oberflichenbezogene Aufgaben. Dann befasst
es sich mit der Wahl und der Sequenzialisierung der Werkzeugposen. Dies fithrt zu
zwei Aspekten der Bahnplanung, dem geometrischen und dem kombinatorischen.
Dann geht es auf Reprisentationsformen von Werkzeugposen ein, wobei die absolute
und die kontaktrelative Repréasentationsform unterschieden werden. Hinsichtlich des
geometrischen Aspekts findet eine Konzentration auf oberflichenbezogene Bahnpla-
nungsansitze statt, wobei dann abhéngig von der Reprasentation der Werkzeugposen
kontaktrelative und werkzeugrelative Bahnplanungsverfahren unterschieden wer-
den. Hierfiir wird die Einsatzmoglichkeit impliziter Repréasentationsformen kurz
angerissen, die dann in Folgekapiteln ausgearbeitet werden.

4.1 Geometrische Auslegung der Bahnplanung

Die Aufgabe der Bahnplanung fiir einen Fertigungsprozess besteht darin, eine Menge
von Werkzeugposen zu realisieren, die ein Startwerkstiick in ein gewiinschtes Ziel-
werkstiick tiberfuhren. In Kapitel 1 wurde dies fiir das Frasen und das thermische
Beschichten skizziert. Fertigungsaufgaben dieser Art ist gemeinsam, dass es Ein-
schriankungen beziiglich der Reihenfolge gibt, in der Werkzeugposen wahrend der
Realisierung des Prozesses auftreten kénnen. Eine wesentliche Einschriankung ist,
dass Werkzeugposen zu jedem Zeitpunkt an der aktuellen Oberfliche des Werkstiicks
angesiedelt sind. Dabei kann sich die Geometrie der Oberfliche des Werkstiicks nur

65
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Abbildung 4.1: Allgemeiner Ablauf der Bahnerzeugung: Ein-/Ausgabegeometrien
(orange), Planungsphasen (blau), Arbeitsschritte (griin), Kanten
zeigen den Datenfluss vom Zielobjekt zur Werkzeugbahn.

geringfigig oder aber stark dndern. Dies fiihrt auf zwei Kategorien der geometrischen
Auslegung von Bahnplanungsaufgaben:

oberflichenbasierte Bahnplanung: Uberdeckung einer initial gewéhlten stati-
schen Bezugsoberfliche mit Werkzeugposen.

volumenbasierte Bahnplanung: Uberdeckung eines Volumens mit Werkzeugpo-
sen, die sich als Vereinigung der Uberdeckungen der Flichen einer Sequenz von
Bezugsflichen ergibt, an deren Ende die Oberflache des Zielwerkstiicks steht.
Die jeweils néchste Fliche der Sequenz ergibt sich aus der aktuellen durch
Ausfiihrung des Fertigungsprozesses mit den Werkzeugposen der Uberdeckung.

Ein moglicher Ansatz zur Losung von volumenbasierten Bahnplanungsaufgaben ist
die Riickfithrung auf eine Folge von oberflichenbasierten Bahnplanungsaufgaben.
Ein wesentlicher Aspekt ist hierbei die Wahl der Oberflachensequenz.

4.2 Geometrische und kombinatorische Bahnplanung

Geometrische und prozesstechnische Restriktionen kénnen bewirken, dass es keine
sie erfiillende Bahnen gibt, bei denen das Werkzeug stets eine fertigungstechnische
Wirkung auf die Werkstiickoberfliche ausiibt. So kann es beim oberflichenbasierten
Fréasen geschehen, dass es eine bereits bearbeitete Umgebung des Werkzeugs gibt,
auBerhalb von der sich jedoch noch unbearbeitete Gebiete befinden. Ein Beispiel ist
das Taschenfriasen mit spiralférmigen Bahnen beim Vorhandensein mehrerer Taschen
auf der Oberfldche. Hierbei wird héufig so vorgegangen, dass Bahnsegmente mit
Wirkung geplant werden, die dann anschlieend durch Bahnsegmente ohne Wirkung
verbunden werden, die das Werkzeug von einem bearbeiteten Oberflichensegment
zu einem als néchstes zu bearbeitenden Oberflichensegment transportieren.

Generell ist damit die konzeptionelle Gliederung der Planung von Werkzeug-
bahnen in zwei Phasen zweckméfig: eine geometrische und eine kombinatorische
Planungsphase (sieche Abbildung 4.1).
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Die geometrische Bahnplanung befasst sich mit der geometrischen Auslegung von
Kurven im Raum, welche die Position des Werkzeugs und optional die Position des
Kontaktpunktes zwischen Werkzeug und Bezugsoberfliche abschnittsweise beschrei-
ben. Das Ergebnis der ersten Phase ist somit eine endliche Menge von Werkzeugposen,
die zur Losung einer vorgegebenen Aufgabenstellung erforderlich sind, auf der eine
partielle Ordnung definiert ist. Partielle Ordnung bedeutet, dass Werkzeugposen,
die auf demselben Bahnabschnitt liegen, aufeinanderfolgend befahren werden, d.h.
entsprechend steigender Kurvenldnge oder Zeitstempel. Hingegen ist fiir Werkzeug-
posen auf unterschiedlichen Bahnabschnitten keine spezifische Ordnungsbeziehung
vorhanden. Die Bahnabschnitte entsprechen somit total geordneten Teilmengen der
Menge aller Werkzeugposen. Die partielle Ordnung mittels Bahnabschnitten dient
einerseits zur Vorgabe einer aus geometrischer Sicht bevorzugten Bearbeitungsrei-
henfolge und andererseits zur Vereinfachung der nachfolgenden Verkettung aller
Werkzeugposen zu einer globalen Bahn. Die geschilderte diskrete Sichtweise fasst
einen Bahnabschnitt als endliche Menge von Punkten auf einer parametrischen
Kurve mitsamt der durch den Kurvenparameter induzierten Ordnung auf, und ist
dahingehend technisch motiviert, dass die Positionierung eines realen Werkzeugs
iiblicherweise mittels einer endlichen Folge von Posen erfolgt. Daneben liefle sich
aus kontinuierlicher Sichtweise ein Bahnabschnitt auch direkt als Bildbereich ei-
ner parametrischen Kurve, d.h. als unendliche Folge von Werkzeugposen auffassen.
Der diskrete Bahnabschnitt entspricht dann einer Abtastung des kontinuierlichen
Bahnabschnittes.

Die kombinatorische Bahnplanung befasst sich mit der Vervollstdndigung der
partiellen Ordnung zu einer totalen Ordnung, die die globale Werkzeugbahn fest-
legt. Dabei geht es um die Bestimmung einer moglichst optimalen Reihenfolge
der Bahnabschnitte, wobei Einschrankungen zu beachten sind. Dazu gehéren Maf-
nahmen zur Kollisionsvermeidung wie die globale Sichtbarkeitsberechnung und
Werkzeug(um)orientierung, Entfernung unerreichbarer Positionen, Aufspaltung und
Unterteilung von Bahnabschnitten in Bearbeitungsschritte und Einfiigung zusétz-
licher Verbindungsbahnen (,,Umleitungen) zwischen aufeinanderfolgenden Posen,
deren direkte Verbindung zur Kollision fithren wiirde.

4.3 Reprasentation von Werkzeugposen und Bahnen

Bei Fertigungsmaschinen, aber auch Robotern, werden Posen von in sich starren
Werkzeugen haufig relativ zu einem globalen Bezugskoordinatensystem représen-
tiert. Fir die oberflichenbasierte Bahnplanung bietet sich jedoch auch eine ober-
flichenbezogene Beschreibung der Werkzeuglage an. Ein wesentlicher Aspekt der
oberflachenbasierten Bahnplanung ist die Verwirklichung eines definierten Kontaktes
zwischen Werkzeug und Bezugsoberfliche. Die Art des Kontaktes variiert, aus geo-
metrischer Perspektive, je nach Anwendungsszenario zwischen einer unmittelbaren
Beriihrung und mittelbaren Einwirkung des Werkzeugs auf die Bezugsoberflache.
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Ein unmittelbarer Kontakt erfolgt bspw. bei der spanenden Fertigung, indem die
Schneidkante des Frésers stets die Oberfliche des in Fertigung befindlichen Objektes
tangiert, vergleiche Abbildung 1.5b. Ein mittelbarer Kontakt erfolgt bspw. beim
thermischen Spritzen, indem ein von der Diise ausgehender Spritzkegel in einem
bestimmten Mittelpunkt und unter einem bestimmten Winkel auf die zu beschich-
tende Oberflache auftrifft, vergleiche Abbildung 1.5a. Der Ort des Kontaktes wird
dabei durch die Pose des Werkzeugs relativ zur Bezugsoberfliche bestimmt.

Die mit den beiden Ansétzen verbundenen Représentationsformen fiir Werkzeug-
posen ergeben sich wie folgt:

global reprisentierte Pose: Dem Werkzeug ist ein Reference Frame zugeordnet,
das starr mit seiner Geometrie verbunden ist. Der Ursprung des Referenzframes
wird auch als Werkzeugnullpunkt oder TCP (Tool Center Point) bezeichnet.
Die Werkzeugpose wird durch den Ort und die Orientierung des Reference
Frame relativ zu einem globalen Koordinatensystem angegeben.

kontaktrelativ repréasentierte Pose: Auf der Oberfliche ist ein Feld von Contact
Frames definiert. Die Werkzeugposen werden relativ zu den Contact Frames
definiert. Dies geschieht durch den Ort und die Orientierung des Referenzframes
des Werkzeugs relativ zum Kontaktframe.

Die Représentation einer Bahn durch eine Abfolge global reprisentierter Werkzeug-
posen wird im Folgenden auch Positionsbahn, und durch eine Abfolge kontaktrelativ
repriasentierter Posen auch Kontaktbahn genannt. Dabei beschrankt sich diese Arbeit
bei der Positionsbahn jedoch meist auf den TCP, d.h. den Ursprung des Reference
Frame.

4.4 Kontaktpunkt- und werkzeugpositionsorientierte
Bahnplanung

Bei der oberflichenbasierten Bahnplanung lassen sich hinsichtlich der Bahnplanungs-
doméne zwei Ansétze unterscheiden: die kontaktpunktorientierte Planung und die
werkzeugpositionsorientierte Planung. Abbildung 4.2 zeigt den Ablauf der geometri-
schen Planung vom Zielobjekt zu den Positionsbahnabschnitten mit dieser bereits
in Abbildung 4.1 angedeuteten Unterteilung.

Die kontaktpunktorientierte Bahnplanung beruht auf einer expliziten Modellie-
rung eines Kontakts zwischen Werkzeug und Bezugsoberflache. Dies beinhaltet die
Berticksichtigung des Wirkungsortes und der Wirkungsrichtung des Werkzeugs und
erfordert dazu die Generierung von Kontaktbahnabschnitten auf einer Bezugsfla-
che, iiblicherweise der Zieloberfliche. Diese Kontaktbahnen miissen anschlieend
in korrespondierende, den modellierten Kontakt herbeifiihrende, Werkzeugpositi-
onsbahnabschnitte transformiert werden. Diese Uberfiihrung muss einerseits die
Lage des Werkzeugs relativ zum Kontaktpunkt entsprechend Soll-Wirkungsrichtung
und -Abstand des Werkzeugs berticksichtigen (lokal), und anderseits die Lage des
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Abbildung 4.2: Kontakt- vs. positionsorientierte Bahnplanung, je nachdem, ob der
Definitionsbereich der Konturausbreitung die Bezugsflache oder
eine daraus erstellte Hilfsoberflache ist: Ein-/Ausgabegeometrien
(orange), Planungsphasen (blau), Arbeitsschritte (griin), Kanten
zeigen den Datenfluss vom Zielobjekt zur Werkzeugbahn.

Werkzeugs relativ zur Bezugsoberflache (global), um Kollisionen und kinematisch
ungiinstige Trajektorien zu vermeiden.

Die werkzeugpositionsorientierte Bahnplanung modelliert ausschliefSlich und di-
rekt die Werkzeugpose. Dies wird durch Ubergang in den Parameterraum der globalen
Werkzeugposenrepréisentation erreicht, der auch als Konfigurationsraum bezeichnet
wird. Die Oberfliche wird darin durch eine Teilmenge der fiir die Bahnplanung in
Frage kommenden Posen représentiert. Eine Bahn ist eine Kurve in diesem Raum,
die unter Umstédnden noch gewisse Randbedingungen erfiillen muss. Die Information
iiber Kontaktmoglichkeiten zwischen Werkzeug und Bezugsoberfliache ist in diesem
Ubergang reprisentiert. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Teilmenge méoglicher
Posen durch eine oder mehrere , Hilfsoberfliche(n)* représentiert, deren Verlauf
relativ zur Bezugsoberfliche stets eine kollisionsfreie Positionierung des Werkzeugs
erlauben soll.

Beide Vorgehensweisen haben Vor- und Nachteile sowie spezifische Anwendungs-
félle. Unter bestimmten Voraussetzungen kann es vorteilhaft sein, die Positionsbahn
direkt zu generieren, ohne den genauen Ort des resultierenden Kontakts zu beriick-
sichtigen. Zum Ersten erfordert die spanende Formgebung einen Grobbearbeitungs-
schritt, in dem Rohmaterial aus einem das Zielobjekt umgebenden Volumen entfernt
wird, um eine grobe Approximation des Zielobjekts freizulegen. Die Bahnen dieses
Bearbeitungsschritts durchqueren systematisch ein das Objekt umgebendes Volumen
ohne Kontakt zur Bezugsoberfliche. Zum Zweiten stellt die positionsorientierte Pla-
nung weniger Anforderungen an die Qualitdt der Bezugsoberfliche und ist weniger
komplex und damit auch fehleranfillig als die kontaktorientierte Planung. Durch
Verwendung der Offset-Flache als Hilfsoberfliche wird das Werkzeug so positioniert,
dass sich stets irgend ein Kontakt mit der Bezugsoberfliche ergibt, ohne Beriicksich-
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tigung des genauen Ortes oder der Wirkungsrichtung — die Kontaktpunkte ergeben
sich dann indirekt durch Projektion der Werkzeugposition auf die Bezugsoberfléche.
Dies hat, wie sich herausstellt, den Vorteil einer deutlich geringeren Komplexitat und
damit auch Fehleranfélligkeit, ist jedoch aufgrund der fehlenden Kontrollierbarkeit
der Kontaktpunkte nur fiir entsprechend einschrankbare Prozesse nutzbar. In der
vorliegenden Arbeit dient diese Vorgehensweise zur Erzeugung von Frasbahnen zur
Grobbearbeitung (volumenbasiert, siehe Kapitel 6) sowie zur Feinbearbeitung mittels
Kugelfrisern (offsetflichenbasiert, siehe Abschnitt 5.1).

Ist dagegen die exakte Kontrollierbarkeit des Kontaktortes auf der Bezugsober-
flache essentiell, so wird zunéchst eine Kontaktbahn geplant, welche den Ort und
die Richtung der Einwirkung des Werkzeugs auf die Bezugsoberfliche in Abhén-
gigkeit von der Zeit beschreibt, und anschlieflend in eine geeignete Positionsbahn
transformiert. In der vorliegenden Arbeit dient diese Vorgehensweise zur Planung
von Werkzeugbahnen zum thermischen Beschichten der Bezugsoberflache. Im Fokus
dieser Arbeit steht dabei nicht die Bestimmung eines fertigungstechnisch optima-
len Kontaktbahnverlaufs (siehe [Koul5; Hegl7]), sondern die Transformation von
Kontaktbahnen in Werkzeugbahnen, siehe Kapitel 5.

4.5 Implizite Bahnplanung

Im Folgenden wird eine kurze Ubersicht iiber wesentliche Konzepte gegeben, die bei
der impliziten Bahnplanung im weiteren Verlauf der Arbeit auftreten werden.

Zentraler Bestandteil der Werkzeugpositionsberechnung in dieser Arbeit ist
die implizite Repréasentation der Bezugsoberfliche mittels eines Distanzfelds ¢ :
M c R? - R, welches jedem Punkt x aus einem geeigneten, die Bezugsoberfliche
enthaltenden Volumen M c R? einen Distanzwert ¢ (x) zuweist. Die numerische
Repréasentation der Funktion ¢ geschieht durch die Diskretisierung des Definiti-
onsbereichs M durch Abtastung mittels einer endlichen Menge an Stiitzstellen
(Gitterpunkten). Im Rahmen dieser Arbeit werden zur Représentation eines Distanz-
felds, je nach konkreter Problemstellung, uniforme und adaptive Gitter sowie Sparse
Fields gemafl der Darstellung in Kapitel 2 verwendet.

Neben der Bezugsflache erfordert die Generierung von Werkzeugbahnen noch
weitere, ebenfalls implizit definierte Oberflichen:

Offset-Flache der Bezugsfldche: Die Offset-Fliache der Bezugsfliche resultiert
aus der Ausbreitung letzterer mit konstanter Geschwindigkeit in Richtung der
Oberflachennormalen. Diese Ausbreitung ldsst sich geméfl Abschnitt 2.2 als
Randwertproblem oder als Anfangswertproblem modellieren.

Sichtbarkeitsfliiche: Die Sichtbarkeitsfliche, welche in Kapitel 6 zur Generierung
von Frisbahnen zur Grobbearbeitung verwendet wird, resultiert aus der Defor-
mation der Offset-Fliche in Abhéngigkeit von der ,Blickrichtung® des Werk-
zeugs. Diese Deformation fiihrt dazu, dass alle Punkte auf der resultierenden
Oberflache ohne Kollisionen erreichbar sind.
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Abbildung 4.3: Bezugsoberfliche (hellgrau opak), Offset-Fléche (griin transpa-
rent), Normalfliche (rot transparent), Auflenhiille (grau trans-
parent), Kontaktbahn (blaue Kurve) und Positionsbahn (weifle
Kurve) als Schnittmenge aus Offset- und Normalfliche.

Normalfliche: Die Normalfliche, welche in Abschnitt 5.3 und 5.4 zur Definition
einer Kurve auf der Offset-Fldche dient, resultiert anschaulich aus der Extrusion
einer auf der Bezugsflaiche definierten Kurve normal zu den Niveaumengen
von ¢. Wenn diese Kurve wiederum implizit mittels eines auf der Bezugsflache
definierten Distanzfelds ¢ definiert ist, ldsst sich die Normalfliche ebenfalls
implizit definieren und in das Distanzfeld ¢ einbetten.

Auflenhiille: Die Auflenhiille, welche bei der spanenden Fertigung den durch einen
Fraser vom Material freizulegenden Bereich eines Rohlings begrenzt, wird
implizit mittels eines Distanzfelds ¢ représentiert.

Abbildung 4.3 zeigt ein beispielhaftes Zielobjekt (Zahnkrone) mitsamt Offset-
und Normalfliche sowie der Auflenhiille zur Begrenzung des Verfahrbereichs.

4.6 Stand der Wissenschaft

Fiir einen allgemeinen Uberblick iiber Herangehensweisen zur Planung von Werk-
zeugbahnen zur spanenden Fertigung sei auf [LXG10] verwiesen. Aktuelle For-
schungsfragen der automatisierten Fertigung werden in [LLG15] aufgegriffen und
zusammengefasst. Einen umfassenden Uberblick iiber Ansitze zur Generierung von
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Werkzeugbahnen fiir das thermische Spritzen liefern [Hegl7; Koul5]. Aus diesem
Grund beschrénkt sich der Literaturiiberblick in der Dissertation vorrangig auf das
Anwendungsgebiet der spanenden Fertigung.

Unterschiedliche Ansétze zur Werkzeugbahnplanung lassen sich hinsichtlich der
Werkstiickrepréasentation unterscheiden, da die gebrduchlichen Darstellungsformen
Freiformfiachen, Dreiecksnetze, Punktewolken und Niveaumengen unterschiedliche
Herangehensweisen erfordern. Implizite Repréasentation sind dabei im Kontext von
CAM hochaktuell, wie die aufgefithrten Referenzen zeigen. Im Unterschied zum
oklassischen* CAM, das auf konstruierten Freiformflichen beruht, beruhen die
Werkstiicke im dentalen CAM stets auf diskreten Abtastungen [MHK+09] und
dementsprechend einer diskreten Darstellungsform.

In der Dissertation erfolgt die Definition von Werkzeugbahnen geometrisch
konstruktiv. Eine Alternative dazu ist die Definition von Bahnen als Losung ei-
nes Optimierungsproblems, siehe z.B. [Rad06]. Diese Unterteilung ist jedoch eher
konzeptioneller Natur, da sich angesichts der impliziten Definition von Werkzeugposi-
tionsbahnen das repriasentierende Skalarfeld, und damit auch dessen Niveaumengen,
stets als Losung eines Optimierungsproblems auffassen lassen, siehe z.B. [ZZD+14].

In der Dissertation sind die zur Bahnplanung auf Oberflichen verwendeten
Distanzfelder stets geodétisch. In [CGH18] wird die Bestimmung glatter zweidimen-
sionaler Distanzfelder thematisiert, welche hier als Alternative zum geodétischen
Distanzfeld erwéhnt seien. Die Vermeidung lokaler Minima im Distanzfeld soll insbe-
sondere zu einem glatten Verlauf von Gradientenkurven fithren sowie ein vorzeitiges
Terminieren derselben unterbinden. Zu diesem Zweck wird die zur geodéatischen
Distanz alternative ,Divergenzdistanz®“ eingefiihrt. In der Dissertation wiirde sich
mittels dieses Ansatzes unter bestimmten Bedingungen die nachtrigliche Glattung
von Werkzeugbahn vermeiden lassen.

Eine Untersuchung des Einflusses der Werkzeugorientierung auf die Oberflichen-
beschaffenheit beim Frisen sowie die Bestimmung einer aus fertigungstechnischer
Sicht idealen Werkzeugorientierung thematisieren z.B. [ZTX+19; LYL15; OTB09].
Beim thermischen Spritzen ist die ideale Spritzrichtung iiblicherweise orthogonal zur
Oberfliche. Geometrische, kinematische oder dynamische Einschrankungen kénnen
wiederum Abweichungen von der idealen Werkzeugorientierung erforderlich machen.

Die in der Dissertation dokumentierte Idee der Identifikation einer ausgezeich-
neten Werkzeugorientierung mit Hilfe von Integralkurven eines Distanzfelds ist
hochaktuell, und wird auch in [MBI20] erwéhnt. Darin ist der Kontext nicht die
Generierung von Werkzeugbahnen auf Oberflichen, sondern die Deformation von
Oberflachen zur Minimierung einer strukturmechanischen Zielfunktion unter Ein-
haltung fertigungstechnischer Nebenbedingungen. Die Oberfliche wird dabei als
Niveaumenge représentiert und mittels der Level-Set-Gleichung deformiert. Die
Nebenbedingungen dienen der Verhinderung derjenigen Deformationen, die eine
kollisionsfreie Erreichbarkeit mittels eines Friaswerkzeugs gefahrden wiirden, wobei
die Erreichbarkeit mit Hilfe besagter Integralkurven entschieden werden kann.
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[XL19a; XL19b] zeigen einen Ansatz zur Planung von Bahnen anhand eines
digitalen Bildes der Werkstiickoberflache. Diese Herangehensweise vermeidet zwar die
Notwendigkeit einer geometrischen Modellierung der Oberfliche des zu fertigenden
Werkstiicks, ist jedoch auf sehr eingeschrankte Anwendungsszenarien beschrankt.

Neben der Bahngenerierung ist auch die Bahnoptimierung Gegenstand aktu-
eller Entwicklung. Im Fokus der Bahnoptimierung stehen dabei nicht nur primér
fertigungstechnisch relevante Faktoren wie Kinematik, Bearbeitungsdauer oder Ober-
flichenqualitét [AM11], sondern auch der durch eine Werkzeugbahn hervorgerufene
Energieverbrauch [LZL+18].
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Der Schwerpunkt des Kapitels liegt auf der Ermittlung einer Werkzeugpositi-
onsbahn zu einer gegebenen Kontaktbahn zwischen Werkzeug und Werkstiick auf
der Bezugsoberfliche des Werkstiicks. Dabei werden die Félle einer expliziten und
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einer impliziten Repréasentation der Kontaktbahn betrachtet. Die implizite Repra-
sentation der Kontaktbahn geschieht iiber Niveaulinien eines Distanzfelds auf der
Bezugsoberflache. Fiir den Fall eines konstanten idealen Wirkabstands und einer
idealen Wirkrichtung orthogonal zur Oberfliche werden Verfahren angegeben, die
eine moglichst optimale fertigungstechnische Auslegung der Bahnen bei moglichst
moderaten Werkzeughewegungen aufweisen. Der grundsétzliche Ansatz besteht in
der Interpolation zwischen Bahnen mit moglichst optimaler fertigungstechnischer
Auslegung und kollisionsfreien Bahnen mit moéglichst moderaten Werkzeugbewe-
gungen. Letztere sind auf der Offset-Fliche der Bezugsoberfliche mit dem idealen
Wirkabstand als Distanz angesiedelt. Abhéngig von der Reprasentationsform der
gegebenen Kontaktkurve geschieht die Berechnung explizit durch Gradientenabstieg
im Distanzfeld der Bezugsoberfliche beziehungsweise implizit unter Verwendung ei-
ner impliziten Reprasentation der Normalfliche der Kontaktkurve. Zur Interpolation
zwischen den beiden Bahnextremen wird das Konzept der Werkzeugpositionsfliche
eingefithrt, in der potentielle Losungen liegen.

Unterschiedliche Ursachen fiihren dazu, dass resultierende Werkzeugbahnen
abrupte Positionsdnderungen, d.h. ,,Ecken“, enthalten kénnen. Zum Zwecke einer
Kompensation derselben werden abschlieflend Ansétze zur Glattung von Werkzeug-
bahnen thematisiert.

5.1 Implizite Reprasentation von Bahnen auf Oberfla-
chen

Die Kontaktbahnen auf einer Bezugsfliche oder die Werkzeugpositionsbahnen auf der
entsprechenden Offset-Flache werden in dieser Arbeit bei der oberflichenbasierten
Bahnplanung durch die Ortskurven der Oberflichenkontaktpunkte bzw. der Werk-
zeugreferenzpunkte représentiert. Dabei handelt es sich um Kurven auf Oberfliachen,
ndmlich der Bezugsfliche bzw. der Offset-Fliche.

Eine Moglichkeit, auf die im Folgenden kurz eingegangen wird, ist die Verwendung
von Niveaukurven in dynamischen Skalarfeldern (Abschnitt 2.2) auf Oberflachen
S c R3 als Ortskurven. Eine Ortskurve ergibt sich hierbei als Schar C (t;), t; =
iAt, i = 0,... von Niveaukurven (Konturen). In dieser Arbeit werden stationére
dynamische Distanzfelder auf Oberflichen eingesetzt, d.h. C'(t) = {x e S| ¢ (x) =t}
eines stationdren Distanzfelds v : S — R auf der Oberfliche S. Das bedeutet,
dass sich die Kurvenschar, ausgehend von einer vorgegebenen initialen Kontur, mit
stets positiver (At > 0) oder stets negativer (At < 0) Ausbreitungsgeschwindigkeit
ausbreitet.

Fiir die Berechnung von v fiir eine Oberflache S, die durch ein Dreiecksnetz
reprasentiert ist, sind mehrere Moglichkeiten bekannt. Eine Vorgehensweise ist
die Suche kiirzester Wege von der initialen Kontur zu jedem Netzknoten [BKO7,;
SSK+05]. Ein weiterer Ansatz ist die numerische Approximation der Losung der
Eikonalgleichung (2.18) mittels einer an Dreiecksnetze adaptierten Version von FMM
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Abbildung 5.1: Vergleich des Ablaufs zur Konturerzeugung mittels eines skalarwer-
tigen (oben) und vektorwertigen (unten) raumlichen Skalarfelds:
Ein-/Ausgabegeometrien (orange), Arbeitsschritte (griin), Kanten
zeigen den Datenfluss vom Zielobjekt zu den Offset-Konturen.

(Fast-Marching-Method) [KS98|, FSM (Fast-Sweeping-Method) [QZZ07] oder FIM
(Fast-Iterative-Method) [FJP+11].

5.1.1 Implizite Kontaktbahnen

Fine aus fertigungstechnischer Sicht haufig giinstige Wahl der initialen Kontur auf
der Bezugsflache ist die geméfl Abschnitt 3.3 berechnete Menge an Kammlinien der
Oberflache oder eine daran orientierte Kontur. Durch den sich dadurch ergebenden
Verlauf der Ortskurve entlang dieser markanten Kanten, und nicht quer dazu, wird
bspw. beim Fréisen die Ausfransung oder Zerfurchung des Zielobjekts entlang der
Kanten aufgrund von unkontrollierbar wegbrechendem Material vermieden.
Speziell beim Frasen ermdoglicht die Verwendung einer kriimmungsabhéngigen
Metrik anstelle der euklidischen Metrik auf S die Generierung von Bahnen mit
konstanter Hohe des Hockers aus Restmaterial, welcher sich zwischen nebeneinander
verlaufenden Bahnabschnitten ausbildet (,,scallop-height*) [Kim07; Koul5]. Die
Ausbreitungsgeschwindigkeit v, in Gleichung (2.18) wird damit ortsabhéingig.

5.1.2 Implizite Offset-Bahnen auf expliziten Offset-Flachen

Ein Ansatz zur Erzeugung von Werkzeugpositionsbahnen auf der Offset-Fléche
einer Zielfliche besteht in der Uberfithrung von Kontaktbahnen auf der Zielfliche
in Bahnen auf der Oberflache, fiir die das Werkzeug beim Abfahren die gegebene
Kontaktbahn realisiert. Dieser Ansatz wird in Abschnitt 5.2 verfolgt. Ein Vorteil
dieser Vorgehensweise ist, dass sie fiir das Frisen und das thermische Beschichten
anwendbar ist.

Speziell fiir das Frasen mit einem kugelférmigen Friswerkzeug ist die Planung von
Werkzeugpositionsbahnen auch direkt auf der Offset-Fléache moglich. Das Verfahren
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(a) Initiale Kontur auf der Offset-Fliche (b) Isokurven mit konstantem Abstand

Abbildung 5.2: Beispiel fiir kantenparallele Isokonturen auf der Offset-Fliache des
Modells einer Zahnkrone.

beginnt mit der Uberfithrung der Bezugsfliche Z in eine Offset-Fliche durch die
implizite Représentation ersterer mittels des skalarwertigen rdaumlichen Distanzfeldes
¢:M cR?> - R von Z (Abbildung 5.1, oben). Dessen Niveaumengen entsprechen
den Offset-Flachen von Z. Darauf folgt die Extraktion der zum Fraserradius r
korrespondierenden Offset-Flache O,., bspw. mit dem Marching-Cubes-Algorithmus,
wenn ¢ iiber einem Gitter diskret représentiert ist. Die Ermittlung der Werkzeugpo-
sitionsbahnen auf dem resultierenden Dreiecksnetz erfolgt analog zur Berechnung
der Kontaktkurven in Unterabschnitt 5.1.1, d.h. indem zunéchst Startkonturen in
Form von signifikanten Kammlinien von O, bestimmt werden und dann das dadurch
auf O, definierte Oberflichendistanzfeld ¥, : O, - R. Dessen Niveaumengen, die
mittels eines Marching-Triangle-Algorithmus extrahiert werden kénnen, entsprechen
den auf der Offset-Fliche liegenden Werkzeugkontaktbahnen. Abbildung 5.2 zeigt
beispielhaft die Auslegung von Werkzeugpositionskurven auf der Offset-Flache einer
Zahnkrone parallel zur Praparationsgrenze.

FEin Nachteil dieser Vorgehensweise ist die Notwendigkeit zur wiederholten Be-
rechnung von Startkonturen und Distanzfeldern bei jeder Anderung des Friiserradius
r, da jede Offset-Flidche O, isoliert behandelt wird. Dies ldsst sich durch eine Va-
riante des Ansatzes zur Uberfiihrung von Kontaktbahnen auf der Bezugsfliche in
Werkzeugbahnen auf der Offset-Fliache vermeiden, der zu Beginn dieses Unterkapitels
erwahnt wurde. Dieses Vorgehen ist in Abbildung 5.1, unten, skizziert und wird in
Abschnitt 5.4 beschrieben.

5.2 Uberfithrung von Kontakt- in Positionsbahnen

Die Eingabe des im Folgenden behandelten Problems der Uberfiihrung von Kon-
taktbahnen auf Oberflichen in Werkzeugbahnen ist eine Ortskontaktbahn auf einer
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Oberflache im Raum, sowie ein Fertigungsprozess mit entsprechendem Werkzeug.
Gesucht ist eine Ortspositionsbahn, so dass es eine Bewegung des Werkzeugs in
Kontakt mit der Oberfliche gibt, bei der sich der Referenzpunkt (TCP) stetig
monoton ldngs der Ortspositionsbahn, der Kontaktpunkt stetig monoton liangs der
Ortskontaktbahn bewegt und die folgenden Rahmenbedingungen erfiillt sind:

e Kollisionsfreiheit: Die Positionierung des Werkzeugs darf zu keiner Uberschnei-
dung zwischen Werkzeug oder Wirkungsbereich und Bezugsflache fithren.

e ideale Wirkungsrichtung: Das Werkzeug soll idealerweise mit einer vorgegebe-
nen Orientierung bzw. aus einer vorgegebenen Richtung auf den Kontaktpunkt
wirken.

o idealer Wirkungsabstand: Der Kontaktpunkt soll sich idealerweise innerhalb
der Wirkungsregion des Werkzeugs befinden, d.h. einen vorgegebenen Abstand
zu diesem besitzen.

o Bahnkinematik und -dynamik: Die resultierende Bahn der Werkzeugposen
unterliegt kinematischen und dynamischen Beschrankungen.

Die erste Bedingung, Kollisionsfreiheit, bezeichnet die Abwesenheit jeglicher
Uberschneidungen der Werkzeug- oder Wirkungsbereichsoberfliche mit der Bezugs-
flache, die nicht Bestandteil der spezifischen Einwirkung des Werkzeugs auf die
Bezugsflache ist. Die verwendeten Methoden zur Gewéhrleistung der Kollisions-
freiheit lassen sich in eine lokale und globale Ebene unterteilen. Die lokale Ebene
thematisiert eine unmittelbare Uberschneidung zwischen einer an der Werkzeugpositi-
on fixierten Werkzeugoberflache und der Bezugsfliche, und verhindert diese dadurch,
dass der kleinste Abstand zwischen TCP und Bezugsfliche einen vom Werkzeug
abhingigen Mindestabstand nicht unterschreiten darf. Ist dieser Mindestabstand
kleiner als der Wirkungsabstand, so darf das Werkzeug der Bezugsfliche fernab
des Kontaktpunkts ndher kommen als dem Kontaktpunkt selbst — der resultierende
kleinste Abstand variiert somit zwischen dem vorgegebenen Mindestabstand und
dem Wirkungsabstand. Andernfalls sind Mindestabstand und Wirkungsabstand
identisch und konstant. Die globale Ebene thematisiert mittelbare Uberschneidungen
mit der Bezugsfliche fernab der Werkzeugposition, entweder durch eine nicht-lokale
Wirkungsbereichsoberfliche wie dem Spritzkegel (siehe Abschnitt 5.5) oder durch
die Werkzeugoberfldche bei Bewegung des Werkzeugs entlang der Verbindungskurve
zwischen aufeinanderfolgenden Werkzeugpositionen (siche Abschnitt 6.2 und 6.4).
Die Vermeidung derartiger Uberschneidungen erfolgt durch Riickfithrung auf ein
geeignetes Sichtbarkeitsproblem.

Wihrend Kollisionsfreiheit eine notwendige (,harte*) Bedingung fir die Nutz-
barkeit des jeweiligen Fertigungsverfahrens ist, stellen die tibrigen Faktoren ,,weiche*
Bedingungen dar, d.h. falls eine Abweichung vom Idealwert zugunsten der brigen
Bedingungen notwendig ist, soll diese Abweichung moglichst minimal sein.

Der zweite und dritte Punkt, Einhaltung von Wirkungsabstand und Wirkungs-
richtung, soll die modellierte Einwirkung des Werkzeugs auf den Kontaktpunkt
gewdhrleisten, bspw. bei der spanenden Fertigung die Spanabhebung mittels der
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Abbildung 5.3: Approximation von |Ap| anhand von |Ak| sowie der Neigung o
und dem Abstand d zwischen p und k.

in definierter Lage zum TCP befindlichen Schneidkanten, oder beim thermischen
Spritzen den Schichtauftrag mit optimalem Spritzabstand und -Winkel. Der Einfluss
der Wirkungsrichtung auf die Werkzeugposition hiangt dabei von der Wirkungsregion
des Werkzeug ab. Auf einer kugelférmigen Friserspitze besitzt die Schneidkante
einen konstanten (winkelunabhingigen) Abstand zum Mittelpunkt, sodass die La-
ge des TCP nicht von der Werkzeugrichtung beeinflusst wird. Dagegen weist die
Schneidkante eines abgeflachten Frésers einen richtungsabhingigen Abstand zum
Mittelpunkt auf, woraus sich ein von der Wirkungsrichtung abhéngiger TCP ergibt.
Beim thermischen Spritzen ist ebenfalls der TCP von der Wirkungsrichtung abhéan-
gig, um eine Uberschneidung der Spritzkegelmittelachse mit dem Kontaktpunkt zu
gewahrleisten.

Der vierte Punkt, Bahnkinematik und -dynamik, soll gewahrleisten, dass die
tatsdchliche Bahn des Werkzeugs auch der modellierten Bahn entspricht. Dazu zahlt
im Rahmen dieser Arbeit insbesondere, dass die Bewegungsgeschwindigkeit des
TCP in einem zulédssigen Bereich liegt. Die Bewegungsgeschwindigkeit zwischen
aufeinanderfolgenden Werkzeugpositionen p; = p(¢;) und p;4+1 = p(t;+1) ist abhingig
von deren ortlichem und zeitlichem Abstand, welcher wiederum vom ortlichen
und zeitlichen Abstand der korrespondierenden Kontaktpunkte k; = k(¢;) und
k11 = k(t;+1) sowie dem Abstand und der relativen Lagednderung zwischen TCP und
Kontaktpunkt abhéingt. Fiir die in Abbildung 5.3 gezeigte zweidimensionale Situation
lasst sich die erforderliche Werkzeuggeschwindigkeit folgendermaflen stiickweise
anhand der Kontaktpunktgeschwindigkeit approximieren:

HApH N ”Ak” + dl sin(ozi) + di+1 SiIl(O[Hl)

At At At ’

mit [Ap[ = [pic1 - pil, [Ak[ = [ki1 ki, At = [tiv1 —ti| und d; = [pi - kil o
bezeichnet den zwischen den Strecken k;p; und k;l; eingeschlossen Winkel, wobei
I; der Lotfulpunkt von k; auf die durch p; und p;;1 verlaufende Gerade ist. Der

(5.1)

Winkel «; ist positiv, wenn p; ,von k; 1 weg geneigt® ist, d.h. einen gréfleren Abstand
zu diesem besitzt als 1;, und umgekehrt. Andernfalls ist «; negativ, d.h. wenn p;
»zu ki1 hin geneigt® ist. Verlaufen p;p;+1 und k;k;,; gegenldufig (,,Schleife®), so
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Abbildung 5.4: Verlaufen p;p;;1 und k;ki1 gegenlaufig (a), erfordert Glei-
chung (5.1) eine temporére Schleifenbereinigung (b)

erfordert Gleichung (5.1) eine temporére Schleifenbereinigung durch Umkehrung
von entweder p;p;+1 oder k;K;,1, siche Abbildung 5.4.

Die Geschwindigkeit gemafl Gleichung (5.1) ist nur eine Approximation, da sie
eine lineare Verbindung zwischen p; und p;,1 voraussetzt sowie eine entsprechende
Partitionierbarkeit der Strecke p;pi+1 in eine Parallelprojektion der Strecke k;k;,1
und einen trigonometrisch bestimmbaren Rest. Gleichwohl verdeutlicht die Gleichung
den durch den Wirkungsabstand verstarkten Einfluss von Orientierungsénderungen
auf die Bewegungsgeschwindigkeit. Wenn Ak gegen Null strebt, und damit auch
At, kénnen Orientierungséanderungen zu hohen Bewegungsgeschwindigkeiten fiihren.
Dieser Umstand ist insbesondere bei der Uberquerung konkaver Oberflichenregionen
zu beachten (siche unten).

Abbildung 5.5 zeigt beispielhafte Konstellationen zwischen Werkzeugposition
und Kontaktpunkt in einer zweidimensionalen Illustration. Dabei bezeichnet dj den
resultierenden (Ist-)Abstand zum Kontaktpunkt und d, den kleinsten Abstand zur
Bezugsflache. Zu erkennen ist, dass in Abhéngigkeit vom Verlauf der Bezugsflache
die Einhaltung eines Mindestabstands zu Abweichungen vom Wirkungsabstand
und der idealen Wirkungsrichtung des Werkzeugs fithren kann. Die Relevanz dieser
Abweichungen sind wiederum prozessabhingig. Fiir den in Abbildung 5.5a schema-
tisierten Kugelfraser liegt ko auBlerhalb des Wirkungsabstands (Fréaserradius) des
am nichstgelegenen Punkt py positionierten Werkzeugs. Dies fiithrt dazu, dass die
gefertigte Oberfliche nicht durch ks verlduft, sondern durch den Schnittpunkt der
Verbindungslinie von pg nach kg mit der Wirkungsregion (Halbkreis mit Mittelpunkt
p2). Das Werkzeug besitzt aufgrund seiner Symmetrie keine ideale Wirkungsrichtung,
d.h. jeder Punkt auf der halbkugelférmigen Fréserspitze ware gleichermaflen zur
Spanabhebung an ko geeignet.

Fiir die in Abbildung 5.5b schematisierte Spritzpistole ist neben dem idealen
Spritzabstand auch ein orthogonaler Spritzwinkel erstrebenswert. Beide Werte wei-
chen am Punkt ks von der Vorgabe zugunsten eines konstanten kleinsten Abstands
d, zur Bezugsfliche ab. Die Verringerung des Mindestabstands in Abbildung 5.5¢
fiihrt dazu, dass der resultierende kleinste Abstand zur Bezugsfliche zwischen dem
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(a) Kugelfrdser, d. konstant  (b) Spritzpistole, d. konstant  (c¢) Spritzpistole, d. variabel

Abbildung 5.5: Veranschaulichung des Abstands zwischen Werkzeug und Kon-
taktpunkt (Pfeil mit Lange dj) bzw. Bezugsfliche (Abstandkreis
mit Radius d,) anhand zweier beispielhafter Kontaktpositionen
k1 und ko mitsamt nachstgelegener Werkzeugposition p; und pa.

K, K,

(a) konstanter Mindestabstand (b) variabler Mindestabstand

Abbildung 5.6: Resultierende Positionsbahn bei variablem respektive konstantem
Mindestabstand zwischen Werkzeug und Bezugsflache.

idealen Wirkungsabstand und Mindestabstand variiert. Dadurch kann ks ohne Ab-
weichung des Spritzabstands und -winkels erreicht werden, und die kritische Region
derjenigen Punkte, die eine vom Idealwert abweichende Lagebeziehung zum TCP
besitzen, verkleinert sich.

Waiéhrend in Abbildung 5.5 nur isolierte Werkzeugpositionen beriicksichtigt wer-
den, zeigt Abbildung 5.6 die Auswirkung eines konstanten respektive variablen
kleinsten Abstands zur Bezugsfliche, wenn aufeinanderfolgende Werkzeugpositionen
zu einer Positionsbahn verbunden werden, wiederum illustriert an einem zweidimen-
sionalen Beispiel. Die gestrichelten grauen Pfeile zeigen jeweils auf die Lotpunkte
von ps und ps, d.h. die nichstgelegenen Punkte auf der Bezugsfliche.

Ein variabler kleinster Abstand geméafl Abbildung 5.6b ermdoglicht aufgrund der
geringeren Beschrinkungen eine geringere Abweichung von Wirkungsabstand und
Wirkungsrichtung, da das Werkzeug der Bezugsfliche fernab des Kontaktpunktes
nidher kommen darf als dem Kontaktpunkt selbst. Problematisch ist dabei jedoch
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die Entstehung schleifenférmiger Bahnsegmente {iber konkav gekriimmten Bezugs-
flachenregionen, mit Umkehrpunkten und einem ungiinstigen Verhéltnis zwischen
Werkzeugpositions- und Kontaktpunktabstand. Fiir einen zeitkritischen Prozess wie
dem thermischen Spritzen bedeutet dieser Umstand sprunghaft hohe Bewegungs-
geschwindigkeiten, um innerhalb eines durch einen kleinen Kontaktpunktabstand
determinierten kleinen Zeitintervalls eine grofle Positionsédnderung zu vollziehen, siehe
Gleichung (5.1). Des Weiteren erfordert eine punktuell hohe Bahnkriimmung sprung-
hafte Richtungsumkehrungen, um dem schleifenférmigen Bahnverlauf zu folgen.
Diese beiden Aspekte, sprunghafter Geschwindigkeitsanstieg und Richtungsumkehr,
kénnen zu Abweichungen zwischen tatséchlicher und modellierter Werkzeugbahn
hinsichtlich Werkzeugposition oder -Geschwindigkeit fithren. Der Grund ist, dass
die Einhaltung der Position ein Abbremsen und Beschleunigen am Umkehrpunkt
und damit eine Verletzung der Geschwindigkeit erfordert, wahrend die Einhaltung
der Geschwindigkeit zur einer approximierenden Bahn fernab des Umkehrpunktes
fihrt. Eine Positionsabweichung beeintrichtigt wiederum Wirkungsabstand und
-Richtung, und eine Geschwindigkeitsabweichung die Wirkungsdauer. Zusammen-
gefasst bedeutet dies, dass die Erzielung einer geringeren modellierten Abweichung
von Wirkungsabstand und -Richtung durch eine héhere reale Abweichung von Wir-
kungsabstand, -richtung und -dauer ,erkauft* wird.

Ein konstanter kleinster Abstand geméfl Abbildung 5.6a fiihrt zur Vergroferung
der Menge an Kontaktpunkten mit Abweichungen vom idealen Wirkungsabstand und
-winkel, da der Abstand d, zum néchstgelegenen Punkt auf der Bezugsflache stets
dem Wirkungsabstand dj entspricht, unabhéngig davon, ob dieser nachstgelegene
Punkt der Kontaktpunkt ist. Vorteilhaft ist dabei jedoch die Schleifenfreiheit der
resultierenden Bahnen, und die damit verbundene Vermeidung von Umkehrpunkten
und sprunghaften Geschwindigkeitsdnderungen. In diesem Fall steht einer hoheren
modellierten Abweichung von Wirkungsabstand und -richtung eine geringere reale Ab-
weichung von Wirkungsabstand, -richtung und -dauer aufgrund eines schleifenfreien
und damit kinematisch giinstigeren Bahnverlaufs gegeniiber.

Unter Beriicksichtigung der Bahnkinematik und -dynamik erscheint es also
sinnvoll, gewisse modellierte Abweichungen zugunsten einer Verringerung realer
Abweichungen zu erlauben. Diesen Weg gehen die im Folgenden présentierten
Ansitze zur Losung des Problems der Uberfiihrung von Ortskontaktbahnen auf
Oberflichen in Ortspositionsbahnen. Dabei wird angenommen, dass der ideale
Wirkungsabstand konstant langs der Bahn ist und die ideale Wirkungsrichtung
kollinear zur Oberflichennormalen am Kontaktpunkt. Die entscheidende Idee ist, die
beiden in obiger Erklirung und Abbildung 5.6 aufgezeigten Fille als zwei extremale
Positionierungsstrategien aufzufassen:

e Die dynamikgiinstige Losung positioniert das Werkzeug am dem Kontakt-
punkt néchstgelegenen Punkt auf der Offset-Flache des Wirkungsabstands,
und bewirkt somit einen konstanten kleinsten Abstand zur Bezugsfliche (Ab-
bildung 5.5b und 5.6a).
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Abbildung 5.7: Ubersicht der Ansétze zur Uberfiihrung einer Kontaktbahn in eine
Positionsbahn.

o Die wirkungsgiinstige Losung positioniert das Werkzeug entsprechend der
idealen Wirkungsrichtungen und -absténde unter Vernachléssigung des resul-
tierenden kleinsten Abstands zur Bezugsflache (Abbildung 5.5¢ und 5.6b). Dies
erlaubt insbesondere Kollisionen mit der Bezugsflache.

Die dynamikgiinstige Losung ist in dreierlei Hinsicht als ausgezeichnet anzusehen:

o Kollisionsfreiheit: alle Punkte der Offset-Flidche besitzen einen konstanten
Mindestabstand zur Kontaktflache,

o Mannigfaltigkeit: aufgrund der Definition als Niveaumenge ist die Offset-Fléche
mannigfaltig, d.h. selbstiiberschneidungsfrei,

o Die implizite Reprasentation ermoglicht methodische Vereinheitlichung der
positions- und kontaktbasierten Bahngenerierung.

Je nach Werkzeug oder Bezugsfldche kénnen die beiden Félle auch identisch
sein. So sind beim Kugelfrédser der ideale Wirkungsabstand und Mindestabstand
zur Bezugsflache stets identisch, sodass jede tangierende und kollisionsfreie Werk-
zeugposition notwendigerweise auf der Offset-Flédche liegt. Wenn die Bezugsflache
entweder konvex gekriimmt, oder bei konkaver Kriimmung der Radius der gréfiten
Hauptkriimmung gréer als der Wirkungsabstand ist, sind die beiden Fille ebenfalls
identisch. Eine Methode zur Identifikation derjenigen Regionen auf einer Oberflache,
in denen sich die beiden Félle unterscheiden, wird in Abschnitt 3.2 beschrieben.

Abbildung 5.7 gibt eine Ubersicht der in der Arbeit prisentierten Vorgehensweisen
zur Uberfithrung von Kontaktbahnen in Positionsbahnen. Die dynamikgiinstige
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Positionierung (linke Hélfte der Abbildung) bildet die Kontaktkurve K c Z auf
kiirzestem Weg im Distanzfeld der Bezugsfliche von der Bezugsfliche Z auf deren
Offset-Flache O ab.

Dies wird fiir zwei Varianten der Représentation der Kontaktkurve ausgefiihrt,
in impliziter Reprasentation geméfl Abschnitt 5.1 sowie in expliziter Reprasentation
durch eine Folge von Stiitzstellen. In der expliziten Reprasentation erfolgt die Berech-
nung durch punktuelle Verfolgung des kiirzestmoglichen Weges vom Kontaktpunkt
zur Offset-Flache mittels Gradientenabstieg im Distanzfeld, sieche Abschnitt 5.3. In
der impliziten Reprasentation ergibt sich die Werkzeugpositionskurve als Schnitt
zwischen der Offset-Fliche und der Normalfliche der Kontaktkurve. Hierzu wird die
Normalflache implizit als Niveaumenge in einem geeignet definierten Skalarfeld re-
présentiert, so dass sich die gewiinschte Kurve als Niveaumengenschnitt ergibt, siehe
Abschnitt 5.4. Bei beiden Représentationsformen ergibt sich eine Werkzeugpositions-
kurve in expliziter bzw. in impliziter Darstellung (roter Rahmen in Abbildung 5.7).

Die wirkungsgiinstige Positionierung (violetter Rahmen in Abbildung 5.7), wel-
che sdmtliche Nebenbedingungen wie Kollisionsfreiheit oder Bahnkinematik ver-
nachlassigt, ist eindeutig durch die ideale Wirkungsrichtung und den idealen Wir-
kungsabstand des Werkzeugs festgelegt und wird im hier betrachteten Fall explizit
reprasentierter Kontaktkurven fiir jeden Kontaktpunkt isoliert ermittelt.

Die Kompromisslosung (griiner Rahmen) stellt einen Mittelweg aus beidem
dar und dient zur kontrollierten Relaxation der idealen Werkzeugposition mit dem
Ziel, einen aus geometrischer (Kollisionsvermeidung) oder dynamischer (Beschleuni-
gungsreduktion) Sicht glinstigeren Bahnverlauf zu erreichen. Die Berechnung der
Kompromisslosung geschieht fiir explizit reprasentierte Werkzeugpositionskurven.
Aus diesem Grund ist eine Konvertierung von impliziter in explizite Darstellung
moglich (in der linken Seite der Abbildung). Abschnitt 5.5 ist den Details der Kom-
promissbahnberechnung gewidmet, wobei insbesondere die Kollisionsvermeidung
und die adaptive Bahnglattung als Anwendungsbeispiele behandelt werden.

Abbildung 5.8 veranschaulicht die konzeptuelle Idee der Kompromisslésung,
ausgehend von den beiden extremalen Losungen. Mit Ann&herung an die dynamik-
giinstige Losung kollabiert die Schleife in der Positionsbahn nahezu zu einem Punkt
und die Bahnldnge und damit die Bahngeschwindigkeit nehmen bis auf nahezu Null
ab. Die Einhaltung der vorgegebenen Kontaktpunktgeschwindigkeit wird tiber einen
Schwenk gewihrleistet. Dieser moglicherweise rasche Ubergang von TCP-Bewegung
zu einem Schwenk kann Schwierigkeiten beziiglich der Dynamik bei der Ausfiihrung
bereiten. Aus diesem Grund wird ein Ansatz zur Relaxation von Offset-basierten
Positionsbahnen préasentiert. Idee dabei ist, die Offset-Bahn zunéchst auf einer
Offset-Fléche mit groflerer als der gewiinschten Distanz zu ermitteln und diese dann
langs der Strecken zwischen Offset-Punkt und korrespondierendem Kontaktpunkt
auf die gewiinschte Offset-Fléache zu projizieren, siehe Abschnitt 5.6.

Die berechneten Bahnen erfordern eine Glattung, um praktisch anwendbar zu
sein. Abschnitt 5.7 thematisiert entsprechende Ansédtze zur Glattung sowohl der
Kontakt- als auch Werkzeugpositionsbahnen.
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(a) wirkungsgiinstig (b) Kompromiss (¢) dynamikgiinstig

Abbildung 5.8: Veranschaulichung des Ubergangs zwischen zwei extremalen Werk-
zeugposen in (a) und (c) mitsamt Kompromisslosung in (b)

5.3 Offset-Bahnen expliziter Kontaktbahnen mittels
Gradientenabstieg

Ausgangspunkt der Berechnung von Offset-Bahnen explizit gegebener Kontaktbahnen
ist eine explizit gegebene Kontaktkurve K auf einer Bezugsfliche Z. Die korrespon-
dierende Offset-Bahn f (K') ergibt sich durch Abbildung jedes Kontaktpunkts p € K
auf den néchstgelegenen Punkt auf der Offset-Flache:

fE)={f(p)|peK}. (5-2)

Der Punkt f(p) ist derjenige Punkt auf der in p startenden Normalkurve aus
Abschnitt 3.1, dessen kleinster Abstand zu Z gleich dem Offset der Offset-Fléche
ist. Abbildung 5.9 illustriert dies auf kontinuierliche Weise durch Betrachtung der
Normalflache. Die Normalfidche einer Oberflichenkurve K wird von der Familie der
Normalkurven aller Punkte von K aufgespannt. Abbildung 5.9 zeigt beispielhaft die
zu zwei Kontaktkurven auf der Bezugsfliche korrespondierenden Normalflachen.

Der resultierende Wirkungswinkel und -abstand ergibt sich anhand der Ver-
bindungslinie zwischen Werkzeugposition f(p) und Kontaktpunkt p, und wird
damit nur vom Verlauf der Bezugsfliche und einem vorgegeben werkzeugabhéingigen
Mindestabstand (Offset) determiniert, jedoch nicht vom idealen Wirkungsabstand
und -winkel.

Dieses Verfahren beriicksichtigt insbesondere auch die Schwierigkeiten, die sich
aus der Medialachse ergeben. Diese Schwierigkeiten bestehen darin, dass die Ab-
bildung auf den kritischen Regionen aus Abschnitt 3.2 nicht injektiv ist. Dadurch
kann es insbesondere geschehen, dass es Kontaktpunktsegmente geben kann, die auf
einen einzigen Punkt einer Positionsbahn abgebildet werden. Dies entspricht einem
Schwenk des Werkzeugs um seinen TCP, der die Kontaktpunkte iiberstreicht.

Fiir die algorithmische Berechnung der Offset-Kurve wird die Kontaktkurve
abgetastet und durch einen Polygonzug nédherungsweise représentiert. Die Offset-
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Abbildung 5.9: Normalflichen zu zwei Kontaktkurven auf der Bezugsflache, mit-
samt zweier beispielhafter Offset-Bahnabschnitte (weifle Kurve
auf Normalflache).

Kurve ergibt sich durch Berechnung der Bildpunkte der Abtastpunkte durch ein
Verfahren der (ndherungsweisen) Normalkurvenberechnung, die dann durch einen
Polygonzug verbunden werden. In Bezug auf die Qualitit des Ergebnisses und der
Effizienz der Berechnung sind die folgenden Aspekte relevant, auf die in den drei
nachfolgenden Abschnitten eingegangen wird:

1. Wahl der Abtastpunkte,
2. Senken des Gradientenfeldes,
3. Bereitstellung des relevanten Teils des Distanzfeldes.

5.3.1 Wahl der Abtastpunkte

Der erste Aspekt befasst sich damit, dass die aus der Verbindung der Offset-Punkte
resultierende Polygonkurve nicht notwendigerweise auf der Offset-Flache liegt. Die
Verbindungssegmente weisen eine von der Divergenz der Normalkurven abhéngige
Abweichung zur Offset-Flache auf, wie Abbildung 5.10 zeigt, und bediirfen demnach
einer Korrekturmafinahme (,,Offset-Korrektur®). Diese kann durch Unterteilung
entweder der Kontakt- oder Offset-Kurve erfolgen. In dieser Arbeit wird die Un-
terteilung der Offset-Kurve aus den folgenden beiden Griinden bevorzugt. So hat
eine Unterteilung der Kontaktkurve keinerlei Auswirkungen im Falle der stiitz-
stellenbasierten Approximation des Gradientabstiegs (s.u.), da in diesem Fall die
resultierende Abweichung durch die Divergenz der Normalkurven der Stiitzstellen
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(a) 120 Grad (b) 90 Grad (c) 60 Grad

Abbildung 5.10: Abhéngigkeit des Knotenpunktabstands einer auf die Offset-
Fliache (rot) abgebildeten Kurve (rot gestrichelt) sowie der Ab-
weichung zur Offset-Flache von der Divergenz der Normalkurven
(grau) der Bezugsflache (griin).

(Knoten der Bezugsflache) determiniert wird, welche sich durch Verdichtung der Kon-
taktpunkte nicht &ndert. Ferner ist die Identifikation geeigneter Unterteilungspunkte
auf der Kontaktkurve aufgrund der nichtlinearen Abbildung auf die Offset-Kurve
aufwendiger. Bspw. fiihrt eine dquidistante Unterteilung der Kontaktkurve nicht
notwendigerweise zu einer dquidistanten Unterteilung der Offset-Kurve.

Die Offset-Korrektur der Verbindungsstrecken der approximierenden Offset-
Kurve resultiert aus einer iterativen Unterteilung geméafl folgender Schritte:

1. Suche/Einfiigen eines Punktes p auf der approximierenden Offset-Kurve mit
maximaler Abweichung zur Offset-Flache als weitere Stiitzstelle der approxi-
mierenden Offset-Kurve.

2. Abbildung von p auf die Offset-Fléche mittels Gradientenabstieg.

5.3.2 Senken des Gradientenfelds

Der zweite Aspekt thematisiert die Tatsache, dass diejenigen Kontaktpunkte, deren
Normalkurve vor dem Schnitt mit der Offset-Flache terminiert, keinen korrespon-
dierenden Punkt auf der Offset-Flédche besitzen. Anschaulich tritt diese Situation
dort auf, wo eine Erh6hung des Abstands zum Startpunkt zu keiner Erhéhung
des kleinsten Abstands zur Bezugsfliache fiihrt. Eine derartige Senke ist ein Punkt
auf der Medialachse, an dem der Gradient des auf die Medialachse beschrankten
Distanzfelds verschwindet [VSP08]. Durch den Wegfall derjenigen Kontaktpunkte,
die kein Abbild der Offset-Flache besitzen, zerfillt die zur betroffenen Kontaktkurve
korrespondierende Werkzeugpositionsbahn in einzelne Kurvenabschnitte, welche
nachtriglich wieder zu einer Kurve verbunden werden miissen.

Abbildung 5.11 zeigt eine beispielhafte Situation, in der eine Teilmenge des
durch ein Bohrloch fithrenden Kontaktbahnabschnittes kein Abbild auf der Offset-
Fléache besitzt. Die rot markierten Normalkurven terminieren in einer Senke des
Gradientenfeldes.
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(a) Gesamtes Modell mit Bohrloch (b) Querschnitt mitsamt Offset-Fléche

Abbildung 5.11: Beispiel fiir vorzeitige Terminierung von Normalkurven: Modell
einer Zahnkrone mit durch ein Bohrloch fithrender Kontaktbahn.

5.3.3 Definitionsbereich des Distanzfelds

Der dritte Aspekt betrifft den aus algorithmischer Sicht gravierenden Nachteil des
Gradientenabstiegs, dass fiir jeden zwischen der Ziel- und Offset-Fléache liegenden
Punkt x potentiell der Gradient V¢ des Distanzfelds ¢ bestimmt werden muss. Die
Moglichkeit zur Bestimmung des Gradienten erfordert wiederum die Verfiigbarkeit
— und damit bei direkter Vorgehensweise die Speicherung — von ¢ im gesamten
Zwischenraum, obwohl diese Region hinsichtlich Geometriereprasentation irrelevant
ist. Dieser Nachteil erweist sich als umso kritischer, je grofler der Wirkungsabstand
des Werkzeugs, und damit auch der Abstand zwischen Ziel- und Offset-Fléche, ist,
da bspw. der Speicherverbrauch eines reguldren Gitters kubisch mit dem Wirkungs-
abstand ansteigt.

Aus diesem Grund erscheint ein Vorgehen vorteilhaft, welches ohne die Spei-
cherung des Distanzfelds in der — aus geometrischer Sicht irrelevanten — Region
zwischen der Ziel- und Offset-Fliache auskommt. Der Definitionsbereich von ¢ kann
dann auf diejenige Teilmenge von R? beschrinkt werden, die zur Lokalisation der
Offset-Fliche erforderlich ist, ohne zusétzlich auch den Weg von der Ziel- zur Offset-
Fléche reprisentieren zu miissen. Ein adaptives Gitter speichert ¢ dann nur nahe
der Offset-Fliche, wihrend alle {ibrigen Regionen undefiniert bleiben.

Drei Vorgehensweisen bieten sich zur Beschrankung des Definitionsbereichs an:

1. Narrow-Band: Berechnung der Normalkurven mittels Gleichung (3.15) inner-
halb eines schmalen Bandes, in dem ¢ definiert ist, und gleichzeitige Ausbrei-
tung des Bandes und der Normalkurven von der Bezugsfliche weg.
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Abbildung 5.12: Verkniipfte Berechnung eines Distanzfeldausschnitts und der
Punkttrajektorien. Die griinen Punkte markieren diejenigen Git-
terpunkte, an denen das Distanzfeld definiert ist.

2. Funktionsapproximation: Berechnung der Normalkurven fiir eine vorgegebene
Menge an Stiitzstellen auf der Bezugsfliche und Interpolation eines beliebigen
Punktes anhand der Stiitzstellen.

3. Implizite Definition der Normalfiiche: Erweiterung von ¢ um eine weitere
Komponente zur zusétzlichen impliziten Repréasentation der Normalflache.

Das erste Vorgehen entspricht einer (Neu-)Berechnung von ¢ parallel zur Berechnung
der Normalkurven, um zu gewéhrleisten, dass ¢ stets in demjenigen Band definiert
ist, welches aktuell zur Berechnung des Gradienten in Gleichung (3.15) erforderlich
ist. Die Berechnungen von ¢ und sémtlicher Normalkurven erfolgen somit gleichzeitig
und inkrementell mit wachsendem Abstand zur Bezugsfldche, sieche Abbildung 5.12.
Der Vorteil dieser Methode ist die grofitmogliche Exaktheit bei der Lokalisierung des
zu einem Kontaktpunkt gehorigen Offset-Punktes im Vergleich zu den Alternativen.
Ein Nachteil ist dagegen, dass jede nachtraglich hinzukommende Kontaktposition
die erneute Berechnung des gesamten Distanzfelds erfordert.

Das zweite Vorgehen ergénzt das erste durch Auffassung der Abbildung eines
Kontaktpunkts auf seinen néchstgelegenen Offset-Punkt als Funktion f:Z c R —
O c R3, welche mittels einer endlichen Menge an Stiitzstellen {z,...,2z, 1} appro-
ximiert wird. Fiir die Stiitzstellen erfolgt die Berechnung der Offset-Punkte exakt
mittels Gleichung (3.15) mit dem obigen Narrow-Band Vorgehen. Die Abbildung
eines beliebigen Punkts z € Z erfolgt daraufhin durch Interpolation der Abbildungen
der Stiitzstellen gemaf

n-1 n-1
f(z) = Z(:J w; (z) f(z;) mit ZE) w; (z) = 1. (5.3)

Die Gewichtung w; (z) setzt eine topologische Struktur auf dem Definitionsbereich
voraus, d.h. eine Nachbarschaft des Eingabepunktes zu den Stiitzstellen. Die Knoten-
menge des die Flache Z approximierenden Dreiecksnetzes dient als Stiitzstellenmenge,
und die Gewichtung der Stiitzstellen entspricht den baryzentrischen Koordinaten
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des Punktes z beziiglich des den Punkt enthaltenden Dreiecks, wobei die Gewichte
aller iibrigen Stiitzstellen, die keine Eckpunkte des Dreiecks sind, auf 0 gesetzt
werden. Der Vorteil dieser Methode liegt darin, dass die Abbildung eines beliebigen
Punktes z € Z auf die Offset-Fliche ohne Beriicksichtigung von ¢ und dessen Defini-
tionsbereich erfolgt. Der Nachteil liegt in einer von der Stiitzstellenverteilung und
Normalkurvendivergenz abhéngigen Approximationsgiite.

Das dritte Vorgehen ersetzt die bisherige explizite Definition der Normalfliche
als eine von Normalkurven aufgespannte Fldche durch eine implizite Definition der
Normalflache als Niveaumenge des Distanzfelds ¢, welches zu diesem Zweck um eine
oder mehrere zusétzliche Komponente(n) erweitert wird. Dies wird in Abschnitt 5.4
thematisiert.

5.4 Offset-Bahnen implizit gegebener Kontaktbahnen
mittels Niveaumengenschnitt

Ausgangspunkt der Berechnung impliziter Offset-Bahnen ist eine implizite Reprisen-
tation der Kontaktkurve K als Niveaumenge eines auf der Bezugsfliche Z definierten
Distanzfelds 1 : Z ¢ R? - R. Gesucht ist die korrespondierende implizit représentier-
te Positionsbahn auf der implizit reprasentierten Offset-Oberflache.

Der Losungsansatz besteht nun darin, nicht die Punkte der Kontaktbahn selbst
auf kiirzestem Wege auf die Offset-Fliache abzubilden, sondern das die Kontaktbahn
auf der Bezugsfliache représentierende Distanzfeld 1. Durch Extrusion von ¢ senk-
recht zur Bezugsflache in den umgebenden Raum wird aus dem flichigen Distanzfeld
1 ein rdumliches Skalarfeld w : R? - R. Dieses weist jedem Punkt q € R? den Wert
des Distanzfelds 1 am nachstgelegenen Punkt p € Z zu, d.h. es gilt

w(q)=v(p) mitpeZ:dz(q)=d(q,p). (5.4)

Aus einer eindimensionalen Kontur von ¢ (Kurve K auf der Bezugsfliche) wird auf
diese Weise eine zweidimensionale Kontur von w (Fldche N im umgebenden Raum).
Deren Schnittmenge mit der Bezugsflache entspricht der urspriinglichen Kontur K.

Das Bild f (K) c O einer als s-Niveaumenge von 1 reprasentierten Kontaktkurve
K c Z auf der als r-Niveaumenge von ¢ reprasentierten Offset-Fliche O ist die
Schnittkurve zwischen den Fléchen O und N:

f(K):{XER3|¢(X):7*/\w(x):s} (5.
mit K ={xeR’|¢(x)=0Arw(x)=s}. (5.

5)
6)

Die Fliche N = {x ¢ R? |w (x) = s} soll im Folgenden auch die zur (impliziten)
Kurve K korrespondierende (implizite) Normalfiiche genannt werden. Diese hangt
konzeptionell mit der in Abschnitt 5.3 konstruierten (expliziten) Normalfliche
einer expliziten Kontaktkurve zusammen, siehe Abschnitt 5.4.2. In beiden Féllen

resultiert die zur Kontaktbahn K zugehorige Offset-Bahn f (K') als Schnittmenge
der Normalfléche mit der Offset-Flache.



92 Kapitel 5. Bahnplanung auf Oberflichen

[

(a) implizite Normalflichen (b) explizite Normalflichen

Abbildung 5.13: Normalflichen fiir vier beispielhafte Kontaktkurven auf einer
Zahnkrone (blaue Kurven). Weile Kurven markieren die Schnitt-
kurven zwischen Normal- und Offset-Fléche.

Nach Extrusion des Bezugsflichendistanzfelds ¢ wird jedem Punkt x e R3
ein Tupel (¢,w) (x) zugeordnet. Die erste Komponente entspricht dem kleinsten
euklidischen Abstand zur Bezugsfliche (Normalabstand) und die zweite Komponente
dem auf die durch x verlaufende Offset-Fliache projizierten kleinsten geodétischen
Abstand zur Nullstellenmenge von v (Tangentialabstand). Das Tupel dient zur
Lokalisation der Positionsbahn normal und tangential zur Bezugsflache.

Die numerische Reprasentation des Skalarfeld-Tupels (¢,w) erfolgt analog zur
Reprisentation von ¢ durch Diskretisierung des Definitionsbereichs anhand eines
Gitters gemif Abschnitt 2.1. Die Berechnung des Tupels (¢,w) (x) fiir x € R? erfolgt
analog zur Berechnung von ¢ (x) durch Suche des dem Punkt x néchstgelegenen
Punktes p € Z auf einer als Dreiecksnetz reprisentierten Bezugsfliche Z, womit

(¢,w) (x) = (Ix-p[,¥(p)) gilt.

Abbildung 5.13 zeigt eine beispielhafte Situation mit vier auf dem Modell einer
Zahnkrone als Konturen eines Oberflichendistanzfelds definierten Kontaktkurven
mitsamt korrespondierenden Normalflichen. Im impliziten Fall beschrinkt sich die
Représentation der Normalflachen mittels eines Octree-Gitters auf ein schmales Band
um die Bezugsfliche herum, welches fiir die Generierung von Werkzeugbahnen fiir
unterschiedliche Werkzeugabstéinde relevant ist. Die Schnittkurven der Normalflichen
mit der Offset-Fliache der Bezugsfliche sind weifl markiert und entsprechen den
resultierenden Werkzeugpositionsbahnen.
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5.4.1 Berechnung von Offset-Kurven

In diesem Sinne beginnt die Berechnung von Offset-Kurven fiir implizit gegebene
Kontaktkurven geméfl Unterabschnitt 5.1.2 mit der Bestimmung des Skalarfeldpaars
(¢,w) (Abbildung 5.1, unten). Die gewiinschte Offset-Kurve wird durch ein Paar
(7, s) spezifiziert, dem Offset-Wert r einer impliziten Kurve auf der Bezugsfliche
zum Niveauwert s. Sie ergibt sich als (7, s)-Niveaumenge des Skalarfeldpaars (¢,w),
d.h. der Menge aller Punkte x ¢ R3, die in der r-Niveaumenge von ¢ und der
s-Niveaumenge von w liegen. Ein Verfahren zur ihrer Ermittlung besteht in der
Anwendung eines Konturextraktionsverfahrens auf das Distanzfeld ¢ zum Niveauwert
r. Fir eine Repréasentation des Skalarfeldpaars durch ein regulidres Gitter kann die
Kontur etwa mit dem Marching-Cubes-Verfahren bestimmt werden. Sie besteht
dann aus einer Menge von Dreiecken, die die r-Niveaumenge von ¢ als Dreiecksnetz
darstellen. Dessen Knoten erhalten Werte zugewiesen, die sich durch Interpolation
der Werte des Skalarfelds w an den Gittereckpunkten ergeben. Die Knotenwerte
werden als abgetastete Werte eines Oberflichenskalarfelds interpretiert, dessen s-
Niveaumenge durch ein Marching-Triangle-Verfahren ermittelt werden. Das Resultat
besteht aus einer Menge von Strecken, welche die (r,s)-Niveaumenge von (¢,w)
approximiert.

Anders als beim expliziten Vorgehen ist beim impliziten Vorgehen die Zuord-
nung zwischen Offset-Punkt und Kontaktpunkt nicht unmittelbar verfiigbar, da die
Abbildung der Kurve nicht punktuell erfolgt. Diese Zuordnung wird beim Fréasen
mit Kugelfraser nicht notwendigerweise benotigt, jedoch beim thermischen Spritzen.

5.4.2 Eigenschaften und Einschrankungen

Die vorgeschlagene implizite Représentation von Offset-Kurven als Schnittmenge
implizit definierter Normal- und Offset-Flachen hat den Vorteil, dass das resultie-
rende Tupel (¢,w) die Werkzeugbahnen fiir alle Werkzeugradien und Schrittweiten
reprasentiert, die mit der gegenwértigen Planungsstrategie generierbar sind. Eine
Anderung des Werkzeugradius » oder der Schrittweite s auf der Bezugsfliche er-
fordert lediglich die Bestimmung einer neuen (r, s)-Niveaumenge. Demgegentiber
stehen die in den folgenden Abschnitten dargestellten Einschrénkungen.

Distanzfeld auf der Bezugsflache

Die Berechnung eines Distanzfelds auf der Bezugsfliche kann aufgrund der in realen
Bedingungen anzutreffenden Qualitét des Eingabenetzes problematisch sein. Die
folgenden drei Problemquellen lassen sich identifizieren.

Erstens fiihrt eine fehlerhafte Topologie zu Abweichungen aufgrund fehlerhafter
Nachbarschaften, die bewirken, dass Punkte auf der Oberfliche entweder gar nicht
oder nur iiber einen anderen als den kiirzestmoglichen Pfad erreicht werden kdnnen.
Zweitens fiithrt eine inhomogene Netzstruktur zu ungenauen Distanzen und damit
einem verrauschten oder verfilschten Verlauf der Konturlinien. Unterschiedliche Me-
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(a) Exakt, kleine Drei- (b) Fast Marching, (c) Exakt, groBe Drei- (d) Fast Marching,
ecke kleine Dreiecke ecke grofle Dreiecke

Abbildung 5.14: Pathologische Distanzfelder bei ungiinstiger Netzstruktur, Start-
punkt mittig auf dem unteren Rand.

thoden zur Distanzberechnung auf Dreiecksnetzen reagieren unterschiedlich sensitiv
auf eine inhomogene Netzstruktur. Drittens fiithrt eine zu geringe Knotendichte zu
Diskretisierungsfehlern bzw. einer Unterabtastung des Distanzfeldes.

Abbildung 5.14 verdeutlicht exemplarisch die Abhéngigkeit der Distanzfeld-
qualitdt von der Netzstruktur und Berechnungsmethode anhand eines durch zwei
verschiedene Dreiecknetze diskretisierten Quadrats, auf dem die Distanz jedes Punk-
tes zum Startpunkt mittig auf dem unteren Rand bestimmt wurde. Zu erwarten
sind konzentrische Kreise um den Startpunkt. Abbildung 5.14a weicht lediglich nahe
des Startpunkts bedingt durch Unterabtastung davon ab. Abbildung 5.14b zeigt
zusétzlich eine Abflachung der Kreise bedingt durch numerische Approximation der
Distanzfunktion. Abbildungen 5.14c und 5.14d zeigen unbrauchbare Ergebnisse bei
ungeeigneter Netzstruktur.

Die Gewéhrleistung einer fehlerfreien Topologie und homogenen Struktur bei
hoher Knotendichte auf beliebigen Eingabenetzen ist eine nichttriviale Aufgabe.

Anwachsende Gradienten

Abbildung 5.15 schematisiert das Problem, welches bei Extrusion des Oberflachen-
Distanzfelds an einem konkav gekriimmten Oberflichenabschnitt auftritt, anhand
eines vereinfachten zweidimensionalen Beispiels. Ein Schnitt durch einen konkav
gekriimmten Oberflichenabschnitt sei durch den Polygonzug von Punkt u iiber v
nach w gegeben. Zudem sei jedem Punkt auf dem Polygonzug mittels einer Funktion
1 ein Distanzwert zugeordnet. Beginnend beim Scheitelpunkt v lédsst sich nun die
Medialachse als Kurve konstruieren, auf der alle Punkte einen identischen kleinsten
Abstand zu jeweils zwei verschiedenen Punkten auf dem Polygonzug besitzen: jeweils
einem auf dem Abschnitt von u nach v und von v nach w. Abbildung 5.15a zeigt
diese Kurve in rot sowie drei beispielhafte auf der Kurve liegende Punkte a, b und
c mitsamt ihrer auf dem Polygonzug liegenden Lotpunkte.

Mit wachsendem kleinsten Abstand des auf der Medialachse liegenden Punktes
zum Polygonzug wéchst auch der Abstand der beiden Lotpunkte zum Scheitelpunkt
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(a) Mehrdeutige Projektion der auf der (b) Minimale Variationen ergeben wach-
roten Linie liegenden Gitterpunkte. sende Spriinge der Distanzwerte.

Abbildung 5.15: Anwachsende Schwankungen extrudierter Distanzwerte bei kon-
kaver Kriitmmung der Zielkontur.

v, und damit auch die Differenz der an den beiden Lotpunkten interpolierten Distanz-
werte. Der Wertebereich [ (u), (w)] wird also in eine stetig kleiner werdende
Umgebung der Medialachse gestaucht. Der Wert ) (v) am Scheitelpunkt wird von
keiner Stiitzstelle des Skalarfelds angenommen. Anders ausgedriickt, fallt in ein Band
konstanter Breite um die Medialachse herum ein stetig wachsender Wertebereich,
d.h. die Liange der Gradienten des extrudierten Distanzfelds wéchst entlang der
Medialachse. Dies wirkt sich auf die Kondition des Skalarfelds aus, d.h. die Verstér-
kung von Schwankungen der Lage von Punkten relativ zur Medialachse. Fiir einen
gegebenen Punkt auf der Medialachse (z.B. a, b oder c) resultiert einer der beiden
potentiellen Lotpunkte durch Zufall bzw. numerische Schwankungen des Punktes
relativ zur Medialachse. Abbildung 5.15b deutet dies durch Auswahl eines der beiden
Lotpunkte an, markiert durch den verblieben Pfeil. Die resultierenden Spriinge in
den extrudierten Distanzwerten fithren zu einem entsprechend sprunghaften Verlauf
der im Scheitelpunkt v beginnenden Niveaukurve zum Distanzwert ¢ (v), dargestellt
als griine gestrichelte Kurve.

Die Abhéngigkeit des Lotpunktabstands, und damit auch des Abstands extrudier-
ter Distanzwerte, vom Abstand und der Kriimmung der Bezugsflache veranschaulicht
Abbildung 5.16. Den Fall konstanter Kriimmung zeigt Abbildung 5.16a anhand zwei-
er Kreisbogenabschnitte mit unterschiedlichem Radius, der erste von Punkt u; nach
w1 mit Mittelpunkt by, und der zweite von Punkt uy nach wo mit Mittelpunkt bs.
Fiir die drei Punkte a, by, und by markiert jeweils ein gestrichelter Abstandskreis
die Menge aller Punkte mit demselben Abstand wie Punkt v. Jeder Punkt mit gerin-
gerem Abstand zu v als der Radius des Kriitmmungskreises, besitzt einen eindeutigen
Lotpunkt (siehe beispielhaft Punkt a mit Lotpunkt v), sodass in diesem Bereich
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(a) Konstante Krimmung (b) Kriimmung iiberall 0 auler in v

Abbildung 5.16: Abhingigkeit des Lotpunkabstandes von der Kriimmung.

keine Spriinge der Distanzwerte resultieren. Wenn der Abstand zu v dem Radius
des Krimmungskreises entspricht, ist jeder Punkt auf dem Kreisbogen ein Lotpunkt
(sieche Punkte b; und bs), und sobald der Abstand den Radius tibersteigt, sind beide
Endpunkte des Kreisbogens Lotpunkte. Das Gradientenwachstum beginnt somit
schlagartig bei Erreichen des Mittelpunkts des Kriimmungskreises.

Abbildung 5.16b zeigt den Fall variabler Kriimmung anhand zweier Geradenab-
schnitte, die im Scheitelpunkt v einen Winkel < 180° einschlieflen. In diesem Fall
beginnt die Medialachse bereits im Punkt v und entspricht der Winkelhalbieren-
den. Der resultierende Lotpunktabstand ist umgekehrt proportional zum von den
Geradenabschnitten eingeschlossenen Winkel.

Verschwindende Gradienten

Abbildung 5.17 schematisiert das Problem, welches bei Extrusion des Oberflichen-
Distanzfelds an einem konvex gekriimmten Oberflachenabschnitt auftritt. Ausgehend
vom dargestellten Polygonzug von Punkt u iiber v nach w, lasst sich ein Ebenenseg-
ment konstruieren, innerhalb dessen alle Punkte einen identischen kleinsten Abstand
zu ein und demselben Punkt auf dem Polygonzug besitzen. In Abbildung 5.17a ist
dieses Ebenensegment durch zwei rote Linien begrenzt — die darin befindlichen Punk-
te a, b und c besitzen denselben Lotpunkt und damit einen identischen Distanzwert.
In Abbildung 5.17b kennzeichnet der griin schraffierte Bereich die Niveaumenge
des zum Punkt v gehorenden Distanzwerts, welche das gesamte Ebenensegment
umfasst. Ein tiblicher Konturlinienoperator, welcher tiberpriift, ob der vorgegebene
Konturwert ¢ innerhalb eines halboffenes Intervalls liegt, wird in dieser Situation
entweder die obere oder untere Grenzfliche identifizieren, aber nicht beide: mit

¥ (a) <9 (b) = ¢ (c) <¢(d) gilt bspw. ¢ € (¢ (a), ¢ (b)] = ¢ ¢ (¢ (c),v(d)].
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(a) Identischer Lotpunkt fiir alle zwi- (b) Geringfiigige Variationen der Di-
schen den roten Linien liegenden stanzwerte fiihren zu grofler Va-
Gitterpunkte. riation der Niveauflache.

Abbildung 5.17: Verschwindende Skalarfeld-Gradienten bei konvexer Kriimmung.

Deshalb fiihrt eine geringfiigige Variation der Lage der Gitterpunkte relativ zu den
roten Linien zu einem Sprung der Konturlinie iiber das Ebenensegment hinweg.

Niveaumengen nahe der Nullstellenmenge

Das 2D-Distanzfeld ¢ weist jedem Punkt auf der Bezugsfliche seine Distanz zur
Nullstellenmenge zu. Um groftmogliche Flexibilitdt zu ermoéglichen, wurde bisher
nicht vorausgesetzt, dass die Nullstellenmenge den Definitionsbereich in abgeschlos-
sene Segmente, z.B. innen* und ,auflen“, unterteilt. Dies bedeutet wiederum, dass
der Distanzwert nicht um ein Vorzeichen erweitert werden kann. Problematisch wird
diese Tatsache, wenn die Niveaumenge fiir einen Niveauwert bestimmt werden soll,
der kleiner als der Gitterpunktabstand, bzw. die kleinste Kantenlénge bei einem
Dreiecksnetz, ist. In diesem Fall 14sst sich fiir eine einzelne Kante nicht unterscheiden,
ob diese die Niveaumenge schneidet oder nicht: wenn beide Endpunkte der Kante
einen (positiven) Distanzwert besitzen, der kleiner als der Gitterpunktabstand ist, so
koénnen die Punkte sowohl auf der selben als auch auf unterschiedlichen Seiten der Ni-
veaumenge liegen. Bei der Auslegung von Kurven auf der Ziel- oder Offset-Oberfliche
wird dieses Ambiguititsproblem dadurch geldst, dass durch Uberfiihrung aller Initi-
albahnen in Netzkanten im Rahmen einer Netzverfeinerung die Nullstellenmenge
des 2D-Distanzfelds stets aus Knoten und Kanten des Netzes besteht.

Fiir das 3D-Skalarfeld ¢ oder w lasst sich dagegen im Allgemeinen nicht vermeiden,
dass die Nullstellenmenge zwischen Gitterpunkten hindurch verlduft, sodass dass
Ambiguitéatsproblem fiir Niveaumengen nahe der Nullstellenmenge hier weiterhin
besteht. Dies betrifft sowohl die Offset- als auch Normalflichen mit Niveaus kleiner
als der Gitterpunktabstand. Aufgrund des anwachsenden Gradienten entlang der
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(a) s=0.2 (b) s=0.4 (c) s= 0.

Abbildung 5.18: Niveauflichen des extrudierten wvorzeichenlosen Oberflachen-
Distanzfelds nahe einer in der Medialachse liegenden Nullmenge.

Medialachse erweist sich das Ambiguitédtsproblem bei dem zur Reprisentation der
Normalflachen dienenden Skalarfeld w als weitreichender. Sei nun angenommen, dass
die Initialbahn in einer Schlucht der Bezugsfliche verlduft, sodass die resultierende
Nullmenge des extrudierten Skalarfelds in oder nahe der Medialachse verlauft. In
diesem Fall steigt mit dem Abstand eines Gitterpunkts zur Bezugsfliche auch das
kleinstmogliche Niveau der zu représentierenden Niveaumenge.

Abbildung 5.18 zeigt beispielhafte Niveauflichen nahe der Nullmenge fiir ein
vorzeichenloses Skalarfeld, dessen Nullmenge in der Medialachse liegt. Wahrend
die Nullmenge selbst gar nicht extrahierbar ist, fillt auch die Beschneidung nahe
gelegener Niveauflichen mit steigendem Abstand zur Bezugsfliche auf. Erst in
einem relativ groflen Abstand zur Medialachse in Abbildung 5.18c lassen sich
Niveauflachen extrahieren, die weit genug von der Bezugsfliche weg reichen, um eine
erwartungsgemaf um das Zielobjekt herumlaufende Schnittkurve mit der Offset-
Fléche zu bilden.

Zur Losung des Ambiguitdtsproblems bieten sich zwei prinzipielle Vorgehen an:

1. Lokale Funktionsapproximation des extrudierten Skalarfelds
2. Verwendung vorzeichenbehafteter Distanzen durch:

(a) Voraussetzen der Partitionseigenschaft der Initialbahnen,
(b) Segmentierung des extrudierten Skalarfelds.

Der erste Punkt behélt die Vorzeichenlosigkeit bei und nutzt zur Berechnung der
Niveaumenge eine lokale Funktionsapproximaton mit héherer Ordnung als linear,
d.h. insbesondere unter Beriicksichtigung von mehr Gitterpunkten [GVJ+09].

Der zweite Punkt erzwingt vorzeichenbehaftete Werte, entweder durch Einschrankung
der Flexibilitdt bei der Auslegung von Initialbahnen auf der Bezugsflache, oder durch
nachtrigliche Segmentierung des Skalarfelds.

Im Nachfolgenden wird die Ausstattung des Skalarfelds mit Vorzeichen basierend
auf einer Partitionierung der Bezugsflache mittels der Initialbahnen verfolgt. Das Vor-
zeichen an einem Gitterpunkt lédsst sich darauthin anhand des Segments bestimmen,
in welchem der zugehorige Lotpunkt liegt. Abbildung 5.19a zeigt die Nullmenge eines
auf diese Weise mit Vorzeichen ausgestatteten Skalarfelds fiir eine zu Abbildung 5.18
dquivalente Auslegung der Initialbahn. Die Beschneidung der Flache entfillt erwar-
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(a) s =0 bei 2 Segmenten auf der Bezugsfliche (b) s=0 bei 3 Segmenten auf der Bezugsflache

Abbildung 5.19: Niveaufliche des extrudierten vorzeichenbehafteten Oberflachen-
Distanzfelds nahe einer in der Medialachse liegenden Nullmenge.

tungsgeméaf durch Beseitigung der Ambiguitdten. Abbildung 5.19b zeigt wiederum
die Nullmenge nach Hinzufiigen einer zweiten Initialbahn nahe der ersten, d.h. in-
nerhalb derselben Zusammenhangskomponente des Medialachsen-Einflussbereichs.
Trotz vorzeichenbehaftetem Skalarfeld wird die Niveaumenge entlang der Schnittkur-
ve zwischen der aus der zweiten Initialbahn resultierenden Teil-Nullmenge und der
Medialachse beschnitten. Die Beschneidung lasst sich anschaulich dadurch erklaren,
dass im gezeigten Fall nur diejenigen Gitterpunkte negative Werte aufweisen kénnen,
deren Lotpunkt innerhalb der eingeschlossenen blauen Region auf der Bezugsfliche
liegt.

Zusammenfassend lasst sich festhalten, dass einerseits die Lokalisation der im-
pliziten Normalfliche nahe der Initialbahn ein vorzeichenbehaftetes Distanzfeld
durch Partitionierung der Bezugsflache erfordert, und dass andererseits innerhalb
einer Zusammenhangskomponente des Medialachsen-Einflussbereichs nicht mehr als
eine Initialbahn liegen darf, um eine Beschneidung der Niveaumengen fernab der
Bezugsflidche zu vermeiden.

Unterschied zur expliziten Normalflache

Innerhalb eines ausreichend schmalen Bandes um die Bezugsfliche herum sind die
explizite und implizite Normalfliche per Definition identisch. Dies ist bspw. da-
durch ersichtlich, dass die explizite Ausbreitung jedes Kontaktpunkts entlang des
Distanzfeldgradienten verlduft und orthogonal zum Gradienten der Distanzwert
nicht variiert. Somit liegen alle auf diese Weise von einem Startpunkt aus erreich-
baren Punkte in derselben Niveaumenge wie der Startpunkt selbst. Jenseits der
Schnittkurve mit der Medialachse kénnen sich die Flichen jedoch unterscheiden.
Einerseits fiihrt eine ungiinstige Wahl der Nullstellenmenge zum Beschnitt der im-
pliziten Normalflache, sieche Abbildung 5.18 und 5.19. Anderseits kénnen aufgrund
der stationdren Auslegung des Skalarfelds die Niveaumengen zu zwei verschiedenen
Niveauwerten nicht koinzidieren. Abbildung 5.20 und 5.21 zeigen exemplarisch einen
Vergleich der Uberfithrung zweier im Medialachsen-Einflussbereich verlaufender Kon-
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taktbahnen auf ihre Offset-Bahnen mittels des impliziten und expliziten Ansatzes.
Da die expliziten Normalflichen gegen die Medialachse konvergieren, werden die
beiden Kontaktbahnen auf eine (ndherungsweise) identische Offset-Bahn abgebildet,
sieche Abbildung 5.20b, worin sich die beiden Offset-Bahnen in einer roten Kurve
iiberlagern. Die Niveaumengen weisen dagegen einen Abstand zueinander auf, der
proportional zum Gitterpunktabstand ist und zu zwei parallel verlaufenden Offset-
Bahnen beiderseits der Medialachse fiihrt, siche Abbildung 5.20a, worin die beiden
roten Kurven parallel zueinander verlaufen. Abbildung 5.21 zeigt ein Schnittbild der
Situation. Eine weitere Anndherung der Niveaumengen an die Medialachse liee sich
in diesem Fall durch Verfeinerung des Gitters entlang der Medialachse erreichen.

5.5 Lokalisation durch Interpolation

Da die Positionierung des Werkzeugs entsprechend des idealen Wirkungswinkels und
-abstands den Verlauf der Oberflache abseits des Kontaktpunkts missachtet, ergeben
sich zwei Griinde, um von einer wirkungsgiinstigen Werkzeugbahn abzuweichen:

1. Kollision zwischen Werkzeug oder Wirkungsregion mit der Bezugsfléache
2. kinematische/dynamische Beschrankungen (Beschleunigungen/Krifte)

Andererseits ist die dynamikgilinstige Werkzeugbahn aufgrund des stets konstanten
kleinsten Abstands zur gesamten Bezugsflache kollisions- und schleifenfrei, miss-
achtet aber den idealen Wirkungswinkel und -abstand zum Kontaktpunkt. Aus
dieser Motivation heraus werden die wirkungs- und die dynamikgiinstige Losung im
Folgenden nicht isoliert betrachtet, sondern als Intervallgrenzen bzw. Randpunkte
einer kompakten Menge potentieller Losungen, die sich durch Interpolation aus
beiden ergibt. Dazu wird zunéchst die Interpolation zwischen korrespondierenden
Punkten beider Positionskurven, d.h. die aus dem gleichen Kontaktpunkt hervorgehen
(Unterabschnitt 5.5.1), und dann die Interpolation zwischen beiden Kurven insgesamt
betrachtet (Unterabschnitt 5.5.2).

5.5.1 Werkzeugpositionskurve fiir einen einzelnen Kontaktpunkt

Seien w und o die wirkungs- und dynamikgiinstigen Positionen auf den entspre-
chenden Kurven zum gleichen Kontaktpunkt p, die im Folgenden als Randpunkte
bezeichnet werden. Eine Kompromisslosung ist ein Punkt auf einer Kurve q (),
welche die beiden Randpunkte miteinander verbindet, mit A € [0,1] als Kurvenpa-
rameter. Diese Kurve wird Werkzeugpositionskurve zum Kontaktpunkt p genannt.
Die Werkzeugpositionskurve ergibt sich also als Interpolationskurve aus den beiden
Randpunkten. Eine einfache Moglichkeit ist die lineare Interpolation:

q(A) =(1-X)w+ )o. (5.7)

Eine Schwierigkeit der Interpolation ist, dass der Kontaktpunktabstand einer in-
terpolierten Werkzeugposition in der Regel kleiner als an den Randpunkten wird
(Abbildung 5.22a).
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(a) impliziter Fall: zwei parallel verlaufende Offset-Kurven

SONWEI7

(b) expliziter Fall: zwei (ndherungsweise) identische Offset-Kurven

Abbildung 5.20: Vergleich implizite und explizite Normalflichen zu zwei Kontakt-
bahnen im Medialachsen-Einflussbereich.

(a) impliziter Fall (b) expliziter Fall (c) beide Falle

Abbildung 5.21: Vergleich der Normalkurven in der Schnittansicht.
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Eine Moglichkeit, diese Schwierigkeit zu mindern, ist an den Randpunkten
zusétzlich die Werkzeugorientierung zu beriicksichtigen. Die Interpolation erfolgt in
diesem Fall kubisch (hermitesch) gemafi [CREO1]:

a(M\) = (2N -3 +1)w+(-20%+3)3%) o
+( N =207+ X)my + (A= A*)m,, (5.8)

wobei m,, und m, die Tangenten der Interpolationskurve an den Randpunkten
bezeichnen (Abbildung 5.22b). Die Tangente m,, am Punkt w steht senkrecht auf der
Wirkungsrichtung und zeigt in Richtung o, im Sinne einer geringsten Abweichung zur
Verbindungsstrecke wo. Die Berechnung erfolgt bspw. durch Projektion der Strecke
wo auf die durch w fithrende Ebene mit der Wirkungsrichtung als Normale, oder
durch Rotation des Wirkungsrichtungsvektors um 90 Grad um denjenigen durch w
verlaufenden Vektor, welcher senkrecht auf der Strecke wo und der Wirkungsrichtung
steht. Die Tangente m, am Punkt o ergibt sich analog. Auf diese Weise wird erreicht,
dass die Interpolationskurve den Punkt w bzw. o orthogonal zur Verbindungsstrecke
pw bzw. po zum Kontaktpunkt verlésst.

Eine weitere Alternative ist die sphérische lineare Interpolation (SLERP) geméfl

a()) = sin((?—)\)u)ersin'()\u)o (5.9)
sin v sin v

wobei v den von pw und po eingeschlossenen Winkel bezeichnet (Abbildung 5.22¢).
Dies ermoglicht die Positionsinterpolation basierend auf dem zwischen pw und pq
einzuschliefenden Winkel o = Av, d.h. der Abweichung vom idealen Wirkungswinkel.
Im Falle eines unterschiedlichen Abstands |w — p| bzw. o — p| der Randpunkte
vom Kontaktpunkt, d.h. w und o liegen nicht auf demselben Kreisbogen um p,
ist dabei Vorsicht geboten: zwar deckt Gleichung (5.9) aufgrund ihrer Allgemein-
giiltigkeit diesen Fall prinzipiell ab, jedoch unter Verzerrung des resultierenden
Winkels zwischen pw und pq. Um auch in diesem Fall mittels eines vorgegebenen
Winkels interpolieren zu kénnen, miissen die Neigung und Lénge der Strecke pq
separat interpoliert werden, ersteres unter Annahme eines identischen Abstands der
Randpunkte w und o zu p, siche die gestrichelte rote Kurve (Abbildung 5.22¢). Die
durchgezogene rote Kurve in der Abbildung zeigt das Ergebnis.

Letztendlich ist die Wahl der Interpolationsmethode dahingehend anwendungsab-
héngig und nebenséchlich, dass das Ausmafl einer zu tolerierenden Abweichung vom
idealen Wirkungswinkel von der Notwendigkeit zur Einhaltung geometrischer und
kinematischer Nebenbedingungen abhéingt. Unter einer derart determinierten Abwei-
chung des Wirkungswinkels fithren unterschiedliche Interpolationsmethoden lediglich
zu einer gewissen Variation des Wirkungsabstands, entsprechend der unterschiedli-
chen Lénge der Strecke pq in Abbildung 5.22, deren Toleranz vom Fertigungsprozess
abhéngt. Im Rahmen dieser Arbeit wird aus zwei Griinden die sphérische lineare
Interpolation bevorzugt: einerseits aufgrund der bereits erwidhnten Monotonie des
Wirkungsabstands, andererseits aufgrund des direkten Zusammenhangs zwischen
Kurvenparameter A und Winkelabweichung o geméf§ A = =.
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(a) linear (b) kubisch (c) sphérisch linear, mit und
ohne Léngeninterpolation

Abbildung 5.22: Interpolation einer Kompromisslésung q aus den zum Kontakt-
punkt p korrespondierenden Randpunkten w und o.

Jede Losung g (A) innerhalb des Intervalls A € [0, 1] stellt einen Kompromiss
aus Wirkungs- und Dynamikgiinstigkeit dar, d.h. sie erlaubt gewisse Abweichungen
von Wirkungsabstand und -Richtung im Austausch fiir Kollisionsfreiheit und eine
gewisse Kontrollierbarkeit der relativen Lage der Werkzeugpositionen zueinander.

5.5.2 Werkzeugpositionsfliche fiir eine Kontaktbahn

Im Folgenden sei nicht nur ein isolierter Kontaktpunkt p mit zugehoriger Werk-
zeugpositionskurve q (A) betrachtet, sondern der den Kontaktpunkt beinhaltende
Kontaktbahnabschnitt P = (po,...,pny-1) mitsamt zugehoriger Folge von Werk-
zeugpositionskurven @ (A) = (qo (Mo),---,an-1 (An-1)), mit A= (No,..., An-1)- Pi,
i =0,...,N -1, sind Stiitzstellen, die den Kontaktbahnabschnitt diskret repra-
sentieren. Aus einer derartigen Aneinanderreihung der Werkzeugpositionskurven
aller zu einem Bahnabschnitt gehorigen Kontaktpunkte entsteht eine Flache, die
sogenannte Werkzeugpositionsfliche zur Kontaktbahn P. Diese Flédche entspricht
wiederum dem Bild einer zweidimensionalen Abbildung, die jedem Tupel (i, A) aus
Kontaktbahn- und Interpolationsparameter eine Werkzeugposition zuweist. Der erste
Parameter dient dabei zur Indizierung eines Kontaktpunkts auf der Bahn und der
zweite zur Indizierung einer Werkzeugposition auf der zum Kontaktpunkt gehorigen
Werkzeugpositionskurve.

Aufgrund ihrer zweidimensionalen Struktur ldsst sich diese Bildmenge als Fléche
visualisieren, wie beispielhaft Abbildung 5.23 fiir eine ebene Kontaktkurve auf
einer einfachen halbkugelférmigen Bezugsfliche zeigt. Dargestellt ist jeweils die
Bezugsflache (in grau) mitsamt Kontaktbahn (in blau) sowie die Bildmengen fiir
zwei unterschiedliche Werkzeugabstédnde als triangulierte und farbkodierte Flache.
Die Farbung der Fliache visualisiert die Abweichung des resultierenden vom idealen
Wirkungswinkel von 0 Grad (rot) am unteren Rand bis 56 Grad (blau) an der oberen
Spitze. Die wirkungsgiinstigen Positionen liegen auf dem unteren Rand und die
dynamikgiinstigen Positionen auf dem oberen Rand (in diesem einfachen Fall eine
Spitze). Alle dazwischen liegenden Punkte resultieren aus der sphérisch linearen
Interpolation geméfl Gleichung (5.9).
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(a) Abstand = 1.25-facher Kugelradius, max. (b) Abstand = 2.5-facher Kugelradius, max.
Winkelabweichung an der Spitze: 32 Grad Winkelabweichung an der Spitze: 56 Grad

Abbildung 5.23: Visualisierung der Werkzeugpositionsfliche der blauen Kurve
(Kontaktbahn) auf einer kugelférmigen Bezugsfliche (grau) als
triangulierte Flache. Die Farbung kodiert die Abweichung des
Wirkungswinkels von der Normale von rot (0) bis blau (56 Grad).

Die zur Konstruktion der Fliache relevanten Komponenten zeigt Abbildung 5.24a:
der Schnittpunkt der Normalkurve (rot) mit der Offset-Flidche (rosa) definiert die
dynamikgiinstige Position o auf dem oberen Rand und der ideale Wirkungswinkel und
-Abstand die wirkungsgtinstige Position w auf dem unteren Rand der Positionsflache.
Jede zuléssige Position q liegt auf einer Kurve von w nach o.

Die Positionsflache in Abbildung 5.23a ist demnach so zu verstehen, dass die
zu einem Kontaktpunkt auf der blauen Kurve korrespondierende Werkzeugposition
auf der entgegengesetzten Seite der Positionsfliche liegt. Die Tatsache, dass die
Verbindungslinie zwischen Kontaktpunkt und Werkzeugposition die Medialachse
schneidet, duflert sich darin, dass sich wirkungs- und dynamikgiinstige Position
unterscheiden, d.h. letztendlich die Positionsfliche iiberhaupt existiert.

Im allgemeinen ist die Positionsfliche nicht mannigfaltig, d.h. sie kann sich bspw.
selbst {iberschneiden oder auch zu einer Kurve kollabieren.

Jede Kurve auf der Positionsfliche, die aus anschaulicher Sicht durch Verschie-
bung des unteren Randes in Richtung des oberen Randes entsteht, d.h. in gewissem
Sinn diffeomorph zum unteren Rand ist, stellt eine potentielle Werkzeugbahn fiir
die gegebene Kontaktbahn dar. Die Ahnlichkeit zum unteren Rand soll sicherstellen,
dass jeder Kontaktpunkt genau einmal tiberquert wird. Dabei erfolgt die besagte
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(a) kugelférmige Bezugsflache (b) ellipsoidférmige Bezugsfliche

Abbildung 5.24: Komponenten der Positionsflichenberechnung: Normalkurven
(rot), Offset-Fléche (rosa), Verbindungslinien zwischen Kontakt-
und interpoliertem Werkzeugpunkt (Winkelabweichung 15 Grad).

Verschiebung durch Zuweisung eines Parameters A fiir jeden Kontaktpunkt, wodurch
die Werkzeugbahn eindeutig festgelegt wird.

In Abbildung 5.23 markieren schwarze Kurven auf den Positionsflichen Isokon-
turen des Interpolationsparameters A — diese Kurven resultieren also, wenn die A;
fiir alle Punkte einer Kontaktbahn identisch sind. Im dargestellten Fall entsprechen
diese Kurven auch den Isokonturen der Winkelabweichung, da fiir jeden Bahnpunkt
eine Anderung A\ von \ zu einer identischen Anderung Aa des Wirkungswinkels o
fiihrt. Im Allgemeinen fiihrt jedoch eine Anderung AX von A an unterschiedlichen
Bahnpunkten zu unterschiedlichen Winkelabweichungen, da die Lénge der Kurve
zwischen wirkungs- und dynamikgiinstiger Werkzeugposition variiert.

Abbildung 5.25 zeigt auf dquivalente Weise eine Situation mit etwas komplexeren
Positionsflachen mit Selbstiiberschneidungen. Visualisiert sind jeweils die Fléchen fiir
zwei unterschiedliche Werkzeugabstéinde mitsamt der Isokonturen des Interpolations-
parameters (5.25a) bzw. der Isokonturen der Winkelabweichung (5.25b). In diesem
Fall ist der Zusammenhang zwischen AX und A« nicht konstant, was bereits anhand
der variierenden Kurvenlinge vom unteren bis zum oberen Rand der Positionsfliche
ersichtlich ist. Die zur Konstruktion relevanten Komponenten zeigt Abbildung 5.24b.

Abbildung 5.26 zeigt weitere Beispiele von Werkzeugpositionsflachen fiir zwei
unterschiedliche Kontaktbahnen auf einer wellenférmigen Bezugsfliche.
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(a) Iso-Parameter-Konturlinien (b) Iso-Winkel-Konturlinien

Abbildung 5.25: Visualisierung zweier Werkzeugpositionsflichen der blauen Kurve
(Kontaktbahn) auf einer ellipsoidférmigen Bezugsfliche (grau)
als triangulierte Flache. Die Farbung zeigt die Abweichung des
Wirkungswinkels von der Normale von rot (0) bis blau (56 Grad).

(a) V-formige Kontaktbahn (b) O-formige Kontaktbahn

Abbildung 5.26: Beispielhafte Positionsflachen fiir eine wellenférmige Bezugsflache
mitsamt Isokonturen des Interpolationsparameters.
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5.5.3 Interpolationsgewichtung

Die Bestimmung geeigneter Interpolationsgewichte XA = (Ao, ..., Ay—_1) zur Abbildung
eines Kontaktbahnabschnitts auf eine Werkzeugpositionsbahn lésst sich entweder als
eindimensionales oder mehrdimensionales Optimierungsproblem modellieren. Das
Ziel ist dabei die Minimierung des Abstands zwischen der resultierenden Bahn @ ()
und der wirkungsgiinstigen Bahn @ (0), d.h.

N-1
min[Q (A) -Q(0)] = min > [aq; (X) - q; (0)], (5.10)
A A0y s AN—1 i=0
unter der Bedingung, dass @ (A) geometrisch und physikalisch zuléssig ist. Ohne
Nebenbedingung oder Verletzung derselben gilt trivialerweise A = 0, d.h. es besteht
keine Notwendigkeit zur Modifikation der Bahn. Andernfalls soll die zur Erfiillung
der Nebenbedingungen erforderliche Verschiebung der Bahnpunkte so geringfiigig
wie moglich sein.

Bei der eindimensionalen Problemstellung sind alle Gewichte von einem einzigen
Parameter u abhéngig, d.h. es gibt eine streng monotone Funktion g: I — [0, l]N
mit A= (go (u),...,gn-1(u)) =g (u), uel, fur ein geeignetes Intervall I = [a,b] c R.
Beispiele fiir eine derartige Funktion sind:

1. Allen \; wird dasselbe Gewicht u zugewiesen: g; (u) = u.

2. ); ist das zur Winkelabweichung u = o gehorige Gewicht: g; (u) = d
7
u— |[piwi|

|pioil - [Piwi]

3. \; ist das zur Langenabweichung u gehorige Gewicht: g; (u) =

Im ersten Fall entsprechen die resultierenden Bahnen den Isokonturen des Interpolati-
onsgewichts geméafl Abbildung 5.25a. Im zweiten und dritten Fall dient u zur Vorgabe
der erlaubten Abweichung des Wirkungswinkels (bzw. Abstands) vom Idealwert.
Die resultierenden Bahnen entsprechen dann den Isokonturen der Winkelabweichung
(bzw. Abstandsabweichung), vergleiche Abbildung 5.25b. Die angegebenen Formeln
setzten eine sphérisch lineare Interpolation voraus, vergleiche Abbildung 5.22¢, wobei
v; den zwischen wirkungs- und dynamikgiinstiger Position eingeschlossenen Winkel
bezeichnet und ||p;0;|| und |p;w;| deren Abstand vom Kontaktpunkt p;.

Mit wachsendem u bewegt sich der Bahnabschnitt @ (g (u)) auf der Positionie-
rungsfliche vom ,unteren“ Rand (u = a) zum ,oberen* Rand (u = b), vergleiche
Abbildung 5.25, d.h. die Uberquerung der Positionierungsfliche wird durch u para-
metrisiert. Die einzelnen Punkte des Bahnabschnitts ndhern sich somit gleichférmig
ihrer jeweiligen dynamikgiinstigen Losung an. Diese Anndherung erfolgt im allge-
meinen jedoch mit unterschiedlicher Geschwindigkeit, da der Abstand zwischen
wirkungs- und dynamikgiinstiger Werkzeugposition entlang eines Bahnabschnittes
variiert. Zu beachten ist, dass sich stets alle Punkte des Bahnabschnitts gleichzeitig
bewegen, wobei die relative Geschwindigkeit mittels der Funktion g gesteuert werden
kann.
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Bei der mehrdimensionalen Problemstellung wird die Uberquerung der Positio-
nierungsfliche nicht durch einen einzigen Parameter vermittelt, sondern fiir jeden
Bahnpunkt isoliert gesteuert. Im Gegensatz zur eindimensionalen Problemstellung,
bei der sich die gesamte Bahn streng monoton von einem Rand der Positionierungs-
fliche zum anderen ausbreitet, ermoglicht die mehrdimensionale Problemstellung
auch eine nicht monotone Ausbreitung. Dies bedeutet insbesondere, dass sich groflere
Winkelabweichungen an einzelnen Werkzeugpositionen (bspw. aufgrund des Auftre-
tens von Kollisionen) nicht auf die gesamte Bahn auswirken. Umso mehr muss in
diesem Fall jedoch durch zusétzliche Nebenbedingungen an die Gewichtsverteilung
eine gewisse Glattheit der resultierenden Positionsbahn sichergestellt werden.

In den folgenden beiden Abschnitten wird die Interpolation zur Kollisionsver-
meidung und Dynamikoptimierung verwendet. Die Kollisionsvermeidung erfolgt mit
dem mehrdimensionalen und die Dynamikoptimierung mit dem eindimensionalen
Ansatz.

5.5.4 Kollisionsvermeidung

Unter Kollision wird in dieser Arbeit eine Uberschneidung der Werkzeug- oder
Wirkungsbereichsoberfliche mit der Bezugsfldche verstanden, die nicht Bestandteil
der werkzeugspezifischen Wirkung des Werkzeugs am Kontaktpunkt ist, siehe auch
Abschnitt 5.2. Die Motivation zur Modellierung der Kollisionsvermeidung als mehrdi-
mensionale Gewichtsoptimierung liegt einerseits in der Lokalitdt der zur Vermeidung
von Kollisionen erforderlichen Bahnverschiebung und andererseits in der effizienten
Berechenbarkeit eines Gewichtsgradienten durch punktuelle Kollisionstests.

Ausgehend von der wirkungsgiinstigen Bahn @ (0) = (qo (0),...,qn-1(0)) wer-
den zunéchst diejenigen Intervalle, welche zu einer Kollision mit der Bezugsflache
flihren, schrittweise solange zur jeweiligen dynamikgiinstigen Position hin verschoben,
bis keine Kollision mehr auftritt oder der gegeniiberliegende Rand erreicht wurde.
Letztendlich fiihrt dieser Vorgang zu einer Beschneidung der Positionierungsfliche
an ihrem wirkungsgiinstigen Rand. Treffen sich bei diesem Vorgang der wirkungs-
und dynamikgiinstige Rand bei fortbestehender Kollision, so ist die Kontaktbahn
unzuléssig und wird verworfen. Im Punkt o = q (1) kann zwar keine unmittelba-
re Kollision des Werkzeugs mit der Bezugsfliche auftreten, da alle Punkte der
Offset-Fldche einen konstanten kleinsten Abstand zur Bezugsfliche besitzen. Jedoch
kénnen mittelbare Kollisionen zwischen Wirkungsregion und Bezugsflache weiterhin
auftreten, wenn der Kontaktpunkt oder dessen Umgebung verdeckt, d.h. von einem
an der Werkzeugposition platzierten imagindren Auge aus nicht sichtbar ist.

Das Ergebnis dieser Kollisionsbereinigung ist ein Gewichtsvektor A, welcher
einen neuen (kollisionsfrei-)wirkungsgiinstigen Rand der Positionierungsfliche defi-
niert durch Verschiebung jedes Punktes des urspriinglichen Randes entlang seiner
jeweiligen Positionskurve.

Zur Berechnung von \; eignen sich verschiedene Ansétze, siche Abbildung 5.27:
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e Suche einer zuléssigen Losung durch Abtastung des Suchintervalls mittels
Strahlentests (Abbildung 5.27a)

o Beschneidung der vom Kontaktpunkt p; mitsamt Positionierungskurve q; (\)
aufgespannten Flache um den unzuléssigen Bereich (Abbildung 5.27b)

Beide Fille verwenden ein abstandbasiertes Modell des Wirkungsbereichs, welches
jedem Punkt auf der Verbindungslinie zwischen Werkzeugposition und Kontaktpunkt
den erlaubten Mindestabstand zur Bezugsfliche zuweist. Gibt es einen Punkt auf der
Verbindungslinie, dessen Abstand zur Bezugsflache kleiner als dessen erlaubter Min-
destabstand ist, so iiberschneiden sich Wirkungsbereich und Bezugsfliche. Im Falle
des Spritzkegels entspricht der Mindestabstand dem Abstand zwischen Kegelachse
und Kegelschnittkurve fiir eine entsprechend positionierte Schnittebene.

Im ersten Fall reduziert sich der Kollisionstest auf den Vergleich von Ist- und
Soll-Abstandswerten an Abtaststellen entlang der zu testenden Verbindungslinien
zwischen Werkzeugposition und Kontaktpunkt. Abbildung 5.27a zeigt eine Situation,
in der eine kollisionsfreie Wirkungsrichtung durch Abtastung des Suchintervalls
ermittelt wird. Der oberste griine Strahl zeigt eine zulédssige Richtung, die iibrigen
roten Strahlen zeigen unzuldssige Richtungen.

Im zweiten Fall ist die Idee, die von q; (A\) und p; aufgespannte Fliche geeignet
zu beschneiden, sodass eine zuléssige Losung konstruiert werden kann, indem der
Spritzkegel derart in besagte Fliache gelegt wird, dass der Kegelrand den Flachenrand
tangiert. Die resultierende Kegelachse entspricht dann der dem wirkungsgiinstigen
Rand néchstgelegenen kollisionsfreien Wirkungsrichtung. Abbildung 5.27b visualisiert
eine solche Fliache farbkodiert nach dem Abstand zur Bezugsfliche. Die weiflen
Kurven zeigen den Schnitt mit der Offset-Fliache der Bezugsfliche. In diesem Fall
entspréiche die zulassige Losung einer im Kontaktpunkt beginnenden und die linke
Schnittkurve mit der Offset-Fliche tangierenden Kegelachse.

5.5.5 Dynamikoptimierung

Die Motivation zur Modellierung der Dynamikoptimierung als eindimensionale Pro-
blemstellung liegt einerseits in einer Reduktion der Losungsraumkomplexitit und
andererseits in der Moglichkeit zur globalen Parametrierung der Werkzeugbahn mit-
tels einer maximalen Winkel- oder Abstandsabweichung, welche fertigungstechnische
Relevanz besitzt. Des weiteren erscheint die Annahme einer Korrelation der Gewichte
sinnvoll zur Bewahrung der Glattheit der Werkzeugbahn. Geméfl Zielsetzung soll
die Bewertung einer Bahn den Aufruf einer Dynamiksimulation beinhalten, welche
zugunsten einer gewissen Modularitat geringstmdgliche Anforderungen erfiillen soll.
Im einfachsten Fall soll diese lediglich klassifizieren, ob die Eingabebahn befahrbar
ist, im komplexeren Fall die Abweichung zwischen Soll- und Ist-Bahn ermitteln.

Abbildung 5.28a zeigt fiir einen Kontaktbahnabschnitt auf einer beckenférmigen
Tiefziehform vier potentielle Werkzeugbahnabschnitte:

e W1 bewahrt an jedem Punkt den idealen Spritzwinkel und -Abstand, fiihrt
jedoch zu einer weit ausladenden Schleife mit Kollisionen.
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(a) Abtastung des Suchintervalls mittels Strah- (b) Konstruktion einer zuldssigen Losung durch
lentests. Beschneiden des Suchintervalls.

Abbildung 5.27: Bestimmung eines kollisionsvermeidenden Interpolationsgewichts.

(a) (b)

Abbildung 5.28: Werkzeugbahnen fiir einen Kontaktbahnabschnitt auf einer
beckenférmigen Tiefziehform.
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e W2 beinhaltet lokale Abweichungen von der idealen Werkzeugposition zur
Kollisionsvermeidung.

e W3 beinhaltet globale Abweichungen von der idealen Werkzeugposition zur
Schleifenreduktion.

o W14 ist die néchstgelegene Kurve auf der Offset-Fliche und damit schleifenfrei.

Abbildung 5.28b veranschaulicht die Berechnung der Offset-Bahn (W4) als Menge
der Schnittpunkte der Normalkurven aller Kontaktpunkte mit der Offset-Fléache.

5.6 Relaxierte Offset-Positionsbahnen

Der bisher dargestellte Ansatz zur Relaxation von Wirkungswinkel und -Abstand
beschrankte sich auf den Fall, dass sich die zu einer Kontaktkurve gehorige wirkungs-
giinstige und dynamikgiinstige Werkzeugpositionskurve unterscheiden, und setzt
somit insbesondere eine konkave Kriimmung der Bezugsfliche voraus. Werden unter-
schiedliche Abschnitte der Kontaktkurve auf unterschiedliche Seiten der Medialachse
der Bezugsfliche abgebildet, enthilt die wirkungsgiinstige Werkzeugpositionskurve
stets eine Schleife. Durch Relaxation von Wirkungsrichtung und -abstand mittels
des dargestellten Verfahrens kollabiert diese Schleife letztendlich zu einem einzigen
Punkt auf der Medialachse. Dadurch entsteht eine Singularitit auf der Werkzeugpo-
sitionskurve, in der die Ableitungen nach der Kurvenlédnge verschwinden. In diesem
Punkt bewegt sich das Werkzeug nicht, sondern &ndert nur seine Orientierung. Aus
dynamischer Sicht bedeutet dies, dass das Werkzeug immer noch bis zum Stillstand
abgebremst und anschlieflend wieder beschleunigt werden muss, dhnlich zur Situation
an den beiden Umkehrpunkten des zuvor schleifenférmigen Bahnverlaufs, jedoch mit
reduzierter Beschleunigung aufgrund reduzierter Wegldngen. Durch Relaxation bleibt
die Schleife also erhalten und wird solange verkleinert, bis sie in einer Singularitét
kollabiert.

Beide Aspekte, Beschrankung auf konkave Kriimmung und Bereinigung von
Schleifen mittels Singularitdten, konnen in bestimmten Szenarien problematisch sein.
Einerseits kann auch bei konvexer Normalkriimmung der Kontaktkurve eine Relaxa-
tion von Wirkungsrichtung und -Abstand wiinschenswert sein zur Reduktion der
erforderlichen Werkzeugbeschleunigung. Andererseits kann ein Werkzeugbahnverlauf
wiinschenswert sein, der keine Positionen mehr enthalt, an denen das Werkzeug bis
zum Stillstand abgebremst werden muss. Im Folgenden werden beide Aspekte im
Rahmen einer Verallgemeinerung des Relaxationsverfahrens beriicksichtigt.

5.6.1 Singularitatsfreie Schleifenbereinigung

Eine Singularitdt entsteht dort, wo mehrere aufeinanderfolgende Kontaktpunkte
Po, P1, - .. auf dieselbe (dynamikgiinstige) Werkzeugposition op = 01 = ... auf der
Medialachse M der Bezugsfliche abgebildet werden. Der Punkt o; ist dabei als der
Schnittpunkt zwischen der Normalkurve des Kontaktpunkts p; mit der Offset-Fléche
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(a) wirkungsgiinstig mit schlei- (b) Kollabierung der Schleife in (c) ,,gedffnete“ Schleife (Uber-
fenférmigen Bahnverlauf einer Singularitét kreuzen von 2 und 4)

Abbildung 5.29: Offnung einer Schleife im Bahnverlauf.

Pi1 m P2
(a) (b)

Abbildung 5.30: Verschiebung der Singularitit auf eine neue Offset-Fliche O
wahrend die Werkzeugposition auf O verbleibt.

O der Bezugsfliche Z definiert. Die grundlegende Idee liegt nun in der Verwendung
unterschiedlicher Offset-Flichen O und O zur Bestimmung von Wirkungsrichtung
und -abstand, wie Abbildung 5.30 zeigt. Die Wirkungsrichtung wird durch den
Schnittpunkt 6 € O der Normalkurve eines Punktes p € Z mit O festgelegt und der
Wirkungsabstand durch den Schnittpunkt o € O der resultierenden Verbindungsli-
nie p6 mit O. Anschaulich wird die Singularitit auf diese Weise auf eine andere
Offset-Fliche O verschoben als diejenige, auf der das Werkzeug verfahrt. Ist der
Abstand zu O grofer als der Abstand zu O, so liegen die urspriingliche und resultie-
rende Werkzeugposition auf unterschiedlichen Seiten der Singularitdt. Dies kann als
,Offnung® der Schleife interpretiert werden, wie Abbildung 5.29 veranschaulicht.
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(a) (b) (¢)

Abbildung 5.31: Relaxation bei konvexer Kriimmung.

5.6.2 Konvexe Normalkriimmung

Die Tatsache, dass aus einer konvexen Kriimmung durch Invertieren der Normalen
eine konkave Kriilmmung wird, fithrt zur Verallgemeinerung von Kompromissbahnen
auf Kontaktkurven mit konvexer Normalkriimmung. In diesem Fall erfolgt die
Verfolgung der Normalkurven bis zum Schnittpunkt mit der Offset-Fléche innerhalb
des durch den negativen Normalvektor festgelegten Halbraums. Erreicht wird dies
durch Verwendung des negativen Distanzfeld-Gradienten als Ausbreitungsrichtung
(im Falle eines vorzeichenbehafteten Distanzfelds) oder durch Initialisierung des
Startpunktes entlang des negativen anstatt positiven Normalenvektors (im Falle eines
nicht-vorzeichenbehafteten Distanzfelds). Der Vektor p—o vom Kontaktpunkt p zum
korrespondierenden Offset-Punkt o wird anschliefend invertiert und entsprechend
des Wirkungsabstands skaliert.

Abbildung 5.31 zeigt eine Kontaktbahn mitsamt zugehériger Positionsbahn auf
der konvexen Seite der ellipsoidférmigen Bezugsfliche (grau) aus Abbildung 5.25,
sowie einen Ausschnitt der Offset-Flache auf der konkaven Seite der Bezugsfléche.
Zu erkennen ist die zunehmende Kontraktion der Positionsbahn bei zunehmendem
Abstand der Offset-Fliache auf der konkaven Seite der Bezugsflache. Aufgrund der
Abwesenheit einer Medialachse auf der konvexen Seite bleibt der Wirkungsabstand
dort konstant. An dieser Stelle sei wiederholt, dass die Abbildung eines Kontakt-
punkts auf seine Werkzeugposition nicht nur von der Kriimmung der Bezugsfliche
am Kontaktpunkt abhéngt, sondern auch von der Medialachse, und damit dem
globalen Verlauf der Bezugsfliche. D.h. ob am Kontaktpunkt eine konkave oder
konvexe Kriimmung oder ein Wende- oder Sattelpunkt vorliegt, beeinflusst nicht
notwendigerweise die Abbildung auf die Werkzeugposition. Dies ist bspw. beim
Vergleich der in Abbildung 5.31¢ und 5.30a dargestellten Situationen ersichtlich. In
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Abbildung 5.31c¢ erfolgt die Kontraktion der zur konvex gekriimmten Kontaktbahn
gehorigen Werkzeugbahn durch Uberfithrung in den konkaven Fall durch Invertieren
der Normalen. In Abbildung 5.30a ist der tiber den mittleren Hiigel hinweg fithrende
Kontaktbahnabschnitt zwischen den Wendepunkten ebenfalls konvex gekriimmt.
Trotz konvexer Kriimmung des Kontaktbahnabschnitts erfolgt eine Kontraktion
des zugehorigen Werkzeugbahnabschnitts, und zwar aufgrund der angrenzenden
konkaven Kontaktbahnabschnitte bzw. der damit einhergehenden Medialachse.

5.7 Glattung von Kontakt- und Positionsbahnen

Die mit den geschilderten impliziten Verfahren berechneten Kontakt- und Posi-
tionsbahnen kénnen einen unruhigen Verlauf aufweisen. Dies kann konzeptionell
bedingt sein, etwa da Offset-Flachen an ihrem Durchschnitt mit der Medialachse
in der Regel nur stetig, aber nicht unbedingt stetig differenzierbar sind. Ein wei-
terer Grund kann in der Diskretisierung liegen, etwa im Ersetzen glatter Flichen
durch Dreiecksnetze und glatter Kurven durch Polygonziige. In diesem Zusammen-
hang beeinflussen bspw. die Netzstruktur und Knotenverteilung die Glattheit des
resultierenden Oberflachendistanzfelds, und damit auch die Glattheit der Niveau-
mengen. Des weiteren kann die Erkennung von Kammlinien auf einer diskretisierten
Oberfldche gemafl Abschnitt 3.3 zu einem unruhigen Verlauf der Nullstellenmenge
des Oberflachendistanzfelds fithren, und damit auch aller weiteren Konturen. Die-
ses Unterkapitel befasst sich mit der Berechnung von geglatteten Kontakt- und
Werkzeugpositionsbahnen. Glattung bedeutet dabei nicht nur die Herstellung einer
hoheren Differenzierbarkeitsordnung, sondern auch eines global ausgeglicheneren
Verhaltens. Aus fertigungstechnischer Sicht kann jede sprunghafte Anderung der
Bewegungsrichtung potentiell die Abbremsung und Beschleunigung des Werkzeugs
erfordern, und damit die reale Werkzeugposition oder die Wirkungsdauer beeinflus-
sen. Die Glattungsverfahren basieren auf den Definitionen der Bahntypen. Dies hat
den Vorteil, dass damit Bahneigenschaften eher als bei allgemeinen Gléattungsfiltern
erhalten werden konnen.

Im Folgenden werden Verfahren zur Erzeugung geglétteter Varianten fiir implizit
definierte Kontakt- und Positionsbahnen auf Oberflichen nach Abschnitt 5.1 und
implizit definierte Positionsbahnen zu Oberflichen als Durchschnitt zwischen Nor-
malflache und Offset-Fldche nach Abschnitt 5.4 préasentiert. Fir Positionsbahnen
werden zwei grundsétzlich unterschiedliche Ansétze vorgestellt, von denen einer
direkt auf der Definition der Bahnen aufbaut, wohingegen der andere die allgemeine
Methode der aktiven Konturen einsetzt. Als weitere Herangehensweise sei die in
Unterabschnitt 3.3.3 thematisierte Glattung von Kammlinien als Nullstellenmenge
des Oberflichendistanzfelds erwahnt.
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(a) vor Glattung (b) nach Glattung

Abbildung 5.32: Glittung impliziter Kurven auf einer Kugeloberfliche.

5.7.1 Glattung implizit definierter Kurven auf Oberflichen

Gegenstand dieses Abschnitts sind implizit repréasentierte Kontakt- oder Positionsbah-
nen auf Oberflichen geméfl Abschnitt 5.1. Diese Bahnen sind durch Niveaumengen
eines Oberflichendistanzfeldes v definiert, d.h. durch 1~! (¢), ¢ ein Niveauwert. Eine
Glattung dieser Bahnen kann indirekt durch Ersetzen des Oberflachendistanzfeldes
durch eine geglattete Version durchgefiihrt werden, in dem dann die entsprechen-
den Niveaumengen bestimmt werden. Ein Ansatz besteht in der Verwendung der
Level-Set-Gleichung

Op = Agt, (5.11)

die einen auf einer Mannigfaltigkeit S definierten Diffusionsprozess beschreibt, der
zur Glattung der Isokonturen des auf .S definierten Distanzfelds ¢ fithrt. Mit Ag wird
der Laplace-Beltrami-Operator bezeichnet, ein auf der Mannigfaltigkeit S definierter
verallgemeinerter Laplace-Operator. Fiir Dreiecksnetze kann dieser Operator durch

Mgt (vi) 5 3 (eotang + cot i) (4 (vi) = (v3) (5.12)
@i jeN (i)

approximiert werden, wobei v; den i-ten Knoten des Netzes bezeichnet, a; dessen
Flacheninhalt der Voronoi-Zelle, N (i) dessen Nachbarknoten-Indizes und «;; bzw.
Bi; denjenigen Winkel, der der Kante von Knoten v; nach v; auf der linken bzw.
rechten Seite gegeniiberliegt. Abbildung 5.32 zeigt ein beispielhaftes Ergebnis auf

einer einfachen kugelférmigen Oberflache.
Der Vorteil dieses Ansatzes liegt in dessen Globalitit, da die Glattung des
Skalarfelds alle Isokonturen gleichermafien betrifft. Der Nachteil liegt jedoch in
dessen Abhéngigkeit von der Qualitdt der Oberflachendiskretisierung. Als Operator
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zweiter Ordnung erweist sich der Laplace-Operator als sehr sensitiv gegeniiber der
Knotenverteilung und Netzhomogenitédt. So konnen bspw. eine inhomogene Knoten-
verteilung oder fehlerhafte Topologie das Ergebnis schnell unbrauchbar machen. Aus
diesem Grund wurde dieser Ansatz zugunsten eines deutlichen robusteren expliziten
Vorgehens nicht weiter verfolgt.

Des weiteren sei erwédhnt, dass, unabhéngig von der numerischen Methode, eine
glatte Kontaktkurve nicht notwendigerweise eine glatte Werkzeugpositionskurve
impliziert.

5.7.2 Gemeinsame Glattung von Kontakt- und Positionskurven
durch Glattung von Normalflichen

Gegenstand dieses Abschnitts sind Positionsbahnen, die geméfl Abschnitt 5.4 als
Durchschnitt der implizit gegebenen Normalfliiche w™ (¢) zu einer implizit gegebenen
Kontaktbahn 17! (c) auf einer Oberfliche Z und einer Offsetfliche ¢~ () von Z
definiert ist.

Ein moglicher Ansatz zur Glattung solcher Positionsbahnen ist die Glattung der
Kontaktbahnen auf der Oberfliche mit dem Verfahren des vorigen Unterabschnitts.
Allerdings zeigt es sich, dass die aus dem Skalarfeld w resultierenden Artefakte
zu weit grofferen Schwankungen der Positionsbahnen als Schwankungen in den
originalen Kontaktbahnen fithren, die nicht durch eine vorangestellte Glattung des
Oberflichendistanzfeldes behoben werden.

Dieser Abschnitt behandelt diese Schwierigkeit durch Glattung der Normalflachen,
die sich als Niveaumengen des durch Extrusion eines Oberflichendistanzfelds
entstehenden rdumlichen Skalarfelds w von Abschnitt 5.4 ergeben. Die Glattung der
Normalfléche ist motiviert durch die Idee der verkniipften Glattung einer implizit
definierten Kontaktkurve mitsamt ihrer zugehorigen implizit definierten Offset-
Kurve. Da beide Kurven auf derselben Normalfldche mit unterschiedlichem Abstand
zur Bezugsflache liegen, fiihrt eine Glattung der Normalfliche insbesondere zur
verkniipften Glattung von deren Schnittkurve mit der Ziel- und der Offset-Fliche.
Analog zum vorigen Abschnitt erfolgt die Glattung der Niveaumengen des Skalarfelds
w durch einen Diffusionsprozess, der durch eine Level-Set-Gleichung beschrieben
wird, der aus Gleichung (2.19) durch Weglassen der externen Geschwindigkeit vy,
hervorgeht:

Ow =kK|Vw| mit k=V- Ve (5.13)
[Vl
=Aw falls |[Vw| =1, (5.14)
wobei A den Laplace-Operator geméafl Aw = 227"; + 2273’ + ?927"5 bezeichnet. Aufgrund

der in Unterabschnitt 5.4.2 benannten Einschrankungen erweist sich die Losung
des Anfangswertproblems auf dem durch Extrusion des Oberflichendistanzfelds
1 hervorgegangenen raumlichen Skalarfelds w als instabil. Dieses Problem wird
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(a) Normalflache als Nullstellenmenge des ex- (b) glatte Normalflache
trudierten Distanzfelds

Abbildung 5.33: Gliattung der Normalfliche einer Kontaktbahn, und damit auch
aller darauf befindlichen Kontakt- und Werkzeugpositionskurven.

dadurch angegangen, dass w zunéchst in ein Distanzfeld iiberfithrt wird, womit sich
folgender Ablauf ergibt:

1. Représentation der c-Niveaumenge des Skalarfelds w als Nullstellenmenge eines
vorzeichenbehafteten Distanzfelds 7 (Randwertproblem).

2. Losen der Level-Set-Gleichung (5.13) auf 7.

3. Konturierung der geglitteten Kontakt- und Werkzeugpositionskurve als (r,0)-
Niveaumenge von (¢, 7) anstatt als (r, ¢)-Niveaumenge von (¢,w).

Abbildung 5.33a zeigt beispielhaft eine als Nullstellenmenge des durch Extrusion
hervorgegangenen Skalarfelds w reprisentierte Normalfliche. Diese weist wellenfor-
mige Stérungen bedingt durch die Medialachse des Zielobjekts auf. Abbildung 5.33b
zeigt eine glatte Version der Normalflache.

5.7.3 Glattung mit der Methode der aktiven Konturen

Gegenstand dieses Abschnitts sind wiederum Positionsbahnen der Art des vorigen
Abschnitts. Der nun présentierte Ansatz basiert nicht auf der Glittung der Flichen,
als deren Durchschnitt sich Positionskurven ergeben, sondern formuliert das Kur-
venverhalten als Zielfunktion {iber Kurveneigenschaften, ndmlich die Linge und die
Krimmung, wobei die Beziehung zur Definition der Originalpositionskurve durch wei-
che Nebenbedingungen hergestellt werden. Dadurch bekommt das Kurvenverhalten
stidrkere Relevanz als bei den anderen Verfahren.

Aufgrund der Tatsache, dass Niveaumengen mannigfaltig sind, ldsst sich der
Durchschnitt prinzipiell als Kurve u (s), u: [a,b] ¢ R - R3 in Parameterdarstellung,
s der Parameter, repriasentieren. Da u nur zur Herleitung und nicht zur Imple-
mentierung des Verfahrens vonnéten ist, wird hier auf eine Konkretisierung des
Zusammenhangs zwischen parametrischer und impliziter Kurvenreprasentation ver-
zichtet. In Anlehnung an das Konzept der aktiven Konturen [KWTS88] wird der
Kurve u (s) die folgende Energie zugewiesen:
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b

b
E(u(s)) = [ S+ SHu”1%ds+ [ Bolo(w) ~rl+ Bl (w) ~clds  (5.15)

a

interne Energie externe Energie
. du d?u
mit u'=— und u”= —- (5.16)
ds ds

Diese Energie ist abhéngig von intrinsischen Eigenschaften (Lénge, Kriimmung)
der Kurve sowie von deren Lage innerhalb der Skalarfelder ¢ und w.

Die externe Energie ist proportional zum Abstand der Kurve sowohl von der
Offset-Flache (linker Summand der externen Energie) als auch von der Normalfléche
(rechter Summand der externen Energie). Eine Kurve mit minimaler externer Energie
wird demnach in der Offset-Fléche liegen (sofern Sy > 0) und/oder in der Normalfldche
(sofern (1 > 0) bzw. in der Schnittmenge beider Flichen (sofern Sy >0A 81 >0). In
diesen Fallen ist die Energie 0.

Die interne Energie ist proportional zur Liange und Krimmung der Kurve. Eine
Kurve, welche ausschliellich die interne Energie minimiert, wird sich zu einem
einzelnen Punkt zusammenziehen (sofern g > 0) und/oder zu einer Geraden ver-
formen (sofern a; > 0). Dies ist der triviale Fall. Niitzlicher wird diese Energie in
Anwesenheit von Nebenbedingungen, bspw. durch Fixierung der Endpunkte einer
offenen Kurve — in diesem Fall entspricht eine Kurve mit minimaler interner Energie
einer kiirzestmoglichen, und damit auch glattesten, Verbindung der Endpunkte.

Durch die Kombination der Energien geméfl Gleichung (5.15) soll erreicht werden,
dass die Kurve stets auf der Offset-Fléiche verbleibt und sich zur Erhéhung ihrer
Glattheit zu einem gewissen Grad von der Normalfliche entfernen kann.

Die Berechnung einer Kurve u, welche Gleichung (5.15) minimiert, erfolgt mittels
der Variationsrechnung unter Verwendung der Euler-Lagrange-Gleichung. Diese
besagt, dass ein Extremum des Funktionals £ (u) mit

b
E(u)=/ f(s,u,u',u")ds, (5.17)

die Gleichung
dE _of d of d* of o

L _ +— =
du Ju dsouw ds?ou”

erfiillen muss, wobei u (s), u’(s) und u” (s) in diesem Fall die Raumkurve und

deren erste und zweite Ableitung nach dem Kurvenparameter bezeichnen. Das

(5.18)

,Hilfsfunktional“ f (s,u,u’,u”) dient der Zusammenfassung des zu integrierenden
Terms des Energiefunktionals, welcher nur von der (unbekannten) Funktion u (s)
sowie dessen Argument s und Ableitungen u’ und u” abhéngt. Die in Gleichung (5.18)
aufgefiihrten Ableitungen von f lassen sich folgendermaflen ermitteln:

of

ou % (Bo | (w) =] + B w (w) - c]) (5.19)
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—C
= BoVo——— il + 1 Vw (5.20)
¢~ | | -
dof d o )
Sow " o (5 1?) (5.21)
d /
= 3500 ]|
= apu”, (5.22)
> of d® 9 (m )
ds? ou” dsQW(_HuNH ) (5:23)
d2 144
“ 5 —azfu”
— au”", (5.24)

Gleichung (5.20) ergibt sich aus Gleichung (5.19) durch Anwendung der Kettenregel
auf die Betragsfunktion und Ableitung derselben gemif der Regel -4 7o lul = |u|

Nach Einsetzen der Ableitungen (5.20), (5.22) und (5.24) in die Euler-Lagrange-
Gleichung (5.18) resultiert folgender Ausdruck fiir die Ableitung von E:

dE 1 ¢ - - C
— =—apu’ +agu”"" + ByVop—r
du [ | | -

Eine geschlossene Losung dieser Gleichung ist im Allgemeinen nicht méglich. Durch

+f1Vw = 0. (5.25)

Auffassung des Ausdrucks als Energiegradient, welcher stets in die Richtung des
steilsten Energieanstiegs zeigt, ldsst sich die Losung jedoch iterativ mittels Abstieg
in Richtung des negativen Energiegradienten finden. Dies lasst sich durch folgende
gewohnliche Differentialgleichung darstellen, welche die Anderung d;u von u mit
dem negativen Energiegradient —@ gleichsetzt:

ou 0%u 64 o- w-c
— =apg—s — —_ 5.26
ot - 0 gsz M get POVOTT | Ve T (5:26)
——
1 f2 f3 fa

Da die Funktion u durch den Gradientenabstieg nun zusétzlich zum Kurvenpa-
rameter s auch von einer Zeit ¢ abhéngt, sind aus den Ableitungen von u nun
partielle Ableitungen geworden. Diese Zeitabhéngigkeit dient jedoch ausschlieflich
zur Darstellung des iterativen Losungsverfahrens als Anfangswertproblem.

Die vier Terme lassen sich als vier von der Kurvenenergie induzierte Kréfte
interpretieren, die auf jeden Punkt der Kurve wirken. Dabei wirken die Krifte f;
und fo einer Dehnung und Biegung der Kurve entgegen und bewirken dadurch eine
gewisse Steifigkeit, wihrend f3 und f; eine Anziehung der Kurve in Richtung der
Niveaumengen (Offset- und Normalflache) bewirken. Im Gleichgewichtsfall 16schen
sich die Krafte gegenseitig aus und der Energiegradient ist 0, d.h. die Kurve hat
(lokal) minimale Energie.

Zur iterativen Berechnung einer Kurve mit minimaler Energie mittels Glei-
chung (5.26) sind nun zwei Schritte erforderlich:
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1. Diskretisierung der parametrischen Kurve u (s) durch Einfithrung von Stiitz-
stellen uy, ..., uy mit u; =u(s;),

2. Approximation der partiellen Ableitungen dyu, Ossu, Osssst, V@, Vw mittels
finiter Differenzen.

Diskretisierung der Funktion u

Wie eingangs erwahnt, soll das Bild der Funktion u (s) initial der (7, ¢)-Niveaumenge
von (¢,w) entsprechen, d.h. der Schnittmenge aus Offset- und Normalflache. Die
zur Diskretisierung von u (s) verwendeten Stiitzstellen uy, ..., uy bilden dann eine
endliche Teilmenge der Schnittkurve. Die Bestimmung dieser Teilmenge mitsamt
Topologie (Nachbarschaftsbeziehung zwischen den Elementen) resultiert nattrlicher-
weise aus der Représentation von ¢ und w mittels eines adaptiven Gitters, sowie der
Berechnung von Niveaumengen mittels eines gitterbasierten Konturierungsverfah-
rens. Letzteres konstruiert Iso-Flachen oder -Kurven durch sukzessives Erzeugen von
Kanten bzw. Dreiecken fiir jede Gitterzelle, welche die Niveaumenge schneidet. Die
Knoten der resultierenden Kanten- bzw. Dreieckmenge entsprechen den Stiitzstellen
von u, wihrend die Kanten die Topologie definieren.

Eine Sortierung der Knoten (Stiitzstellen) anhand aufsteigender Kurvenlédnge
lasst sich durch Suche eines Pfades zwischen zwei Endknoten mit nur einem Nachbarn
(offene Kurve) bzw. eines Pfades von einem beliebigen Startknoten zu sich selbst
(geschlossene Kurve) ermitteln. Dafiir werden aus der Kantenmenge zunéchst alle
offenen Kurven extrahiert, indem von einem beliebigen Endknoten mit nur einem
Nachbarn beginnend ein Pfad verfolgt und die besuchten Knoten markiert bzw. aus
der Kantenmenge entfernt werden, solange bis kein Endknoten mehr existiert. Die
verbliebenen unmarkierten Knoten liegen dann auf einer oder mehreren geschlossenen
Kurven, da alle Knoten, die von einem Endknoten aus erreichbar sind und somit
auf einer offenen Kurve liegen, bereits im vorherigen Schritt markiert wurden.
Anschliefend wird von einem beliebigen unmarkierten Knoten aus ein zyklischer
Pfad gesucht und die besuchten Knoten markiert, solange bis kein Knoten mehr
existiert.

Approximation der partiellen Ableitungen

Die in Gleichung (5.26) auftretenden partiellen Ableitungen von u nach dem Kurven-
parameter s lassen sich mittels des zweiten bzw. vierten zentralen Differenzenquoti-
enten approximieren und die Gradienten V¢ und Vw mittels des Upwind-Schemas,
siehe auch Unterabschnitt 3.1.2.

Die Integration tiber die zeitliche Ableitung von u erfolgt mittels eines expliziten
Einschrittverfahrens. Dabei ist zu beachten, zu welchem Zeitpunkt welche Kraft
wirken bzw. ausgewertet werden darf. Eine wesentliche Voraussetzung fiir die Kollisi-
onsfreiheit der Werkzeugbahnen ist die Einhaltung eines vorgegebenen Abstands zur
Bezugsflache, was in Gleichung (5.26) durch die Anziehungskraft f3 zur Offset-Fliche
vermittelt wird. Innerhalb eines Zeitschrittes muss nun sichergestellt werden, dass
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(a) Verschiebung eines Knotens anhand des (b) Verschiebung der Kurvenknoten als
zweiten zentralen Differenzenquotienten Uberlagerung von Kriften

Abbildung 5.34: Visualisierung der an den Knoten wirkenden Kréfte.

diese Anziehungskraft eine durch die anderen Kréfte bedingte Abweichung von der
Offset-Fléache kompensiert, d.h. von der Position der Kurvenpunkte nach Anwendung
der anderen Kréfte abhédngt. Dadurch ergibt sich ein zweistufiges explizites Losungs-
schema, in dem f3 fiir die Zwischenlésung berechnet wird, die durch Anwendung von
f1, fo und f4 resultiert. Abbildung 5.34 visualisiert beispielhaft die Verschiebung
von Kurvenknoten als Uberlagerung von Kriften.

5.8 Stand der Wissenschaft

In [ZZD+14] werden Werkzeug-Kontaktbahnen zur spanenden Fertigung als Abfolge
von Niveaukurven eines statischen Bezugsflichenskalarfelds 1 reprasentiert, ver-
gleichbar zur Herangehensweise in dieser Dissertation. Im Fokus steht dabei ein in der
Dissertation nicht thematisierter Aspekt, die besondere Auslegung des Skalarfelds 1,
indem dieses als Losung eines Optimierungsproblems, welches die beiden Kriterien
Approximationsfehler (Abweichung zwischen Ist- und Soll-Werkstiickoberflache) und
Niveaukurvenkriimmung als gewichtete Summe in einer Zielfunktion kombiniert.
Der Approximationsfehler ist eine Funktion der Norm des Skalarfeld-Gradienten
sowie der Kriimmung von Fréser und Bezugsfliche. Die Niveaukurvenkriimmung ist
eine Funktion der Divergenz des Skalarfeld-Gradienten (geodétische Kriimmung)
sowie der Kriimmung der Oberfliche, auf der das Skalarfeld definiert ist (Nor-
malkrimmung). Die Minimierung der gewichteten Summe aus der Abweichung
des Approximationsfehlers von einer vorgegebenen Schranke sowie der Niveaukur-
venkriimmung fithrt zu einem nichtlinearen Least-Squares-Optimierungsproblem.
Der Glattungsterm entspricht dabei einer Erweiterung der in Unterabschnitt 5.7.1
thematisierten geodétischen Krimmung um die Normalkriimmung der Niveaukur-
ven, welche durch die Kriimmung des Definitionsbereichs von 1 induziert wird.
Wie in Unterabschnitt 5.7.1 erortert, stellt die Glattung impliziter Kurven hohe
Anforderungen an die Homogenitat der Diskretisierung der Bezugsflache.



122 Kapitel 5. Bahnplanung auf Oberflichen

Einen dhnlichen Ansatz verfolgt [ZT16], indem ebenfalls ein Oberflachenskalarfeld
zur Darstellung der Kontaktbahnabschnitte als Niveaumengen dient, und damit insbe-
sondere die Vorschubrichtung determiniert als den in der Tangentialebene orthogonal
auf dem Skalarfeldgradienten stehenden Vektor. Ein zweites Oberflachenskalarfeld
dient zur Definition der Vorschubgeschwindigkeit entlang der Bahnabschnitte. Die
Berechnung der Skalarfelder erfolgt durch iterative Minimierung der Bearbeitungs-
dauer unter den Nebenbedingungen einer konstanten Restmaterial-Scheitelhéhe
(als Funktion der Gradientennorm des ersten Skalarfeld) sowie einer maximalen
Werkzeuggeschwindigkeit und -Beschleunigung (als Funktion der Gradientennorm
des zweiten Skalarfelds).

Beide Arbeiten sind dahingehend komplementér zu dieser Dissertation, dass sie
die besondere Auslegung des Oberflichenskalarfelds als Lésung eines Optimierungs-
problems thematisieren, dabei jedoch die Initialisierung des Skalarfelds sowie die
Uberfithrung der Kontaktbahnen in Werkzeugpositionsbahnen missachten, worauf
sich wiederum diese Dissertation fokussiert.

Unter Verwendung des metrischen Tensors dient in [KM14] eine kriimmungsab-
héngige Metrik zur Generierung eines Skalarfelds, dessen Niveaumengen Kontakt-
bahnen mit vorgegebener resultierender Restmaterial-Scheitelh6he entsprechen.

Die zur Positionsbestimmung des Werkzeugs erforderliche Offset-Fléche wird
im Rahmen dieser Arbeit als Niveaumenge eines statischen Distanzfelds entspre-
chend der schwachen Losung des Randwertproblems Gleichung (2.18) definiert. Eine
alternative Methode zur Bestimmung der Offset-Fléche als Losung des Anfangswert-
problems (Level-Set-Gleichung) thematisiert [SFC+10]. Diese Herangehensweise ist
im Allgemeinen weniger effizient als die Losung des Randwertproblems. Des Weiteren
ist im resultierenden Skalarfeld nur die Nullstellenmenge von Bedeutung, und die
Anderung des Offset-Wertes erfordert eine erneute Losung des Anfangswertproblems.
Der Vorteil dieser Herangehensweise ist dagegen die fehlende Beschriankung auf eine
monotone Ausbreitungsrichtung, sodass sich z.B. eine konturabhéngige Glattung
berticksichtigen oder die Ausbreitung anhalten lidsst (sieche Abschnitt 6.3.3).

In [ZHT15] werden Kontaktkurven als Schnittmenge zwischen der Bezugsfla-
che und einer Sequenz aus speziell konstruierten Oberflachen zur Lokalisation des
Werkzeugs definiert. Die Oberflachen resultieren aus der Forminterpolation zwischen
einem inneren und dufleren Rand einer zu bearbeitenden Region auf der Bezugsfla-
che. Die Schrittweite der Interpolation wird dabei entsprechend einer vorgegebenen
Restmaterial-Scheitelhohe zwischen benachbarten Bahnen gewahlt. Die konzeptuelle
Idee der Verwendung forminterpolierender Flachen zur Definition von Werkzeugbah-
nen dhnelt derjenigen in Abschnitt 6.3.3. Jedoch unterscheidet sich die methodische
Umsetzung insbesondere hinsichtlich der Verwendung impliziter Reprasentationen.

Eine grundlegend alternative Herangehensweise zur Bahngenerierung fiir die
spanende Fertigung dentaler Werkstiicke, welche direkt auf einem Dreiecksnetz
operieren soll, zeigt [MBM16]. Darin wird zunéchst eine zweidimensionale Para-
metrierung der Netzknoten ermittelt und anschliefend jedem Knoten ein Vektor
in der Tangentialebene zugewiesen, der in diejenige Richtung zeigt, die ein vorde-



5.8. Stand der Wissenschaft 123

finiertes Zielkriterium optimiert wie z.B. schnellstmégliche Achsenbewegung der
Frasmaschine oder maximales Schnittvolumen. Ausgehend von diesem Vektorfeld
aus bevorzugten Bearbeitungsrichtungen erfolgt die Bestimmung einer Kurvenschar
als iterative Losung eines Optimierungsproblems, wobei die Knoten der Kurven auf
den Kanten des Dreiecksnetzes liegen und entlang dieser verschoben werden.

Ein fiir diese Dissertation besonders relevanter Aspekt der Bahngenerierung liegt
in der Vermeidung von Schleifen, sowohl in der Kontaktpunkt- als auch der Werk-
zeugpositionsbahn. Einen grundlegend verschiedenen nicht-impliziten Ansatz zur
Schleifenvermeidung zeigt [XSZ15], durch Bestimmung von Selbstiiberschneidungen
der in einen zweidimensionalen Bildraum transformierten Bahnkurven.

[XGS+19; ZZ13] zeigen Methoden zur Planung von Bahnen auf Oberflachen,
die durch Punktewolken approximiert werden. Punktewolken stellen eine zu den
Niveaumengen und Dreiecksnetzen alternative Reprasentationsform dar, welche
bspw. unmittelbar aus der Erfassung realer Objekte mittels eines optischen oder
taktilen 3D-Scanners resultiert. In bestimmten Anwendungsszenarien kann dieses
Vorgehen vorteilhaft sein und die Konvertierung eines Scanns in eine kontinuierliche
Darstellungsform entfallen.

Ein in diesem Kapitel nicht thematisierter Aspekt ist die kombinatorische Bahn-
planung geméfl Abbildung 4.1, zu der hier insbesondere die Werkzeugorientierung
und Vermeidung indirekter Kollisionen zdhlen soll. Ansétze hierzu sind in [CXT15;
LZL+11] zu finden und beruhen auf der Idee, jeder Werkzeugposition eine Men-
ge potentieller kollisionsfreier Orientierungen (accessibility map) zuzuweisen und
die Auswahl der Orientierung als Lésung eines Optimierungsproblems iiber einen
Bahnabschnitt darzustellen. Die im Rahmen der Software AnyCAM eingesetzte
Herangehensweise dokumentiert [GW13].

Bei der Bestimmung der Friserorientierung beschrénkt sich die Dissertation auf
den Fall kugelformiger Friserspitzen. Dieser zeichnet sich dadurch aus, dass die
Fréaserposition und -Orientierung voneinander unabhéngig sind. Bei Friasern mit nicht
kugelférmiger Spitze beeinflusst dagegen die Werkzeugposition die Menge potentieller
Orientierungen und umgekehrt, siehe auch Abbildung 1.5b. Die Berechnung der
Orientierung eines Frasers mit zylindrischer Spitze thematisiert bspw. [FB14].
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Das Kapitel prisentiert ein Verfahren zur Grobbearbeitung beim Frésen, die
das Freilegen eines Zielkorpers (Zielwerkstiick) zum Ziel hat, der Teilmenge eines
gegebenen Korpers (Rohlings) ist. Das Verfahren basiert auf dem Dreiachsfrésen mit
einem kugelférmigen Fraswerkzeug, d.h. die Zustellrichtung des Fréswerkzeugs steht
fest. Nicht hinterschnittfreie Zielwerkstiicke konnen durch mehrfache Anwendung des
Verfahrens mit unterschiedlichen Zustellrichtungen bearbeitet werden. Die Losung
dieses volumenbezogenen Bahnplanungsproblems gliedert sich in einen geometri-
schen und einen kombinatorischen Bahnplanungsteil. Die geometrische Bahnplanung
verwendet eine Schar paralleler Zustellebenen, beziiglich denen nacheinander abge-
tragen wird. Auf den Zustellflichen ergeben sich dann {iberdeckende Bahnabschnitte,
ausgehend von impliziten Représentationen in Distanzfeldern, die von der Sichtbar-
keitshiille einer Offset-Flidche des Werkstiicks und von einer dufleren Hiillfliche, etwa
der Oberfliche des Rohlings, induziert werden. Die Sichtbarkeitshiille ist durch die
Zustellrichtung, die Grofle des Offsets der Offset-Flache und durch die Grofie des
kugelformigen Werkzeugs festgelegt. Ein besonderer Beitrag besteht in neuartigen
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Ansétzen zur Vermeidung von Kollisionen zwischen dem Werkzeug und dem aktuel-
len Werkstiick, die die Generierung offener Eingriffsbahnsegmente vermeidet, die
eine Neuzustellung des Werkzeugs bei der Verbindung von Eingriffsbahnsegmenten
erschweren wiirden. Die kombinatorische Bahnplanung gibt Reihenfolgekriterien fiir
die resultierenden Bahnabschnitte an, anhand derer sie dann mit einer spezifischen
Heuristik zu einer moglichst kurzen Bahn verkettet werden.

6.1 Verfahren der Bahnplanung zur Grobbearbeitung

Die Eingabe des hier behandelten Problems der Bahnplanung zur Grobbearbeitung ist
ein solider Korper, der Rohling, und ein Zielkorper, das Zielwerkstiick, der Teilmenge
des Rohlings ist. Gesucht ist eine Fréasbahn zur Freilegung des Zielkorpers, die eine
Reihe von fertigungstechnisch motivierten Rahmenbedingungen beriicksichtigt:

1. Stiickweise konstante Eingriffsrichtung (Werkzeugorientierung) bedingt durch
eingeschrankte Bewegungsfreiheit aufgrund des umgebenden Materials,

2. Ebenen- und schichtweiser Materialabtrag zum Erreichen einer homogenen
Arbeitsbelastung,

3. Unterteilung der Bearbeitung in Unter- und Oberseite bedingt durch die
Begrenzung des freizulegenden Bereichs innerhalb eines Rohlings,

4. Materialabhingige optionale Bedingungen:

(a) konstante Schnittrichtung durch konstanten Umlaufsinn (Gegenlauf- vs.
Gleichlauffrasen),

(b) Vermeidung offener Bahnabschnitte, um ein schriages/spiralférmiges Ein-
tauchen sowie einen konstanten Richtungssinn zu ermoglichen.

Hierbei handelt es sich um ein volumenbasiertes Bahnplanungsproblem im Sinne
von Kapitel 4.1. Die im Folgenden présentierte Losung folgt der dort beschriebenen
Vorgehensweise der Generierung einer Sequenz von Hilfsoberflichen in dem zu
entfernenden Gebiet, an deren Ende die Oberfliche des Zielwerkstiicks steht. Die
jeweils néchste Oberfliche der Sequenz ergibt sich aus der aktuellen durch Ausfithrung
des Fertigungsprozesses mit den Werkzeugposen der Uberdeckung.

Die Losung beschrinkt sich dabei auf eine fest vorgegebene Eingriffsrichtung, d.h.
das Dreiachsfrasen. Die Anforderung von stiickweise konstanten Eingriffsrichtungen
der ersten Rahmenbedingung der Problemspezifikation kann dadurch beriicksich-
tigt werden, dass das Losungsverfahren mehrmals hintereinander, jeweils mit einer
anderen Eingriffsrichtung, ausgefithrt wird. Ferner beschrénkt sich das Verfah-
ren auf die Bearbeitung nur einer Seite des Zielwerkstiicks im Sinne der dritten
Rahmenbedingung. Die Anforderung der dritten Rahmenbedingung kann durch
Hintereinanderanwenden fiir die Ober- und die Unterseite erfillt werden.

Abbildung 6.1 gibt einen Uberblick iiber die Losung. Die dort am Anfang ste-
hende Offset-Fléche entsteht aus der Oberfléche des Zielwerkstiicks und der Grofle
des Fraswerkzeugs. Die der Offset-Fléche zugeordnete Sichtbarkeitsflache ergibt sich
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Abbildung 6.1: Ablauf der Positionsbahngenerierung zur spanenden Grobbear-
beitung: Ein-/Ausgabegeometrien (orange), Deformationsprozess
(blau) mit Arbeitsschritten (griin), Kanten zeigen den Datenfluss
von der Offset-Flache zur Werkzeugbahn. Die schwarzen Késten
markieren die zu iterierenden Schrittabfolgen.

als Oberfliche des Durchschnitts der Sichtbarkeitshiillen mit der Eingriffsrichtung
bzw. der entgegengesetzten Richtung als Sehrichtung. Ein Punkt im Raum gehort
zur Sichtbarkeitshiille eines geometrischen Objekts beziiglich einer Sehrichtung,
wenn der von ihm ausgehende Strahl entgegen der Sehrichtung einen nichtleeren
Durchschnitt mit dem Objekt hat. Abbildung 6.3 zeigt ein dentales Zielobjekt
(weil) mit einer Offset-Fléche (rot) in Frontalansicht, in der die z-Achse nach oben
zeigt. Abbildung 6.3a zeigt die Sichthiille zur z-Achse als Sehrichtung und Abbil-
dung 6.3b die Sichthiille fiir die Sehrichtung entgegengesetzt zur z- Achsenrichtung.
Der Durchschnitt beider Sichthiillen ist in Abbildung 6.3c wiedergegeben.

Die Schnittkurven in Abbildung 6.1 ergeben sich durch Schnitt mit einem Element
einer Sequenz paralleler Zustellebenen. Hierfiir sind zwei Varianten angegeben.
Abbildung 6.2 illustriert die beiden Varianten fiir die Ausbreitung einer Startkontur
mit konstanter Geschwindigkeit vom Zielobjekt weg.

In der 2D-Variante, dargestellt im unteren Teil von Abbildung 6.1, ergibt sich
die Schnittkurve als Durchschnitt der Sichtbarkeitsfliche oder der duleren Hiillfldche
mit der Zustellebene. Die Schnittkurve ist der Ausgangspunkt der Generierung einer
Sequenz von Bahnen in der Zustellebene. Die Bahnen ergeben sich durch Deforma-
tion der Schnittkurve mittels unterschiedlicher Konturausbreitungsstrategien. Die
resultierende Kurve wird als Positionsbahn ausgegeben.

Die 8D-Variante, dargestellt im oberen Teil von Abbildung 6.1, generiert zunéchst
eine Sequenz von Flachen durch Deformation der Sichtbarkeitsfliche oder der &ufleren
Hillfliche nach dem gleichen Prinzip wie in der 2D-Variante. Eine Schnittkurve
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(a) (b)

Abbildung 6.2: (a) 2D-Ausbreitung einer Schnittkurve der Sichtbarkeitsfliche mit
einer Ebene vs. (b) 3D-Ausbreitung der Sichtbarkeitsfliche und
Schnitt mit derselben Ebene.

ergibt sich dann als Durchschnitt einer Flache der Sequenz mit einer Zustellebene.
Die Schnittkurve wird als Positionsbahn ausgegeben.

Beide Varianten fiihren zu einer Menge von Positionsbahnabschnitten, die in einer
anschliefflenden kombinatorischen Planung zu einer Gesamtbahn verkettet werden.

Durch die Sequenz paralleler Zustellebenen und der Verwendung von Offset-
Flachen wird die zweite Rahmenbedingung der Problemspezifikation beriicksichtigt.

Die vierte Rahmenbedingung, insbesondere die Vermeidung offener Bahnabschnit-
te, wird im Grundsatz durch die Verwendung der Offset-Fléchen beriicksichtigt.
Der Grund ist, dass aufgrund ihrer impliziten Repréasentation als Niveaumengen
initial alle Bahnabschnitte geschlossen sind. Eine Schwierigkeit ergibt sich jedoch
dann, wenn ein Bahnabschnitt aus aktueller Eingriffrichtung durch Kollisionen zwi-
schen Werkzeug und aktuellem Werkstiick unerreichbare Positionen aufweist. Eine
Moglichkeit des Umgangs mit diesem Problem ist das Entfernen solcher Positionen,
wodurch der Bahnabschnitt ge6ffnet und in kollisionsfrei erreichbare offene Unter-
abschnitte zerteilt wird und dann das Werkzeug an jeden dieser Unterabschnitte
mittels einer kollisionsfreien Anfahrt herangefahren wird. Dies kénnte entweder
von oben, d.h. durch , Uberspringen® des Kollisionsbereichs und anschlieendes
Absenken des Werkzeugs, oder seitwéirts durch Umfahrung des Kollisionsbereichs
mit konstanter Zustellung geschehen. Aus prozesstechnischer Sicht problematisch ist
dabei ein Vordringen des Frésers iiber seine Spitze, d.h. ein senkrechtes Absenken
bzw. Eintauchen des Frasers in den Werkstoff.

Um dies zu verhindern, wird bei der hier prasentierten Losung die Anzahl ber-
haupt erforderlicher Anfahrten durch Vermeidung der Notwendigkeit einer Zerteilung
von Bahnabschnitten in Unterabschnitte minimiert, indem ausschliellich kollisions-
frei erreichbare geschlossene Bahnsegmente generiert werden. An den verbleibenden
eintauchenden Verbindungsstellen erlauben die geschlossenen Bahnabschnitte dann
zudem ein problemloses schriages bzw. spiralformiges Eintauchen in den Werkstoff.
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(b) (c)

Abbildung 6.3: Hilfsoberflichen zur Werkzeugpositionierung fir das Objekt aus
Abbildung 6.4: von unten (a) bzw. oben (b) erreichbare Sichtbar-
keitsflache sowie deren Schnittmenge (c) (Hinterschnittbereinigung:
von unten oder oben erreichbare Fliche).

Im Falle eines offenen Bahnabschnitts wére ein schréges/spiralformiges Anfahren
i. Allg. problematisch, da moglicherweise Richtungsumkehrungen der Werkzeug-
bewegung notwendig sind, um alle Bahnpositionen zu erreichen — dies sollte aus
prozesstechnischer Sicht wegen des daraus resultierenden Schnittrichtungswechsels
vermieden werden. Durch das Voranstellen einer derartigen Schraganfahrt lasst sich
der betroffene resultierende Bahnabschnitt in einen Anfahrts- und einen Nutzbahn-
abschnitt unterteilen. Welche Bahnabschnitte davon betroffen sind héngt von der
Sortierung der Bahnabschnitte in der kombinatorischen Bahnplanung ab.

Eine Alternative zu der Vorgehensweise der Vermeidung offener Bahnabschnitte
im Rahmen der geometrischen Planung bestiinde darin, die Generierung offener Bahn-
abschnitte zunéchst zu erlauben und stattdessen im Rahmen der kombinatorischen
Planung ausschliefllich Umfahrungen ohne Zustellungsinderung zur kollisionsfreien
Verbindung aufeinanderfolgender offener Bahnabschnitte zuzulassen. Dies wiirde der
kombinatorischen Planung mehr Freiheiten bei der Kiirzeste-Wege-Suche einrdumen,
jedoch auf Kosten einer hoheren Komplexitit und Berechnungsdauer.

Der Rest des Kapitels geht auf die Details der einzelnen Berechnungsschritte
des Verfahrens ein. Abschnitt 6.2 gibt ein Verfahren zur Berechnung der Sichtbar-
keitsflache an. Abschnitt 6.3 befasst sich mit Aspekten der Konturausbreitung, die
die Ausbreitungsdoméne (2D- oder 3D-Variante), die Ausbreitungsrichtung und
die Ausbreitungsgeschwindigkeit betreffen. Abschnitt 6.4 ist der Verkettung der
resultierenden Bahnabschnitte durch kombinatorische Bahnplanung gewidmet.

Die Menge aller zuldssigen Werkzeugkontaktpunkte im rdumlichen Gebiet zwi-
schen der Oberflache des Zielwerkstiicks und der dufleren Hiillfliche wird im Fol-
genden auch Kontaktregion (cutter contact region) CCR c R? genannt. Die aus
der Kontaktregion resultierende Menge aller zuldssigen Werkzeugpositionen heif3t
im Folgenden auch Positionierungsregion oder cutter location region CLR c CCR.
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Diese wird durch die jeweilige Offset-Fliche der Oberfliche des Zielwerkstiicks und
der dufleren Hiillfliche begrenzt.

6.2 Sichtbarkeitsflache

Der erste Schritt des Verfahrens besteht, wie geschildert, aus der Ersetzung der
Offset-Fléache durch eine Sichtbarkeitsflache entsprechend der aktuellen Eingriffsrich-
tung. Die Positionierung des Werkzeugs auf dieser aus der Offset-Flédche generierten
Sichtbarkeitsfliche hat den Vorteil, dass alle Positionen bei der gewéhlten Zustell-
richtung kollisionsfrei erreichbar sind, wahrend die Positionierung auf der originalen
Offset-Fliache die nachtrégliche Identifikation und Entfernung unerreichbarer Posi-
tionen erfordern wiirde. Die Entfernung solcher unerreichbaren Positionen aus einem
Bahnabschnitt fithrt wiederum zwangsldufig zu dessen Offnung bzw. Zerteilung in
Unterabschnitte, die mittels einer kollisionsvermeidenden Umfahrung verbunden
werden miissen. Sofern diese Umfahrung ohne Anderung der Zustellung erfolgen
soll, muss sie auf oder jenseits der Sichtbarkeitsfliche liegen, um kollisionsfrei zu
sein — das Ergebnis entspricht somit einer auf der Sichtbarkeitsfliche liegenden Bahn.
Alternativ wiirde ein Anheben des Werkzeugs zum ,,Uberspringen“ der die Kollision
verursachenden Oberflichenregion fiithren, dies erfordert danach jedoch ein erneutes
Eintauchen in das Material, was aus prozesstechnischer Sicht moglichst vermieden
werden muss (siehe oben).

Die Berechnung einer Sichtbarkeitsfliche erfolgt als Niveaufliche eines skalaren
Feldes, das sich durch Monotonisierung der Werte des Distanzfelds der Zielwerkstiicko-
berfliche, aus dem sich die Offset-Fléche als Niveaufliche ergibt, entlang parallel zur
Eingriffsrichtung verlaufender Sichtstrahlen ergibt. Zunéchst wird angenommen, dass
die Sichtstrahlen parallel in Richtung bzw. entgegengesetzter Richtung der z-Achse
des das Distanzfeld approximierenden Gitters verlaufen, so wie in Abbildung 6.3 ge-
zeigt. Die Berechnung fiir ein 3D-Gitter mit den Werten {v; ;1 | 0 <4, j, k <nj,nj,ng}
entlang der vertikalen Gitterkanten erfolgt durch Iteration iiber den Index k, der
eine aktuelle Schnittebene senkrecht zur z- Achse festlegt. Fin 2D-Hilfsgitter dient zur
Speicherung des kleinsten Distanzwerts ,Uz{, ;= min (vi7j70, el ,Ui,j,k_l) aller bis dato
durchquerter Ebenen 0, ...,k -1 fiir den durch den Index (7, j) gegebenen Sehstrahl
und zum Vergleich mit den Werten der aktuellen Ebene k, siche Abbildung 6.4a.

Indem die resultierenden Distanzwerte entlang jedes Sichtstrahls monoton ab-
nehmen, verlduft mit steigendem Abstand zu dessen Anfangspunkt die resultierende
Oberflache auf den Strahl zu oder parallel dazu, jedoch nicht davon weg. Diese
Deformation gewéhrleistet, dass jeder Punkt p auf der resultierenden Sichtbarkeits-
flache auf einem Strahl liegt, der parallel zur Eingriffsrichtung verlauft und zwischen
seinem Anfangspunkt fernab des Zielobjekts und dem Punkt p die Oberfliche an
keiner anderen Stelle schneidet. In Abbildung 6.3 ist deutlich zu erkennen, wie
sich die Sichtbarkeitsfliche dhnlich zu einem nach unten fallenden Tuch mit einem
vorgegebenem Mindestabstand iiber das Zielobjekt legt und jedwede Verjiingung
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Abbildung 6.4: Deformation einer Offset-Fléche in eine Sichtbarkeitsfliche durch
Monotonisierung der Distanzwerte entlang der Eingriffsrichtung

begradigt. Die hinterschnittbereinigte Flache in Abbildung 6.3c begradigt dagegen
nur die von keiner Seite aus erreichbare Konkavitat auf der rechten Seite.

Die Berechnung fiir den allgemeinen Fall einer beliebigen Eingriffsrichtung lasst
sich realisieren, indem wieder die z-Achse des das Sichtbarkeitsflachen-Distanzfeld
approximierenden Gitters parallel zur Eingriffsrichtung ausgerichtet und die resul-
tierenden Gitterpunkte aus dem das Offsetflichen-Distanzfeld approximierenden
Gitter interpoliert werden (siehe Abbildung 6.4b).

Die Berechnung kann einfach auf ein adaptives Gitter geméafl Unterabschnitt 2.1.2
erweitert werden, indem, beginnend mit einem leeren adaptiven 2D-Hilfsgitter, eine
2D-Stutzstelle (7, j) entweder, sofern nicht vorhanden, hinzugefiigt oder andernfalls
der Wert v; ;  mit dem im Hilfsgitter befindlichen Wert vg’j verglichen wird.

6.3 Konturausbreitung

Der zweite Schritt des Verfahrens besteht aus einer iterativen Berechnung von
Positionskurven mit vorgegebenem maximalen Kurvenabstand durch Wiederholung
der Schritte Schnittkonturextraktion und Konturausbreitung solange, bis mit dem
Erreichen eines Maximalabstands das gesamte das Zielobjekt umgebende Volumen
ebenen- und schichtweise mittels Positionskurven gefiillt ist. Die folgenden drei
Eigenschaften legen die Konturausbreitung fest:

1. Ausbreitungsdoméne bzw. Dimensionalitét,
2. Ausbreitungsrichtung,
3. Ausbreitungsgeschwindigkeit.

Sie werden nachfolgend genauer betrachtet.



132 Kapitel 6. Bahnplanung im Raum

6.3.1 Ausbreitungsdoméane

Die Ausbreitungsdoméne legt die Variante der Bahnplanung, 2D oder 3D, im Sinne
von Abschnitt 6.1 fest. Abhédngig von der Reihenfolge der Schritte Schnittkon-
turextraktion und Konturausbreitung ergibt sich eine zwei- oder dreidimensionale
Ausbreitungsdoméne:

o 2D: Schnitt der Startkontur (Oberfliche) mit der aktuellen Zustellebene E; und
Ausbreitung der resultierenden Schnittkurven innerhalb F; (unterer schwarzer
Rahmen in Abbildung 6.1)

o 3D: Ausbreitung der Startkontur (Oberfliche) und anschlieSender Schnitt
mit den Zustellebenen Ey,..., Ex_; zur Erzeugung von Schnittkurven (oberer
schwarzer Rahmen in Abbildung 6.1)

Abbildung 6.2 zeigt eine beispielhafte Gegeniiberstellung beider Varianten unter
Ausbreitung einer Startkontur mit konstanter Geschwindigkeit vom Zielobjekt weg.
Wiéhrend bei der 2D-Variante der kleinste Abstand der Konturen zum auflerhalb
der Schnittebene liegenden Teil der Sichtbarkeitsfliche variieren kann, liegen bei der
3D-Variante alle Konturen auf Offset-Flachen der Sichtbarkeitsflache, d.h. sie haben
einen konstanten kleinsten Abstand zu eben dieser.

Beide Varianten haben spezifische Vor- und Nachteile. Die Propagierung der
3D-Kontur ermoglicht eine Kontrollierbarkeit der relativen Lage der resultierenden
Schnittkurven unterschiedlicher Schnittebenen zueinander, da alle Schnittkurven
mit gleichem Abstand zur Startkontur stets auf derselben Oberfliche liegen. Dies
ist bei der Propagierung von 2D-Schnittkurven nicht notwendigerweise der Fall, da
diese sich unabhéngig voneinander auf jeder Schnittebene ausbreiten, und somit
zwischen Kurven auf unterschiedlichen Schnittebenen kein Bezug mehr existiert.
Dies ist jedoch dann von Vorteil, wenn jede Schnittebene mit moglichst wenig
Kurven mit vorgegebenem Maximalabstand zueinander gefiillt werden muss, da
dieser Maximalabstand lediglich zwischen benachbarten 2D-Konturen innerhalb einer
Schnittebene gelten muss und nicht zwischen benachbarten 3D-Konturen innerhalb
des gesamten Volumens.

6.3.2 Ausbreitungsrichtung

Beziiglich der Ausbreitungsrichtung lassen sich, wie Abbildung 6.5 zeigt, je nach
Wahl der Startkontur drei Félle unterscheiden:

o Ausbreitung der Zieloberfliche bzw. deren Sichtbarkeitsfliche (innerer Rand)
vom Zielobjekt weg (Abbildung 6.5a),

o Ausbreitung der duBeren Hiille (duBerer Rand) auf das Zielobjekt bzw. deren
Sichtbarkeitsfliche zu (Abbildung 6.5b),

o Ausbreitung des inneren und dueren Randes aufeinander zu (Abbildung 6.5¢).

Der letzte Fall ist dahingehend problematisch, dass die Verwendung einander ge-
geniiber liegender Startkonturen zu einer mittig durch die Positionierungsregion
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(a) vom Zielobjekt weg (b) von der AuBenhiille weg (¢) aufeinander zu

Abbildung 6.5: Mogliche Richtungen der Konturausbreitung

hindurch verlaufenden Medialachse und damit zusammenhéingend zur Uberschrei-
tung des vorgegebenen Konturabstands und ,Inselbildung® fiithrt. Aufgrund dieser
Problematik wurde eine gegenldufige Ausbreitung entsprechend Abbildung 6.5¢ nicht
weiter beriicksichtigt.

6.3.3 Ausbreitungsgeschwindigkeit

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit beeinflusst den Abstand benachbarter Konturen.
Sie ermoglicht die Beriicksichtigung unterschiedlicher Anforderungen an den Verlauf
resultierender Werkzeugbahnen. Aufgrund der Modellierung der Ausbreitung mit-
tels zeitabhingiger Niveaumengen bestimmt die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer
Niveaumenge letztendlich deren zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zeitpunkten
zuriickgelegte Wegstrecke. Hinsichtlich der Ortsabhéngigkeit der Ausbreitungsge-
schwindigkeit werden die Falle

« konstante Geschwindigkeit und Bahnabsténde: Offset-Konturen,
o stiickweise konstante Geschwindigkeit: Offset-Konturen mit Hindernis,
o variable Geschwindigkeit: Morphing-Konturen,

betrachtet, auf die im Folgenden genauer eingegangen wird.

Konstante Ausbreitungsgeschwindigkeit

Diese Variante dient im Rahmen der werkzeugpositionsorientierten Planung zur
Erzeugung von Konturen mit konstantem kleinsten Abstand zueinander. Dies bein-
haltet sowohl die initiale Bestimmung der zur Zieloberfliche korrespondierenden
Offset-Fliche, als auch deren drei- oder zweidimensionale (schichtweise) Ausbreitung
durch das umgebende Volumen. Der Vorteil eines konstanten kleinsten Abstands
liegt in der Erzeugung einer unter gegebenen Umsténden kiirzestmoglichen Bahn
durch die Positionierungsregion, da der Abstand zwischen resultierenden benach-
barten Bahnabschnitten nirgendwo kleiner ist als notig. Nachteilig ist dagegen die



134 Kapitel 6. Bahnplanung im Raum

(a) vom Zielobjekt weg (b) von der Aufienhiille weg (c) aufeinander zu

Abbildung 6.6: Beispielhafte Ausbreitung von 2D-Offset-Konturen. Die Farbung
der Kurven zeigt deren Lage innerhalb (rot) und auferhalb (blau)
des zulédssigen Bereichs. Der relevante Ausschnitt der Sichtbar-
keitsflache ist griin dargestellt.

Tatsache, dass die Offset-Konturen entweder dem Verlauf der Zieloberfliche oder
dem Verlauf der AuBlenhiille (Oberfliche des Rohlings) folgen, je nach Wahl der
Startkontur, jedoch nicht beiden. Dies fiihrt zu Konturabschnitten, die auflerhalb
der Positionierungsregion verlaufen, d.h. sie schneiden entweder die duflere Hiille
(Abbildung 6.6a) oder die Sichtbarkeitsfliche (Abbildung 6.6b).

Da die Positionierung des Werkzeugs auflerhalb der Positionierungsregion unzulés-
sig ist, bedarf jede betroffene Kontur einer Sonderbehandlung. Mégliche Mafinahmen
koénnten sein:

e Loschen des Abschnitts und Umfahrung der entstehenden Liicke,
o Deformation/Projektion in die Positionierungsregion.

Konzeptionell erfordert jede propagierte Kontur, die aulerhalb des zuldssigen Be-
reichs verlauft, eine derartige Geometriemodifikation — im Falle der 2D-Ausbreitung
ist eine solche Kontur eine Kurve und im Falle der 3D-Ausbreitung eine Ober-
fliche. Dennoch gentigt fir beide Ausbreitungsdoménen eine Beschrdnkung der
Geometriemodifikation auf den (einfacheren) Fall von Kurven, da auch im Fall
der 3D-Ausbreitung nur die aus dem Schnitt der Oberfliche mit einer Ebene re-
sultierenden Schnittkurven relevant sind, d.h. nur diese auf den zuléssigen Bereich
eingeschrankt werden miissen.

Das Loschen von Konturabschnitten wiirde in offenen Positionsbahnen resul-
tieren, so dass es, wie in Abschnitt 6.1 erldutert, fiir das Verfahren nicht in Frage
kommt. Die Projektion bewahrt geschlossene Kurven, indem diese lokal deformiert
werden, um wieder vollstdndig innerhalb des zuldssigen Bereichs zu verlaufen. Dies
erhoht jedoch die Redundanz der resultierenden Bahnen, da ein deformierter Ab-
schnitt die Anzahl an Werkzeugpositionen erhoht, ohne einen Mehrwert zu besitzen.
Problematisch ist dies insbesondere im Falle eines Fertigungsprozesses mit zeitab-
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héngiger Wirkung (d.h. vorgegebener Wirkungsdauer), da aufgrund der Deformation
bestimmte Bahnabschnitte vielfach durchlaufen werden koénnen.

Stiickweise konstante Ausbreitungsgeschwindigkeit

In der zweiten Variante breiten sich die Konturen innerhalb des zuldssigen Bereichs
wie gehabt mit konstanter Geschwindigkeit aus und bleiben bei Erreichen des Randes
auf diesem stehen. Es existieren also zwei Geschwindigkeitszustdnde: fernab des
Randes konstant grofler als 0 und auf dem Rand konstant 0. Somit lasst sich der
Rand in zwei Teilmengen untergliedern, eine Teilmenge dient als Startkontur und
die andere als undurchdringbares Hindernis.

Die Umsetzung dieser Idee konnte prinzipiell durch Erweiterung der Konturdy-
namik um Mafinahmen zur Beriicksichtigung von Hindernissen erfolgen, siche bspw.
[BCS14]. Eine derartige Situation lésst sich jedoch nicht mehr als stationédre Level-
Set-Problemstellung darstellen, da Letztere eine stets positive oder stets negative
Ausbreitungsgeschwindigkeit erfordert, und somit ein Verweilen der Kontur auf dem
Rand des zulédssigen Bereichs nicht mittels eines statischen Distanzfelds modellierbar
ist (siehe Abschnitt 2.2). Ein weiterer gravierender Nachteil dieses Vorgehens liegt
in der fehlenden Moglichkeit, ein geschlossenes Hindernis zu ,,iiberspringen“ und
die Ausbreitung dahinter fortzusetzen. Dies ist im vorliegenden Fall bspw. dann
besonders relevant, wenn bei Ausbreitung einer Kontur auf das Zielobjekt zu (vgl.
Abbildung 6.6b) zwar die innerhalb der Offset-Fliche des Zielobjekts verlaufenden
Konturabschnitte unzulissig sind, jedoch nach Uberbriickung einer von der Wand-
dicke des Zielobjekts abhéngigen Distanz die Ausbreitung zur Beriicksichtigung der
Innenseite des Zielobjekts fortgesetzt werden muss.

Aus diesen Griinden wird ein alternatives Vorgehen bevorzugt, welches die unbe-
schrankte Konturausbreitung beibehélt und stattdessen nachtraglich alle auflerhalb
des zuléssigen Bereichs verlaufenden Konturabschnitte in diesen zuriick projiziert.
Hierfiir werden die folgenden beiden Ansédtze verfolgt:

o explizite Abbildung jedes Kurvenpunktes x ¢ C LR auf einen Punkt x* € CLR
mit kleinstmoéglichem Abstand zu x,

o Constructive Solid Geometry (CSG): Subtraktion der aufierhalb des zuléssigen
Bereichs liegenden Teilmenge der Kontur.

Zur Berechnung einer derartigen Projektion in den zuldssigen Bereich wird
eine implizite Reprisentation des Randes 2y der Positionierungsregion, d.h. der
dufleren Hillflache bzw. der Sichtbarkeitsfliche, als Nullstellenmenge einer vorzei-
chenbehafteten Distanzfunktion ¢g : {2 > R vorausgesetzt. Daraus ergibt sich eine
Unterteilung des Definitionsbereichs €2 in eine Teilmenge €2, ¢ CLR innerhalb, eine
Teilmenge g ¢ CLR auf dem Rand und eine Teilmenge Q2_ = Q \ CLR auflerhalb
der Positionierungsregion mit €2, U Qg = CLR.
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Punktuelle Projektion. Der erste Ansatz zur Projektion einer Kontur C' in den
zuléssigen Bereich verwendet eine punktuelle Abbildung jedes Punkts x e C' Ax € _
auf den néchstgelegenen Punkt x* € {0y mittels der Berechnung

x* = argmin (|x - x| (6.1)
x'eCLR
=X-¢r(X) Vor (x). (6.2)

Die Tatsache, dass diese Gleichung nur fir x € € gilt, bedeutet aus praktischer
Perspektive, dass ¢g fiir alle Positionen x definiert sein muss, durch die jemals
eine Offset-Kontur verlaufen kann. Da diese jedoch prinzipiell weit abseits von €2
verlaufen kann, wie in Abbildung 6.6a angedeutet, ist eine numerische Représentation
von ¢p fernab des Randes unnotig speicherineffizient. In dieser Region empfiehlt sich
eine analytische Représentation von ¢r durch explizite Suche des dem Argument x
néchstgelegenen Punktes x* auf einem den Rand ¢ représentierenden Dreiecksnetz.

Die punktuelle Abbildung hat den Vorteil einer einfachen und schnellen Berech-
nung. Nachteilig ist aber die erforderliche Beschrinkung der Menge zu projizierender
Punkte auf diejenige Teilmenge von 2, die sich eindeutig auf den Rand €}y abbilden
lasst, d.h. wo Gleichung (6.1) tatsichlich eine Abbildung im mathematischen Sinn
definiert. Das bedeutet, dass sich alle Punkte eines zu projizierenden Kurvenab-
schnitts fernab von Medialachsen des Distanzfelds ¢ g befinden miissen, da andernfalls
der projizierte Kurvenabschnitt nicht notwendigerweise zusammenhéangend ist. Ab-
bildung 6.7a zeigt eine innerhalb der Sichtbarkeitsfliche (griiner Ausschnitt) des
Zielobjekts verlaufende Kurve, die zur Kollisionsvermeidung punktuell auf die Sicht-
barkeitsfliche projiziert wird (Pfeile). Aufgrund eines Schnitts der Kurve mit der
Medialachse der Sichtbarkeitsfliche wechselt dabei die Projektionsrichtung, sodass
die resultierende Kurve immer noch das Zielobjekt schneidet.

Die kohérente Abbildung aller Punkte einer Kurve in den zuldssigen Bereich
ohne derartige Wechsel der Projektionsrichtung wird durch Erweiterung in eine
abschnittsweise Abbildung erreicht. Dabei wird zunéchst fiir jeden Punkt x der
Kurve ein initialer Projektionsvektor zum néchstgelegenen Punkt x* € () gemaf
Gleichung (6.2) ermittelt, siche Abbildung 6.7a. Bezogen auf den Umlaufsinn der
Kurve erfolgt die resultierende Verschiebung jedes Punktes entweder in seinen rechts-
oder linksseitigen Halbraum (griine bzw. blaue Pfeile in Abbildung 6.7a). Mittels
eines Mehrheitsentscheides wird nun ein fiir die gesamte Kurve zu bevorzugender
Halbraum identifiziert, in Abbildung 6.7b bspw. der rechtsseitige in Richtung der
griinen Pfeile. Diejenigen Punkte, deren Verschiebungsvektor bereits in den be-
vorzugten Halbraum zeigt, werden direkt auf ihre Zielposition in 2y abgebildet,
und allen {ibrigen Punkten eine temporére, nicht notwendigerweise in 0y liegende
Position im bevorzugten Halbraum zugewiesen. Daraus resultiert eine ,,Hilfskurve*
innerhalb eines fir jeden Punkt der originalen Kurve kohédrenten Halbraums, siehe
Abbildung 6.7b. Konstruktionsbedingt liegt diese Hilfskurve noch nicht notwendi-
gerweise in {2y, jedoch darf sie nicht mehr dessen Medialachse schneiden, um eine
eindeutige Abbildung auf )y im nachfolgenden Schritt zu erlauben. Die Generierung
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(a) punktuelle Projektion in un- (b) Halbraum-Mehrheits- (c) Resultierende Abbildung
terschiedliche Halbraume entscheid und Hilfskurve der Hilfskurve auf Qg

Abbildung 6.7: Kohéirente Abbildung eines die Medialachse schneidenden Kurven-
abschnittes auf die Sichtbarkeitsfléache

temporérer Positionen fiir alle Kurvenpunkte, die einen Wechsel der Projektionsrich-
tung erfordern, muss also sicherstellen, dass die generierte Hilfsposition jenseits der
Medialachse liegt, d.h. der Verschiebungsvektor ebendiese schneidet. Die Abbildung
dieser Hilfskurve auf eine schleifenfreie Kurve in €, sieche Abbildung 6.7¢, erfolgt nun
mittels eines Aktive-Konturen-Ansatzes durch Losung des Optimierungsproblems

b b
. Q) aq
Energic (u) = [ S |w/|?+ S u’|%ds+ [ Golor (w)-rlds  (63)
a a
interne Energie externe Energie
du d’u
mit u'=— und u’=-—, 6.4
ds ds? (64)

wobei ap und «a; die Elastizitdt und Steifigkeit der Kurve parametrieren und r das
Niveau des Randes bezeichnet, auf den die Kurve projiziert werden soll, gemaf
obigem Fall also r = 0. Die Berechnung einer Kurve, die Gleichung (6.3) minimiert,
erfolgt iterativ durch Losung des Anfangswertproblems

Ou 9%u 84 or-T
E_QO@_ 1540 50V¢R|¢ =

wobei als Anfangswert u (¢ = 0) die geméaf obiger Erklarung konstruierte Hilfskurve
verwendet wird. Zur Herleitung und Berechnung von Gleichung (6.5) sei auf die
detailliertere Ausfithrung in Unterabschnitt 5.7.3 verwiesen, worin eine um einen
zusétzlichen Distanzterm erweiterte Version von Gleichung (6.3) zur Gliattung
resultierender Werkzeugbahnen verwendet wird.

(6.5)

Constructive Solid Geometry. Fiir den zweiten, mengenalgebraisch motivierten
Ansatz zur Projektion einer Kontur in den zuldssigen Bereich wird neben der
impliziten Représentation des Randes der Positionierungsregion als Nullstellenmenge
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Qo auch eine implizite Reprisentation der betroffenen Kontur als Nullstellenmenge C
einer vorzeichenbehafteten Distanzfunktion ¢ : 2 — R vorausgesetzt. Daraus ergibt
sich eine Unterteilung des Definitionsbereichs 2 in die Teilmengen C_ innerhalb und
C', aulerhalb des Randes Cy mit Q2 =C, uC_u Cj.

Ausgehend von der Menge C_ aller von der Kontur eingeschlossenen Punkte
bezeichnen C_n€), bzw. C_nQ_ die innerhalb bzw. auflerhalb des zuléssigen Bereichs
liegenden Teilmengen. Die Deformation in den zuléssigen Bereich mittels CSG erfolgt
nun durch Subtraktion der Menge C_ n)_ von C_, oder anders ausgedriickt durch
Ersetzung von C_ durch C_n(Q,. Da lediglich der Rand von C_ relevant ist, lésst
sich die Problemstellung auch auf die Ersetzung der innerhalb von €_ liegenden
Teilmenge des Randes Cj durch die innerhalb von C_ liegende Teilmenge des Randes
Qo einschranken:

C(] NO_ - Q(] nC_ (66)

Waéhrend sich die konzeptuelle Idee leicht mittels der implizit definierten Mengen
Qo und Cj darstellen lasst, erfolgt die Berechnung geméfl nachfolgender Erklérung
anhand der expliziten Représentation von Cjy als Kurve bzw. Punktefolge, deren
innerhalb von €)_ verlaufende Kurvenabschnitte identifiziert und durch einen geeig-
neten Abschnitt der Kurve €y ersetzt werden. Dies ist dadurch motiviert, dass aus
Griinden der Speichereffizienz eine Definition des Distanzfelds ¢¢ fiir Positionen
abseits des Randes {2y unerwiinscht ist, und damit nur der innerhalb des Definiti-
onsbereichs (2 liegende Teil der Konturen iiberhaupt représentiert ist, siehe auch die
Bemerkungen zu Gleichung (6.2). Aus methodischer Sicht erfolgt die Ersetzung des
Randabschnitts Cyn - durch den Randabschnitt (g n C_ mittels folgender Schritte:

1. Auffinden aller Schnittpunkte zwischen der Kontur Cy und dem Rand g des
zuldssigen Bereichs (Auffinden der in Cj liegenden Nullstellen von ¢g).

2. Entfernen aller in Q_ liegenden Punkte von Cp, d.h. alle Punkte fiir die gilt
X600A¢R(X)<O.

3. Identifizieren zusammengehoriger Schnittpunktpaare (s;_,s_4).

4. Verbinden jedes Schnittpunktpaares (s;—,s_;) mittels einer zusammenhéngen-
den Teilmenge aus €.

Wahrend die beiden ersten Schritte eher trivial sind, werden der dritte und vierte
Schritt, Identifikation und Verbindung zusammengehoriger Schnittpunktpaare, die
zur Erhaltung der Konturtopologie essentiell sind, hier genauer diskutiert. Da Niveau-
mengen stets mannigfaltig sind, treten Uberschneidungen zwischen den Mengen Cj
und Qg stets paarweise auf; der Fall der Beriihrung beider Mengen in einem einzigen
Punkt wird nicht beriicksichtigt, da dieser aufgrund der Definition des Randes €
als Teilmenge des zuléssigen Bereichs keine Modifikation von Cy erfordert.

Unter Beschrankung der Niveaumengen auf Kurven und Annahme einer Sortie-
rung (bzw. Parametrierung) der Punkte der Kurve Cp nach Kurvenlinge lésst sich
jedem Schnittpunkt s,_, an dem die Kurve in den unzuléssigen Bereich {2_ hinein-
fithrt, auch ein zugehoriger Schnittpunkt s_, zuweisen, an dem die Kurve wieder aus
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dem unzuléssigen Bereich herausfithrt. Dabei ist s_; derjenige Schnittpunkt, der bei
aufsteigender Kurvenlidnge dem Schnittpunkt s,_ unmittelbar folgt, d.h. es existiert
kein weiterer dazwischenliegender Schnittpunkt. Diese Tatsache resultiert aus der
Mannigfaltigkeit und Geschlossenheit von Niveaumengen sowie aus der isolierten
Betrachtung der einzelnen Niveaus. Fiir die Suche von Paaren aufeinanderfolgender
Schnittpunkte (s;_,s_;) ist also die Geschlossenheit der Konturen essentiell, da
andernfalls offene Konturabschnitte, bzw. die darauf liegenden Schnittpunkte, nicht
(oder zumindest schwer) einander zugeordnet werden kénnen.

Wiéhrend Isokonturen aus theoretischer Sicht stets geschlossen sind, wird diese
Eigenschaft aus praktischer Sicht dann verletzt, wenn das zur Représentation des
Skalarfelds verwendete Gitter aus Speichereffizienzgriinden nicht den gesamten
Definitionsbereich aller relevanten Konturen umfasst. Letztere konnen somit ,aus
dem Gitter heraus® fiihren. Um auch in diesem Fall geschlossene Konturen zu
gewahrleisten, und die Suche von Schnittpunktpaaren zu ermoglichen, muss kiinstlich
vermieden werden, dass Konturen auflerhalb des Gitters verlaufen kénnen. Dies
geschieht, indem dem Gitter ein zusétzlicher &uflerer Rand aus Gitterpunkten mit
einem Wert jenseits aller relevanten Konturniveauwerte angefiigt wird.

Im letzten Schritt wird fiir jedes identifizierte Paar (s,_,s_;) aufeinanderfol-
gender Schnittpunkte der zwischen s,_ und s_, liegende Kurvenabschnitt von Cj
durch einen zwischen denselben Punkten liegenden Kurvenabschnitt von g ersetzt.
Aufgrund der Geschlossenheit der Kurve €2 existieren prinzipiell stets zwei Pfade
von s;_ nach s_,, je nachdem, in welcher Richtung g durchlaufen wird. Minde-
stens einer dieser Pfade enthélt zwischen s,_ und s_; keinen weiteren Schnittpunkt,
genauso wie dies fiir den entsprechenden Abschnitt auf Cy gilt. Der zweite Pfad
kann weitere Schnittpunkte enthalten oder auch nicht. Der zu wéhlende Pfad ist
nun derjenige, der folgende Bedingung erfiillt:

o Falls einer der beiden Pfade unzuléssig ist, d.h. weitere Schnittpunkte enthélt,
wahle denjenigen ohne weitere Schnittpunkte.
o Falls beide Pfade zulissig sind, wéihle denjenigen,

— der zu keiner Anderung der Schnittrichtung fithrt, oder
— der am kiirzesten ist.

Beispielhaft zeigt Abbildung 6.8a eine Kontur bei Ausbreitung vom Zielobjekt weg,
mit einem innerhalb (rot) und auBerhalb (blau) des zuléssigen Bereichs (begrenzt
durch schwarze Hiille) verlaufenden Abschnitt. Abbildung 6.8b zeigt die beiden
Moglichkeiten zur Verbindung des Schnittpunktpaares mittels eines Randabschnitts
entgegen (griin) und im Uhrzeigersinn (blau). Der blaue Abschnitt ist kiirzer, fihrt
aber zu einer Umkehr der Schnittrichtung.

Aquivalent zeigt Abbildung 6.9a eine Kontur bei Ausbreitung auf das Zielobjekt
zu, mit einem Abschnitt innerhalb (rot) und auBlerhalb (blau) des zuléssigen Bereichs,
welcher in diesem Fall durch die griine Sichtbarkeitsfliche begrenzt wird. Abbil-
dung 6.9b zeigt die beiden Moglichkeiten zur Verbindung des Schnittpunktpaares



140 Kapitel 6. Bahnplanung im Raum

(b)

Abbildung 6.8: Ersetzung unzulissiger Konturabschnitte durch den &ufleren Rand
bei Ausbreitung vom Zielobjekt weg.

mittels einer auf der Sichtbarkeitsflache liegenden Kurve entgegen (blau) und im
Uhrzeigersinn (grin).

Je nach Situation kann hoéchstens einer dieser Pfade weitere Schnittpunkte
enthalten, wihrend mindestens ein Pfad keine weiteren Schnittpunkte enthalten
kann. Dies ergibt sich aus derselben Argumentation wie die Aufeinanderfolge der
beiden Schnittpunkte entlang Cj. In bestimmten Situationen kénnen dabei zwei
Moglichkeiten zur Verbindung beider Schnittpunkte bestehen, in Anlehnung an
Abbildung 6.8b im oder gegen den Uhrzeigersinn.

Variable Ausbreitungsgeschwindigkeit

Ein Problem der Offset-Konturen liegt darin, dass diese entweder die Auflenhil-
le schneiden (Ausbreitung vom Zielobjekt weg, Abbildung 6.6a), das Zielobjekt
schneiden (Ausbreitung von der Auflenhiille weg, Abbildung 6.6b), oder von der
Medialachse der Positionierungsregion separiert werden (Ausbreitung aufeinander
zu, Abbildung 6.6¢). Die dritte Variante, ,variable Ausbreitungsgeschwindigkeit®,
vermeidet den dadurch moglichen Zerfall einer geschlossenen Bahn in offene Bahn-
abschnitte. Sie erzeugt eine (dynamische) Kontur C' (t), die zwischen der Form des
dufleren und inneren Randes der Positionierungsregion interpoliert. Da der Abstand
zwischen dem inneren und &ufleren Rand variiert, miissen unterschiedliche Punkte
auf der Kontur dabei unterschiedlich lange Wege zuriicklegen, d.h. die Ausbreitungs-
geschwindigkeit variiert. Gemafs [BWO01] resultiert eine forminterpolierende Kontur
aus der Losung des Anfangswertproblems

09 (x) = [ Vo (x)[dp (x) (6.7)
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(b)

Abbildung 6.9: Ersetzung unzuldssiger Konturabschnitte durch inneren Rand bei
Ausbreitung auf das Zielobjekt zu.

mit A ={x|¢(x) M=0=0}, (6.8)

wobei A und B die beiden Rénder der Positionierungsregion bezeichnen, und dp (x)
den kleinsten vorzeichenbehafteten Abstand zwischen x und B.

Der Vorteil der Forminterpolation liegt darin, dass einerseits keiner der Réander
geschnitten wird und andererseits keine redundanten Bahnabschnitte entstehen, wie
dies im Falle der Projektion in den zulédssigen Bereich erfolgt. Abbildung 6.10 zeigt
beispielhafte forminterpolierende Konturen fiir den zwei- und dreidimensionalen
Definitionsbereich.

6.4 Bahnverkettung

Die bisherigen Ausfithrungen sind der geometrischen Bahnplanung im Sinne von
Abbildung 4.1 zugeordnet. Das Resultat besteht aus einer endlichen Menge an
Bahnabschnitten. Daraus wird nun durch eine kombinatorische Bahnplanung, siehe
Abbildung 4.1, eine zusammenhéngend befahrbare Bewegungsbahn generiert. Diese
Bewegungsbahn ergibt sich als Verkettung der Bahnabschnitte in einer geeigne-
ten Reihenfolge durch zusédtzliche Verbindungsabschnitte. Im Folgenden wird eine
Vorgehensweise hierfir skizziert.

6.4.1 Struktur der Eingabe

Die Eingabe fiir die Ermittlung einer Bahnverkettung ist eine Folge von parallelen
Ebenen, auf denen sich Positionsbahnabschnitte befinden. Die Bahnabschnitte jeder
Ebene bilden eine endliche Menge sich nicht kreuzender beschrénkter geschlossener
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(a) 2D-Forminterpolation von Schnittkurven (b) 3D-Forminterpolation der Sichtbarkeitsfla-
der Sichtbarkeitsfliche mit Zustellebenen che

Abbildung 6.10: Forminterpolation zwischen dem &ufieren und inneren Rand der
Positionierungsregion mittels einer ortsabhéngigen Ausbreitungs-
geschwindigkeit.

Bahnabschnitte. Auf der Menge der Bahnabschnitte einer Ebene ldsst sich eine
Relation ,,umschliefend“ definieren. Ein Bahnabschnitt Bs umschliefit einen Bahn-
abschnitt By, wenn By im Abschluss des von By berandeten beschrankten inneren
Gebiets liegt. Bo umschliefit By unmittelbar, wenn es keinen weiteren Bahnabschnitt
Bj gibt, so dass Bs den Bahnabschnitt By und Bs den Bahnabschnitt Bs umschlief3t.
Ein Bahnabschnitt ist minimal, wenn er keinen anderen Bahnabschnitt umschlief3t,
und mazimal, wenn es keinen anderen ihn umschlieBenden Bahnabschnitt gibt. Ein
Bahnabschnitt ist ein Startkonturabschnitt, wenn er Bestandteil einer Startkon-
tur ist. Fir eine Startkontur, die vom zu frasenden Objekt induziert wird, sind
Startkonturabschnitte minimal.

In Abbildung 6.11a représentiert jede der geschlossenen Kurven einen Bahnab-
schnitt in der Ebene. Es gibt drei minimale und einen maximalen Bahnabschnitt.
Die minimalen Bahnabschnitte kénnen zu einem Objekt gehoren, das eine Schnitt-
ebene mit diesen Bahnabschnitten hat und in Hohe dieser Schnittebene aus drei
Komponenten besteht, fiir welche die Startkontur die minimalen Bahnabschnitte als
Startkonturabschnitte hat.

6.4.2 Technische Anforderungen an die Bearbeitungsreihenfolge
der Bahnabschnitte

Die Abarbeitungsreihenfolge der Menge aller Bahnabschnitte sollte folgende technisch
bedingte Anforderungen erfiillen:
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1. Schichtweiser Materialabtrag: vor dem Befahren einer tiefer liegenden Bahn
muss das oberhalb der Bahn liegende Material entfernt werden,

2. Konstanter Umlaufsinn, der davon abhéngig ist, ob Gleichlauf- oder Gegen-
lauffrisen erfolgen soll,

3. Moglichst einseitiger Materialabtrag entlang der Bahnabschnitte bzw. kiirzest-
mogliche Bahnabschnitte mit beidseitigem Materialabtrag,

4. Schriager Zustellungswechsel: das Eintauchen in Material sollte schriag bzw.
spiralférmig anstatt senkrecht erfolgen.

Die erste Anforderung ist aufgrund des fir raumfiillende Frasbahnen tiblichen Drei-
achsfrasens zwingend. Die in der zweiten Anforderung aufgefiihrte Vorgabe eines
Gleichlauf- oder Gegenlauffrisens legt letztendlich fest, auf welcher Seite eines
Bahnabschnittes, bezogen auf die Fahrtrichtung, ein Materialabtrag idealerweise
stattfinden soll. Bahnabschnitte mit beidseitigem Materialabtrag, welche immer
dann entstehen, wenn durch Anderung der Zustellung der Friiser in eine unbear-
beitete Schicht vordringt, miissen deshalb minimiert werden (dritte Anforderung).
Dies kann dadurch erfolgen, dass eine unbearbeitete Region stets mittels des jeweils
kiirzestmoglichen Bahnabschnittes begonnen wird und fiir alle daran angrenzenden
Bahnabschnitte der Materialabtrag daraufhin wieder einseitig erfolgt. Die vierte
Anforderung greift das Problem auf, dass am Scheitelpunkt der Friserspitze die
Schnittgeschwindigkeit 0 betriagt und deshalb ein senkrechtes Absenken des Frésers
vermieden werden muss. Da jedes Absenken des Frésers aufgrund des erforderli-
chen Voranstellens eines Schrig- bzw. Spiralbahnabschnittes zur Verlingerung der
resultierenden Bahn fiihrt, sollte ein wiederholtes Anheben und Absenken des Fra-
sers vermieden und stattdessen zusammenhéngende Komponenten mit konstanter
Zustellung bearbeitet werden.

6.4.3 Randbedingungen an die Bearbeitungsreihenfolge

Ausgehend von diesen Anforderungen werden folgende Randbedingungen an die
Bearbeitungsreihenfolge der Gesamtmenge der Bahnabschnitte festgelegt:

1. Bahnabschnitte einer Bearbeitungsrichtung (Ober-/Unterseite) werden vor
den Bahnabschnitten der anderen Bearbeitungsrichtung bearbeitet.

2. Bahnabschnitte einer Ebene werden vor den Bahnabschnitten der néchsttiefe-
ren Ebene bearbeitet.

3. Wechsel von einem Bahnabschnitt auf die néchsttiefere Ebene erfolgen zu
einem néchstgelegenen minimalen Bahnabschnitt der néchsttieferen Ebene.

4. Wechsel zwischen Bahnabschnitten derselben Ebene erfolgen zu einem unmittel-
bar umschliefenden Bahnabschnitt oder zu einem néchstliegenden minimalen
Bahnabschnitt.

Abbildung 6.11b zeigt eine Reihenfolge einer Menge von Bahnabschnitten inner-
halb einer Ebene zu einer Bearbeitungsrichtung. Die Kurven sind entsprechend ihrer
Bearbeitungsreihenfolge gefarbt von Rot (Start) bis Blau (Ende). Die Anordnung
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(a) Ungeordnete Menge an Bahnabschnitten (b) Angeordnete Bahnabschnitte mitsamt
Verbindungsbahnen

Abbildung 6.11: Beispielhafte Menge zu verkettender Bahnabschnitte.

bevorzugt den Wechsel zu einem unmittelbar umschliefenden Bahnabschnitt und
wendet den Wechsel zu einem néchstliegenden Startkonturabschnitt dann an, wenn
dies nicht moglich ist (Randbedingung 4).

6.4.4 Zuordnung von Bahnabschnitten zu Bearbeitungsrichtungen

Die Randbedingung 1 erfordert die Zuordnung jedes gegebenen Bahnabschnitts
entsprechend seiner Sichtbarkeit zu einer Bearbeitungsrichtung (Ober-/Unterseite).
Das folgende Zuordnungsverfahren nutzt u.a. die Anforderung, dass aufgrund des
schichtweisen Materialabtrags fiir jede Richtung mit der Zuordnung einer Bahn zu
einer Seite auch sadmtliche ,dariiber” liegenden Bahnen derselben Seite zugeordnet
werden miissen. Das Verfahren verwendet einen gerichteten Graphen, dessen Knoten
den Bahnabschnitten entsprechen. Zwei Knoten bzw. Bahnabschnitte B;, B; sind
genau dann durch eine Kante verbunden, wenn der kleinste Abstand zwischen B;
und B; kleiner als der Werkzeugradius ist sowie B; auf derselben oder angrenzenden
néchstgeringeren Tiefe im Material wie B; liegt. Die Knoten des gerichteten Graphen
werden in eventuell mehreren Schritten mit einer Bearbeitungsrichtung markiert.
Ein Schritt beginnt mit der Wahl eines bisher unmarkierten Knotens Bgiart, der am
tiefsten im Material liegt und ausschlieBlich aus genau einer der Bearbeitungsrichtun-
gen erreichbar ist. Bgiary erhélt, ebenso wie alle von Bgiart aus durch Breitensuche
erreichbaren Knoten des Graphen, diese Bearbeitungsrichtung als Markierung.

Die Korrektheit des Verfahrens kann wie folgt eingesehen werden. Fiir Bggap¢ wird
auf diese Weise diejenige Teilmenge von Knoten zu Bahnabschnitten geringerer oder
gleicher Tiefe wie der Bahnabschnitt zu Bgtary markiert, von denen eine eventuelle
Bearbeitung von Bgiat abhingt, d.h. entweder erhalten alle markierten Knoten
dieselbe Bearbeitungsrichtung als Markierung oder gar keine. Eine Verletzung dieser
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Bedingung wiirde zur Verletzung des schichtweisen Materialabtrags aufgrund des aus
der entstehenden Liicke resultierenden vergréflerten Bahnabstands und damit Mate-
rialabtrags fithren. Da jedoch Bgiayt ausschliellich aus einer Bearbeitungsrichtung
erreicht werden kann, verbleibt keine andere Wahl und die Zuordnung ist eindeutig.

6.4.5 Verbindungsbahnabschnitte

Verbindungsbahnabschnitte verbinden zwei aufeinanderfolgende Bahnabschnitte
kollisionsfrei. Abbildung 6.11b zeigt Verbindungsbahnabschnitte zu der gewéhlten
Bearbeitungsreihenfolge als gestrichelte schwarze Linien mit schwarz markierten
Start-/Endpunkten. Die Verbindungsbahnabschnitte fithren also von unten links
nach unten rechts und abschliefend nach oben.

Verbindungsbahnabschnitte, die nicht ldnger als der Fraserdurchmesser sind,
konnen stets direkt mit Materialeingriff abgefahren werden. Sie treten insbesondere
zwischen zwei unmittelbar benachbarten Bahnabschnitten im Sinne von Unterab-
schnitt 6.4.1 auf. Langere Verbindungsbahnabschnitte werden ohne Materialeingriff
realisiert, sofern bei direkter Verbindung eine Kollision entstiinde, d.h. eine Uber-
schneidung zwischen Werkzeug- und Zieloberfliche fiir eine beliebige Werkzeugpose
auf der Verbindungsbahn. Sie kénnen etwa aus einer Kurve in der aktuellen Bear-
beitungsebene durch Zuriickziehen des Frésers — d.h. Verringerung der Zustellung —
wahrend des Kurvendurchlaufs bis zum Verschwinden der Kollision resultieren. Diese
verschwindet spatestens bei Zuriickziehen des Frésers iiber die Ebene mit geringster
Tiefe im Material hinaus. Zu Beginn des Fréasens eines Folgebahnabschnitts tritt
dann ein Neueindringen in das Material auf. Das Neueindringen sollte aus techni-
schen Griinden in Rampenform oder Spiralform erfolgen, sieche Anforderung 4 in
Unterabschnitt 6.4.2.

Der Test eines Verbindungsbahnkandidaten auf Kollision erfolgt durch Strah-
lenschnitttests vergleichbar zu Unterabschnitt 5.5.4. Dabei ist zu berticksichtigen,
dass sowohl die Spitze als auch der Schaft des Frisers mit der Zieloberfliche kollidie-
ren kann. Eine spezialisierte Konstruktionsmethode fiir den Fall einer konstanten
Fréserorientierung, einfachen Frisergeometrie mit zylindrischem Schaft ausreichen-
der Lange und geradliniger Verbindungsbahn besteht darin, mit einer garantiert
kollisionsfreien Verbindungsbahn zu beginnen, indem der Friser am Start- und
Endpunkt zundchst bis iiber die Ebene mit geringster Tiefe im Material hinaus
zuriickgezogen wird. Die resultierende Verbindungslinie wird nun sukzessive bis auf
die urspriingliche Tiefe im Material abgesenkt, solange keine Uberschneidung der
Verbindungslinie mit der Offset-Fliache der Zieloberfliche besteht. In diesem Fall
entfillt die Uberpriifung abgetasteter Posen auf dem Verbindungsbahnkandidaten,
da Uberschneidungen zwischen Schaft und Zieloberfliche per Konstruktion ausge-
schlossen sind. Eine allgemeine Konstruktionsmethode fiir den uneingeschriankten
Fall besteht darin, mit einer direkten Verbindung zwischen Start- und Endpunkt als
initialer Verbindungsbahnkandidat zu beginnen. Bei Auftreten einer Kollision auf
einem Kandidaten wird der Fraser durch Verringerung der Zustellung zuriickgezogen
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und dadurch ein neuer Verbindungsbahnkandidat generiert. Der Kollisionstest be-
steht aus der Abtastung der Verbindungsbahn und Uberpriifung jeder abgetasteten
Werkzeugpose auf Uberschneidung mit der Zieloberfliche. Alternativ lassen sich
Uberschneidungen mit der Methode aus Kapitel 7 auffinden.

Das Bestreben bei der Festlegung der Verbindungsbahnabschnitte ist, unter
Beibehaltung der anderen Randbedingungen moglichst kurze Verbindungsbahnen
zu generieren. Im Beispiel von Abbildung 6.11b lassen sich durch die gegebene
Bearbeitungsreihenfolge der Bevorzugung von Wechseln von einem Bahnabschnitt zu
einem unmittelbar umschlieBenden Bahnabschnitt viele Verbindungsbahnabschnitte
kurz halten.

6.4.6 Berechnung von giinstigen Anordnungen

Das Auffinden einer optimalen Bahnverkettung kann als eine Abwandlung des Pro-
blems des Handlungsreisenden aufgefasst werden. Eine Moglichkeit fiir geschlossene
Bahnabschnitte wird im Folgenden skizziert. Sie wird jedoch nicht weiter vertieft,
da die kombinatorische Bahnplanung auflerhalb des Schwerpunkts des Themas der
Dissertation liegt.

Die zu besuchenden Orte sind die gegebenen Bahnabschnitte. Die moglichen
Verbindungsbahnabschnitte zwischen den Orten sind durch die Menge aller kiirzesten
zuléssigen Kurven zwischen zwei Bahnabschnitten festgelegt. Eine Kurve ist zulassig,
wenn sie eine kollisionsfreie Bahn induziert.

FEine Bahnverkettung ergibt sich durch eine Folge von Verbindungsbahnen mit
folgenden Eigenschaften:

1. Der Endpunkt einer Verbindungsbahn ist der Anfangspunkt der nichsten
Verbindungsbahn.

2. Jeder Ort tritt genau einmal auf.

3. Die Randbedingungen aus Unterabschnitt 6.4.3 werden beachtet.

Die Reihenfolge der Bahnabschnitte ist die Reihenfolge, in der die Verbindungs-
bahnsegmente die Bahnabschnitte verbinden. Die resultierende Fréasbahn setzt sich
alternierend aus Durchldufen von Verbindungsbahnabschnitten und vollstdndigen
Umlédufen der Bahnabschnitte zusammen.

Eine diskrete Version ergibt sich durch die Reprasentation der Bahnabschnitte
durch Polygonziige. Die moéglichen Verbindungsbahnabschnitte bestehen aus der
Menge der kiirzesten zuldssigen Kurven zwischen den Polygoneckpunkten von zwei
Bahnabschnitten.

Aufgrund der Problemgrofie kommen unter realistischen Bedingungen nur Ap-
proximationsansitze in Frage. In [Sch17] wurde die Moglichkeit der Losung des
Problems der Bahnverkettung mittels generischer Verfahren fiir das Problem des
Handlungsreisenden untersucht. Im Ergebnis lief§ sich feststellen, dass die Approxi-
mationslosung in der Lage war, im Vergleich zu einem spezialisierten heuristischen
Ansatz gleichwertige bis geringfiigig kiirzere Gesamtbahnen zu konstruieren, jedoch
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bei einem Vielfachen der Berechnungszeit. Aus Anwendungsperspektive steht die
resultierende Reduktion der Verfahrzeit aufgrund einer kiirzeren Werkzeugbahn in
keinem brauchbaren Verhéltnis zur Erhohung der Berechnungsdauer mittels eines
generischen Ansatzes, sodass sich letzterer als ungeeignet im Vergleich zu einem
spezialisierten heuristischen Vorgehen erwies.

6.5 Stand der Wissenschaft

Die allgemeine Herangehensweise zur Bahnplanung im Raum ist die Generierung
raumfiillender Kurven oder flichenfiillender Kurven auf einer raumfiillenden Sequenz
von Flichen. Eine Ubersicht iiber diverse Bahnplanungsstrategien liefert [MA07].
Raumfiillende Kurven im Speziellen werden bspw. in [AMO05] thematisiert. Da
beliebige raumfiillende Kurven zu inhomogenen Schnittvolumen fiihren kénnen, findet
in der spanenden Fertigung vorrangig die zweite Kategorie Anwendung. In dieser
wird der Bahnverlauf eingeschriankt zugunsten homogener Prozesseigenschaften.
Insbesondere Werkzeugbahnen fiir das High-Speed-Machining sollten moglichst glatt,
homogen und unterbrechungsfrei ausgelegt werden [SXJ+16]. Diese Anforderungen
wurden im Rahmen der Dissertation in Abschnitt 6.1 thematisiert.

Zur Kategorie der flichenfiillenden Kurven zéhlt insbesondere das weit verbrei-
tete Taschenfrisen (,pocket milling®), sowie das in dieser Dissertation vorgestellte
schalenbasierte Vorgehen. Einen distanzfeldbasierten Ansatz zur ebenenfiillenden
Auslegung parallel verlaufender Konturen mit vorgegebenem Rand des Bearbei-
tungsbereichs zeigt [DX10]. Darin dient die Fast-Marching-Methode zur Berechnung
eines statischen Distanzfelds auf einem uniformen Gitter, aus welchem mittels einer
Marching-Squares-Methode die Offset-Konturen extrahiert werden. Einen alterna-
tiven Ansatz zeigt [ZXD10], welcher die Level-Set-Methode zur Berechnung eines
dynamischen Distanzfelds verwendet und einen Diffusionsterm zur Gléttung der
Konturen beinhaltet.

Einen alternativen nicht-impliziten Ansatz zur Konstruktion konturparalleler
Bahnabschnitte zeigt [LFS+15]. Der besondere Fokus liegt dabei auf der Vermeidung
eines eckigen Bahnverlaufs durch Verwendung komplementérer Offset-Operationen.

In Abschnitt 6.3 wird durch Steuerung der Ausbreitungsgeschwindigkeit ein
Zerfall der Bahn in Bahnabschnitte vermieden, und damit auch die Notwendigkeit
von Verbindungsfahrten zwischen isolierten Bahnabschnitten. Ein vergleichbares
Ziel verfolgt [SXJ+16], indem eine gegebene Oberfliche mit Genus > 0 in eine
Oberfliche mit Genus 0 iiberfithrt wird durch Verbindung der dufleren und aller
inneren Randkurven zu einer zusammenhéngenden Randkurve. Auf der auf diese
Weise konstruierten Fliche werden daraufhin mittels Parameterraum-FEinbettung
der Randkurve interpolierende Konturkurven erzeugt.

Die in diesem Kapitel beschriebene Methodik verfolgt als Ziel die homogene
Uberdeckung der gesamten Bearbeitungsregion, und erlaubt dafiir die lokale Un-
terschreitung eines vorgegebenen Bahnabstands bzw. das wiederholte Befahren
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desselben Bahnabschnitts, um eine unterbrechungsfreie Fahrt zu gewédhrleisten. Als
alternatives Vorgehen ohne redundante Bahnabschnitte schlagen [LES+16; ZLF18] ei-
ne Segmentierung der Bearbeitungsregion in zwei Bereichstypen vor. Ein Bereichstyp
ermoglicht die Auslegung glatter bzw. homogener Bahnen, der andere Bereichstyp
dient zum Auffiillen mittels nicht glatter bzw. inhomogener Bahnen.

An der Schnittstelle zwischen der Grobbearbeitung (Bahnplanung im Raum)
und Feinbearbeitung (Bahnplanung auf einer Bezugsflache) steht bei der spanenden
Fertigung eine grobe Approximation des Werkstiicks. Diese entspricht in dieser
Dissertation einer expandierten Version der Zieloberflache in Form der Offset-Fléche.
Durch eine geeignete Wahl dieser ,,Schnittstellenfliche® lasst sich laut [CHL~+18]
der gesamte Fertigungsprozess hinsichtlich Bearbeitungsdauer optimieren.

In [HLL+21] wird ein alternativer Ansatz zur Bahnplanung auf einer Sequenz im-
plizit représentierter Flachen (,,machining layers®) dokumentiert, der aufgrund seiner
thematischen Uberschneidung genauer betrachtet wird. Der Ansatz verwendet zwei
mittels Tetraedernetzen diskretisierte statische Distanzfelder fiir den geodétischen
Abstand zur konvexen Hiille des Zielobjekts: ein dufleres fiir den Raum zwischen
konvexer Hiille und einem vergréflerten Hiilllquader des Zielobjekts, und ein inneres
fiir den Raum zwischen konvexer Hiille und Zieloberfldche. Die Flédchensequenz ergibt
sich aus der Konturierung beider Distanzfelder. Die Verwendung der konvexen Hiille
als Nullmenge verhindert Hinterschnitte in den Konturen des dufleren Distanzfelds
und damit Kollisionen zwischen Friserschaft und Kontur, &hnlich zur Verwendung der
Sichtbarkeitshiille in der Dissertation. Die Verwendung des geodétischen Abstands
erlaubt eine gewisse Formanpassung der Konturen des inneren Distanzfelds an die
Zieloberfliche, dhnlich zur Projektion der Konturen des statischen Distanzfelds auf
den zuldssigen Bereich oder der forminterpolierenden Nullmenge des dynamischen
Distanzfelds in der Dissertation. Der wesentliche Unterschied liegt im Verzicht auf
Schnittebenen zur Erzeugung von Bahnabschnitten mit konstanter Fréaserzustellung.
Der Vorteil dieses Vorgehens liegt in der Moglichkeit zur simultanen Verwendung
aller Achsen bereits bei der Grobbearbeitung, wihrend in der Dissertation jede
Zustellebene einer zugeordneten konstanten Eingriffsrichtung und Zustellung bedarf,
und die simultane Verwendung aller Achsen der Feinbearbeitung vorbehalten ist.
Der Nachteil liegt in der Verletzung der in Abschnitt 6.1 identifizierten fertigungs-
technischen Rahmenbedingungen, was sich im Kontext der Dissertation negativ
auf die Standzeit und Bearbeitungsgeschwindigkeit auswirken kann. Insbesondere
werden durch die Begrenzung des freizulegenden Bereichs durch eine duflere Hiille
auch die zuléssigen Eingriffsrichtungen beschrankt. Dies wird in der Dissertation
beriicksichtigt, und muss mit dem alternativen Ansatz durch wiederholtes Andern
der Zustellung, und damit Eintauchen in Rohmaterial, kompensiert werden, was zu
erhohtem Verschleif3 fithrt.
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Das Kapitel prasentiert ein Verfahren, das fir ein gegebenes volumetrisches
Werkstiick und eine gegebene Positionsbahn eines Fraswerkzeugs den Abtrag sowie
die resultierende Form des Werkstiicks berechnet, die sich durch Abfahren der Bahn
mit dem Werkzeug am Werkstiick ergeben. Werkstiick und Werkzeug werden da-
bei implizit reprasentiert. Die Bahn ist durch eine Folge von Stiitzstellen gegeben,
zwischen denen interpoliert wird. Der Kern des Verfahrens ist die Ermittlung einer
Werkzeugpose auf der Bahn, zu der ein gegebener Raumpunkt den kleinsten Abstand
hat, woftir (ndherungsweise) Losungen angegeben werden. Die Oberfliachen des abge-
tragenen Volumens und der neuen Form des Werkstiicks ergeben sich als Nullmengen
der Skalarfeldreprisentation. Aus der Verwendung vorzeichenbehafteter Distanzen
resultiert eine im Vergleich zu booleschen Voxeln tiberlegene Approximationsqualitét
der Materialoberfliche, da Konturen stetig interpoliert anstatt stiickweise konstant
sind. Ferner ergibt sich eine iiberlegene Approximationsqualitdt und Effizienz im
Vergleich zu dessen Abtastung mittels diskreter Friserposen bei iiblichen Verfahren.

7.1 Problemstellung und Losungsansatz

Das Problem der Simulation des Materialabtrags von einem Werkstiick durch ein
spanendes Werkzeug in der hier behandelten Form ist wie folgt definiert. Gegeben sind
ein Werkstiickmodell, ein Fraswerkzeugmodell und eine Bahn, ldngs der das Werkzeug
verfahren wird. Gesucht ist das Werkstiickmodell, das sich ergibt, wenn sich das
Werkzeug langs der Bahn bewegt und alle Punkte des gegebenen Werkstiickmodells
entfernt werden, die sich bei irgendeiner Werkzeugpose irgendwann im Inneren des

149
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Werkzeugmodells befunden haben. Die Menge aller Punkte des Werkstiicks, die
sich bei irgendeiner Pose im Inneren des Werkstiicks befunden haben, wird als
Schnittvolumen bezeichnet.

Die Simulation erfolgt also rein geometrisch, d.h. unter Abstraktion vom physi-
kalischen Prozess, der bspw. aufgrund von wirkenden Kréften und Wéarme zu einer
Deformation des Fraswerkzeugs oder Werkstiicks fithren kann. Die Wirkung des
Werkzeugs an einem Punkt ist dabei nur von der Lage des Punktes relativ zur
Fréaseroberfliche abhéngig, an dem sich beim realen Werkzeug die Schneidkanten zur
Spanabhebung befinden. Anwendungen fiir die geometrische Simulation sind etwa
die Verwendung des Schnittvolumens zur Bestimmung der Abtragsgeschwindigkeit
(Material Removal Rate) und mittleren Zerspankraft — und damit zur Vorschub-
steuerung, die Validierung der Werkzeugbahn, die Kollisionsberechnung sowie die
Vorbereitung der Restmaterialbearbeitung. Hervorgehoben sei hierbei der letzte
Punkt aufgrund seiner Relevanz fiir das Anwendungsszenario der Dissertation. Die
Restmaterialbearbeitung bezeichnet einen zusétzlichen lokalen Feinbearbeitungs-
schritt zur Formgebung in denjenigen Regionen der Zieloberfliche, deren Abweichung
zur resultierenden Werkstiickoberfliche nach Fertigstellung der globalen Bearbei-
tungsschritte intolerabel ist. Im Rahmen der spanenden Fertigung von Zahnersatz
dient dieser Schritt bspw. zur Formgebung von Fissuren auf Seitenzéhnen oder
Spalten zwischen den Gliedern von Zahnbriicken mittels eines zusétzlichen besonders
feinen Frasers. Aufgrund der Abhéangigkeit dieses Bearbeitungsschrittes vom Er-
gebnis der Simulation bisheriger Bearbeitungsschritte ist eine effiziente Berechnung
essentiell fiir einen unterbrechungsfreien Fertigungsablauf.

Das Werkstiick M wird implizit durch ein Volumen représentiert, dessen Rand
durch die Nullmenge eines numerisch approximierten Skalarfelds ¢y; definiert ist:

M ={qeR’| ¢ (q)<0}. (7.1)

Das Fraswerkzeug wird durch eine analytisch gegebene Distanzfunktion beschrie-
ben. Die Bestimmung des Abstands zur Friaseroberfliche erfolgt durch Komposition
des Werkzeugs aus geometrischen Primitiven wie z.B. Zylinder, Kugel, Torus oder Ke-
gel, und Bestimmung des Abstands zu deren Oberfliche. Die Details sind Gegenstand
von Abschnitt 7.2.

Die Werkzeugbahn spezifiziert die Bewegung des TCP und die Orientierungs-
dnderung der Rotationsachse des Fraswerkwerkzeugs. In der Dissertation besteht
die Werkzeugbahn aus einer endlichen Anzahl von Bahnsegmenten, die durch eine
endliche Folge von Stiitzstellen zur Angabe der TCP-Position und Orientierung der
Rotationsachse definiert sind. Ein Segment ergibt sich durch lineare Interpolation der
Werkzeugposition und -orientierung von zwei aufeinanderfolgenden Stiitzstellen. Das

Schnittvolumen S; des i-ten Segments, ¢ =0,...,n — 1, ist dann durch ein Skalarfeld
¢s, definiert, das sich aus dem Distanzfeld des Werkzeugs ergibt:
S;={qeR?|¢g, (q) <0}. (7.2)

Der Rand von S; entspricht der Nullstellenmenge von ¢g;.
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Das Schnittvolumen S, der gesamten Bahn setzt sich aus den Schnittvolumina
aller Bahnsegmente zusammen:

S* :S()U...Usn_l. (73)

Das Materialvolumen M, des vollstindig bearbeiteten Werkstiicks resultiert aus der
Subtraktion des gesamten Schnittvolumens S, aller Bahnsegmente vom Materialvo-
lumen Mj des unbearbeiteten Werkstiicks:

M, = Mg~ S, = Myn S, (7.4)

wobei S¢ das Komplement des gesamten Schnittvolumens bezeichnet, d.h. die Menge
aller Punkte, die zu keinem Zeitpunkt im Einflussbereich des Fraswerkzeugs liegen.
Das Materialvolumen des finalen Werkstiicks lasst sich iterativ in der Form

Mi+1=Mi\Si:MiﬁSiC,i=0,...,n—1, (75)

konstruieren, mit M, als unbearbeitetes (initiales) und M,, = M, als bearbeitetes
(finales) Materialvolumen, sowie S& als Menge aller Punkte aufierhalb des Einflussbe-
reichs des auf dem i-ten Bahnsegment verfahrenden Fraswerkzeugs.

Das Materialvolumen und die Schnittvolumen der Bahnsegmente werden in
Gitterform geméfl Unterabschnitt 2.1.1 repréasentiert. An den Gitterpunkten sind
die dortigen Werte der Funktionen ¢,; bzw. ¢g, abgelegt. Durch die implizite
Représentation reduziert sich Gleichung (7.5) auf eine iterative Aktualisierung der
Werte von ¢p; an den Gitterpunkten durch

Ou; (@) = max (ar, (q),~¢s, (q)) - (7.6)

Das kann wie folgt eingesehen werden.

Fiir q auBerhalb von M; ist der Wert ¢py, (q) positiv. Damit ist auch ¢ar,,, (q)
positiv, d.h. q liegt auch aulerhalb von M;,;. Fiir q innerhalb von M; ist der Wert
¢, (q) negativ. Liegt q innerhalb bzw. aulerhalb des Schnittvolumens, ist —¢g, (q)
positiv bzw. negativ. Im ersten Fall ist das Maximum positiv, so dass q auflerhalb
von M1 liegt. Im zweiten Fall ist das Maximum negativ, so dass q innerhalb von
Mi+1 liegt.

Aus der gewéahlten Reprisentationsform kann dann der Rand als 0-Niveauflidche
aufgrund der vorzeichenbehafteten Variante von ¢y, und ¢g, mit dem Marching-
Cubes-Algorithmus oder einem verwandten Verfahren explizit bestimmt werden. Da
die Niveaumenge hierbei stetig interpoliert wird, resultiert eine im Vergleich zur
stiickweise konstanten Randflache bei Verfahren, die mit booleschen Voxeln als Re-
préasentationsform arbeiten, iiberlegene Approximationsqualitit der Materialvolumen
bzw. Schnittvolumenoberflache.

Die wesentliche zu 16sende Aufgabe zur Realisierung dieses Konzepts ist die
Definition und Bereitstellung eines Verfahrens zur Auswertung der Skalarfunktion
$s, : R® - R an einem beliebigen (Gitter-)Punkt q € R3. Dazu wird auf die Di-
stanzfeldreprasentation des Werkzeugs und die Definition der Werkzeugbewegung
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langs des Bahnsegments zuriickgegriffen. Abschnitt 7.2 préasentiert die Definitionen
und Abschnitt 7.3 ein entsprechendes Verfahren. Abschnitt 7.4 ist der Evaluation
und Diskussion gewidmet. Durch die analytische und stetige Reprasentation des
Schnittvolumens S; geméfl Abschnitt 7.3 ergeben sich eine deutlich bessere Appro-
ximationsqualitdt und Effizienz des Verfahrens im Vergleich zu dessen Abtastung
mittels diskreter Fréiserposen.

7.2 Implizite Modellierung des Fraswerkzeugs und des
Schnittvolumens

Das Fraswerkzeug ist durch einen rotationssymmetrischen Korper gegeben. Seine
Pose, d.h. seine Lage im Raum, wird durch die TCP-Position u und Richtungsvektor
v der Rotationsachse festgelegt. Die Rotationsachse geht durch u und verlduft in
Richtung v. Das Fraswerkzeug ist die Vereinigung von zwei Rotationskorpern, der
Schneide und dem Schaft. Der gemeinsame Rand ist eine Kreisscheibe senkrecht zur
Rotationsachse.

Die implizite Modellierung des Frasers erfolgt durch die vorzeichenbehaftete
Distanzfunktion, welche jedem Punkt q € R? seinen vorzeichenbehafteten Abstand
duv (q) zur Oberfliche des Frasers zuweist. Fiir q auflerhalb des Frésers ist der
Abstand positiv und fiir q innerhalb negativ.

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass sich das Fraswerkzeug entlang der Fras-
bahnsegmente linear bewegt. Ein Frasbahnsegment ist zuléssig, wenn es fiir jeden
Materialpunkt q, zu dem es eine Pose des Frisers langs des Bahnsegments gibt,
die q enthélt, eine frithere Pose gibt, auf deren Schneidenoberfliche q liegt. In der
letztgenannten Pose findet der Materialabtrag statt, von dem q betroffen ist. Die
Nichtexistenz einer derartigen fritheren Pose wiirde etwa der Existenz einer Kollision
des Materialvolumens mit dem Schaft des Frasers im Verlauf des Bahnsegments
entsprechen.

Die Pose des Werkzeugs wird durch einen Interpolationsparameter A parame-
trisiert, d.h. u = u(\) und v = v (). Zur vereinfachenden Darstellung wird eine
Parametrierung der TCP-Position u nach Kurvenlédnge vorausgesetzt, d.h. A ent-
spricht der Liange des Bahnsegments vom Startpunkt bis zum Punkt u()\). Die
Distanz dy v (q) eines beliebigen Punktes q zur Oberfliche des Fraswerkzeugs mit
Position u und Rotationsachse v wird somit zu einer Funktion des Interpolationspa-
rameters A:

dx () = dury v (@) - (7.7)

Das Skalarfeld zur impliziten Représentation des Schnittvolumens S; des Fris-
werkzeugs léngs seiner Bewegung entlang des i-ten Frasbahnsegments wird definiert
durch

#s; (@) =dx+(q) mit \* = arginiﬂ dy(a), (7.8)
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(a) (Konstante) Neigung in Bewegungsrichtung (b) Rollen orthogonal zur Bewegungsrichtung

Abbildung 7.1: Situationen, in denen die initiale Fraserpose nicht zum kleinsten
Abstand fiihrt und somit einer Korrekturphase bedarf.

d.h. ¢g, (q) ist der Abstand dy- (q) zur Oberfliche eines (statischen) Frasers, dessen
Position A* auf dem Bahnsegment den (vorzeichenbehafteten) Abstand zwischen g
und der Friseroberfliche minimiert. Die Zuriickfiihrung des Abstands zur Hiillfldche
eines bewegten Objektes auf den Abstand zur Oberfliche eines starren Objektes
geht zuriick auf [MS90].

7.3 Implizite Berechnung des Schnittvolumens

Die Bestimmung einer zum Punkt q korrespondierenden optimalen Lage A\* des
Werkzeugs entlang des Bahnsegments erfolgt iterativ, d.h. durch Bestimmung ei-
ner initialen Lage Ay und iterativer Korrektur derselben bis zur Konvergenz der
Lagednderung oder Erreichen einer vorgegebenen Iterationsanzahl.

Grundlage des Iterationsverfahrens ist die Spezifikation der Orientierung der
Rotationsachse durch einen Neigungswinkel in Bewegungsrichtung des TCP und
einen Neigungswinkel orthogonal zur Bewegungsrichtung (,,Rollwinkel“). Die Neigung
findet in der Ebene statt, die durch die Richtungsvektoren der Rotationsachse und
der Bewegungsrichtung an der Startstiitzstelle des Bahnsegments aufgespannt wird.
Der Rollwinkel einer beliebigen Pose des Friaswerkzeugs auf der Bahn ist der Winkel
derjenigen Drehung um Bewegungsrichtung des TCP, die die Rotationsachse in
diese Ebene rotiert. Der Neigungswinkel der Pose léngs der Bewegungsrichtung ist
der Winkel zwischen der gedrehten Rotationsachse und der Bewegungsrichtung des
TCP. Abbildung 7.1a illustriert eine konstante Neigung in Bewegungsrichtung und
Abbildung 7.1b eine variierende Neigung orthogonal zur Bewegungsrichtung.

Der Initialwert A\g des Iterationsverfahrens ist der Parameter der TCP-Position
auf dem Bahnsegment mit dem geringsten Abstand zu q. Dies ist der Lotfupunkt,
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welcher aus der orthogonalen Projektion von q auf das Bahnsegment resultiert.
Wenn die Rotationsachse des Fraswerkzeugs langs des Bahnsegments stets senkrecht
zur Bewegungsrichtung ist und kein Rollen stattfindet, liefert A\g eine optimale Pose
geméaB Gleichung (7.8). Andernfalls startet die Iteration mit dem Ziel der sukzessiven
Korrektur der Posenwahl.

Die Iteration besteht aus zwei Phasen. Eine erste, globale Phase fithrt die Kor-
rektur des Parameterwerts in Abhéngigkeit des Neigungswinkels der Rotationsachse
aus. Dabei wird abhéngig von der Orientierung der Rotationsachse an Position Ag
eine Positionskorrektur A\ vorgenommen, um den (vorzeichenbehafteten) Abstand
zwischen q und der Fréseroberfliche zu minimieren. Sei \,, die Position am Ende der
ersten Phase. Die zweite, lokale Phase fithrt eine Korrektur ausgehend von der Pose
des Fraswerkzeugs fiir A,, unter zusétzlicher Beriicksichtigung des Rollwinkels der
Rotationsachse, aus. Der ndherungsweise am besten passende Parameterwert wird
durch Berechnung der Abstdnde von q zu den resultierenden Posen an dquidistanten
diskreten Stiitzstellen im Intervall [\, — r, A\, + 7], 7 der maximale Fréserradius,
ermittelt. Dieses Vorgehen steigert die Berechnungseffizienz durch Vermeidung einer
stiitzstellenbasierten Suche auf dem gesamten Bahnsegment.

Abbildung 7.2 zeigt die durch die Iteration zu leistende Korrektur an zwei
Beispielen. Beim ersten Beispiel weist das Fraswerkzeug einen konstanten Neigungs-
winkel auf, wihrend der Rollwinkel unverdndert bleibt; beim zweiten Beispiel ist
das Fraswerkzeug nicht geneigt, stattdessen dndert sich der Rollwinkel. Der griine
Zylinder zeigt das Fréaswerkzeug an der initialen TCP-Position ug = u (\g) mit der
initialen Orientierung der Rotationsachse v = v (Ag). Die initiale TCP-Position wird
durch den roten Punkt, der q représentiert, durch Projektion auf das Bahnsegment
(schwarze Linie) induziert. Der rote Punkt scheint dabei aulerhalb des Wirkungsbe-
reichs zu liegen. Der blaue Zylinder visualisiert das Fraswerkzeug an einer entlang
des Bahnsegments verschobenen Position u; = u (Ao + A)g) mit Rotationsachse
vi = v (Ao +A)g). Der Punkt liegt hierbei tatsichlich innerhalb des Wirkungsbe-
reichs. In beiden Féllen existiert also eine Lage A; = Ag+ A\ vor (AX < 0) oder hinter
(AX>0) Ao mit geringerem resultierenden Abstand zwischen q und der Oberfliche
des Werkzeugs mit Position u; = u (A1) und Rotationsachse vi = v (\1). Die Aus-
wirkung der beiden Fille ist identisch, jedoch unterscheiden sie sich hinsichtlich der
Bestimmung der notwendigen Lagednderung AM.

Im folgenden Unterabschnitt 7.3.1 und 7.3.2 wird die Funktionsweise der beiden
Phasen beschrieben.

7.3.1 Phase 1: Korrektur in Abhangigkeit des Neigungswinkels

Es werden zwei Félle der Neigung des Fraswerkzeugs in Bewegungsrichtung unter-
schieden: eine iiber das Bahnsegment hinweg konstante Neigung und eine nicht-
konstante Neigung. Der zweite Fall wird ndherungsweise durch stiickweise Approxi-
mationen vom Typ des ersten Falls gelost.
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(a) Neigung in Bewegungsrichtung (b) Rollen orthogonal zur Bewegungsrichtung

Abbildung 7.2: Abstandsminimierender Versatz des Fraswerkzeugs entlang eines
linearen Bahnsegments.

Konstante Neigung in Bewegungsrichtung

Die Positionskorrektur fiir eine konstante Neigung des Fraswerkzeugs besteht in
einer Verschiebung des Fraswerkzeugs in oder entgegen der Bewegungsrichtung des
Friaswerkzeugs um eine Korrekturschrittweite, mit dem Ziel, den (vorzeichenbehafte-
ten) Abstand zwischen Friserrand und dem gegebenen Punkt q zu verkleinern. Die
konzeptionelle Idee der Positionskorrektur zeigt Abbildung 7.3 am zweidimensionalen
Beispiel. Der Fraser (rot umrandet) verfahrt von Punkt a nach b (bzw. b nach
a) mit konstanter Neigung von 45° (Abbildung 7.3a) oder 0° (Abbildung 7.3b)
in (bzw. entgegen der) Fahrtrichtung. Die gezeigte Position u des Frisers ist die
den markierten Anfragepunkten qi,...,qs nichstgelegene Fraserposition. In der
Situation gemafl Abbildung 7.3a lasst sich durch Verschieben des Frésers entlang
seines Pfades der (vorzeichenbehaftete) Abstand zwischen Fraserrand und jedem
Punkt q; verringern, wihrend dies in Abbildung 7.3b nicht der Fall ist.

Die Bestimmung der Lénge des erforderlichen Korrekturschritts fiir einen Punkt
q erfolgt durch Bestimmung eines ausgezeichneten Punkts p auf der Geraden
x (t) =q+t(b-a), die parallel zum Vektor (b —a) durch q verlduft. Diese Gerade
ist die Trajektorie des Punktes q bei Beobachtung der Fraserfahrt vom Ursprung
des Fraserkoordinatensystems aus, d.h. unter Annahme eines ruhenden Fraser- und
verfahrenden Weltkoordinatensystems. p ist ein Punkt mit minimalem (vorzeichen-
behafteten) Abstand zum Fréaserrand. Der Positionskorrekturvektor ergibt sich als
Differenz aus q und dem Punkt p. Die Projektion des Vektors (q — p) auf (b-a)
flihrt zu AA.

Abbildung 7.4 zeigt fiir das Bahnsegment aus Abbildung 7.1a fiir vier beispielhafte
Anfragepunkte die resultierenden Positionskorrekturvektoren. Zur Minimierung des
Abstands zu einem der Punkte muss die initiale Fraserposition ug um die Lange der
jeweiligen rosa Linie entlang des Bahnsegments auf den Punkt zu bewegt werden.

Die Berechnung des ausgezeichneten Punkts héngt von der Reprasentation des
Fraswerkzeugs ab. Abbildung 7.5 zeigt recht allgemeine Repréisentationen, die das
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Abbildung 7.3: Positionskorrektur in Abhéngigkeit von der Werkzeugorientierung.

Fraswerkzeug in einfache geometrische Primitive, wie Zylinder, Kugel, Torus oder
Kegel, zerlegen. Die Zerlegung ergibt sich durch Unterteilung des Fraswerkzeugs
léings der Rotationsachse in Scheiben und senkrecht zur Rotationsachse in Schalen.
Die Trennflachen sind Kreisscheiben bzw. Zylinderflichen, die durch einen Abstand
d, vom TCP langs der Achse bzw. einen Radius d, senkrecht zur Fraserachse
definiert sind. In Abbildung 7.5 sind die Trennflichen als blaue, gestrichelte Linien
angedeutet. Die Werte d, und d, induzieren somit eine Raumunterteilung, deren
Zellen ein Primitiv zugeordnet ist.

Berechnung der Korrekturschrittweite

Aus Effizienzgriinden wird der Punkt p nicht als Losung eines Optimierungsproblems
berechnet sondern ndherungsweise geometrisch konstruiert. Die Suche nach einem
ausgezeichneten Punkt p auf der Bewegungsgeraden x (t) durch q beginnt mit
der Identifikation derjenigen Scheibe des Frasermodells, welche q bei Bewegung
des Fréasers entlang des Bahnsegments am néchsten kommt. Dies erfolgt durch
Berechnung des Punkts grofiter Anndherung zwischen der Bewegungsgeraden und
der Fraserachse. Der Abstand d, dieses Punkts vom TCP determiniert die relevante
Fraserscheibe. Im Folgenden wird eine Partition des Frésers in einen zylindrischen
(Schaft) und einen nicht-zylindrischen (Spitze) Teil angenommen und unterschieden,
in welchem dieser beiden Teile die relevante Scheibe liegt. In Abbildung 7.3 gehdren
die Punkte qi,q2 zum nicht-zylindrischen und qs,q4 zum zylindrischen Teil des
Fréasers, wobei eine blaue gestrichelte Linie die Trennebene der Partition andeutet.
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Abbildung 7.4: Positionskorrekturvektoren (rosa Linien) fiir vier Anfragepunkte
(rote Kugeln) fiir das Bahnsegment aus Abbildung 7.1a. Der griine
Zylinder zeigt die den Punkten nachstgelegene Fraserposition ug.

Liegt q im zylindrischen Teil des Frisers, so entspricht p dem Punkt gréfiter
Annédherung zwischen der Bewegungsgeraden und Fréserachse, welcher bereits zur
Identifikation der relevanten Scheibe berechnet wurde.

Liegt q im nicht-zylindrischen Teil des Frésers, so wird p folgendermaflen geo-
metrisch konstruiert, siehe auch Abbildung 7.6. Zunéchst wird der Schnittpunkt by
zwischen x (t) und der Partitions-Trennebene bestimmt und damit eine Schnittebene
aufgespannt, welche die Fraserachse sowie das Lot von by auf ebendiese enthélt, siehe
auch Abbildung 7.6a. Die Lénge d, des Lotes determiniert die zu by gehorige Schale.
Liegt by innerhalb einer zylindrischen Schale (Abbildung 7.6a oben) gilt p = by.
Andernfalls liegt p auf dem Geradenabschnitt zwischen q und by (Abbildung 7.6a
mittig und unten). In diesem Fall wird auf dem Lot von by auf die Friserachse
ein Punkt by identifiziert, dessen Projektion auf x (¢) den Punkt p ergibt, unter
Berticksichtigung des Friserprofils innerhalb der vom Lot und der Friserachse aufge-
spannten Schnittebene. Liegt by auflerhalb der &ufleren Mantelfliche (Abbildung 7.6a
unten), lasst sich das Suchintervall zunéchst mittels des Schnittpunkts by des Lotes
mit der &uleren Mantelfliche eingrenzen (griiner Doppelpfeil). Fiir den dargestellten
Fall einer zylindrischen Fréserspitze mit abgerundeter Ecke entspricht der gesuchte
Punkt by dem Mittelpunkt des Kreisabschnitts in der Schnittebene. Abbildung 7.6b
visualisiert die zur geometrischen Konstruktion von p verwendeten Komponenten

an einem 3D-Modell.

Nicht-konstante Neigung in Bewegungsrichtung

Bei einer nicht-konstanten Neigung des Fraswerkzeugs in Bewegungsrichtung unter-
scheiden sich die Orientierungen des Fraswerkzeugs an den Endpunkten a und b eines
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Abbildung 7.5: Unterteilung des Werkzeugs in Scheiben ldngs und Schalen senk-
recht zur Rotationsachse zur Bestimmung relevanter Primitive (I:
Zylinder, II: Kugel, III: Ebene).
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Abbildung 7.6: Schrittweitenbestimmung durch geometrische Konstruktion eines
ausgezeichneten Punktes p auf der Bewegungsgeraden von q.
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Bahnsegments. Der Richtungsvektor der Achse des Fraswerkzeugs am Endpunkt
b liegt jedoch im Vektorraum, der von der Bewegungsrichtung und der Achse des
Fraswerkzeugs am Endpunkt a aufgespannt wird. Die Bahn ergibt sich durch lineare
Interpolation der Posen an den Endpunkten mittels einer Funktion v (\). Das Ziel
ist wiederum, den (vorzeichenbehafteten) Abstand zwischen dem Fraserrand und
dem gegebenen Punkt q zu verkleinern.

In diesem Fall fiihrt eine (infinitesimale) Bewegung des Frésers um 0\ zur Position
u (Ao + 0\) zu einer unterschiedlichen Fraserorientierung v (Ag + 0A) # v (Ag), u (o)
der Lotfulpunkt von q auf dem Bahnsegment. Der Korrekturterm A\ ist also nicht
nur eine Funktion der Neigung, sondern auch der Neigungsinderung am Punkt uyg.

Um die Unabhéngigkeit von einer konkreten Interpolationsfunktion fiir die Orien-
tierung zu gewédhrleisten, wird an dieser Stelle ein ableitungsfreier iterativer Ansatz
bevorzugt. Der i-te Iterationsschritt, ¢ > 0, fiihrt eine Verschiebung des Werkzeugs in
der aktuellen Position u; und Orientierung v; nach der oben geschilderten Methode
der konstanten Verschiebung geméaf

U;+1 = u; + (Cl - pi) (7-9)

aus, mit p; derjenige Punkt auf der Trajektorie x (t) = q +¢(b—a) von q mit mini-
malem (vorzeichenbehafteten) Abstand zum Fraserrand in der aktuellen Iteration.
Die Notwendigkeit der Iteration ergibt sich durch Ersetzen der Werkzeugpose, die
sich durch Verschiebung ergibt, durch die korrekte Werkzeugpose des gegebenen
Bahnsegments mit dem Parameter A\;;1; von u;y1 als Startpose des néchsten Iterati-
onsschritts. Durch diese Ersetzung kann die ermittelte Distanz von q zur Oberfléche
des Fraswerkzeugs ihre Optimalitédtseigenschaft verlieren.

Abbildung 7.7 zeigt die Situation: der rote Rand markiert den Friser an der
dem Anfragepunkt q néchstgelegenen Position ug = u(\g). Bedingt durch die
Orientierung v = v (o) des Frisers ergibt sich ein Positionskorrekturvektor (q — po),
welcher zur neuen Position u; fiihrt. Bedingt durch die Ersetzung der verschobenen
Pose durch die korrekte Pose an uy, markiert durch den griinen Rand, ergibt sich eine
Orientierungsédnderung (v # vg), sodass die neue Position u; nicht mehr optimal ist.
Eine weitere Iteration korrigiert u; um den Vektor (q — p1) und fiihrt zur Position
uy und Orientierung vs # vq, markiert durch den blauen Rand. Die Abbildung zeigt
nur die jeweils korrekten Posen an u;41, die sich aus einem Iterationsschritt ergeben,
1 > 0. Die aus der Verschiebung resultierenden Posen an u;,; ergeben sich durch
Verschiebung so, dass die relative Lage von q beziiglich der nach wu;;; verschobenen
Pose mit der Lage von p; relativ zur Ausgangspose an u; Ubereinstimmt.

Die Iteration (7.9) konvergiert (noch) nicht zwangsldufig, wie Abbildung 7.8
anhand einer Situation zeigt, die zu oszillierend anwachsenden Schrittweiten (q - p;)
flihrt. Generell fiihrt Oszillation zu einer schlechten Konvergenzgeschwindigkeit.

Im Rahmen dieser Arbeit wird das Konvergenzverhalten durch Beschrankung
der Schrittweite verbessert. Dies geschieht durch die Erweiterung

Wi =w; + 5 (q—pi) (7.10)
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(a) Punkt im Einflussbereich der Fréaserspitze (b) Punkt im Einflussbereich des Schaftes

Abbildung 7.7: Positionskorrektur bei verdnderlicher Werkzeugorientierung.

Abbildung 7.8: Divergenz bei grofler Orientierungsidnderung ohne Schrittweiten-
beschrankung.

von Gleichung (7.9) mit 0 < s; <1 als relative Schrittweite, wobei

1
I-i’

5i = (7.11)
mit I als vorgegebene Anzahl an Korrekturiterationen und ¢ = 0,...,I — 1. Fir
steigendes i strebt s; gegen 1, was zur Folge hat, dass frithe (grofie) Korrekturen zu
einem kleinen Anteil und spéte (kleine) Korrekturen zu einem groflen Anteil vollzogen
werden. Abbildung 7.9 zeigt die Situation aus Abbildung 7.8 mit Beschrinkung der
Schrittweite geméafl Gleichung (7.11) mit / = 3. Demnach wird in der ersten Iteration
ein Anteil von sg = 1/3, in der zweiten Iteration s; = 1/2 und in der dritten s, = 1
des Korrekturweges zuriickgelegt.

7.3.2 Phase 2: Korrektur unter Beriicksichtigung des Rollwinkels

Bei der Neigungsdnderung des Fraswerkzeugs orthogonal zur Bewegungsrichtung
koénnen sich die Orientierungen des Fréswerkzeugs an den Endpunkten a und b
eines Bahnsegments wiederum unterscheiden. Zur Herleitung wird die Neigung in
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Abbildung 7.9: Konvergenz bei grofier Orientierungsidnderung mit Schrittweiten-
beschrankung.

Bewegungsrichtung jedoch als konstant angenommen, so dass die Neigungsédnderung
nur orthogonal zur Bewegungsrichtung erfolgt. Die Bahn ergibt sich durch lineare
Interpolation der Posen an den Endpunkten.

Dieser Fall unterscheidet sich dahingehend vom Fall der Neigung in Bewegungs-
richtung, dass anhand der Orientierung vy an der initialen Position ugy keine Korrek-
turposition zur Verminderung des (vorzeichenbehafteten) Abstands zwischen dem
Fraserrand und dem gegebenen Punkt q mit dem Vorgehen aus Unterabschnitt 7.3.1
ermittelt werden kann. Die vorgestellte Berechnung der Korrekturschrittweite A\
beriicksichtigt nur ein Vorauseilen oder Hinterherlaufen des relevantes Teils der
Friasergeometrie, jedoch keinen seitlichen Schwenk auf q zu.

Um dennoch, wie im letzten Abschnitt, unabhéngig von einer konkreten Ori-
entierungsinterpolationsfunktion und deren Ableitungen zu bleiben, hilft folgende
Beobachtung. Die Nullstellenmenge beim hier betrachteten Fall kann nur von den-
jenigen Fraserpositionen beeinflusst werden, deren Versatz AX = £|u; — ug| zur
initialen Position ug = u (A\g) den Friserradius r nicht iiberschreitet, d.h. fiir die

lug —uof <7 (7.12)

gilt. In diesem Sinn ist der Einfluss auf die Nullstellenmenge, und damit die ma-
ximal erforderliche Korrekturspannweite fiir die Neigungsinderung orthogonal zur
Bewegungsrichtung, nur lokal und durch den Fraserradius beschréankt.

Abbildung 7.10b zeigt diesen Sachverhalt anhand dreier Fraserpositionen: fiir die
initiale Fréserposition ug (blauer Zylinder) liegen die beiden roten Punkte auerhalb
des Wirkungsbereichs (Fraseroberflache), ebenso fiir jede Fréserposition uj, deren
Versatz gegentiber uy den Fréserradius r tiberschreitet (roter Zylinder). Ein Versatz
AN < r kann jedoch dazu fithren, dass die Punkte innerhalb des Wirkungsbereichs
liegen (griiner transparenter Zylinder).

Demgegentiiber ist bei Neigung in Bewegungsrichtung die maximal erforderliche
Korrekturspannweite global und nur durch die Lange des Bahnsegments beschréank-
bar. Abbildung 7.10a zeigt diesen Sachverhalt anhand einer initialen Fraserposition
(blauer Zylinder), deren Korrektur aufgrund des hohen Neigungswinkels das gesamte
Bahnsegment umfassen kann.
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_.
(a) global: AX ist nur durch die Linge des Bahnseg- (b) lokal: A) ist durch den Friserradius
ments beschrankt beschrénkt

Abbildung 7.10: Globale vs. lokale Korrekturspannweite. Der blaue Zylinder zeigt
die den beiden roten Punkten néchstgelegene Fraserposition ug.

Ausgehend von der beschriebenen Lokalitat des Einflusses auf die Nullstellenmen-
ge besteht das Verfahren der Positionskorrektur nun darin, die optimale Fréserpose
innerhalb des Intervalls [Ag — 7, Ao + ] mittels linearer Suche zu identifizieren.

Unabhéngig von der geometrisch motivierten konzeptionellen Trennung der Nei-
gung in bzw. orthogonal zur Bewegungsrichtung ist die damit verbundene zunéchst
grobe Approximation durch die globale Lokalisation des Frésers auf dem Bahnseg-
ment gemafl Unterabschnitt 7.3.1 mit anschlieSender Korrektur durch die lokale
Suche aus Sicht des Berechnungsaufwandes effizient.

Zu erwéhnen bleibt, dass die beschriebene Beschriankung der Korrekturspann-
weite dazu fithrt, dass der resultierende Wert ¢g, (q) fiir Punkte q jenseits der
Nullstellenmenge im Allgemeinen die tatsdchliche Distanz zur Fréseroberfliche tiber-
schéitzt. Abbildung 7.11 zeigt dazu eine beispielhafte Situation. Fiir die beiden
Anfragepunkte q1,qs markiere der griine Zylinder einen im néchstgelegenen TCP
ug positionierten Fraser, und der blaue Zylinder einen Fraser mit lokal minimalem
Abstand zwischen Fraseroberflaiche und den Anfragepunkten, fiir dessen TCP uy
gilt |u; —ug| <. Fiir g ist der Abstand auch global minimal und gleich Null. Fur
q; flihrt eine Erhohung des Versatzes zwischen ug und u; iiber r hinaus dagegen zu
einer weiteren Verringerung des Abstands zwischen Friseroberfliche und Anfrage-
punkt. Der rote Zylinder zeigt den Friser mit global minimalem Abstand zwischen
Fraseroberfliche und q;. Unter der Annahme, dass eine Neigung des Frésers nur
orthogonal zur Bewegungsrichtung erfolgt, kann fiir [u; —ug| > » der Punkt q; fiir
keine Pose mehr auf der Friaseroberfliche liegen, da der Abstand zu dieser allein
aufgrund des Versatzes stets grofler Null ist. Die Tatsache, dass im Rahmen der
Simulation ausschlieflich die Nullstellenmenge von ¢g, von Bedeutung ist, fithrt zur
Zulassigkeit der beschriebenen Beschrankung des Suchraums.
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Abbildung 7.11: Uberschitzung des Abstands aufgrund Beschrinkung der Kor-
rekturspannweite.

7.4 Evaluation und Diskussion

Abbildung 7.12 zeigt ein beispielhaftes Schnittvolumen bei linearer sphérischer Inter-
polation der Neigung in Bewegungsrichtung von 45° am Startpunkt (blauer Zylinder)
bis —45° am Endpunkt (roter Zylinder) und mit steigender Anzahl I an Korrekturi-
terationen geméfl Gleichung (7.11). Zur Berechnung des Schnittvolumens werden
ausschliellich die Start- und Endpose verwendet, die drei {ibrigen interpolierten
Posen dienen nur der Visualisierung. Fiir I =1 und I = 2 sind fehlerhafte Einbuch-
tungen des Schnittvolumens und Uberschneidungen mit der Friseroberfliche an
interpolierten Posen zu erkennen. Diese resultieren aus einer zu groflen Abweichung
zwischen der nach ein bzw. zwei Korrekturiterationen ermittelten Friaserpose und
der optimalen Fraserpose. Insbesondere ist das fiir I = 1 (Abbildung 7.12b) erwartete
Uberspringen der optimalen Friserposition in Abbildung 7.8 ersichtlich, in welcher
der Punkt q zu keinem Zeitpunkt innerhalb des Frésers zu liegen scheint. Fiir I > 3
sind keine Beeintrachtigungen des Schnittvolumens mehr erkennbar.

Abbildung 7.13 zeigt ein beispielhaftes Schnittvolumen bei linearer sphérischer
Interpolation der Neigung orthogonal zur Bewegungsrichtung von 45° am Startpunkt
(blauer Zylinder) bis —-45° am Endpunkt (roter Zylinder) ohne und mit lokaler
linearer Suche mittels maximal 4 abstandsverringernder Testpositionen. Zu erkennen
sind erwartungsgemiBe Uberschneidungen mit der Friseroberfliiche an interpolierten
Posen im Fall ohne lokale Suche, welche im Fall mit lokaler Suche entfallen.

Abbildung 7.14 zeigt eine komplexere Situation bestehend aus drei Bahnsegmen-
ten, in denen die beiden thematisierten Neigungsrichtungen auf unterschiedliche
Weise kombiniert sind. Farbige Zylinder markieren Endpunkte von Bahnsegmenten
und graue Zylinder interpolierte Posen in der Mitte jedes Bahnsegments, die wieder
nur zum Zweck der Visualisierung dienen.
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VA 4

(a) Bahnsegment mit 5 Fréserposen (b) Schnittvolumen mit I =1
(¢) Schnittvolumen mit I =2 (d) Schnittvolumen mit [ =3

Abbildung 7.12: Schnittvolumen bei Neigungsénderung in Bewegungsrichtung

W

(a) ohne lokale Suche (b) mit lokaler Suche

Abbildung 7.13: Schnittvolumen bei Neigungsdnderung orthogonal zur Bewe-
gungsrichtung

Abbildung 7.14: Schnittvolumen bei beliebiger Neigungsdnderung
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(a) 2x Gitterpunktabstand (b) 1x Gitterpunktabstand

Abbildung 7.15: Abtastschrittweite des Fraswerkzeugs im Vergleich zum Gitter-
punktabstand

Die in Abschnitt 7.3 vorgestellte implizite Reprasentation des Schnittvolumens
zeichnet sich durch ihre fehlende Abtastung der Fraserpose entlang eines Bahn-
segments und der daraus resultierenden Glattheit des Schnittvolumenrandes aus.
Anstatt eine vordefinierte Anzahl isolierter Posen zu beriicksichtigen, zu denen
der kleinste Abstand bestimmt wird, kann sich jede beliebige Pose gleicherma-
Ben auf des Schnittvolumen auswirken. Die beriicksichtigten Posen héngen nicht
von einer Abtastung des Bahnsegments ab, sondern von den Stiitzstellen des den
Schnittvolumenrand représentierenden Distanzfelds.

Im Folgenden wird die Laufzeiteffizienz des vorgeschlagenen kontinuierlichen
Ansatzes im Vergleich mit der des naiven diskreten Ansatzes analysiert, welcher
besagte Glattheit der Schnittvolumenoberfliche durch Abtastung des Bahnsegments
mit hinreichend kleiner Abtastschrittweite der Fraserposen erreicht. In Anlehnung
an das Abtasttheorem und den in Abbildung 7.15 schematisierten Vergleich zwischen
Werkzeug- und Gitterpunktabstand sei als obere Schranke fiir eine hinreichende
Abtastschrittweite zunéchst der doppelte Gitterpunktabstand angenommen. Liegt
die Schrittweite auf oder iiber der Schranke, so ist der unerwiinschte talférmige
Ubergang zwischen benachbarten Friserposen stets rekonstruierbar.

In der Realitét erweist sich diese Schranke als zu optimistisch, da sie auch von
der Divergenz der Friserposen abhéngt, wie Abbildung 7.16 zeigt. Darin wurde
das Schnittvolumen nicht mittels des kontinuierlichen Ansatzes aus Abschnitt 7.3
berechnet, sondern mittels der naiven diskreten Vorgehensweise mit vorgegebener
Abtastschrittweite in Abhéngigkeit vom Gitterpunktabstand. Aufgrund divergie-
render Fréaserposen sind beim 2— und 1.5-fachen des Gitterpunktabstands noch
Ubergange zwischen benachbarten Friiserposen erkennbar. Als realistischere obere
Schranke fiir die Abtastschrittweite des diskreten Ansatzes sei im Folgenden der
einfache Gitterpunktabstand angenommen.

Abbildung 7.17 zeigt einen Vergleich der Berechnungsdauer des kontinuierlichen
und des naiven diskreten Ansatzes (Testsystem CPU: Intel Core i7-4790K, RAM:
16GB). Aufgrund eines geringen Quellcode-Optimierungsgrades und der Ausfiihrung
auf der CPU anstelle GPU ist weniger die absolute Berechnungsdauer relevant,
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(a) 2x Gitterpunktabstand (b) 1.5x Gitterpunktabstand (¢) 1x Gitterpunktabstand

Abbildung 7.16: Schnittvolumen bei Berechnung des kleinsten Abstands zu einer
diskreten Menge an Fréserposen mit vorgegebener Schrittweite.
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Abbildung 7.17: Berechnungsdauer des Schnittvolumens fiir ein Bahnsegment (mit
Neigungsinderung in und orthogonal zur Bewegungsrichtung) in
Abhéngigkeit von der Bahnsegmentlénge.

sondern vielmehr der relative Vergleich. Es zeigt sich, dass mit wachsender Bahnseg-
mentldnge und wachsendem Fréserradius — jeweils relativ zum Gitterpunktabstand —
der kontinuierliche Ansatz zunehmend effizienter wird. Beides ist wiederum auf die
wachsende Anzahl an auszuwertenden Gitterpunkten zuriickzufiihren, sodass festzu-
halten bleibt, dass der kontinuierliche Ansatz besser mit der Gitterpunktanzahl zu
skalieren scheint als eine diskrete Abtastung des Bahnsegments mittels Fraserposen.

Abbildung 7.18 zeigt ein beispielhaftes Ergebnis nach Simulation des Materialab-
trags von Werkzeugbahnen zur spanenden Fertigung einer viergliedrigen Zahnbriicke.
Ein Materialabtrag findet dabei nur innerhalb einer das Zielobjekt umgebenden
dufleren Hiille statt, und Haltestege dienen zur Fixierung des Werkstiicks bis zur
Beendigung der Fertigung, siche Abbildung 1.6b.

7.5 Stand der Wissenschaft

GeméB [BB15] dient die Fertigungssimulation zur Uberpriifung der Werkzeugbahn,
Erkennung von Kollisionen, Vorhersage der Oberflichenrauheit, Vorhersage der
Schneidkraft, Optimierung von Schneidparametern. Die Arbeiten [BB15; Joy17] ge-
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(b) Unterseite

Abbildung 7.18: Viergliedrige Zahnbriicke nach Simulation des Materialabtrags.

ben einen Uberblick iiber aktuelle Ansitze zur Fertigungssimulation. Diese unterschei-
den sich hinsichtlich der Modellierung des bearbeiteten Werkstiicks, Modellierung des
Frasereingriffvolumens (Swept Volume) sowie Manipulation des Werkstiickmodells
in Abhéngigkeit vom Frasereingriff.

Fiir einen umfassenden Uberblick iiber die virtuelle Fertigung, welche die Model-
lierung der Werkstiickoberfliche und des Frésereingriffs als Teilaspekte beinhaltet,
sei [AKB+14] hervorgehoben. Als Repréasentationsformen fiir die Werkstiick- sowie
Werkzeugoberfliache treten Dreiecksnetze, Punktwolken, Begrenzungsflichenmodelle
(B-Rep), flachige Gitter (Hohenkarten, Multi-Dexel) und rdumliche Gitter (Voxel)
auf. Die Dissertation dokumentiert eine neuartige Distanzfunktion zur impliziten
Modellierung des Swept Volume, welche zundchst unabhéngig von der Diskretisie-
rung des Definitionsbereichs mittels flachiger oder rdumlicher Gitter ist. Die erfolgte
Fokussierung auf ein adaptives raumliches Gitter gemafl Unterabschnitt 2.1.2 ermog-
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licht jedoch einen orts- und zeitabhéngigen Gitterpunktabstand, und damit auch
eine effiziente Darstellung von Werkstiickoberflichen mit variierendem Detailgrad.

Anséitze zur expliziten Modellierung des Fraswerkzeugeingriffs finden sich [LN11a;
LN11b; AA00], welche die Oberfliche des Frisereingriffvolumens durch ein Drei-
ecksnetz représentieren. Die Manipulation des Werkstiickmodells erfolgt durch
Beschneidung der Werkstiickoberfliche mit dem Dreiecksnetz. In [ZCY15] wird
eine geschlossene Darstellungsform fir die einhiillende Oberfliche einer Schar von
Fréseroberflichen fiir eine spezialisierte Friasergeometrie konstruiert.

Das Vorgehen in der Dissertation unterschiedet sich dahingehend grundlegend,
dass der Rand des Frasereingriffvolumens implizit représentiert wird. Hervorgehoben
seien in diesem Zusammenhang die Arbeiten [Dzil2; KVL+04], welche ebenfalls
distanzfeldbasierte Ansédtze dokumentieren, um das Swept Volume eines nahezu
beliebigen geometrischen Objekts zu approximieren, welches entlang einer vorgege-
benen Kurve verschoben wird. Die Allgemeingiiltigkeit und hohe Komplexitét der
dokumentierten Ansétze zieht jedoch den Nachteil einer um einige GréBenordnungen
gesteigerten Berechnungsdauer nach sich.

Durch die Verwendung einer Kombination aus analytischen und numerischen
impliziten Darstellungen der relevanten Oberflichen ist der Fokus der vorgestellten Si-
mulation vergleichbar mit der Arbeit aus [SEP+12], wobei letztere einen grundlegend
anderen Ansatz zur Berechnung des vorzeichenbehafteten Abstandes zum Fraserein-
griffvolumen (Swept Volume) verwendet. Darauf autbauend dokumentieren [ES12;
ES13] einen Ansatz zur ndherungsweisen Berechnung der momentanen Kontaktfla-
che als eine momentan wirksame Region der Fréseroberfliche (Cutter Workpiece
Engagement surface) sowie des abgetragenen Volumens, welche den Ausgangspunkt
fiir eine weitergehende physikalische Modellierung des Fertigungsprozesses darstellen,
wie die Berechnung einer mittleren Zerspankraft mittels der Abtragsgeschwindigkeit
(Material Removal Rate). Aufgrund einer &hnlichen impliziten Représentation des
Frasereingriffs liele sich das Verfahren aus der Dissertation ebenso durch diesen
Ansatz erweitern.

Eine alternative Herangehensweise zur Modellierung des bearbeiteten Werkstiicks
mittels Displacement Fields zeigt bspw. [Aya03]. Darin wird die Deformation bzw.
Formgebung der Werkstiickoberfliche dargestellt, indem jedem Punkt einer Ziel-
bzw. Referenzoberfliche ein Versatz in Richtung der Oberflichennormale zugeordnet
wird, welcher den Punkt auf die gegenwértige Werkstiickoberfliche abbildet.

Die bisher thematisierten Herangehensweisen beschrianken sich auf eine makrosko-
pische Simulation des Fertigungsprozesses. Vom physikalischen Prozess der Abhebung
eines Spans durch die Schneidkante des Werkzeugs wird dabei abstrahiert, indem
dieser Prozess durch ein vereinfachendes geometrisches Modell zur Deformation der
Werkstiickoberflache in Abhéangigkeit von der Lage und Geometrie des Werkzeugs
ersetzt wird. Einen Uberblick iiber Ansitze zur physikalischen Modellierung der
Spanabhebung im Rahmen einer mikroskopischen Simulation liefert [RCJ18].
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Zusammenfassung und Ausblick

Die Motivation der Dissertation lag in der Entwicklung einer auf Level-Sets basie-
renden Bahnplanungsmethodik. Zu diesem Zweck wurden unterschiedliche Anséitze
zur impliziten Definition, Reprasentation und Manipulation von fiir die Planung
von Werkzeugbahnen relevanten Flachen und Kurven erprobt. Die entwickelten
Methoden dienten zur Planung von Werkzeugbahnen in zwei unterschiedlichen An-
wendungsszenarien, der spanenden Fertigung dentaler Werkstiicke wie Zahnkronen,
Briicken oder Inlays mittels einer 5-achsigen Tischfrdsmaschine, und zur thermischen
Beschichtung von Oberflichen mittels einer am Roboterarm gefiihrten Spritzpistole.
Als wesentliche Rahmenbedingung galt dabei die unmittelbare praktische Anwend-
barkeit und groftmogliche Robustheit der verwendeten Methoden, da insbesondere
die Frasbahnplanung fiir den unmittelbaren Einsatz in zahntechnischen Laboren
und Zahnarztpraxen im Rahmen der Software AnyCAM entwickelt wurde.

Die Verwendung impliziter Methoden fiihrt einerseits zu bedeutsamen Vorteilen
gegeniiber expliziten Methoden, andererseits jedoch auch zu neuen Herausforderun-
gen, welche in den vorangehenden Kapiteln thematisiert wurden.

Hervorgehoben sei hier der Ansatz zur impliziten Représentation von Kammlinien
als Projektion des Medialachsenrandes auf eine explizite Oberfliche, sowie die damit
verbundene Identifikation von fiir die Bahnplanung kritischen Bereichen auf der
Zieloberfliche. Ebenso wurden die den Werkzeugbahnen zugrunde liegenden Kurven
auf Oberflichen und im Raum implizit definiert, sowie Ansétze zur Uberfiihrung ex-
plizit bzw. implizit definierter Kontaktpunktkurven auf Oberflichen in explizit bzw.
implizit definierte Werkzeugpositionskurven im Raum vorgestellt. Die Uberfithrung
von Kontaktpunktkurven auf Oberflichen in Werkzeugpositionskurven im Raum
wurde weitergehend vertieft, indem die Bestimmung einer Positionskurve als Losung
eines Optimierungsproblems aufgefasst wurde, welche zwischen einer aus prozesstech-
nischer, geometrischer und dynamischer Perspektive glinstigen Positionierung des
Werkzeugs abzuwéigen vermag. Abschliefend wurde eine auf ausschliefilich impliziten
Représentationen beruhende Methodik zur Simulation des Materialabtrags bei der
spanenden Fertigung vorgestellt.

Es stellte sich heraus, dass der anvisierten Verwendung ausschliefSlich impli-
ziter Reprasentationen jedoch noch gewisse Herausforderungen im Wege stehen,
die zugunsten einer praktischen Anwendbarkeit der entwickelten Methodik nicht
mehr im Rahmen der Dissertation gelést wurden. Deshalb sind neben den bevorzug-
ten impliziten Repréisentationen stellenweise weiterhin explizite Repréasentationen
vonnoten.

169
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In diesem Zusammenhang sei die Notwendigkeit zur expliziten Représentation
der Offset-Fléche erwahnt, sofern auf dieser Kamm- und Iso-Konturlinien berechnet
werden sollen, siehe Abschnitt 3.3 und Unterabschnitt 5.1.2. Zur Vermeidung unnoti-
ger Konvertierungen ist dagegen die Berechnung von Kammlinien und Distanzfeldern
auf der impliziten Flachenrepriasentation erstrebenswert. Ansétze hierzu, welche zu-
kiinftig berticksichtigt werden kénnten, sind in [WL16] (Distanzfelder auf impliziten
Flachen) und [ZCP09; Gol05] (Kriimmungen auf impliziten Fldchen) dokumentiert.

Abschnitt 3.3 thematisierte eine neuartige Form der Kammliniendetektion durch
Projektion des Medialachsenrandes auf die Zieloberfliche. Wie dort bereits erwéhnt
wurde liegt die Annahme nahe, dass dieser Ansatz aufgrund seiner Globalitét robuster
sein kann als die lokale Suche nach relevanten Extremstellen der Hauptkriimmung.
Die Suche relevanter Extremstellen erfordert zunéchst die Schiatzung der Hauptkriim-
mungen und Hauptkriimmungsrichtungen basierend auf der Punktnachbarschaft.
Letzterer Ansatz wird in der Software AnyCAM verwendet, erweist sich jedoch
als auflerst sensitiv gegeniiber der Auswahl der zu berticksichtigen Nachbarschaft
eines jeden Oberflichenpunktes. Resultierende Kammlinien bediirfen fiir gewéhnlich
einer Selektion und Glattung. Aus diesem Grund kann die medialachsenbasierte
Kammliniendetektion als vielversprechende Alternative angesehen werden.

Abschnitt 5.4.2 thematisierte anwendungsspezifische Einschrankungen der im-
plizit konstruierten Normalfliche sowie Unterschiede zur explizit konstruierten
Normalflache. Aus praktischer Sicht problematisch erwiesen sich die Verstarkung
von Gradienten entlang der Medialachse sowie das Konvergenzverhalten von Niveau-
mengen gegen die Medialachse. Ersteres beeintréchtigt die Kondition des Skalarfelds
und fithrt somit zu einem gezackten Verlauf der Niveaumengen, und damit auch
der Offset-Bahnen, nahe der Medialachse, sieche Abbildung 5.15b. Letzteres fiihrt
dazu, dass unterschiedliche Kontaktpunkte aus dem Medialachsen-Einflussbereich,
deren nachstgelegene Punkte auf der Offset-Flache identisch sind, dennoch auf
unterschiedliche Offset-Punkte abgebildet werden, sieche Abbildung 5.21a. Im Rah-
men der Dissertation werden diese Einschriankungen durch nachtréagliche Glattung
resultierender Bahnen geméfi Unterabschnitt 5.7.3 nédherungsweise kompensiert.
Erstrebenswert wére dagegen eine konzeptionelle Beriicksichtigung der Einschrén-
kungen. Naheliegend erscheint hierbei zunéchst die Verfeinerung des Gitters entlang
der Medialachse. Des weiteren erscheint der verwendete suchebasierte Ansatz zur
Berechnung des Gitters zur Approximation des Tupels (¢,w) aus Distanzfeld und
extrudiertem Skalarfeld nicht optimal, da die Suche eines néchstgelegenen Ober-
flichenpunktes fiir jeden Gitterpunkt isoliert stattfindet und somit keine Beriick-
sichtigung von Stetigkeitsanforderungen erlaubt. Dagegen lassen sich im Rahmen
eines ausbreitungsbasierten Verfahrens auch Stetigkeitsanforderungen formulieren.
Ein ausbreitungsbasiertes Verfahren zur Berechnung des Distanzfelds ¢, z.B. Fast
Marching, miisste zur Berechnung des Skalarfelds w dahingehend erweitert werden,
dass das Oberflichendistanzfeld entlang der Charakteristiken der Eikonalgleichung
propagiert wird.
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In Abschnitt 5.5 wurde die Relaxation einer wirkungsgiinstigen Werkzeugbahn
zugunsten verbesserter geometrischer, kinematischer oder dynamischer Bahneigen-
schaften eingefiihrt. Die vorgestellte Herangehensweise bestand im Wesentlichen
aus der Interpolation einer Werkzeugkompromissbahn aus zwei extremalen Werk-
zeugbahnen, der wirkungsgiinstig ausgelegten und der dynamikgiinstig ausgelegten
Werkzeugbahn. Durch unterschiedliche Arten der Interpolationsgewichtung lassen
sich unterschiedliche Relaxationsansétze konstruieren. In Abschnitt 5.6 wurde darauf-
hin gezeigt, wie die Wahl des Offsets der dynamikgiinstig ausgelegten Werkzeugbahn
zur Verallgemeinerung des Vorgehens zur Relaxation von Werkzeugbahnen dienen
kann. Die Darstellung erfolgte dabei geometrisch und eher konzeptionell, unter
Delegation der Entscheidung tiber die kinematische oder dynamische Zulassigkeit der
interpolierten Werkzeugbahn an eine Black-Box. Im Rahmen einer praktischen Nut-
zung der vorgestellten Herangehensweise ist jedoch eine stéirkere Beriicksichtigung
der kinematischen und dynamischen Eigenschaften des verwendeten Werkzeugs inner-
halb der Gewichtungs-Optimierungsschleife anstatt der Befragung einer Black-Box
erstrebenswert.

In Abschnitt 6.3.3 wurde die Forminterpolation mittels einer ortsabhéingigen
Ausbreitungsgeschwindigkeit erwéhnt, jedoch im Rahmen der Dissertation eine al-
ternative Methodik bevorzugt, bestehend aus der Konturausbreitung mit konstanter
Geschwindigkeit mitsamt Projektion unzulédssiger Konturabschnitte auf den Rand
des zuldssigen Bereichs (ebenfalls Abschnitt 6.3.3). Letztere hat den Vorteil einer
tendenziell kiirzeren resultierenden Kurvenlénge, da alle zulassigen Konturabschnitte
einen vorgegebenen Abstand zueinander bewahren und somit die Uberdeckung der
Positionierungsregion eine geringstmogliche Anzahl an Kurvenabschnitten erfordert.
Der Nachteil aus fertigungstechnischer Sicht liegt im wiederholten Befahren desselben
(riickprojizierten) Bahnabschnitts. Dies kann nicht nur fiir Prozesse mit zeitabhéngi-
ger Wirkung problematisch sein, sondern auch bei der spanenden Fertigung negative
Auswirkungen auf die Standzeit des Frésers aufweisen, wenn der Schaft des Fréasers
wiederholt den Rand des Bearbeitungsbereichs tangieren muss.

In Abschnitt 7.3 wurde die Bestimmung der zu einem Anfragepunkt q néchst-
gelegenen Friserpose auf einem Bahnsegment, im Sinne des vorzeichenbehafteten
Abstands, durch Bestimmung einer initialen Fraserpose und Korrektur derselben im
Rahmen von zwei Korrekturphasen vorgestellt. Die erste (globale) Phase bestand aus
der Verschiebung des Frésers entlang des Bahnsegments in Abhédngigkeit von dessen
Neigungswinkel in Bewegungsrichtung. Die zweite (lokale) Phase bestand aus der
linearen Suche einer verbessernden Fraserpose innerhalb eines fixen Intervalls um die
Interimspose aus Phase 1, das nur vom Fraserradius abhéngt, zur Beriicksichtigung
eines variierenden Rollwinkels des Frésers orthogonal zur Bewegungsrichtung. Die
Notwendigkeit dieser zweiten Phase ergab sich aus der Unabhéngigkeit der in Unter-
abschnitt 7.3.1 vorgestellten geometrischen Schrittweitenberechnung vom Rollwinkel
des Frasers. Erstrebenswert wére in diesem Zusammenhang eine Herangehensweise
zur Berechnung der finalen Korrekturschrittweite, die sowohl den Neigungs- als
auch Rollwinkel des Frasers beriicksichtigt, innerhalb einer einzigen Phase, um die
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nachtrégliche lokale Suche zur weitergehenden Verbesserung zu vermeiden. In einer
derart verallgemeinerten Schrittweitenberechnung ist die Trajektorie des Punktes q
nicht mehr notwendigerweise ein Geradenabschnitt sondern eine gekriimmte Kurve,
wenn der Friser durch Anderung des Rollwinkels entlang des Bahnsegments seitlich
auf q zu schwenkt. Gesucht ist wiederum ein Punkt auf dieser Kurve, welcher den
(vorzeichenbehafteten) Abstand zum Fréaserrand minimiert.
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